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Capitulo 1

Espacos topologicos e aplicacoes

continuas

1.1 Topologia de R”

A norma euclidiana de um elemento x = (xg, .. ., X,) € R" é definida por

el = /o 4o .

Recordemos que a norma verifica as seguintes propriedades para quaisquer x,y € R" e

a € R:
(i) se x # 0, entdo ||x|| > 0;
(i) fla- x[| = lee| - fIx]I

(i) [1x + y[l < [Ix[ + [yl

Definicao 1.1.1. Sejam a € R" e € > 0. A bola aberta de raio € e centro a é o conjunto

Bc(a) ={x e R"|||x — a|| < €}.

Exemplo 1.1.2. Para a € R, B.(a) =]a —¢,a+¢[.
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Definicao 1.1.3. Um subconjunto A C R” diz-se aberto se, para cada a € A, existe um

ndmero real € > 0 tal que B.(a) C A.

Exercicio 1.1.4. Sejam a < b dois nimeros reais. Mostre que os intervalos |a, b[, | — 00, b| e
|a, +00[ sdo subconjuntos abertos de R e que o intervalo [a, b[ ndo é um subconjunto aberto

de R.

Proposicao 1.1.5. Qualquer bola aberta B.(a) é um subconjunto aberto de R".

Demonstracdo. Seja x € B¢(a). Entdo ||x — a|| < €, pelo que § = & — ||x — a|| é um nimero

positivo. Vejamos que Bs(x) C B.(a). Seja y € Bs(x). Entdo ||x — y|| < d e portanto
ly—all=ly —x+x—al <[y =xl[+llx—al| <+ Ix—al =
Logo y € Bc(a). O

Teorema 1.1.6. Seja A a colecdo dos subconjuntos abertos de R". Entdo
(a) Rre Aee A
(b) se Ay,...,Ax € Aentdio AN ---NALEA;

(c) para qualquer familia (Ax)xen de conjuntos Ay € A, |J Ax € A.
AEA

Demonstraco. (a) é evidente.

(b) Sejam Ay,...,Ax e Aeaec A;n---N A Como os conjuntos A; sdo abertos, existem
e >0,..., gk > 0 tais que B, C A;. Seja € = min{ey, ..., €x}. Entdo Be(a) C B, (a) C A;
para todo o j =1,..., k. Segue-se que B.(a) C Ay N---N Ak e entdo que A; N ---N A, é

aberto.

(c) Sejam (Ax)ren uma familia de conjuntos abertos e a € |J A,. Entdo existe um indice Ag
AEN
tal que a € A,,. Como A,, é aberto, hd uma bola B,(a) contida em A,,. Logo B.(a) C |J A..
AEN
Portanto |J A, € A. O

AEA

Corolario 1.1.7. Um subconjunto A C R" € aberto se e s6 se € uma reunido de bolas abertas.
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Demonstracdo. Pela Proposicdo [1.1.5, toda a bola aberta é um subconjunto aberto de R”.
Pelo Teorema [1.1.6] toda a reunido de subconjuntos abertos de R” é aberta. Segue-se que

todo a reunido de bolas abertas é aberta.

Seja A um subconjunto aberto de R". Entdo, para todo o a € A, existe um nimero €, > 0

tal que B, (a) C A. Portanto A= | Be,(a). O

acA

Definicao 1.1.8. Sejam X C R" e Y C R™. Uma aplicagcdo f: X — Y diz-se continua no
ponto £ € X se, para cada € > 0, existe um nimero real § > 0 tal que, para cada x € X,
|x —&]|| < & implica ||[f(x) —f(&)|| < e. A aplicagdo f: X — Y diz-se continua se é continua

em todos os pontos de X.
Exercicio 1.1.9. (a) Mostre que todo a aplicagdo linear f: R” — R™ é continua.

(b) Seja f: X — R™ uma aplicagdo definida num subconjunto X C R". Mostre que f é

continua se e sé se as suas funcées componentes fi, ..., f,: X — R sdo continuas.
(c) Mostre que a multiplicagdo R? — R, (x,y) +— x - y é continua.
(d) Mostre que a fungdo R\ {0} — R, x — x~! é continua.

Teorema 1.1.10. Uma aplicacdo f: R" — R™ € continua se e s6 se, para todo o subconjunto

aberto A C R™, a imagem inversa f 1(A) é um subconjunto aberto de R".

Demonstragcdo. Suponhamos primeiramente que f: R” — R™ é continua. Seja A C R™
um conjunto aberto. Temos de mostrar que f~1(A) é um subconjunto aberto de R”. Seja
¢ € f}(A). Entio (&) € A. Como A é aberto, existe ¢ > 0 tal que B.(f(¢)) C A.
Como f é continua em &, existe 6 > 0 tal que, para todo o x € R”, ||x — || < § implica
I1f(x) — f(&)|| < &. Portanto f(Bs(¢)) C B(f(£)) C A e entdo Bs(¢) C f*(A). Logo

f~1(A) é um subconjunto aberto de R".

Reciprocamente, suponhamos que, para cada subconjunto aberto A C R”, f~}(A) é um
subconjunto aberto de R”. Sejam £ € R" e ¢ > 0. Como B(f(£)) é um subconjunto aberto

de R™, f~1(B.(f(¢))) é um subconjunto aberto de R" que contém ¢. Logo existe & > O tal
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que Bs(¢) C F~1(B(f(£))). Assim, para cada x € R”, |[x—¢&]| < & implica ||f(x)—f(§)] < e.

Logo f é continua em §. m

Exemplo 1.1.11. A imagem f(A) de um conjunto aberto A C R"” por uma aplicagdo continua
f: R" — R™ pode n3o ser um conjunto aberto em R™. Por exemplo, se f: R — R é dada

por f(x) = x?, entdo f(] — 1,1[) = [0, 1], que ndo é um subconjunto aberto de R.

1.2 Espacos topoldgicos

Definicao 1.2.1. Uma topologia num conjunto X é uma cole¢do A de subconjuntos de X

tal que
(a) Xe Aele A,
(b) se Ay, ..., A € Aentdo AN NAE A

(c) para qualquer familia (Ax)xen com Ay € A, |J Ay € A
AEA

Um espaco topoldgico é um par (X,.A) onde X é um conjunto e A é uma topologia em X.
Os elementos de A sdo chamados os abertos do espago topoldgico (X, .A). E comum fazer-se

referéncia ao “espaco topoldgico X", deixando subentendida a topologia A.

Exemplos 1.2.2. (i) Por[1.1.6] os subconjuntos abertos de R” formam uma topologia em
R". Esta topologia é chamada topologia euclidiana ou topologia usual de R". A seguir,
a menos de indicagdo contraria, R"” serd implicitamente considerado munido da topologia

euclidiana.

(ii) Para qualquer conjunto X o conjunto de todos os subconjuntos de X é uma topologia
em X. Esta topologia é chamada topologia discreta de X. Um espaco topoldgico diz-se

discreto se a topologia de X for a topologia discreta.

(iii) Para qualquer conjunto X o conjunto {0, X} é uma topologia em X. Esta topologia é
chamada topologia grossa de X. Um espaco topoldgico diz-se grosso se a topologia de

X for a topologia grossa.
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(iv) Seja X um conjunto com dois elementos, X = {a, b}. O conjunto {0, {a}, X} é uma

topologia em X, chamada a topologia de Sierpinsky.

Exercicio 1.2.3. Determine todas as topologias possiveis de X = {a, b, c}.

1.3 Subespacos

Proposicao 1.3.1. Sejam (X, .A) um espago topoldgico e Y C X um subconjunto. Entdo o

conjunto B={ANY | A € A} é uma topologia emY .

Demonstracdo. (a) Como X € A, temosY = XNY € B. Como 0 € A, temos @ = 0NY € B.
(b) Sejam By, ..., B, € B. Entdo existem Ay, ..., A, € A tais que

By =ANY,...,By=ANY.
Como A;N---NA, € A, temos

Bin---NBr=(ANY)N---N(ANY)=(AN---NA)NY € B.

(c) Seja (Bx)xaen uma familia de abertos de Y. Entdo, para cada A € A, existe um aberto A,

de X tal que By = A,NY. Como |J A, € A, temos

AEeN
Us =) =(JAa)nyes O
AEA AEA AEA

Definicao 1.3.2. Sejam (X,.A) um espaco topoldgico e Y C X um subconjunto. Ent3o a
topologia B = {ANY |A € A} diz-se a topologia induzida em Y pela topologia de X e o
espaco topoldgico (Y, B) diz-se um subespaco de X.

Subespacos de R”

Munido da topologia induzida, qualquer subconjunto de R” é um espaco topoldgico. Os

seguintes subespacos dos espacos euclidianos sao particularmente importantes:

e ointervalo I =[0,1] C R;
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e aesferaS" = {x e R"™|||x]| =1} CR"™ (n > 0);
e odisco D" ={x e R"|||x|| <1} CR" (n>1).

Note-se que a esfera S” é um subespaco do disco D™

Exercicio 1.3.3. Quais dos seguintes subconjuntos da circunferéncia S! s3o abertos em S!?

Justifique.
(@) S\ {(0, 1)}

(b) {(x,y) €S'|y >0}
(c) {(x.y) eSl|y =0}

Proposicao 1.3.4. Seja X um subespaco do espaco euclidiano R". Um conjunto A C X é

aberto em X se e s6 se, para cada a € A, existe um nimero real € > 0 tal que B.(a)N X C A.

Demonstracdo. Seja primeiramente A C X aberto em X. Ent3o existe um aberto U de R”
talque A=UNX. Sejaac A. Como AC U, a€ U. Como U é aberto em R", hd uma bola
B¢(a) contida em U. Portanto, B.(a) N X CUNX = A.

Suponhamos agora que, para cada a € A, existe g, > 0 tal que B,(a) N X C A. Entdo
A= U B, (a)n X. Como B, (a) é aberto em R", B, ,(a) N X é aberto em X. Logo A é

acA
uma reuniao de abertos de X e entdo aberto em X. O

1.4 Aplicacoes continuas

Definicao 1.4.1. Uma aplicagdo f: X — Y entre espacos topoldgicos diz-se continua se,

para todo o aberto A de Y, a imagem inversa f ~*(A) é aberta em X.

Exercicio 1.4.2. Seja X um subespaco de R” e Y um subespaco de R™. Mostre que uma

aplicacao f: X — Y é continua no sentido da Definicao se e so se é continua no sentido

da Defini¢cdo|1.1.8]

Exemplos 1.4.3. (i) Aidentidade idx: X — X é continua para qualquer espaco topolégico

(X, A).
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(i) Qualquer aplicagdo constante f: X — Y entre dois espagos topoldgicos é continua. Com
efeito, seja f(x) = ¢ para todo o x € X. Se B C Y contém c, tem-se f}(B) = X. Se
c ¢ Bentdo f1(B) = 0. Logo f1(B) é um aberto de X para qualquer subconjunto
BCY.

(iii) Se X for um espago discreto e Y um espaco topoldgico qualquer entdo toda a aplicagdo

f: X =Y é continua.

(iv) Se Y for um espago grosso e X um espago topoldgico qualquer entdo toda a aplicagdo

f: X =Y é continua.
Proposicao 1.4.4. Sejam f: X — Y uma aplicacdo continua e E C X e F CY subespagos

tais que f(E) C F. Entdo a aplicagdo f|g: E — F, x — f(x) é continua.

Demonstragdo. Seja B C F aberto. Ent3o existe um aberto A C Y tal que B = ANF. Como
f é continua, f1(A) é aberto em X. Logo, (f|g) }(B) = f *(A)NE é abertoem E. [J

Notacao 1.4.5. Para um espaco topoldgico X e um subespaco E de X, a inclusdo E — X,
X — x sera denotada por E — X.

Corolario 1.4.6. Sejam X um espaco topologico e E C X um subespaco. Entdo a inclusdo
E — X € continua.

Demonstracdo. Isto é o caso especial F =Y = X, f = idx da Proposicao(1.4.4] O

Proposicao 1.4.7. Sejam f: X — Y eg:Y — Z aplicagbes continuas. Entdo a composta

gof: X — Z é continua.

Demonstracdo. Seja A C Z aberto. Como g é continua, g !(A) é aberto em Y. Como f é

continua, (g o f)"}(A) = f (g (A)) é aberto em X. O

Exemplo 1.4.8. Sejam X um subespaco de R" e f, g: X — R duas fun¢des continuas. Ent3o
a fungdo produto - g: X — R, x — f(x) - g(x) é continua. Com efeito, consideremos a

funcdo h: X — R? definida por h(x) = (f(x), g(x)). Entdo h é continua porque as funcdes
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componentes sdo continuas. Como a multiplicacdo -: R? — R é continua, a funcdo composta

-0 h: X — R é continua. Esta composta é precisamente a fun¢do produto f - g.

Exercicio 1.4.9. Sejam X e Y espagos topoldgicos e (Ay)aca uma familia de abertos de X
tal que X = |J Ax. Mostre que uma aplicagdo f: X — Y é continua se e sé se a restri¢do

AEN
fla,: Ax — Y é continua para cada X\ € A.

1.5 Homeomorfismos

Definicao 1.5.1. Uma aplicagdo continua f: X — Y diz-se um homeomorfismo se f é
bijectiva e a aplicagdo inversa f~1: Y — X é continua. Dois espacos topoldgicos sio chamados
homeomorfos se existe um homeomorfismo entre eles. Para indicar que f é um homeomorfismo

escreveremos f: X — Y. Escrevemos X ~ Y para indicar que X e Y sdo homeomorfos.

Nota 1.5.2. Do ponto de vista topoldgico, dois espacos homeomorfos s3o “iguais’. Assim,
chamamos propriedades topoldgicas as propriedades preservadas por homeomorfismos. Se
quisermos mostrar que dois espacos X e Y ndo sdo homeomorfos, temos que encontrar uma

propriedade topoldgica que X tem mas Y nao.

Exemplos 1.5.3. (i) A bola aberta B;(0) C R” e R" sdo homeomorfos. Um homeomor-
fismo f: B1(0) — R" é dado por f(x) = ——. A funcdo inversa f~: R" — B;(0) é

L[|l
dada por f~*(y) = 717

(i) Sejaa,beR"eg, § > 0. As bolas B.(a) e Bs(b) sdo homeomorfas. Um homeomorfismo
f: B:(a) = Bs(b) é dado por f(x) = $(x — a) + b. A fungio inversa é dada por
) =5y —b)+a

(ii) O subespaco @ = {(x,y) € R?||x| + |y| = 1} de R? e a circunferéncia S' sdo homeo-

morfos. Um homeomorfismo f: Q — S! é dado por f(x,y)= % A funcao inversa
f~1:S' — Q & dada por f71(s, t) = 12

(iv) A projecdo estereografica p: S"\ {(0,...,0,1)} — R",

X1 Xn

)

p(xl,...,Xn+1):(1_Xn+1""' 1—Xp41
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é um homeomorfismo. A funcdo inversa é dada por

1 B 2y 2Yn i+ +yi-1
P (- ¥n) = (= T T 21 2 1)
yitootyi+l i N N S R

(v) Seja (X,.A) um espago topoldgico ndo discreto e D a topologia discreta no conjunto
X. Entdo a identidade (X, D) — (X,.A), x — x é continua e bijectiva, mas ndo é um

homeomorfismo.

(vi) Ser um espaco discreto é uma propriedade topolégica. Um espaco n3o discreto ndo pode

ser homeomorfo a um espaco discreto.

(vii) Ser um espago grosso é uma propriedade topolégica. Todo o espago homeomorfo a um

espaco grosso também é um espago grosso.

(viii) Qualquer cardinalidade é uma propriedade topoldgica. Dois espagos com cardinalidades

diferentes n3o sao homeomorfos.

Notas 1.5.4. (i) Uma aplicagdo continua f: X — Y é um homeomorfismo se e sé se existe

uma aplicacdo continua g: Y — X tal que gof = idx e f o g = idy.
(i) A composta de homeomorfismos é um homeomorfismo.
(iii) A aplicacdo inversa de um homeomorfismo é um homeomorfismo.

(iv) Uma aplicagdo continua e bijectiva f: X — Y é um homeomorfismo se e sé se a imagem

de cada aberto de X é aberto em Y.

Exercicio 1.5.5. Mostre que todo o intervalo (ndo degenerado) de R é homeomorfo a I,

[0,1[ ou ]0, 1[.

1.6 Conjuntos fechados
Definicao 1.6.1. Seja X um espaco topoldgico. Um subconjunto B C X diz-se fechado se
o seu complementar X \ B ¢ aberto.

Exemplo 1.6.2. Um intervalo fechado [a, b] é um subconjunto fechado de R. Com efeito,

R\ [a, b] =] — o0, a[U]b, +o0[. Como a reunido de dois abertos é um aberto e os intervalos
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| — 00, a[ e |b, +00[ sdo abertos em R, R\ [a, b] é aberto em R. Portanto [a, b] é fechado

em R.

Proposicao 1.6.3. Seja X um espago topoldgico.

(a) X e 0 sdo fechados.

(b) Se By, ..., Bx sdo subconjuntos fechados de X entdo By U --- U By é fechado.

(c) Para qualquer familia (By)xen de subconjuntos fechados de X, (| By € fechado.
AEA

Demonstracdo. (a) Como X\ X =0 e X \ 0 = X sdo abertos, X e 0 sio fechados.

(b) Sejam By, ..., By fechados. Entdo X \ By, ..., X \ By sdo abertos. Como toda a inter-

seccao finita de abertos é aberta,
(X\By)N---N(X\Bx)=X\(B1U---UBy)

é aberto. Portanto B; U - - - U By é fechado.

(c) Seja (By)aea uma familia de fechados. Ent3o, para cada A € A, X \ B, é aberto. Como

toda a reunido de abertos é aberta,

UX\ B =X\ ([]B)

AEN AEA

é aberto. Portanto [ B, é fechado. ]
Y

Proposicao 1.6.4. Sejam X um espago topoldgico e Y um subespaco de X. Um subconjunto

B CY é fechado emY se e s6 se existe um subconjunto fechado C de X tal que B=CNY.

Demonstracdo. Seja B C Y. Suponhamos primeiramente que B é fechado em Y. Entao
Y \ B e aberto em Y. Logo existe um aberto A de X tal que Y \ B = ANY. Portanto
B=Y\(ANY)=(X\A)NY. Logo B é a intersec¢do de Y com um fechado de X.

Suponhamos agora que e existe um subconjunto fechado C de X tal que B =CnNY. Entdo
Y\B=Y\(CNY)=(X\C)NnY. Como X\ C é aberto em X, obtemos que Y \ B é
aberto em Y. Logo B é fechado em Y. O]
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Exemplo 1.6.5. O intervalo |0, 1] é fechado no subespac¢o ]0, +oo[ de R. Com efeito, [0, 1]
é fechado em R e |0, 1] = [0, 1]N]0, +-o0[.

Exercicio 1.6.6. Sejam X um espaco topoldgico e Y um subespaco fechado de X. Mostre

que um subconjunto B C Y é fechado em Y se e s6 se é fechado em X.

Proposicao 1.6.7. Uma aplicagdo f: X — Y entre espacos topoldgicos é continua se e sé

se, para cada subconjunto fechado B C Y, a imagem inversa f "1(B) é fechada em X.

Demonstracdo. Suponhamos primeiramente que f é continua. Seja B C Y fechado. Entdo
Y \ B é aberto em Y. Como f é continua, f~}(Y \ B) é aberto em X. Ora, f (Y \ B) =
X\ f~Y(B). Segue-se que f~}(B) é fechado em X.

Suponhamos agora que a imagem inversa de cada fechado é fechado. Seja A C Y aberto.
Entdo Y \ A é fechado em Y, pelo que f~*(Y \ A) é fechado em X. Como f~1}(Y \ A) =

X\ f71(A), segue-se que f1(A) é aberto em X. Portanto f é continua. O

Exemplo 1.6.8. A esfera S” é um subconjunto fechado de R"*1. Com efeito, consideremos
a aplicagdo continua f: R — R dada por f(x) = ||x|| (porqué esta funcdo é continua?).

Como {1} é fechado em R (porqué?), S" = f~1({1}) é fechado em R"**.

Proposicao 1.6.9. Sejam f: X — Y uma aplicacdo entre espagos topoldgicos e By, . . ., By
k

subconjuntos fechados de X tais que X = |J B;. Entdo f é continua se e sé se a restricdo
i=1
flg,: Bi — Y € continua para cada i € {1, ..., k}.

Demonstracdo. Se f é continua entdo, pela Proposicdo [1.4.4, cada restricdo f|g, é continua.

Suponhamos inversamente que cada restri¢do f|g, é continua. Seja C C Y fechado. Entdo,
para cada i € {1,..., k}, (f|g,)"}(C) é fechado em B;. Logo, para cada i, existe um fechado
D; em X tal que f~1(C) N B; = (f|g,) *(C) = D; N B;. Como D; e B; sio fechados em X,
f~1(C) N B; é fechado em X. Como

FHCO) =fYCO)nX=FfYC)n(B) = J(FHC)n By),

i=1 i=1

segue-se que f1(C) é fechado em X. Portanto f é continua. O
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Exercicio 1.6.10. Mostre que a funcdo f: R — R definida por

x3 se x <0,

f(X)Z x se 0<x<1,

x? se x>1

é continua. Serd um homeomorfismo?

Exercicio 1.6.11. Sera possivel substituir a reunido finita na Proposicao por uma reunido

qualquer?

Exercicio 1.6.12. Verdadeiro ou falso? Uma aplicagdo continua bijectiva f: X — Y é um

homeomorfismo se e sé se a imagem de um fechado de X é fechado em Y.

1.7 Interior e aderéncia

Definicao 1.7.1. Seja C um subconjunto de um espaco topoldgico X. Um ponto p € X

diz-se
e ponto interior de C se existe um aberto Ade X talque pe Ae ACC;
e ponto aderente a C se, para cada aberto A de X que contém p, ANC # 0.

O interior de C é o conjunto int(C) dos pontos interiores de C. A aderéncia (ou o fecho) de

C é o conjunto C dos pontos aderentes a C.
Proposicao 1.7.2. Seja C um subconjunto de um espago topoldgico X. Entao
(i) C= X \int(X\ C) (ou seja, X\ C =int(X\ C));
(i) int(C) = X \ X\ C (ou seja, X \ int(C) = X\ C).
Demonstracio. (i) Seja p € X. Temos p € C se e s6 se AN C # () para todo o aberto A
que contém p. Assim, p € C se e sé se nenhum aberto A que contém p estd contido em

X\ C. Isto é o0 caso se es6 se p ndo é um ponto interior de X \ C. Portanto p € C se e s6 se

pe X \int(X\C).

(ii) Usando a alinea anterior, calculamos int(C) = int(X \ (X \ C)) = X \ X\ C. O
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Proposicao 1.7.3. Seja C um subconjunto de um espaco topolégico X. Entdo
(i) int(C) € a reunido de todos os subconjuntos abertos de X contidos em C;
(ii) int(C) é o maior subconjunto aberto de X contido em C;

(iii) C € a interseccdo de todos os subconjuntos fechados de X que contém C;

(iv) C é o menor subconjunto fechado de X que contém C.

Demonstracdo. (i) Seja A C C um aberto de X. Entdo cada ponto de A é um ponto interior
de C, ou seja, A C int(C). Segue-se que a reunido de todos os subconjuntos abertos de X

contidos em C estd contida em int(C).

Reciprocamente, para cada ponto p € int(C), existe um aberto A de X com p € A C C.
Portanto int(C) estd contido na reunido de todos os subconjuntos abertos de X contidos em

C.

(i) Por (i), int(C) é um subconjunto aberto de X que esta contido em C. Por (i) também,
int(C) contém todo o subconjunto aberto de X contido em C. Assim, int(C) é o maior

subconjunto aberto de X contido em C.
(iii) Por (i) e pela Proposicdo [1.7.2]
C=X\int(X\C)
=X\ {AIAC X\ C, Aaberto em X}
=[{X\A|AC X\C, Aaberto em X}
=X\ A|CC X\ A X\Afechado em X}

= ﬂ{B |C C B, B fechado em X}.

(iv) Por (iii), C é um subconjunto fechado de X que contém C. Por (iii) também, C ests
contido em cada subconjunto fechado de X que contém C. Assim, C é o menor subconjunto

fechado de X que contém C. O
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Exemplos 1.7.4. (i) Consideremos o subconjunto C = {0} U[1,2[ de R. Temos int(C) =
J1,2[e C ={0}U[1,2].

(i) EmR,int(Q)=0eQ=R. EmQ, int(Q) = Qe Q=Q.
Proposicao 1.7.5. Seja C um subconjunto de um espaco topoldgico X. Entdo
(i) C € aberto se e sé se C = int(C);

(ii) C é fechado se e s6 se C = C.

Demonstracéo. (i) Se C é aberto entdo o maior aberto contido em C é C, pelo que C = int(C).

Se C = int(C), C é aberto porque int(C) é aberto.

(i) Por (i) e pela Proposicao [1.7.2]

C fechado < X\ Caberto & X\ C=int(X\C) = C=X\int(X\C)=C=C. O

Notas 1.7.6. Sejam X um espaco topoldgico e C C D C X. Entao

(i) int(X) =X = X e int(0) = 0 = 0;

Ol

E:

N

(i) int(int(C)) = int(C) C C ;
(iii) int(C) Cint(D) e C C D.

Exercicio 1.7.7. Sejam X um espa¢o topolégico e C,D C X. Mostre que int(C N D) =
int(C)Nint(D)e CUD = CUD.

Proposicao 1.7.8. Uma aplicacdo f: X — Y entre espacos topoldgicos é continua se e s

se, para todo o subconjunto C de X, f(C) C f(C).

Demonstracdo. Suponhamos primeiramente que f é continua. Seja C C X. Como f(C) é

fechado em Y, f~1(f(C)) é fechado em X. Como f(C) C f(C), C C f~(f(C)). Portanto
f~1(f(C)) é um subconjunto fechado de X que contém C. Pela Proposicio [1.7.3] segue-se

que C C f~(f(C)). Portanto f(C) C f(C).

Suponhamos agora que f(C) C f(C) para todo o subconjunto C C X. Seja B C Y fechado.
Pela Proposicio [1.7.5, B = B. Temos f(f-1(B)) C f(f-1(B)) C B = B e portanto
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f~1(B) C f1(B). Logo f-1(B) = f~1(B). Pela Proposicio [1.7.5, f~1(B) é fechado.

Segue-se que f é continua. m

Nota 1.7.9. Para uma aplicacdo continua f: X — Y e um subconjunto C C X, n3o temos,
em geral, f(int(C)) C int(f(C)) nem int(f(C)) C f(int(C)). Consideremos, por exemplo, a
aplicagdo f: R —] — 00, 1] definida por

x| se —1<x<1,
f(x) =

1 sex<-—-loux2>1.

Pela Proposicdo[1.6.9] f € continua. Para C = [—1, 1], temos int(C) =]—1, 1[ e f(C) = [0, 1].
Logo f(int(C)) = [0, 1[ e int(f(C)) =]0, 1].

Exercicio 1.7.10. Sejam X e Y espacos topoldgicos e f: X — Y uma aplicacdo. Mostre

que as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(i) f é continua.

(if) Para todo o subconjunto C C Y, f~1(int(C)) C int(f*(C)).

(i) Para todo o subconjunto C C Y, f~1(C) C f~1(C).

Exercicio 1.7.11. Sejam X um espaco topoldgico, Y um subespaco de X e C C Y. Existe
alguma relagdo entre o interior (a aderéncia) de C em X e o interior (a aderéncia) de C em

Y?

1.8 Vizinhancas e espacos de Hausdorff

Definicao 1.8.1. Sejam X um espacgo topoldgico e x € X. Um subconjunto V de X diz-se

uma vizinhanca de x se existe um aberto A tal que x € AC V.

Exemplo 1.8.2. Todo o aberto que contém x é uma vizinhangca de x. Tal vizinhanga é

chamada uma vizinhanga aberta de x.

Proposicao 1.8.3. Sejam X um espaco topologico e x € X.



CAPITULO 1. ESPACOS TOPOLOGICOS E APLICACOES CONTINUAS 16

(i) Um conjunto V. C X é uma vizinhanga de x se e s6 se contém x como ponto interior,

isto € x € int(V).
(ii) Toda a vizinhanca de x contém uma vizinhanca aberta de x.
(iii) Um subconjunto C C X € aberto se e s se € vizinhanga de todos os seus pontos.

(iv) Se um subconjunto de X contiver uma vizinhanga de x entdo também é uma vizinhanga

de x.
(v) A intersec¢do de duas vizinhangas de x é uma vizinhanga de x.

(vi) Para cada vizinhanca V' de x existe uma vizinhanca W de x tal que V € vizinhanca de

todos os pontos de W'.

Demonstracgo. (i) e (ii) sdo evidentes.

(iii) Pela Proposigdo|1.7.5, C é aberto se e s6 se C = int(C). Por (i), isto é o caso se e s6 se

C é vizinhanca de todos os seus pontos.

(iv) Se V C X contiver uma vizinhanga de x entdo também contém um aberto que contém

x. Portanto V' é uma vizinhanca de x.

(v) Sejam V e W duas vizinhangas de x. Entdo existem abertos A e B que contém x tais que
ACVeBCW. Entao AN B é um aberto que contém x e que estd contido em V NW.

Logo V NW é uma vizinhan¢a de x.

(vi) Seja V uma vizinhanga de x. Por (ii), V contém uma vizinhanga aberta W de x. Por (iii),
W é vizinhanga de todos os seus pontos. Segue-se, por (iv), que V € vizinhanga de todos os

pontos de W'. O

Definicao 1.8.4. Sejam X e Y espacos topoldgicos e x € X. Uma aplicagao f: X — Y
diz-se continua em x se, para toda a vizinhanga aberta W de f(x), existe uma vizinhanga

aberta V' de x tal que f(V) C W.

Exercicio 1.8.5. Verdadeiro ou falso? Uma aplicacdo f: X — Y entre espacos topoldgicos

é continua em x € X se, para toda a vizinhanca W de f(x), existe uma vizinhanca V' de x
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tal que f(V) C W.

Proposicao 1.8.6. Sejam X um subespaco de R" e Y um subespaco de R™. Uma aplicacdo
f: X =Y é continua num ponto £ € X no sentido da Definicao se e s6 se é continua

em & no sentido da Definicdo[1.1.8

Demonstracdo. Seja f continua em & € X no sentido da Defini¢do [1.8.4] Seja € > 0. Entdo
W = B.(f(§)) NY é uma vizinhanga aberta de f(§). Por hipétese, existe uma vizinhanga
aberta V de & em X tal que f(V) C W. Pela Proposicio [1.3.4] existe § > 0 tal que
Bs(§) N X C V. Logo, para cada x € X com |[x —&|| < 4, temos f(x) € W e portanto
|£(x) — f(&)|| < e. Assim, f é continua em § no sentido da Defini¢cdo [1.1.§

Suponhamos agora que f é continua em § € X no sentido da Defini¢do [I.1.8, Seja W uma
vizinhanga aberta de f(¢). Pela Proposicdo[l.3.4] existe € > 0 tal que B.(f(£))NY C W. Por
hipdtese, existe § > 0 tal que, para cada x € X, ||[x —£]|| < & implica ||f(x) —f(§)|| < €. Seja
V = Bs(§)N X. Entdo V é uma vizinhanga aberta de £ em X e temos (V) C B.(f(§))NY C

W. Assim, f é continua em £ no sentido da Definicao [1.8.4] m

Exercicio 1.8.7. Seja f: X — Y uma aplicagdo entre espacos topoldgicos. Mostre que f é
continua em x € X se e sé se a imagem inversa de toda a vizinhanga de f(x) é uma vizinhanga

de x.

Exercicio 1.8.8. Sejam f: X — Y continua em x e g: Y — Z continua em f(x). Mostre

que a composta go f: X — Z é continua em x.

Proposicao 1.8.9. Uma aplicacdo f: X — Y entre espacos topoldgicos € continua se e sé

se é continua em cada x € X.

Demonstragcdo. Suponhamos primeiramente que f é continua em cada ponto x € X. Seja
A CY aberto e seja x € f"}(A). Entdo A é uma vizinhanca aberta de f(x). Portanto existe
uma vizinhancga aberta V de x tal que f(V) C A. Logo V C f~!(A). Portanto f}(A) é uma
vizinhanga de x. Segue-se que f*(A) é vizinhanca de todos os seus pontos. Portanto f~*(A)

é aberto. Logo f é continua.
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Suponhamos agora que f € continua. Sejam x € X e W C Y uma vizinhanga aberta de f(x).
Entdo f~1(W) é aberto em X. Como x € f (W), V = f~}(W) é uma vizinhanca aberta de

x tal que f(V) C W. Logo f é continua em x. O

Definicao 1.8.10. Um espaco topoldgico X diz-se um espaco de Hausdorff se cada dois

elementos distintos admitem vizinhancas disjuntas.

Exemplo 1.8.11. R” é um espaco de Hausdorff. Com efeito, para x # y € R”", as bolas

abertas B.(x) e B.(y) com £ = ”X+y” sdo vizinhangas disjuntas de x e y.

Proposicao 1.8.12. Qualquer subespaco de um espaco de Hausdorff é um espaco de Haus-

dorft.

Demonstracdo. Seja X um espaco de Hausdorff e Y C X. Sejam a, b € Y com a # b. Entdo
existem vizinhancas abertas U C X deaeV C X de btaisque UNV = 0. Logo UNY e
V NY sio vizinhancas abertasde ae bemY e UNY NV NY = 0. n



Capitulo 2

Produtos e espacos quocientes

2.1 Produtos

Nesta seccao, X, Y e Z sao espagos topoldgicos.

Definicao 2.1.1. Um subconjunto A do produto cartesiano X x Y diz-se aberto em X x Y
se é reunido de conjuntos da forma U x V, onde U é aberto em X e V é aberto em Y. Os
abertos de X x Y formam uma topologia (exercicio) e o espaco produto X x Y é o conjunto

X XY com esta topologia.
Exemplos 2.1.2. 1. O espac¢o produto X x I é chamado o cilindro sobre X.
2. O toro é o espaco produto S! x S*.

Notacdo 2.1.3. As projecdes X X Y — X, (x,y) » xe X XY =Y, (x,y) — y serdo

denotadas por prx e pry, respetivamente.
Proposicao 2.1.4. Uma aplicacdo f: Z — X xY € continua se e sé se as compostas prx o f

e pry o f sdo continuas. Em particular, prx e pry sdo continuas.

Demonstracdo. Suponhamos primeiramente que f: Z — X x Y é continua. Seja A C X
aberto. Entdo AxY éabertoem X xY. Temos (prxof) 1(A) = f(pry'(A)) = f1(AxY),

que é aberto em Z. Logo prx o f é continua. Do mesmo modo, pry o f é continua.

19
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Suponhamos agora que prx o f e pry o f sdo continuas. Seja W C X x Y aberto. Entdo W é
uma reunido de conjuntos da forma U x V/, onde U é aberto em X e V é aberto em Y. Logo
f~1(W) é reunido de conjuntos da forma f (U x V') com U aberto em X e V aberto em Y.

Ora,

FHU X V) = FHUx Y)N (X xV))

F1U x Y) N FYX x V)
fY(prc (V) N (pr (V)
= (prx o ) X U) N (pry o ) H(V).

Como (prx o f)71(U) e (pry o f)7}(V) so abertos em Z, f~*(U x V) é aberto em Z. Logo
f~1(W) é aberto em Z. O

Exemplos 2.1.5. (i) Sejam f: A— X e g: B — Y continuas. Entdo f x g: Ax B —

X x'Y é continua. Com efeito,

prx o (f x g)(a, b) = prx(f(a), g(b)) = f(a) = f o pra(a, b).

Assim, prx o (f x g) = f o prx, que é continua por ser a composta de duas aplicacdes
continuas. Do mesmo modo, pry o (f x g) é continua. Pela Proposi¢do [2.1.4 segue-se

que f x g é continua.
(ii) Pela Proposi¢do [2.1.4} a aplicagdo
R™™ 5 R < R™, (X1, Xoam) = (X1, -0 X0) (Xt 1s - - -2 Xntm))

é continua. De facto, esta aplicagdo é um homeomorfismo (exercicio), que poderemos

usar para identificar R"™™ e R"” x R™.
Exercicio 2.1.6. Mostre que X x (Y x Z) ~ (X xY) x Z.
Proposicao 2.1.7. Sejam A um subespaco de X e B um subespaco de Y. Entdo o espaco

produto A X B € o subespaco A X B de X x Y.

Demonstragdo. Seja W C A x B aberto no produto A x B. Entdo W é uma reunido de

conjuntos da forma U x V/, onde U é aberto em A e V é aberto em B. Ora, U é aberto em A
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se e s6 se existe um aberto U C X com U = U N A. Do mesmo modo, V é aberto em B se
e s6 se existe um aberto V. C X com V =V N B. Logo W é uma reunido de conjuntos da
forma (UNA) x (VN B) = (U x V)N (A x B), onde U é aberto em X e V é aberto em Y.

Como U x V é aberto em X x Y, estes conjuntos s3o abertos no subespaco A x B de X x Y.

Suponhamos agora que W é aberto no subespaco A x B de X x Y. Entdo existe um aberto
W de X x Y tal que W = W N (A x B). O aberto W é uma reunio de conjuntos U x V,
onde U é aberto em X e V é aberto em Y. Assim, W é uma reunido de conjuntos da forma
(UNA)x (VNB)com U C X eV CY abertos. Deste modo, W é uma reunido de conjuntos
da forma U x V/, onde U é aberto em A e V é aberto em B. Portanto W é aberto no espaco

produto A x B. O

Exemplo 2.1.8. O toro S! x S! é um subespaco de R? x R? = R*. Nota-se que o toro é

homeomorfo ao subespaco

{(x,y,2) ER¥| 22+ (/x2+y2 —2)2 =1}

de R3.

2.2 Topologia quociente

Sejam X um espa¢o topoldgico e ~ uma relagdo de equivaléncia em X (isto é, uma relagdo
reflexiva, simétrica e transitiva). Escrevemos X/N para o conjunto das classes de equivaléncia

ep: X — X/N para projecdo candnica, isto é, a aplicagdo x — [x].

Definicdo 2.2.1. Um subconjunto A de X/ diz-se aberto se p~1(A) é aberto em X. Estes
abertos formam uma topologia em X/N, a chamada topologia quociente. O conjunto X/N

munido com a topologia quociente é o espago quociente de X pela relacao ~.

Notas 2.2.2. (i) Por definicdo dos abertos em X/N, a projecao candnica p: X — X/N é

continua.

(i) Um subconjunto B C X & fechado se e s6 se p~1(B) é fechado em X.
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(iii) Qualquer relagdo R em X induz uma relagdo de equivaléncia ~:

XxX~vySdxg. ., x€EXixy=X,Xx=y €

Viedl,..., k —1} 1 x; = x;41 ou x;Rx;41 ou ;11 Rx;.

Exemplos 2.2.3. (i) A fita de Mébius é o espago quociente M = I'x I/N onde ~ é a

relacdo de equivaléncia dada — isto €, induzida — por

0, t)~(L,1—1t) (tel).

(i) O espago projetivo real RP" (n > 0) é o espago quociente Sn/N onde
X~y&S X=youx=-—y.
Uma elemento [x] € RP" representa a reta em R"! que passa pela origem e x.

Notacao 2.2.4. Se A C X for um subespaco, escrevemos X/A para denotar o espaco quo-
ciente X/N onde

X~y&S x=youx,y €A

Exemplo 2.2.5. O cone sobre X é o espaco quociente CX = X

I/X x {1}

Proposicao 2.2.6. Seja f: X — Y uma aplicagcdo continua tal que
Vx,xo€X:ixi~xo= f(x1)=1f(x).

Entdo existe uma tnica aplicacdo continua f : X/N — Y talquefop=*f.

Demonstracdo. Define-se f([x]) = f(x). Por hipétese, isto estd bem definido. Por definicio,

fop=Ff. Seg: X/ — Y for uma aplicacio com g o p = f entdo g([x]) = gop(x) =

f(x) = f([x]). Falta mostrar que f é continua. Seja A C Y aberto. Como f é continua,

f~1(A) é aberto em X. Ora, p~Y(f 1(A)) = (f o p)*(A) = f~1(A). Portanto f1(A) é
aberto em X/N. n

Exemplo 2.2.7. Consideremos a aplicagdo continua f: I — S definida por

f(t) = (cos2mt,sin 27t).
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Como f(0) = f(1), f induz a aplicagdo continua
f: I/{O 1}~ St [t] = (cos2mt, sin 27rt).

Nota-se que esta aplicacao é bijectiva. Sera um homeomorfismo?

Corolario 2.2.8. Uma aplicacdo g: X/N — Y € continua se e s6 se a composta gop: X =Y

é continua.

Demonstragdo. Se g é continua, entdo g o p é continua. Se g o p é continua, entdo, pela
Proposicao , existe uma Unica aplicacdo f: X/N — Y tal que f o p = g o p, pois, para
x ~ y, temos [x] = [y] e portanto g o p(x) = g([x]) = &([y]) = g o p(y). Como p é

sobrejectiva, segue-se que f = g. Assim, g é continua. O



Capitulo 3

Conexidade e compacidade

3.1 Espacos conexos por caminhos

Definicao 3.1.1. Um espaco topolégico X diz-se conexo por caminhos se, para quaisquer dois
pontos x,y € X, existe um caminho de x para y, isto é, uma aplicagao continua a: I — X

tal que a(0) = x e (1) = y.

Exemplos 3.1.2. (a) Qualquer subespago convexo C de R” é conexo por caminhos. Com

efeito, dados x, y em C, um caminho a: I — C de x para y é dado por
a(t) = (1 —t)x + ty.

Em particular, qualquer intervalo é conexo por caminhos.

(b) Para n > 0, a esfera S" é conexa por caminhos. Com efeito, sejam a,b € S" e seja

6 € [0, 7] o angulo entre a e b. Entdo
cosO = (a,b) = a1by + -+ api1bny1.

Distinguimos trés casos:

1. Se =0 entdo b = a e um caminho a: I — S" de a para b é dado por a(t) = a.

24
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2. Se 0 = 7 entdo b = —a. Seja ¢ € S” um qualquer vetor perpendicular a a. Um

caminho a: I — S" de a para b é dado por

a(t) = cos(mt)a + sin(mt)c.

3. Se 6 €]0, 7[ entdo sin@ # 0 e um caminho a: I — S" de a para b é dado por

1
a(t) = cos(ft)a + sin(@t)(—i?nsga + mb)

Teorema 3.1.3. Seja X um espaco conexo por caminhos. Entdo
(i) Toda a aplicacdo continua f: X — {0, 1} é constante;
(ii) X e 0 sdo os dnicos subconjuntos de X que sGo ao mesmo tempo abertos e fechados;

(iii) se A, B C X forem abertos disjuntos com X = AU B entdo A=0 ou B =0.

Demonstracéo. (i) Seja f: X — {0,1} continua. Suponhamos, por absurdo, que f ndo é
constante. Entdo existem a, b € X tais que f(a) = 0 e f(b) = 1. Como X é conexo por
caminhos, existe um caminho a: I — X tal que a(0) = a a(1) = b. Seja g: I — R a

composta

1% x5{01} >R

Entdo g é continua. Pelo Teorema do Valor Intermédio, existe t € I com g(t) = 3. Temos

entdo f(a(t)) = 3 ¢ {0, 1}, o que é impossivel.

(i) Seja A C X ao mesmo tempo aberto e fechado. Entdo X \ A também é ao mesmo tempo
aberto e fechado. Consideremos a fungdo caracteristica de A, isto ¢, a fungdo xa: X — {0, 1}

dada por

1, x €A,
xa(x) =
0, x¢ A
Como x1({1}) = Ae x *({0}) = X \ A, xa é continua. Por (i), x4 é constante. Se xa

for constante, igual a 1, temos A = X, sen3o temos A = (.

(iii) Sejam A, B C X abertos disjuntos com X = AU B. Como B = X \ A, A é aberto e
fechado ao mesmo tempo. Por (i), A=X ou A=0. Logo A=0 ou B =0. O
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Exemplos 3.1.4. (i) Para qualquer a € R, R\{a} ndo é conexo por caminhos. Com efeito,

R\ {a} =] — o0, a[U]a, +-00], reunido disjunta de dois abertos ndo vazios de R \ {a}.

(i) S® ={-1,1} n3o é conexo por caminhos, pois todos os subconjuntos de S° s3o abertos

e fechados ao mesmo tempo.
Exercicio 3.1.5. Mostre que Q n3o é conexo por caminhos.

Nota 3.1.6. As trés condi¢cdes do Teorema sdo equivalentes (exercicio). Um espago
topoldgico que satisfaz estas condicdes diz-se conexo. Pelo teorema, qualquer espaco conexo

por caminhos é conexo.

Proposicao 3.1.7. Sejam X um espaco conexo por caminhos, Y um espaco topoldgico e

f: X — Y uma aplicagdo continua sobrejectiva. Entdo Y € conexo por caminhos.

Demonstracdo. Sejam yp, y1 € Y. Entdo existem xp, x; € X tais que y; = f(x1) e yo» = f(x2).
Como X é conexo por caminhos, existe um caminho a: I — X tal que a(0) = xg e (1) = xy.

O caminho B = foa: I — Y satisfaz B(0) = yo e B(1) = »1. O

Como corolario obtemos que a conexidade por caminhos é uma propriedade topoldgica:

Corolario 3.1.8. Se X =~ Y entdo X é conexo por caminhos se e sé se Y é conexo por

caminhos.

Proposicao 3.1.9. Sejam X eY dois espagos topoldgicos ndo vazios. Entao X XY é conexo

por caminhos se e sé se X e Y sdo conexos por caminhos.

Demonstracdo. Suponhamos primeiramente que X XY é conexo por caminhos. Como X,Y #
(0, as projecdes prx: X xY — X e pry: X x Y — Y s3o sobrejectivas. Pela Proposicio
2.1.4] prx e pry sdo continuas. Pela Proposicdo, [3.1.7] segue-se que X e Y sdo conexos por

caminhos.

Suponhamos agora que X e Y sdo conexos por caminhos. Sejam (a, b), (x,y) € X xY. Sejam

a: I — X um caminho de a para x e f: I — Y um caminho de b para y. Consideremos a
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aplicagdo y: I — X x Y definida por y(t) = (a(t), B(t)). Como prxoy=a e pryoy =,
a Proposicdo garante que -y é continua. Tem-se 4(0) = (a, b) e ¥(1) = (x, y). O

Lema 3.1.10. Para n > 1, R"\ {0} € conexo por caminhos.

Demonstracdo. Sejam a, b € R"\{0}. Entdo € S"t. Comon—1> 0, por[3.1.2/(b),

[lall H ||b||

S"=1 é conexo por caminhos. Seja a: I — S"~! um caminho de H_zl\ para ﬁ. Consideremos
a aplicagdo f: I — R"\ {0} dada por
(1-3t)a+ 3ty 0<t<s,
B(t) = a(3t—1), ;<t<s
B-3t)p +(Bt—2)b, §<t<1
Entdo B é um caminho de a para b em R"\ {0} O

Proposicao 3.1.11. Paran> 1, R" % R.

Demonstracdo. Suponhamos, por absurdo, que R” ~ R. Seja f: R” — R um homeomorfis-

mos. Entao a restricao

Fleeygoy s R"\ {0} — F(R"\ {0}) = R\ {f(0)}

é continua e sobrejectiva. Como, pelo Lema [3.1.10, R” \ {0} é conexo por caminhos, pela
Proposicdo 3.1.7) R\ {f(0)} é conexo por caminhos. Ora, pelo Exemplo [3.1.4] (a), isto ndo

é o0 caso. OJ

Exercicio 3.1.12. Sejam X um espaco topoldgico e A e B dois subespagos conexos por
caminhos. Mostre que AU B é conexo por caminhos se AN B # (. Pode afirmar que

reciprocamente AN B # () se AU B é conexo por caminhos?

Exercicio 3.1.13. Mostre que S* % R e que [0, 1[#]0, 1].
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3.2 Espacos compactos

Definicao 3.2.1. Uma cobertura aberta de um espacgo topoldgico X é uma familia (Ay)aen

de abertos tal que X = |J Ax. Um espago X diz-se compacto se qualquer cobertura aberta
AEA

k
(Ax)xen admite uma subcobertura finita, isto é, existem A; ..., Ak € A tais que X = |J A,,.
i=1

Exemplos 3.2.2. (i) Todo o espago finito é compacto.

(i) O intervalo I é compacto. Com efeito, seja (Ax)aen uma cobertura aberta de I. Mos-

tramos primeiramente que existe § > 0 tal que
VxeI3dxel:Bs(x)NIC As.

Suponhamos, por absurdo, que tal § ndo existe. Entdo podemos escolher uma sucessao
(Xn)n>1 em I tal que, para todo o A € A, B%(xn)ﬂI Z A . Enquanto sucessdo limitada,
esta sucessao admite uma subsucessao convergente. Seja x, o limite desta subsucessao.
Por definicdo do limite, x, pertence a aderéncia de I em R, ou seja, x, € I. Seja A\, € A
tal que x, € A,,. Como A,, ¢ aberto, existe £ > 0 tal que B(x,)NI C A,,. Sejane N

tal que x, faz parte da subsucessdo, x, € Bg(x*) NIe % <% Paraxe B%(x,,) NI,

1 ¢
\X—X*|§\x—x,,\+\x,,—x*]<z+—< +5=¢

£t
2 2 2
e portanto x € Be(x,) NI C A,,. Assim, Bi(x,) NI C A,,, o que é impossivel. Logo
existe § > 0 tal que Vx e I IX e A: Bs(x)NIC A,.

Seja m € N tal que # < 4. Consideremos os pontos # i=0,...,m. Entdocadax el
pertence a um dos conjuntos Ba(#) NIcoml<i<m Com efeito, se x € [% #]
entdo [x — L] < I < §, pelo que x € Bs(£) NI. Sejam Xy, ..., A, € A tais que

Bs(L) NI C A,,. Temos entdo I = [J A,,.
i=1

Nota 3.2.3. Em alguns livros exige-se que espacos compactos sejam espacos de Hausdorff.

Os nossos espagos compactos sdo entdo chamados quase-compactos.

Proposicao 3.2.4. Sejam X um espaco compacto, Y um espago topologico e f: X — Y

uma aplicacido continua sobrejectiva. Entdo Y é compacto.
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Demonstracdo. Seja (Ax)aen uma cobertura aberta de Y. Entdo (f7'(Ax))xen é uma co-
K
bertura aberta de X. Como X é compacto, existem Aj,..., \x tais que X = |J f}(Ax).

i=1

Logo
k k k

v = £(X) = F(LJ FHA) = U A A € A

i=1 i=1 i=1

Portanto Y é compacto. 0

Corolario 3.2.5. Qualquer espaco quociente de um espaco compacto é compacto.
Outro corolério é que a compacidade é uma propriedade topoldgica:

Corolario 3.2.6. Se X ~ Y entdo X € compacto se e s6 se Y é compacto.
Exemplo 3.2.7. Como, para a < b, [a, b] =~ I, [a, b] é compacto.

Proposicao 3.2.8. Sejam X e Y dois espacos topoldgicos ndo vazios. Entido X xY é

compacto se e s6 se X e Y sdo compactos.

Demonstracdo. Suponhamos primeiramente que X X Y é compacto. Como X,Y # 0, as
projecoes prx: X XY — X e pry: X XY — Y sdo sobrejectivas. Pela Proposicao [2.1.4), prx

e pry sdo continuas. Pela Proposicao, (3.2.4], segue-se que X e Y sao compactos.

Suponhamos agora que X e Y sdo compactos. Seja (Ax)xea uma cobertura aberta de X x Y.
Para cada (x,y) € X x Y escolhemos A(x,y) € A tal que (x,y) € Axxy). Como Ay, é

aberto em X x Y, existem abertos Uy(x,,) € X e Vy(x,) C Y tais que

(%, ¥) € Urpxy) X Vagxy) C Argy)-

Para cada x € X, (VA(x.y))yey € uma cobertura aberta de Y. Como Y é compacto, para cada

x € X existem Y, 1,...,Yxn €Y tais que
Y = Watxpen) Y- U (xagsons)-

Seja
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Entdo (U(x))xex € uma cobertura aberta de X. Como X é compacto, existem xi, . . ., xx € X

tais que X = U(xy) U--- U U(xk). Temos

XXY:(U(Xl)U"'UU(Xk)) xY

— (U(x) x Y) U+~ U (U(xe) x )

= (U(xa) X (Vapamgn) U U VaGamgng)))
U---U
(U0xk) < () Y- U A aagm )

= (U(Xl) X V)\(Xl,yxl,l)) J---uJ (U(Xl) X VA(leyxl,nxl))
U---U
(U0xk) X Vagryse)) U U (U(K) X Vagegying, )

g (UA(XerXl,l) X V>\(X1v)/x1,1)) U e U (UA(le}/xl,nxl) X VA(leyxl,nxl))
U---U
(UA(xk,yka) X VA(Xk,yxk,l)) U---u (UA(kayxk,nXk) X \/A(Xk,}/xk,nxk))

C At U U AN asgmg) Y U A ) U U A)‘(kayxkynxk)'
Segue-se que X x Y é compacto. [

Exemplo 3.2.9. Se X é compacto, o cilindro X x I é compacto.

Nota 3.2.10. Define-se também o produto de uma familia de espacos topoldgicos. Pelo
Teorema de Tychonoff, o produto de uma familia de espagos topoldgicos compactos é com-

pacto.

Proposicao 3.2.11. Sejam X compacto e B C X fechado. Entdo B é compacto.

Demonstracdo. Seja (Ax)ren uma cobertura aberta do subespaco B de X. Entdo existem
abertos U, de X tais que Ay, = U, N B. Os abertos U, e X \ B formam uma cobertura aberta
de X. Como X é compacto, existem Ay, ..., A € A tais que X = U,, U---UU,, U (X \ B).
Portanto B = (U, U---UU,, U(X\ B))NB = A, U---UA,,. O
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Proposicao 3.2.12. Sejam X um espaco de Hausdorff e K um subespaco compacto de X.
Entdo K € fechado em X.

Demonstracdo. Seja x € X \ K. Ent3o, para cada y € K, existem vizinhan¢as abertas
disjuntas U, de x e V, de y. Como K é compacto, existem y1, ..., yn € K tais que K C

V,U---uUV,. SejalU=U,N---NU,. Entdo U é uma vizinhanga aberta de x. Temos
Segue-se que x € int(X \ K). Portanto X \ K = int(X \ K), pelo que X \ K é aberto. [

Definicdo 3.2.13. Um subconjunto X C R" diz-se limitado se X C B,(0) para algum r > 0.

Teorema 3.2.14. [Heine-Borel] Um subespaco de R" é compacto se e sé se é fechado e

limitado.

Demonstragdo. Consideremos primeiramente um subespaco fechado e limitado X C R”".

Como X é limitado, existem intervalos [ay, by], .. ., [a,, by tais que
X - [31, bl] X X [a,,, bn]

Como X é fechado em R”, X é fechado em [a;, b1] X - -+ X [a,, by]. Enquanto produto de
espacos compactos, [ay, by X -+ X [a,, b,| é compacto. Pela Proposi¢do [3.2.11] segue-se que

X é compacto.

Suponhamos agora que X é compacto. Como R” é um espaco de Hausdorff, pela Proposicao
3.2.12, X é fechado em R". Consideremos a cobertura aberta (B.(0) N X)¢~o de X. Como

K
X é compacto, existe €1, ..., ey tais que X = |J B, (0) N X. Seja e = max ¢g;. Entdo
i=1 1

ie{1,..., k}
X C B.(0), pelo que X é limitado. O

Exemplos 3.2.15. (i) Discos e esferas sdo compactos.
(i) R™ n3o é compacto, pois n3o é limitado.

(iii) O intervalo ]0, 1[ ndo é compacto, pois ndo é um subconjunto fechado de R.
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Exercicio 3.2.16. Verdadeiro ou falso? A aplicacdo continua e bijectiva f: [0, 2n[— S?,

t — (cost,sint) é um homeomorfismo.

Proposicao 3.2.17. Sejam X um espago compacto, Y um espaco de Hausdorffe f: X —Y

uma aplicacido continua e bijectiva. Entdo f é um homeomorfismo.

Demonstragdo. Seja B C X fechado. Ent3do B é compacto. Pela Proposicao [3.2.4] segue-
se que f(B) é compacto. Pela Proposicdo [3.2.12), como Y é um espago de Hausdorff,

(f~1)"1(B) = f(B) é fechado em Y. Assim, f~! é continua e f é um homeomorfismo.  [J
Exemplos 3.2.18. (i) A aplicagdo continua e bijectiva

I/{O' 1}~ St [t] = (cos2mt, sin 27rt)

do Exemplo [2.2.7| é um homeomorfismo, pois I/{O 1} é compacto e S! é um espaco de

Hausdorff.

(i) Tem-se RP! ~ S'. Com efeito, considerando a multiplicagio dos ndmeros complexos
em S!, temos a aplicagdo continua f: S* — S!, z — z2. Como f(—2z) = f(z), f induz
a aplicacdo continua f: RP* — S, [z] — z2. Esta aplicacdo é bijectiva. Como RP! é
um espaco quociente de um espaco compacto, RP! é compacto. Como S! é um espaco

de Hausdorff, segue-se que f é um homeomorfismo.

Exercicio 3.2.19. (i) Seja T o espago quociente I'x I/N onde ~ é a relacdo de equivaléncia

induzida por (0, t) ~ (1, t) e (t,0) ~ (¢, 1). Mostre que T é homeomorfo ao toro S* xS*.

(i) Mostre que CS" ~ D"+,



Capitulo 4

Homotopia e o grupo fundamental

4.1 Homotopia

Definicao 4.1.1. Duas aplicagdes continuas f,g: X — Y s3ao chamadas homotdpicas se
existe uma aplicagdo continua H: X x I — Y tal que, para todo o x € X, H(x,0) = f(x) e
H(x,1) = g(x). A aplicacdo H diz-se uma homotopia de f para g. Escrevemos f ~ g para

indicar que f e g sdo homotdpicas e H: f ~ g para indicar que H é uma homotopia de f

para g.

Exemplos 4.1.2. (i) Para todo o espaco topoldgico X, as aplicagdes iy, iy: X — X x I,
io(x) = (x,0), i1(x) = (x, 1) sdo homotdpicas. Uma homotopia H: X x I — X x I de

io para i; é dada por H(x, t) = (x, t).

(i) Qualquer aplicagdo continua f: X — R" é homotépica a aplicacdo constante ¢: X —

R", ¢(x) = 0. Uma homotopia H: f ~ ¢ é dada por H(x, t) = (1 — t) - f(x).

(iii) Um espago topoldgico X é conexo por caminhos se e sé se quaisquer duas aplicagdes

f,g: {*} — X s3o homotdpicas.

Proposicao 4.1.3. A relacdo ~ é uma relacdo de equivaléncia no conjunto das aplicacées

continuas de X emY..

33
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Demonstracdo. Para todo a aplicacdo continua f: X — Y/, temos f ~ f através da homotopia

H: X x I —Y dada por H(x, t) = f(x). A relagdo ~ é portanto reflexiva.

Se H: X x I — Y for uma homotopia de f para g, entdo uma homotopia K: X x I — Y de
g para f é dada por K(x,t) = H(x,1 —t). Logo ~ é simétrica.
Dadas homotopias F: f ~ g e G: g ~ h, uma homotopia H: f ~ h é dada por

F(x,2t), 0<t<

1
H(x, t) = 2!
G(x,2t—1), 2 <t<1.

IA

Assim, ~ é transitiva. O

Definicao 4.1.4. A classe de equivaléncia para a relacdo ~ de uma aplicacdo continua f: X —
Y é chamada a classe de homotopia da f e é denotada por [f]. O conjunto das classes de

homotopia de aplicagdes continuas de X em Y é denotado por [X,Y].

Exercicio 4.1.5. Mostre que [X,S!] é um grupo comutativo relativamente a multiplicacdo
dada por [f] - [g] = [f - g].
Proposicao 4.1.6. A relacdo ~ é compativel com a composicdo, isto é, se f ~ f': X =Y

eg~g:Y—>Z entdogof~gof: X—Z.

Demonstracdo. Consideremos homotopias F: f ~ f' e G: g ~ g'. Entdo temos as homoto-
piasgoF:gof~gof'eGo(f xidf): gof' ~g'of. Como a relagio ~ é transitiva,
obtemos gof ~g'of': X — Z. ]

Para poder construir homotopias em espacos quocientes precisamos do seguinte resultado:

Proposicao 4.1.7. Sejam X um espago topoldgico e ~x uma relagdo de equivaléncia em X.

Seja ~x1 a relacdo de equivaléncia em X x I definida por
(x,t) ~xx1 (y,5) ©x~xy e s=t.
Entdo a aplicacdo candnica
6: X L o M x I (D] = (4 8)

é um homeomorfismo.
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Demonstracdo. Sejam p: X — X/NX eqg: XxI— X x I/NXXI as projecdes candnicas.

Entdo temos os seguinte diagrama comutativo de aplicagcdes continuas:

X x -2 X, X1

|

X x I
% /NX><I
Por construcdo, ¢ é bijectiva. Basta entdo mostrar que ¢ envia abertos em abertos. Seja
AC XX I/NXXI aberto. Seja ([xo], to) € ¢(A). Mostramos que ¢$(A) é uma vizinhanga de
([xo], to). Como A é aberto em X X L/ (p x id)~(¢(A)) ¢ aberto em X x I. Com

efeito, temos

I
Q
L
—~
©-
L
—~
©-
—~
>
~—
~
~
I
Ke)
L
—
>
~

(p x idr)"H(#(A)) = (60 q)""($(A))

que é aberto em X x I. Logo existe € > 0 tal que
{xo} x (IN[to— € to+e]) C (p x idr) " (#(A)).
Sejam K =IN[ty—¢,ty+¢|e
V = {x € X |{x} x K C (px idh)" ($(A))}

Vejamos que V' é aberto em X. Seja x € V. Como (p x id;)"*(¢(A)) é aberto em X x I,
temos que, para cada t € K, existem vizinhangas abertas U(t) C X de x e W(t) C I de t
tais que U(t) x W(t) C (p x idr)~}(¢(A)). Como K é compacto, existem t;,...,t, € K
tais que K C Lnj W(t;). Seja U = fn] U(t;). Entdo U é uma vizinhanga aberta de x e
Ux KC(px ;?/;)_1((#(/4)) Portanto':U1 C V, pelo que V é uma vizinhanga de x. Segue-se

que V é vizinhanca de todos os seus pontos e portanto aberto.

Temos V = {x € X|[{[x]} x K C ¢(A)} e portanto p~1(p(V)) = V. Com efeito, seja

x € p~Y(p(V)). Entdo p(x) € p(V), pelo que existe y € V com [x] = p(x) = p(y) = [y].
Logo {[x]} x K ={[y]} x K C ¢(A), ou seja, x € V.

Portanto p(V') é aberto em X/NX. Como {x} x K C (p x idr)"}(¢(A)), temos xo € V.
Logo p(V) x K é uma vizinhanga de ([xo], to) em X/NX x I. Como p(V) x K C ¢(A), ¢(A)
é uma vizinhanga de de ([xo], tp) em X/NX x I. Deste modo, ¢(A) é vizinhanga de todos os

seus pontos e portanto aberto em X/NX x I. O
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Corolario 4.1.8. Sejam X e Y espacos topoldgicos, ~ uma relacdo de equivaléncia em X,
p: X — X/N a projegdo candnica e H: X/N x I — 'Y uma aplicacdo. Entdo H é continua

se e sé se a composta Ho (p x id;): X x I — Y € continua.

Demonstracdo. Sejam ~x.; a relacio de equivaléncia induzida por ~ em X x I,
g X x I — XX I/NXXI a projecio canénica e ¢: X X I/NXXI — X/, x I o homeomor-
fismo [(x,t)] — ([x],t). Como ¢ é um homeomorfismo, H é continua se e sé se Ho ¢ é

continua. Pela Corolario[2.2.8) isto acontece se e s6 se Hogog = Ho(px id;) é continua. [

Exemplo 4.1.9. Para todo o espaco topoldgico ndo vazio, a identidade idcx: CX — CX
é homotépica a aplicagdo constante f: CX — CX, [(x,s)] — [(x,1)]. Uma homotopia
H: CX x I — CX de idcx para f é dada por H([(x,s)],t) = [(x,(1 — s)t + s)]. Para
estabelecer que H é continua, basta verificar a continuidade da composta H o (p x id), onde

p: X x I — CX é a projegdo candnica (x, s) — [(x, s)].

4.2 Equivaléncias de homotopia

Definicao 4.2.1. Uma aplicagdo continua f: X — Y diz-se uma equivaléncia de homotopia
se existe uma aplicagdo continua g: Y — X tal que gof ~ idx e f o g ~ idy. Diz-se que
dois espacos topoldgicos sdo homotopicamente equivalentes ou do mesmo tipo de homotopia
se existe uma equivaléncia de homotopia entre eles. Escrevemos f: X = Y para indicar que
f é uma equivaléncia de homotopia e X ~ Y para indicar que X e Y sdo homotopicamente

equivalentes.
Notas 4.2.2. (i) Temse XY = X ~Y.
(ii) A relagdo ~ é uma relagdo de equivaléncia na classe dos espagos topoldgicos (exercicio).

Exemplos 4.2.3. (i) Para qualquer espaco topolégico X, o cilindro X x I tem o mesmo tipo
de homotopia que X. A projecao prx: X x I — X é uma equivaléncia de homotopia.
Com efeito, a aplicagdo continua jp: X — X x I dada por ip(x) = (x,0) satisfaz

prx o g = idx € Ig o prx =~ idxx;. Uma homotopia H: iy o prx ~ idxxs é dada por
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H((x,s),t) = (x, st).

(i) Tem-se R” ~ {0}. A dnica aplicagdo r: R” — {0} é uma equivaléncia de homotopia.

Para a inclusdo i: {0} < R", roi = ido e, pelo Exemplo [4.1.2] (ii), i o r ~ idgn.

(iii) Tem-se S" ~ R™* \ {0}. A inclusdo i: S" < R""\ {0} é uma equivaléncia de

homotopia. Com efeito, a aplicagdo continua r: R\ {0} — S" dada por r(x) = X

[[x

satisfaz r o/ = ids» € i o r ~ idgsi1\go}. Uma homotopia H: i or =~ idgs1 g0y € dada

por H(x,t) = tx + (1 — t)ﬁ
Exercicio 4.2.4. Mostre que a fita de Mobius e o cilindro S' x I tém o mesmo tipo de

homotopia.

Exercicio 4.2.5. Sejam f: X — Y uma equivaléncia de homotopia e g ~ . Mostre que g

€ uma equivaléncia de homotopia.

Exercicio 4.2.6. Mostre que se X ~ Y, entdo X é conexo por caminhos se e s se Y é

conexo por caminhos.

4.3 Aplicacoes homotopicamente triviais e espacos
contrateis

Definicao 4.3.1. Uma aplicagdo continua diz-se homotopicamente trivial se é homotdpica a

uma aplicacdo constante.

Exemplo 4.3.2. Pelo Exemplo [4.1.2] (ii), qualquer aplicagdo continua X — R” é homotopi-

camente trivial.

Proposicao 4.3.3. Sejam X e Y dois espacos topoldgicos ndo vazios. Entdo uma aplicacdo
continua f: X — Y é homotopicamente trivial se e s6 se existe uma aplicacdo continua

F:CX — Y tal que, para todo o x € X, F([(x,0)]) = f(x).

Demonstracdo. Seja p: X x I — CX = X X I/X x {1} 2 projecdo candnica, p(x,t) =

[(x, £)]-
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Suponhamos primeiramente que f é homotopicamente trivial. Entdo existe uma aplicacdo
constante ¢: X — Y tal que f ~ c. Seja y € Y tal que ¢(x) = y para todo o x € X e
seja H: X x I — Y uma homotopia de f para c. Entdo H(x,1) = y para todo o x € X.
Logo existe uma Unica aplicagdo continua F: CX — Y tal que F o p = H. Tem-se entdo

F([(x,0)]) = H(x,0) = f(x) para todo o x € X.

Suponhamos agora que existe F: CX — Y tal que F([(x,0)]) = f(x) para todo o x € X.
Seja ¢: X — Y a aplicagdo constante definida por c(x) = F([(x,1)]) eseja H: X x I =Y
definida por H = F o p. Entdo H(x,0) = F([(x,0)]) = f(x) e H(x,1) = F([(x, 1)]) = c(x).
Assim, f ~ c. O]

Exercicio 4.3.4. Sejam f: X — Y e g: Y — Z duas aplicagdes continuas. Mostre que se
uma destas aplicacdes é homotopicamente trivial, entdo a composta g o f é homotopicamente

trivial.

Exercicio 4.3.5. Sejam f, g: X — Y duas aplicagées homotopicamente triviais com Y conexo

por caminhos. Mostre que f ~ g.
Definicao 4.3.6. Um espaco topoldgico X diz-se contratil se X ~ {x}.

Proposicao 4.3.7. Um espaco topoldgico X € contratil se e sé se idx é homotopicamente

trivial.

Demonstragcdo. Suponhamos primeiramente que X é contratil. Ent3o existem aplica¢des
continuas f: X — {*} e g: {*} — X tais que fog ~ idyy e gof ~ idx. Como

g o f é constante, idx é homotopicamente trivial.

Suponhamos agora que idx é homotopicamente trivial. Ent3o existe * € X tal que idx
é homotopica a aplicagdo constante c: X — X, c¢(x) = *. Consideremos as aplica¢des
continuas f: X — {x} e g: {x} — X. Entdo c = g o f, pelo que g o f ~ idx. Por outro
lado, f o g = idpsy. Portanto X ~ {x}. O

Exemplos 4.3.8. (i) Pelo Exemplo [4.1.9 para X # 0, CX é contratil.
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(i) Qualquer subespago ndo vazio convexo X C R" é contritil. Com efeito, seja a € X.
Ent3o a aplicagdo H: X x I — X definida por H(x, t) = (1 — t)x + ta é uma homotopia

de idx para a aplicacdo constante X — X, x — a.
(iii) Se X for contrdtil e Y =~ X, entdo Y é contratil.

Exercicio 4.3.9. Seja X um espaco topoldgico ndo vazio. Mostre que uma aplicagdo continua
f: X — Y é homotopicamente trivial se e sé se existem um espaco contratil D e aplicagGes

continuas a: X - Def: D — Y taisque f = foa.

Exercicio 4.3.10. Mostre que qualquer aplicacdo continua n3o sobrejectiva f: X — S" é

homotopicamente trivial.

Exercicio 4.3.11. Mostre que X X Y é contratil se e s6 se X e Y sdo contréteis.

4.4 O grupo fundamental

Definicao 4.4.1. Sejam X um espaco topoldgico e A C X um subespago. Duas aplicagoes
continuas f,g: X — Y com f|a = g|a dizem-se homotdpicas relativamente a A, f ~ g rel. A,
se existe uma homotopia H: X x I — Y de f para g tal que, para todo o a € A e todo o
t € I, H(a, t) = f(a) = g(a). Escrevemos H: f ~ g rel. A para indicar que H é uma tal

homotopia relativa a A.
Exercicio 4.4.2. Mostre que ~ rel. A é uma relacdo de equivaléncia.

Notacao 4.4.3. A classe de homotopia relativamente a A de uma aplica¢do continua f: X —

Y, isto é, a classe de equivaléncia de f para a relagdo ~ rel. A serd denotada por [f]e|. a-

Definicao 4.4.4. Sejam X um espaco topoldgico e a, f: I — X dois caminhos tais que

a(1l) = B(0). A concatenacdo de v e S é o caminho o - B: I — X definido por

a(2t),
B2t —1), 1<t

o
IA

t

IN
= N

o B(t) =

IA

Proposicao 4.4.5. Sejam «a,f,a/,': I — X caminhos tais que a(0) = a'(0), a(l) =
o'(1) = B(0) = B'(0), B(1) = B(1), o« ~ o' rel. {0,1} e B ~ B’ rel. {0,1}. Entio
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a-f~a - p rel {0,1}.

Demonstracdo. Sejam F: oo~ o' rel. {0,1} e G: B ~ f' rel. {0, 1}. Definimos uma aplica¢do

continua H: I x I — X por

{ F(2s,t), s < %
H(s, t) =
G(2s—1,t), s> 3.
Temos
{ (2s5,0) = a(2s), s<3
H(s,0) =a - B(s),
G(2s—1,0)=B(2s—1), s>3
1
H(s, 1) = { e s o - B(s)
G(2s—1,1):ﬁ’(2s—1), s> 3
)

H(0,t) = F(0,t) = a(0) = a- B(0) e H(1,t) = G(1,t) = B(1) = o - B(1). Portanto
H:o-B~a - B rel {01} O

Proposicao 4.4.6. Sejam o, B,7y: I — X caminhos tais que (1) = B(0) e B(1) = v(0).
Entdo (a-B) -y~ a-(B-7) rel. {0, 1}.

Demonstracdo. Temos

a-B(2s), 0<s<3 o(s). Oss<3

(a-B)-(s) = T T =q Bas-1), t<s<)
(2s-1), 3<s<1

Y25 1), ;<s<1

e

a(2s) 0<s<1 (2s), Osss3

a-(B-7)(s) = ' T ={ Bas-2), L<s<l,
B-y(2s—1), 3<s<1

Y(4s—3), 2<s<1

Uma homotopia H: (a- ) -y~ a-(B-7) rel. {0, 1} é dada por

(%), 0<s <t
H(s.t)=1q B(ds—t—1), H <s< 42

4
y(452), tH2 < g <1, 0
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Definicdo 4.4.7. O inverso de um caminho a: I — X é o caminho a™1: I — X definido

por a1(s) = a(l — s).

Notacao 4.4.8. Dado x € X, escrevemos ¢, para denotar o caminho constante I — X,

S X.

Proposicado 4.4.9. Seja o: I — X um caminho. Entdo o - ™! ~ cy 0y rel. {0, 1}.
Demonstracdo. Para t € I, seja a;: I — X o caminho definido por a(s) = a(st). Tem-se
a+(0) = a(0) e a4(1) = a(t). Consideremos a aplicagdo continua H: I x I — X dada por

a:(2s) = a(2st), s
a;'(2s — 1) = a,(2 — 25) = a(t(2 — 25)), s>

IN

NIl= NI

H(s, t) = a; - a; (s) =

Entdo temos H(s,0) = a(0) = ca0)(s), H(s,1) = a-a~*(s), H(0,t) = a(0) = a - a~*(0)
e H(1,t) = a(0) = a- a !(1). Logo H: cao) = o - o ! rel. {0, 1}. O

Exercicio 4.4.10. Mostre que, para cada caminho a: I — X, cyo) - @ ~ a rel. {0,1} e
a-cyq) ~arel {0,1}

Definicao 4.4.11. Um espago com ponto de base é um par (X, xo) em que X é um espago
topoldgico e xg € X. O grupo fundamental de um espago com ponto de base (X, x) é o

conjunto
m1(X, x0) = {[@]rel.o.13 | @: I — X caminho com a(0) = (1) = xo}
munido da multiplicacao dada por

[a]rel.{o,l} ' [ﬁ]rel.{o,l} = [o‘ ) ,B]rel.{o,l}-

Se ndo houver mal-entendidos possiveis, escreveremos [a] em vez de [o] el 10,13
Nota 4.4.12. Pela Proposicao4.4.5, a multiplicagao do grupo fundamental estd bem definida.

Proposiciao 4.4.13. O grupo fundamental m1(X, xg) € um grupo. O elemento neutro é

1=[co] e[o]™" =[a].
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Demonstracdo. Pela Proposicdo [4.4.6], temos
[o] - ([B]-[v]) =[] - [B-v]=[a-(B- 1] =[(ex-B)-v]=[a-B] - [v] = ([e] - [B]) - []:

Pelo Exercicio 4.4.10| temos

[co] - [a] = [66 - a] = [o] = [a - c6] = [a] - [c].
Pela Proposicdo [4.4.9] temos

o] fe ] =[a-a]=[c]=[a" (@) ]=[a" o] =[a] [a] 0

4.5 Homomorfismos entre grupos fundamentais

Notacdo 4.5.1. Sejam a;,...a,: I — X caminhos tais que a;(1) = a;,1(0) para todo o
ied{l, ..., n — 1}. Pelas ProposicGes e [4.4.6] alterar os parénteses na concatenaggo
oy-(az-(---a,)--+) ndo altera a sua classe de homotopia (rel. {0, 1}), que poderemos ent3o
denotar por [a - oy - - - ).

Proposicao 4.5.2. Sejam X um espaco topoldgico, xg, x1 € X ew: I — X um caminho de

-1

Xo para x;. Entdo a aplicagdo wy: m1(X, xo) — m1(X, x1) definida por wy([a]) = [w™ - a - w]

€ um isomorfismo de grupos.

Demonstracdo. Mostramos primeiramente que wy € um homomorfismo de grupos. Temos

wi(la] - [B]) = wy(lee B) = [w ™ - a-frw] =[w -y B-w]
= e ww Brw]=w o w] W B w] = wy([a]) - wy([BD).

Do mesmo modo, wu_l: m1(X, x1) = m1(X, x0) € um homomorfismo. Temos
w o uyfo]) = o (W™ o wl) = oo e w-w ] = ol

e, de maneira analoga, wy o wﬂ_l = idr (Xx1)- =

Exercicio 4.5.3. Sejam f: X — Y uma aplicagcdo continua e o, f: I — X dois caminhos

homotdpicos rel. {0,1}. Mostre que f oax >~ f o B rel. {0, 1}.
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Definicao 4.5.4. Sejam (X, xp) e (Y, yo) dois espagos com ponto de base e f: X — Y uma

aplicagdo continua tal que f(xp) = yo. Definimos a aplicacdo induzida
fo: m(X, x0) = m1(Y, y0)
por f.([a]) = [f o .
Proposicao 4.5.5. A aplicagio induzida f, é um homomorfismo de grupos.

Demonstracdo. Temos

fu(le] - [B]) = Al - B]) = [f o (- B)] = [(F o) - (F 0 B)]
= [foa]-[foB] = f([a]) - £([B])- a

Proposicao 4.5.6. Sejam f, g: X — Y duas aplicagées homotdpicas e seja H: f ~ g. Seja
xo € X e sejam yo = f(x0) e y1 = g(x0). Consideremos o caminho w: I — Y de yq
para y; dado por w(t) = H(xp, t) e o isomorfismo wy: m1(Y, o) — m1(Y,y1) definido por

wy([e]) = [w™ - o - w]. Entdo temos o seguinte diagrama comutativo:

f.
m1(X, x0) —— m1(Y, ¥0)

X ngu

1Y, y1)-

Demonstracéo. Seja [a] € m1(X, Xo). Consideremos a homotopia K: I x I — Y definida por

w(1l — tds), s < %,
K(s.t) =14 H(a(4s—1),1—1t), 1<s<1,

\%
N

w(l—t+t(2s—1)), s
Esta homotopia estd bem definida, pois temos w(1 — t) = H(xp, 1 — t) = H(«(0),1 —t) =
H(o(1),1—t). Temos K(0,t) = w(1l) = y1, K(1,t) = w(l) = yy,
w(1) = cn(4s),
K(s,0) =14 H(a(4s—1),1)=goa(4s—1),
w(1) = (25 — 1),

w0
I\
I,

IA
0n
IN

e
NI

0n
vV
N =
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= (¢, - (g0 ) culs)

e
w(l — 4s) = wl(4s), s <1,
K(s,1) =4 H(a(4s—1),0)=foa(ds—1), $<s<1
w(2s — 1), s>1
=(w' (foa)) w.
Portanto

wy(f(la]) =wy([foa]) =[w™ - (foa) - w] =g, (goa) c,] =[goa] =g(la]). O

Teorema 4.5.7. Sejam X e Y dois espacos conexos por caminhos do mesmo tipo de homo-

topia. Entdo, para todo o xo € X e todo o yp € Y, m1(X, x0) = m1(Y, y0).

Demonstragdo. Sejam f: X — Y e g: Y — X equivaléncias de homotopia tais que g o f ~
idx e fog ~ idy. Sejam y1 = f(x0), x1 = g(y1) € y» = f(x1). Pela Proposicdo [4.5.6]

existem caminhos w: I — X de x; para xp e v: I — Y de y, para y; tais que os diagramas

7I'1(X, Xo)LWlTl(Y,_yl) 7T1(\/,_)/1)i>7r1(X,X1)
idX*l: lg* ’.dY*l: lf*
m1(X, x0) 55— (X, x1) T (Y, y1) <7 m(Yl y2),

onde wy e vy s3o os isomorfismos definidos por wy([a]) = [w™!-a-w] e yy([a]) = [v -1, sdo
comutativos. O diagrama a esquerda mostra que o homomorfismo g, : m1(Y, y1) — 71 (X, x1)
é sobrejectivo. Pelo diagrama a direita, g, é injectivo e portanto um isomorfismo. Como X e

Y s3o conexos por caminhos, obtemos

m(X, x0) = T (X, x1) = m (Y1) = m(Y, ). 0

Corolario 4.5.8. Se X é contratil, entdo m1(X, xo) = {1} para todo o xy € X.
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4.6 Espacos simplesmente conexos

Definicao 4.6.1. Um espaco topoldgico X diz-se simplesmente conexo se é conexo por ca-

minhos e 71 (X, xo) = {1} para algum (e ent3o todo 0) xp € X.
Nota 4.6.2. Qualquer espaco contratil é simplesmente conexo.

Exercicio 4.6.3. Seja X um espaco ndo vazio conexo por caminhos. Mostre que X é sim-
plesmente conexo se e sé se cada duas aplicagdes continuas f, g: [a, b] — X (a < b) com

f(a) = g(a) e f(b) = g(b) sdo homotdpicas rel. {a, b}.

Teorema 4.6.4. Para n > 2, S" é simplesmente conexo.

Demonstracdo. Consideremos o polo sul xo = (0, ..., 0, —1) e o polo norte x = (0, ..., 0,1).
Seja a: I — S" um caminho com a(0) = a(1) = xo. Consideremos o hemisfério norte S =
{(x1, ..., Xpt1) € S" | xpp1 > 0} e o subconjunto A = {(xi, ..., Xpi1) € S" | xpe1 > 0}
Entdo ST ~ D" e ST\ A~ S" . Como A é aberto em S" e xo ¢ A, o !(A) é aberto em
]0, 1[. Logo a~*(A) é uma reunido de intervalos abertos disjuntos ]a;, b;[. Como os intervalos
la;, bi[ sdo disjuntos, a(a;), a(b;) ¢ A. Como a™*(S7) é fechado em I e ]a;, b{C a™*(S7),

temos [a;, b = ]a;, bi[ C a~}(S7). Portanto a(a;), a(b;) € ST\ A.

Seja fi: [a;, bi] = S7_\ A uma aplicagdo continua tal que f(a;) = a(a;) e f(b;) = a(b;). Tal

aplicagdo existe porque S" \ A ~ S""! é conexo por caminhos. Como o !({x}) é compacto

Consideremos o caminho B: I — S" definido por

a(t), t# Ulay. byl

fi(t), tela;, byl je{l,... k}

B(t) =

Segue-se do Exercicio [4.6.3] que a ~ B rel. {0,1}. Como B(I) C S"\ {x} ~ R"*!, temos
B ~ ¢, rel. {0,1}. Logo [a] = 1. O
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4.7 O grupo fundamental da circunferéncia

Consideremos a aplicacdo continua q: R — S! definida por g(s) = (cos2ws,sin27s). As
demonstragdes dos seguintes dois lemas podem ser encontradas, por exemplo, em [5, pp.

29-30].

Lema 4.7.1. Para todo o caminho v: I — S' com v(0) = (1,0) e todo o ponto % €

g *((1,0)), existe um dnico caminho i: I — R tal que 9(0) =% e qo U = v.

Lema 4.7.2. Para toda a homotopia H: I x I — S* rel. {0,1} com H(0, t) = (1,0) e todo
o ponto % € g ((1,0)), existe uma (tinica) homotopia H: I x I — R rel. {0,1} tal que
H(0,t) =% eqo H = H.

Teorema 4.7.3. A aplicacio ®: Z — (S, (1,0)), n — [w,], onde w,: I — S* é o caminho

definido por w,(s) = (cos2mns, sin 27ns), é um isomorfismo de grupos.

Demonstracdo. Para n € 7Z, seja &,: I — R o caminho definido por @,(s) = ns. Temos
q o @, = w, Observemos que, para qualquer caminho 7: I — R com #(0) =0 e (1) = n,

temos ¥ ~ @, rel. {0, 1}, pelo que go ¥ ~ qo &, = w, rel. {0,1} e entdo ®(n) = [q o ].

Vejamos que ® é um homomorfismo de grupos. Seja 7,,: R — R a transla¢do 7,,(x) = m+x.
Entdo @, - (Tm © @,) € um caminho de 0 a m+ ne qgo (T, 0 @,)(s) = qg(m + ns) =

(cos(2mm + 2mns), sin(2mm + 2mns)) = (cos 2mns, sin 2mns) = w,(s). Logo

®(m+n) = [go (@m - (Tm o dn))] = [(godm) (g0 (Tmodn))]
= [Wm - wn] = [Wn] - [wa] = P(m) - D(n).

A fim de mostrar que ® é sobrejectiva, consideremos um caminho v: I — S tal que v(0) =
v(1) = (1,0). Pelo Lema [4.7.1] existe um caminho #: I — R tal que #(0) =0e go ¥ = v.
Como qo (1) = v(1) = (1,0), temos (1) € Z. Tem-se ®((1)) = [go 7] = [v].

Falta mostrar que ® € injectiva. Suponhamos que ®(m) = ®(n). Entdo w,, ~ w, rel. {0, 1}.
Seja H uma homotopia. Pelo Lema [4.7.2] existe uma homotopia H: I x I — R rel. {0,1}
tal que H(0,t) =0e go H = H. Pelo Lema 4.7.1} como g o H(s,0) = H(s,0) = wm(s) =
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q o @m(s), temos H(s,0) = @n(s). Do mesmo modo, H(s, 1) = @,(s). Obtemos m =

Gm(1) = F(1,0) = A(L 1) = @n(1) = n. O
Corolario 4.7.4. Para todo o n # 2, R" % R?.

Demonstracdo. Pela Proposico [3.1.11) R # R2. Seja n > 2. Suponhamos, por absurdo,
que existe um homeomorfismo f: R" — R2. Entdo f induz um homeomorfismo R" \ {0} —
R2\ {f(0)}. Pelo Exemplo [4.2.3] (iii), obtemos S"~! ~ S, o que é impossivel, pois S"~! é

simplesmente conexo e S! n3o. O]

4.8 O grupo fundamental de um espaco produto

Teorema 4.8.1. Sejam (X, xo) e (Y, yo) dois espacos com ponto de base. Entdo a aplicagdo

¢: m(X XY, (x0, %)) = (X, x0) x m1(Y.y0),  [a] = (prxs([e]). prvs([a]))
€ um isomorfismo de grupos.
Demonstragao. E claro que ¢ é um homomorfismo. Vejamos que ¢ é sobrejectiva. Sejam
B:I— Xevq:I—Y caminhos com B(0) = B(1) = xp e ¥(0) = 4(1) = yo. Consideremos
o caminho a: I — X x Y definido por a(s) = (B(s),v(s)). Entdo a(0) = (x0, yo) = (1) e
¢(la]) = ([prx o o], [pry o a]) = ([B]. [7]). Logo ¢ é sobrejectiva.

Mostremos que ¢ é injectiva. Sejam a,a’: I — X x Y caminhos com «a(0) = «a(1) =
a'(0) = &/(1) = (x0, Yo) tais que ¢([a]) = ¢([@']). Entdo prx o o =~ prx o rel. {0,1} e
pryoa ~ pryoa'rel. {0,1}. Sejam F e G as respetivas homotopias. Seja H: IxI — X xY
a homotopia definida por H(s, t) = (F(s, t),G(s, t)). Entdo

H(0, t) = (F(0, ), G(0, 1)) = (x0, yo) = (F(1, £), G(L, t) = H(L, t),

H(s,0) = (F(s.0).G(s.0)) = (prx o afs), pry o a(s)) = a(s)

H(s,1) = (F(s,1),G(s,1)) = (prx 0 &/(s), pry 0 &(s)) = o/(s).

Logo [a] = [@'], pelo que ¢ é injectiva. O
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Exemplo 4.8.2. Para qualquer ponto de base (x, o) € St xS!, 71 (S xSt (x0, yo)) X Z X Z.

Exercicio 4.8.3. Sejam X e Y dois espacos topoldgicos n3o vazios. Mostre que X x Y ¢é

simplesmente conexo se e sé se X e Y s3o simplesmente conexos.



Bibliografia

[1] Armstrong, M. A., Basic topology. Undergraduate texts in mathematics.
Springer-Verlag, New York 1983.

[2] Cain, George L., Introduction to general topology. Addison-Wesley, Reading,
Mas., 1994.

[3] d'’Ambrosio, Ubiratan, Métodos da topologia: introducdo e aplicagdes. Livros

Técnicos e Cientificos, Rio de Janeiro, 1977.

[4] Dugundji, James, Topology. Allyn and Bacon Series in advanced mathematics.

Allyn and Bacon, Boston, 1978.

[5] Hatcher, Allen, Algebraic Topology, Cambridge University Press, New York,
2001.

[6] Hocking, John G., Topology. Dover Publications, New York, 1988.

[7] Janich, Klaus, Topology. Undergraduate texts in mathematics. Springer-Verlag,
New York, 1984.

[8] Kelley, John L., General topology. Graduate texts in mathematics. Springer-
Verlag, New York, 1955.

[9] Mendelson, Bert, Introduction to topology. 3rd ed. Dover Publications, New
York, 1990.

[10] Munkres, James R., Topology: a first course. Prentice-Hall, Englewood Cliffs,
N.J., 1975.

49



BIBLIOGRAFIA 50

[11] Nagata, Jun-iti, Modern general topology. 2nd rev. ed., North-Holland, Ams-
terdam, 1985.

[12] Sims, Benjamin T., Fundamentals of topology. MacMillan, New York, 1976.



	Espaços topológicos e aplicações contínuas
	Topologia de 
	Espaços topológicos
	Subespaços
	Aplicações contínuas
	Homeomorfismos
	Conjuntos fechados
	Interior e aderência
	Vizinhanças e espaços de Hausdorff

	Produtos e espaços quocientes
	Produtos
	Topologia quociente

	Conexidade e compacidade
	Espaços conexos por caminhos
	Espaços compactos

	Homotopia e o grupo fundamental
	Homotopia
	Equivalências de homotopia
	Aplicações homotopicamente triviais e espaços contráteis
	O grupo fundamental
	Homomorfismos entre grupos fundamentais
	Espaços simplesmente conexos
	O grupo fundamental da circunferência
	O grupo fundamental de um espaço produto


