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Capitulo 1

Geometria afim

1.1 Espacos afins
1.1.1 Definigao. Um espaco afim é um triplo (A, E, ®) em que A é um conjunto n3o vazio,
E é um R-espaco vetorial e ®: A x A — E é uma aplicacdo tal que
(i) para cada A € A, a aplicagdo
®p: A= E, B~ ®(A B)
é bijectiva;
(ii) para quaisquer elementos A, B, C € A,

®(A, C) = (A B) + d(B, C).

Por abuso de notagdo, escreveremos A em vez de (A, E, ®). Os elementos do conjunto A sdo
os pontos do espaco afim. Normalmente usaremos letras maidsculas A, B, C, ... para indicar
os pontos do espaco afim. O espaco vetorial E diz-se o espaco diretor do espaco afim A e
usaremos a notacao A = E. Para os vetores do espaco diretor usaremos a notacao vetorial:
u,v,w,... Dados dois pontos A, B € A, escrevemos AB em vez de ®(A, B). Usando esta

escrita, a relagdo (ii) acima fica

AC = AB + BC.
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1.1.2 Exemplos. 1. Qualquer espago vetorial E é um espa¢o afim, onde E=FEea
aplicagdo E x E — E, (A, B) — /ﬁ é dada por
AB=B-A

Verifiquemos as propriedades (i) e (ii) da defini¢do:

(i) Seja A € E um ponto. Para B,C € E,
AB=AC=B-A=C—A=B=C

Logo a aplicagao E — E, B — /ﬁ é injectiva. Para 0 € E,

AAT D =Atrid—A=i

Logo a aplicagdo E — E, B — /ﬁ é sobrejectiva e portanto bijectiva.

(ii) Para A,B,C € E,

AB+BC—B-A+C—-B=C—A=AC

2. Como caso particular do exemplo anterior, R” é um espaco afim com R” = R" e

AB — B — A

3. O conjunto A = {(x,y) € R?*|y = x + 1} é um espaco afim com espaco diretor

—

A=((1,1)). A aplicagdo A x A — ((1,1)) é dada por

ey
)y )= =xy —y)=(x=xx+1-(x+1)) = (x' = x) - (11).

Vejamos que esta aplicagdo satisfaz as condi¢des (i) e (ii) da definicdo de espago afim:

(i) Seja (a, b) € A. Para (u,v),(x,y) € A,

(a, b)(u, v5 = (a, b)(x,yi =(u—a,v—b)=(x—ay—>b)=(uv)=(xy).

Para A~ (1,1) = (A, X) € ((1,1)),

(a,b)(a+Xb+X)=(a+r—ab+Xi—b)=(\N).
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Logo a aplicagdo A — ((1,1)), (x,y) — (a, b)(x,yi é bijectiva.
(i) Para (a, b), (u, v), (x,y) € A,

(a,b)(x,y)=(x—a,y—b)=(x—vu+u—ay—v+v—Db)

AN

= (x—uy—v)+(u—av—>b)=(ab)(uv)+(uv)(xy)

1.1.3 Definicdao. A dimensio de um espaco afim A, dim A, é a dimensdo do espaco diretor,
isto &, dim A = dim A. Os espacos afins de dimens3o 1 sdo chamados retas afins. Os espacos

afins de dimensao 2 sdo chamados planos afins.
1.1.4 Exemplos. (i) R? é um plano afim.
(i) O espago afim A = {(x,y) € R?|y = x + 1} do Exemplo (iii) é uma reta afim.

1.1.5 Notagdo. Sejam A = (A, E, ¢) um espaco afim e A € A um ponto. Pela condigdo
(i) da definicdo de espaco afim, a aplicacdo ®4: A — E, B — /ﬁ é bijectiva. Para 7 € E,

escreveremos A+ if = ®,*(if). Como Cb;\loch =idye ¢Ao¢;\1 = idg, temos, para B € A

eldcE,
o A+ AB = B:
oA(A+l7 =1

1.1.6 Proposicao. Seja A um espago afim.
1L.VAcA AA=0.
2VABeA AB=0s A=B.
3 VABecA AB=—BA
4 YAcAVIVEA (A+D)+V=A+(i+V).

5. VA B,C,De A /@ = ﬁ & A;D) = ﬁ (regra do paralelogramo).

Demonstracdo. 1. Pela condi¢do (ii) da definicdo de espago afim,

AA = AA + AA.
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AA

Logo AA = 0.

2. A implicagao “«<"segue imediatamente de 1. Se /ﬁ =0, por 1,
A=A+AA=A+0=A+AB=B.

AA =

3. Por1, AB + BA— A BA.

0. Logo/@:— A

4. Selam B=A+ideC=B+V. Entéo/ﬁzﬁeﬁz\?. LogoR:A—B)vLR:LT—i-\?.
Portanto

(At @)+ 7=B+7=C=A+AC=A+ (7+7).

5. Por razoes de simetria, basta mostrar a implicacdo “=". Suponhamos ent3o que /@ = R

Temos

AD = AB + BD = DC + BD = BD + DC = BC. m

1.2 Referenciais e coordenadas

1.2.1 Definicdo. Um referencial num espaco afim A é um par R = (O,B) onde O € A é

um ponto e B é uma base ordenada de A 0 ponto O é chamado a origem do referencial.

1.2.2 Exemplo. O referencial candnico no espago afim R” é dado pelo ponto O = (O, ..., 0)

e a base canénica B= (¢, =(1,0...,0),& =(0,1,0,...,0),...,€,=(0,...0,1)).

1.2.3 Defini¢do. Seja A um espago afim com referencial R = (O,B = (v,...,V,)). As
coordenadas de um ponto A € A no referencial R sdo as coordenadas do vetor (74 na
base B. Se o vetor de coordenadas de A no referencial R for (x, ..., X,), isto é, se (TZ\ =
X1V, + -+ + X,V,, escrevemos A = (xi,...,x,)r. De maneira semelhante, se o vetor de
coordenadas de um vetor V na base B for (xi,..., Xn), isto é, se V.= xiVj + -+ + X,V,

escrevemos vV = (xi, ..., Xn)B-
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3VABEA A=(ar....a)m B=(br,... bo)r = AB = (by— a1, ..., by — an)s;
4 YAc AVve A

A=(a1,..., )R, V=(x1, ... Xa)s=A+V=(a1+x1,...,3, + Xo)R-

Demonstragdo. 1. Obvio pela definicdo das coordenadas de A.

2. Como 00 =0 = 0% + -+ 07, O = (0, ..., 0)x.

3. Temos

A=(ay,...,a,)r, B=(b1,...,by)r

= OA=ay0i + -+ a,v,, OB = by + -+ + by¥,
= AQ = —ay7i — -+ — a,Vy, OB = by#i + -+ + b,7,
j/ﬁ B+O? (by —a))Vi+ -+ (b, — an)V,
j/ﬁz(bl_al,...,bn_an)n.

4 ParaAc Aeve A OA+V :(74+A(A+\7i:(74+\7. Logo

A= (ar,...,an)r, V= (X1, ..., X0)B
—~ OA= (a1, ..., an)g, V=_(x1,..., Xn)B
imz(al + X1, ..., a0+ Xn)B
=A+vV=(a1+x,...,3+ X)R 0

1.2.5 Proposicdo. Seja A um espaco afim e sejam R = (O,B = (v, ..., v,)) e RN =

(0,8 =(v,..., v!)) dois referenciais em A. Seja A € A um ponto com A= (xi, ..., Xn)R
e A= (x],...,x))r e seja P§ a matriz de passagem da base B' para a base B, isto é, a
matriz (oj)1<ij<n COM Vi = (o), ..., anj)B. Entéo,
(i) se O' = (wy, ..., Wy)R
X1 wy Y
= + P§

Xn W, X
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= P¥
Xp X —w,)
e — = —
Demonstracdo. (i) Tem-se OA = 00" + O'A. Logo, como OA = (x,..., Xn)B €

O A / /
Por outro lado, como O'A = (xi, ..., ;)8
31 X
- — PB/
Yn Xp
e o resultado segue.
(ii) Suponh 0= (w ! ja, 0'0 = (wy ! ' =
ponhamos que O = (wj,...,w,)r/, ou seja, O'O = (wq,...,w,)p. Como OO0’ =
! ! — / ! ! —
—0'0, temos OO0’ = (—wj, .. ., —w/)p. Portanto, se 00" = (wy, .. ., w,)g, temos
Wy —wy
— PL
W, —w)
pelo que o resultado segue de (i). O

1.2.6 Exemplo. Sejam R = (0, B = (v, %)) e R' = (O, B' = (], V%)) dois referenciais de
um plano afim A tais que O = (1, —1)g,, v = (2,—3)g e V4 = (0,3)5. Seja A € A tal que
A= (2,—2)g:. Temos

2 0 2—-1 2 0 1 2
-3 3 —-2+1 -3 3 -1 —6

e portanto A = (2, —6)%.
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1.2.7 Definigdo. Seja A um espago afim de dimensio finita com referencial R = (O, B).
Dizemos que uma base B’ de A tem orientacdo positiva (negativa) se a matriz de passagem
de B’ para B tem determinante positivo (negativo). Dizemos que um referencial R' = (0’, B')

define a mesma orientacdo em A que R se B’ tem orientacdo positiva relativamente a R.

1.2.8 Exemplo. Consideremos o plano afim R? munido do referencial canénico. A base

B = ((0,1),(1,0)) de R? = R? tem orientac3o negativa. Com efeito,

01
=—-1<0.
10

Assim, o referencial R’ = ((0,0), B') n3o define a mesma orientacdo em R? que o referencial

canonico.

1.3 Subespacos afins

1.3.1 Notacao. Sejam A um espaco afim e U um subespago vetorial de A. Dado um ponto
A € A, escrevemos A + U para o subconjunto {A + 7| 7 € U} de A.
1.3.2 Proposicao. Sejam A um espaco afim, A,B € A e UeV subespagos vetoriais de A.
(i) Se Be A+U, entio AB cu.
(i) Se A+U=B+V, entioll = V.
(i) SeBe A+ U, entdio A+U = B+U.
Demonstracdo. (i) Suponhamos que B € A +U. Entdo existe 7 € U tal que B = A+ @

LogoﬁzA(A%—LTi:JEI:{.

(i) Suponhamos que A+U = B+ V. Por razdes de simetria, basta mostrar que U/ C V. Seja
FcU. ComoA+iic B+\7, existe v € V tal que

AtT=B+7=(A+AB)+7=A+(AB+ 7).

— " - — S
Temos entdo @ = AB+7. Por (i), como A = A+AA = A+0 € B4V, temos AB — —BA € V.

Logo 7 € V.
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(iii) Suponhamos que B € A +U. Por (i), /@ € U. Portanto, para qualquer 7 € U,

A+ i—=B+BA+i=B-AB+icB+il

B+i—A+AB+idecA+U

LogoA+Z:{:B+Z:{. O]

1.3.3 Definicao. Seja A um espaco afim. Um subconjunto U C A diz-se um subespaco afim

de A se existem um ponto A € U e um subespaco vetorial U de A tais qued = A +U.

1.3.4 Notas. 1. Seja U um subespaco afim de um espaco afim A. Pela Proposicido
1.3.2(ii), existe um dnico subespaco vetorial U de A tal que, para algum ponto A € A,
U=A+U. Por i), U = A + U para qualquer ponto A € U.

2. Sejald = A +U um subespaco afim de um espaco afim A. Entdo U é um espaco
afim com espaco diretor u. A aplicacdo U x U — U é a restricao da aplicacdo
AxA— .Z,(B,C) > Q Note-se que, pela Proposicdo mo para quaisquer
pontos B,C € U, 84C>:§>4+R:—/W+EE?:{.

1.3.5 Exemplo. O conjunto U = {(1,0) + X - (1,1)| X € R} é um subespago afim do plano
afim R?. Com efeito, U = (1,0) + {(1,1)).

1.3.6 Definicdo. Seja A um espaco afim. A dimensdo de um subespaco afim U = A + u
de A, dimU, é a dimens3o do espaco vetorial U (ou seja, a dimens3o do espago afim U).
Os subespacos afins de dimens3o 1 s3o chamadas retas afins de A. Os subespacos afins de
dimens3o 2 sdo chamados planos afins de A. Se dim A = n, os subespacos afins de dimensio

n — 1 sdo chamados hiperplanos afins de A.

1.3.7 Exemplo. O conjunto U = (1,0) + ((1,1)) é uma reta afim e um hiperplano afim de
R2.

1.3.8 Proposicao. Sejam U e V dois subespacos afins de um espaco afim tais que Y C V.
EntiodimU <dmV eld =V & dmU =dimV.
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Demonstracdo. Exercicio. O

1.3.9 Proposicao. Seja (U;)ic;r uma familia ndo vazia de subespacos afins de um espaco afim

A tal que N\ U; # 0. Entdo (\U; é um subespago afim de A.

iel iel

Demonstracdo. Seja A € (U, e, para cada i € I, seja Z;{,- um subespaco vetorial de A tal

il
que U; = A +U;. Mostramos que AU = A+ ﬂljl, E claro que AU 2O A+ ﬂZj{,
iel iel iel iel

Seja B € (\U;. Entdo, para cada i € I, existe u; € U; tal que B = A + 0. Isto implica
iel

que, para quaisquer i,j € I, u; = ;. Logo, para qualquer iy € I, U, € ﬂﬁ, Portanto,

il

BeA+ r]Lh. O

il

1.3.10 Definicao. Sejam U e V dois subespacos afins de um espaco afim A. A soma de U

éV, U+ YV, é omenor subespaco afim de A que contém U e V, isto &,

U+V = ﬂ{W | W subespaco afim de A com W D U U V}.

1.3.11 Proposicao. Segam U = A + UeV =B+YV dois subespacos afins de um espaco
afim A. EntioU+V =A+U+V + </ﬁ)

Demonstracdo. Exercicio. O

1.3.12 Equacdes paramétricas. Seja A um espaco afim com referencial R =
(0,B=(wn,..., V,)) e seja U = A+ (iy,..., dy) um subespaco afim de A tal que

= (a1,..., an)r e U0y = (u, ..., us)e U € {1,..., k}). Entdo um ponto B € A per-
tence a U se e s6 se existem Aq, ..., A € R tais que B = A+ Aty + - -+ + AUy, ou sgja,
se e sO se as coordenadas xi, ..., x, de B no referencial ‘R satisfazem as seguintes equagdes

paramétricas de U:

X; = a1+ U+ -+ Uik
(A1, ..., €ER)

Xn = an+un1>\1+"'+ Unk>‘k
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1.3.13 Exemplo. No espaco afim R3 com o referencial canénico, o plano afim m =

(1,2,3)+((1,0,2),(3,—1,1)) é dado pelas equagdes paramétricas

x =14+X+3u
z =3+22+u
Uma vez que (2,2,5) € 7, tem-se 7 = (2,2,5)+ ((1,0,2),(3,—1,1)) e outras equagdes

paramétricas de 7 sdo
x =24+ X+3u

z =542+

1.3.14 Proposicao. Seja A um espago afim com referencial R = (O,B = (v,...,V,)).

Consideremos um sistema possivel de k < n equagoes lineares

apxi+ -+ axs = b
(*)

akiXy + -4 aknXn = by

tal que a matriz (a;;)kxn tem caracteristica r. Entdo o conjunto
U={XeAlX=(x,..., Xn)r € (X1, ..., X,) € solucdo de (%)}

€ um subespaco afim de dimensdo n — r de A. O espaco diretor de U consiste nos vetores
de A cujos vetores de coordenadas em relacdo a base B sdo solugbes do sistema homogéneo

associado a (x).

Demonstracio. Consideremos o isomorfismo W: A — R” definido por V(v) =& (i €
{1,..., n}). Este isomorfismo associa a cada vetor de A o seu vetor de coordenadas em

relacdo a base B. Seja F: R" — R¥ a aplicacio linear dada por

X1 ai1Xy + -+ ainXn

Xn ak1X1 + -+ AknXn
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e seja U = V~1(ker F). Entdo Uéo subespaco vetorial de A formado pelos vetores cujos
vetores de coordenadas em relagdo a base B sdo solu¢des do sistema homogéneo associado a
(). Como a caracteristica de (aj;)ixn é r, tem-se dimim F = r. Logo dimU = dimker F =

n—r.
Como o sistema () é possivel, U # 0. Seja C € U e suponhamos que C = (cy, ..., C)r.

Vejamos que U = C +U.

“C": Seja D € U com D = (dy,..., dn,)r. Entdo @ =(dh—a,..., d, — ¢y)g. Como
(c1,....¢n) e (dy,...,d,) sdo solugBes de (x), (di — ¢c1,...,d, — c,) é solugdo do sistema

homogéneo associado a (*). Logo CDelieD=C + ChDecC +U. Portanto U C C +U.

“D": Seja 0 € U com i = (ug, ..., up)p. Entdo C+ 0o = (¢ + uy, ..., Cn+ Un)r €

(c1+ uy, ..., Co+ Uy) é solucio de (x). Logo C 4+ & € U. Portanto C + U C U. O

1.3.15 Equacdes cartesianas. Nas condicdes de(1.3.14} o sistema (*) é chamado um sistema
de equagdes cartesianas do subespaco afim U de A. Notemos que, por[1.3.14] um subespaco

afim de A definido por uma equacdo cartesiana
31X1+"'—|—aan:b
com (ag, ..., a,) #(0,..., 0) é um hiperplano de A.

1.3.16 Exemplo. No espaco afim R® com o referencial candnico, consideremos o subespaco

afim U dado pelo seguinte sistema de equagdes cartesianas:
x—y+2z =1
(%)

z =2

Entdo U = (0,3,2) + {((1,1,0)), ou seja, U é a reta afim de equacdes paramétricas

X =
z =2

1.3.17 Nota. Sejald = A+U um subespaco afim de um espaco afim A com referencial R =

(0,B=(w,...,V,)) eseja (i, ..., dx) uma base de U. Suponhamos que A= (a1,...,a,)r
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eque U; = (uyj, ..., unj)s (j €{1,..., k}). Entdo U tem equagBes paramétricas

X1 = a1 +>\1U11 + - +>\ku1k

()\1,...,>\k GR).

Xn = an+AtUn + -+ Alnk
Como os vetores iy, . .., Uy sao linearmente independentes, a matriz (u;j)axx tem k linhas
linearmente independentes. Resolvendo o sistema das k equacbes paramétricas corresponden-
tes obtém-se um dnica solugdo que exprime os parametros Aq, ..., A, em termos dos x; das
linhas consideradas. Substituindo os pardmetros nas restantes n — k equacdes paramétricas

pelos componentes desta solucao, obtém-se um sistema de equacdes cartesianas para U.

1.3.18 Exemplo. No espaco afim R® com o referencial canénico, consideremos a reta afim

dada pelas seguintes equacdes paramétricas:

x =-—-1+2X\
z =24+

Pela dltima equagao A = z — 2. Substituindo nas duas outras equa¢des, obtém-se o sistema

seguinte:
x =—-14+2z-4

y =2—z+2
Assim, a reta U tem as seguintes equagOes cartesianas:
x—2z =-5

y+z =4

1.3.19 Nota. Uma equacdo cartesiana de um hiperplano afim U4 = A + U de um espaco

afim A com referencial R = (O, B = (W, ..., V,)) pode também ser determinado da seguinte
maneira: Seja (i, ..., U,—1) uma base de Ue suponhamos que A = (ay,...,a,)r € que
Uy = (v, ... up) (G €{1,...,n—1}). Entdo um ponto X = (x1,..., X,)r pertence a U
se e sb se
Xy —adr Ui - Uin-1
=0.

Xp—dan Up1 -+ Un,n—l
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Através do cdlculo deste determinante obtém-se uma equacao cartesiana de U.

1.3.20 Exemplo. Consideremos, no espaco afim R? com o referencial candnico, a reta afim

U=1(2,1)+((1,-1)). Tem-se

x—2 1
y—1 —1

=—x+2—-y+1=—x—-—y+3.

Assim, uma equacao cartesiana de U é

x+y=23.

1.3.21 Paralelismo. Dois subespacos afins Y = A +UeV =B+YV deum espaco afim A
dizem-se paralelos, U || V, se U - Y ouV - U.

1.3.22 Notas. 1. Sejam U e V dois subespacos afins paralelos de um espago afim. Se

UNYV £D, entiold CVouV CU.
2. Para subespacos afins =A+UeV =B+V com dimL{:dimV,Ll//V@Zjl:?.

3. Seja A um espaco afim de dimensdo n > 2. Dois hiperplanos afins U e V de A com
equagles cartesianas a;x; + --- + apx, = b e ajxy + --- + a,x, = b/, respetivamente, sdo

paralelos se e sé se os vetores (ay, ..., a,) e (aj, ..., a,) sdo linearmente dependentes. Tem-se

= n

U =V se e sé se os vetores (ay,...,a, b) e(a,...,a,, b') sdo linearmente dependentes. Se

19

U e V nido sdo paralelos, entdo U NV é um subespaco afim de A de dimensdo n — 2.

1.3.23 Exemplo. No espaco afim R com o referencial candnico, as equacdes 2x + y — z = 3
e 4x + 2y — 2z = 5 definem planos afins paralelos disjuntos. Com efeito, os vetores (2,1, —1)
e (4,2, —2) s3o linearmente dependentes, mas os vetores (2,1, —1,3) e (4,2, —2,5) s3o line-

armente independentes.

1.3.24 Retas complanares e enviesadas. Duas retas afins r e r' num espaco afim A dizem-
se complanares se existe um plano afim de A que contém r e r’. Se tal plano ndo existe, as

duas retas dizem-se enviesadas.

1.3.25 Proposicao. Seja A um espaco afim e sejam r e r' duas retas afins em A.
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(i) Sedimr+r' =1, entior =r'.
(ii) Sedimr+ r' =2, entdo r e r' sdo complanares e diferentes.
(iii) Sedimr + r' = 3, entdo r e r' sdo enviesadas.
Demonstracéo. (i) Como r C r+r', temos 1 =dimr < dimr+r'=1e portanto r = r+r'.
Do mesmo modo, r' = r +r'.

(i) Sedim r+r" = 2, r+r' é um plano afim que contém r e r’, pelo que r e r’ sdo complanares.

Se tivéssemos r = r’, teriamos r +r' = redimr4+r' =1.

(iii) Suponhamos que r e r’ sdo complanares. Entdo existe um plano afim 7 de A tal que

r+r Cx. Logodimr—+r <dimm=2. O



Capitulo 2

Geometria euclidiana em R”

2.1 Produto interno, norma e distancia

2.1.1 Definicdo. O produto interno de dois vetores & = (uy, ..., u,), V= (vi,...,v,) € R"

€ o numero real

U-V=uvy+- -+ upv,.

2.1.2 Exemplo. (1,2,3)-(4,5,6)=1-44+2-54+3-6=4+10+ 18 = 32.

2.1.3 Proposicao. Para quaisquer elementos i, vV,w € R" e A € R,

LG (VAw)=a-v+d-w e (§+V)- W=0d W+v w
2. G- (W) = \@- ¥) = (\d) - V;
30 V=v-i0

4. 0-0>0 e - 0=0&0=0.
Demonstracdo. Exercicio. O

2.1.4 Definicdo. A norma de um vetor & = (uy, ..., u,) € R" é o nimero real
|all = V@ d=y/ui+ -+ uf.

15
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2.1.5 Notas. 1. Para u € R, ||u|| = vv2 = |u].

2. Para quaisquer 7 € R" e A € R,
NG = VA8 - (A8) = V- (@ @) = VIVE- T = X[ ||d]).
Em particular, || — d|| = ||d]].
3. Para qualquer o € R”,

|d|=0< ||dfP=0ed-d=0s d=0.

2.1.6 Definicao. A distancia entre dois pontos A, B € R" é definida por

d(A, B) = ||AB|| = ||B - A].

2.1.7 Notas. 1. Se A=(ay,..., a,)eB=(by,..., b,),

2. Para quaisquer dois pontos A, B € R”,
(a) d(A, B) > 0;
(b) d(A,B)=0< A=B;
(c) d(A B)=d(B,A).
2.1.8 Teorema (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer vetores i, vV € R",
@ v < [[d]] - [|v]].
A igualdade vale se e s6 se U e V sdo linearmente dependentes.

Demonstracdo. Se v =0, |i- V| = 0 = ||| - ||V]|. Podemos entdo supor que v # 0. Sejam

A=V-Veu=—u-v. Entdo

0 < AT+ uv) - ( AT+ puv)
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= N2 G+ 2 i - V+ pv-v

!

(@7 < (@-8)- (7-9) = a7 = (lal] - 7]

Logo

|G- v = /(d@-v)2 < /(ldll - [1V]1)? = [l - 1V
Como (AT + pv) - Ao+ pv)=X-((g-d)- (V- V) — (g V)?), temos ainda
g v| = ||dl| - IVl = (& ¥)* = (& @) - (V- V)

= (7-0)- (V- V) —(F-7)>=0

= AT+ pv) - Ao+ pv) =0
= AT+ uv=0.
Como X # 0, segue-se que U e V sdo linearmente dependentes se |- V| = ||d] - ||V]].

Inversamente, suponhamos que & e V sdo linearmente dependentes. Como vV # 0, existe

a € R tal que &= av. Temos entdo

|0 | = | V| = |af - [[V]]* = [la?]| - |¥]] = [l ] - ]| ¥]. O

2.1.9 Corolario (Desigualdade triangular). Para quaisquer i, vV, A, B,C € R",

L@+ vl < [ld]l + v

2. d(A C)<d(A B)+d(B,C).
Demonstracdo. 1. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

|G+ V||> = (@ + V) - (G+ V)
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=0-04+20-V+V-V
< lall* +2fj @l - 7] + [|v]?

= (Ildl| + 1V]1)*.

Logo |7+ V|| < ||dl] + [|v]]

2. Por 1,

d(A C) = |IC—A|
—[C—B+B—A|
<[IC-B|+|B—Al|
— d(A, B) + d(B, C). 0

2.2 Angulos e ortogonalidade

2.2.1 Angulos. Sejam &,V € R” dois vetores no nulos. Pela desigualdade de Cauchy-

Schwarz,
1< 4V

I

Define-se a medida do dngulo - ou simplesmente o dngulo - entre i e V por

u-v
/(d, V) = arccos ———-.
[l - (1]
Assim, Z(d, V) é o tnico @ € [0, 7| tal que
cosf = %
[l - (1]
2.2.2 Notas. 1. Para quaisquer vetores n3o nulos i, Vv € R" e reais A, u com Au > 0,

(a) £(d,v) = (¥,

S

(b) Z(Ad, uv) = £(d, V);

(c) a-v=|a|l-|[v] - cos £(a, V).

o
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2. Dois vetores ndo nulos i, vV € R s&o linearmente dependentes se e s6 se (i, V) € {0, 7}

(exercicio).

2.2.3 Exemplo. Consideremos em R? os vetores i’ = & = (1,0) e vV = (cos8,senf), onde

6 € [0, 7]. Entdo ||d]| = ||V]| = 1 e temos

!

<

/(d, V) = arccos i - vV
= arccos (1,0) - (cos 8, sen 6)
= arccos(cos 0)

=0.

2.2.4 Ortogonalidade. Dois vetores i, Vv € R" dizem-se ortogonais, e escreve-se i L V, se
- v =0. Se um vetor o € R" for ortogonal a todos os vetores de um subconjunto V C R",

escrevemos i L. V. O complemento ortogonal de um subespaco vetorial V' de R” é o conjunto
Vt={GeR"|id LV}

Verifica-se facilmente que V- é um subespaco vetorial de R”. Uma familia (v, ..., Vi) de
vetores de R" diz-se ortogonal se v; L v; para quaisquer /,j € {1,...,k} com i # j. Se,

além disso, todos os vetores v; tiverem norma 1, a familia diz-se ortonormada.
2.2.5 Nota. Para quaisquer vetores ndo nulos 7, v € R”, i L V & Z(i, V) = 7.

2.2.6 Proposicdo (Teorema de Pitdgoras). Sejam A, B, C € R”" tais que AB | AC. Ento

|AB]? + | AC|? = | BEI.

Demonstracdo. Exercicio. O
2.2.7 Proposicdo. Seja (i, . .., Ux) uma familia ortogonal de vetores ndo nulos de R". Entéo
os vetores i, . . ., Uy, sdo linearmente independentes.

Demonstragdo. Exercicio. O
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2.2.8 Nota. Seja V um subespaco vetorial de R” com base ortonormada (v, .. ., Vi). Entdo,
para qualquer vV € V,

\7’:(\7\71)\7’1++(vvk
(exercicio).
2.2.9 Lema. Sejam U eV dois subespacos vetoriais de R" tais que U ; V e U admite uma

base ortonormada. Ent3o existe um vetor v.€ V \ U tal que vV 1L U.

Demonstracdo. Seja (ify, ..., k) uma base ortonormada de U. Como U G V, existe w €

V\U. Seja

Segue-se que v | U. O
2.2.10 Teorema. Qualquer subespaco vetorial de R" admite uma base ortonormada.

Demonstracdo. Seja V' um subespaco vetorial de R”. Procedemos por inducio sobre a di-
mensdo de V. Se dimV < 1 n3o hd nada a provar. Suponhamos que dmV =/ > 1 e
que qualquer subespaco vetorial de dimensdo < i/ admite uma base ortonormada. Seja U um
subespaco vetorial de V' tal que dimU = i — 1. Entao, pela hipdtese de inducao, U admite

uma base ortonormada (i, . .., 4;_1). Pelo Lema2.2.9] existe v € V\ U tal que v L U. Seja

—__ Pela Proposicdo [2.2.7} (i, ..., O;_1, 0) é uma base ortonormada de V. O

U=
vl

=i
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2.2.11 Corolario. Seja V um subespaco vetorial de R". Entido R" = V @ V*, isto §
V4+VE=R"eVnVE={0}.

Demonstracdo. Seja v .€ VNV, Entdo v- v = 0, pelo que v = 0. Logo V N V+ = {0}.
Suponhamos, por absurdo, que V + V= £ R". Pelo Teorema , V +V+ admite uma base
ortonormada. Pelo Lema [2.2.9] existe um vetor w € R"\ (V +V*) tal que w L V +V*. Em
particular, w L V. Logo w € V+ C V + V. Sendo isto uma contradicdo, V +V+ =R". [

2.2.12 Nota. Para qualquer subespaco vetorial V de R", V++ = V. Com efeito, como vV L w
para quaisquer vetores Vv € V e w € V*, tem-se V C VL. Como, pelo Corolério [2.2.11]

dimV +dimV!t = n=dimV*' +dimV*L, tem-se dimV = dim V- e, portanto, V = V++.

2.2.13 Normalidade. Um vetor normal a um subespaco afim U de R"” com espaco diretor
U é um vetor n3o nulo 7 € R” tal que n L U. Sejam A € R” um ponto e 7 € R"” um vetor
n3o nulo. Entdo H = A+ (A)* é o dnico hiperplano de R” tal que A € H e A é normal a
‘H. De facto, seld = A +Z;{ ¢ um hiperplano tal que n é normal a U, entdo U+t D (A) e,
portanto, por razdes de dimensio, UL = (i), ou seja, U = (A)L. O hiperplano H = A+ (@)*
chama-se o hiperplano normal a i que passa por A. Um ponto X € R” pertence a H se e s6
se existe um vetor & | n'tal que X = A+ . Tem-se entdo n- X = - A. Segue-se que H é
o hiperplano afim de equacdo cartesiana - X = A'- A, pois este é um hiperplano que contém

A e tem espaco diretor (@)L

2.2.14 Exemplo. O plano H C R3 de equacio cartesiana
X+2y+3z=4.

é o (hiper)plano normal ao vetor 7= (1, 2, 3) que passa pelo ponto A = (4,0,0). Com efeito,

AcHeH={(xy z) e R x+2y+3z=0}= (i)’

2.2.15 Perpendicularidade. Duas retas em R” dizem-se perpendiculares se se intersectam e
tém vetores diretores ortogonais. Dois hiperplanos em R” dizem-se perpendiculares se admitem
vetores normais ortogonais. Uma reta e um hiperplano em R” dizem-se perpendiculares se a

reta admite um vetor diretor que € normal ao hiperplano.
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2.2.16 Exemplo. Em R? consideremos os subespacos afins r = (1,2)+ ((3,4)) e
r' = (4,6) + ((4,—3)). Entdo r e r’ sdo retas perpendiculares. Com efeito, (4,6) € rnr’
e (3,4) L (4,—3). Asretas r e r’ sdo também perpendiculares enquanto hiperplanos. Com
efeito, r é o hiperplano normal a (4, —3) que passa por (1,2) e r' é o hiperplano normal
a (3,4) que passa por (4,6). Finalmente, r e r' sdo também uma reta e um hiperplano

perpendiculares.

2.2.17 Projecao ortogonal. Seja Ud = A +U um subespaco afim de R”. Dado um ponto

P € R", pelo Corolério[2.2.11} existem vetores (nicos i € Ue v cU" tais que /ﬁ =P-A=

T+ V, ousea, A+ id=P—v. Assim, U N (P+U*) = {A+ id}. O ponto A+ if diz-se a
oo — oL~

projecdo ortogonal de P em U. Tem-se (A+ d)P = P — A— i = vV € U*. Por outro lado,

para @ € U com (ﬁ)’ €U+, tem-se Q = P+% = P—(ﬁ>> eP+Ue portanto Q = A+ 1.

Assim, a projecdo ortogonal de P em U é o tnico ponto @ € U tal que Q? e Ut

2.2.18 Projecao ortogonal de um ponto num hiperplano afim. Sejam H = A+ H um
hiperplano afim de R” e P € R” um ponto. Sejam @ a projecdo ortogonal de P em H e
n = 0 um vetor normal a H. Ent3o H é o hiperplano normal a i que passa por A. Como
Q? c Ht = (n), existe A € R tal que P — Q = Q? = AA. Assim, @ = P — \n. Como
Q € H, tem-se /@ € H e portanto /@ -aA=0. Como /ﬁ = /@jLCﬁ = /@ + A\f, tem-se

AP =i~ ii = M|, ou seja, » = 224 Deste modo,
H
AP . i PA. i
Q=P g_p 205
A2 [A][?

2.2.19 Exemplo. Consideremos o plano H C R3 de equac3o cartesiana
x+2y+3z=4

e o ponto P = (4,5,6). Entdo H é o (hiper)plano normal ao vetor 7 = (1,2, 3) que passa

pelo ponto A = (4,0,0) e a projecdo ortogonal de P em H é o ponto

(0,5,6) - (1,2,3) 28

Q= (4,506)— P (LZ@z%&&@—ﬁEGQA%:QJﬁ)
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2.3 Distancia entre conjuntos
2.3.1 Definicao. A distancia entre dois subconjuntos n3o vazios U,V C R” é definida por
dU,V)=inf{d(A,B)|AclU, B eV}

A distancia de um ponto P € R" a um conjunto ¥V C R" é definida por d(P,V) = d({P}., V).

2.3.2 Proposicao. Sejam P € R” um pontoeld = A +U um subespago afim de R". Entao

d(P,U) € a distancia entre P e a projegdo ortogonal de P em U.

Demonstracdo. Seja @ a projecdo ortogonal de P em U e seja B € U um ponto qualquer.

Entao Q@ € U. Como Cﬁ’ € Zj{i, temos (ﬁ’ 1 @ Pelo Teorema de Pitagoras,
IBPI = |QBIF + QP > QP
Logo d(P, B) = ||BB|| > ||QP| = d(P,Q). Segue-se que d(P,U) = d(P,Q). 0
2.3.3 Exemplo. Consideremos o plano m C R® de equacio cartesiana
x+2y+3z=4

e o ponto P = (0,0,1). Entdo 7 é o plano normal a 7 = (1,2, 3) que passa pelo ponto

A =(4,0,0) e a projegdo ortogonal de P em 7 é o ponto Q = P —

AP i |AP-Al |(-40,1)-(1,2,3) 1

2.3.4 Proposicdo. SejamU = A+U eV = B+ V dois subespacos afins paralelos de R"
comU CV e seja P eU. Entdo dU,V) = d(P,V).

Demonstracdo. Seja Q € V a projecio ortogonal de P em V. Entdiold = P+UeV = Q+V.
Sejam P' € U e Q@ € V. Temos que mostrar que d(P, Q) < d(P’,Q'). Sejam i € UevcV
taisque P =P+ ideQ =Q+vVesejaQ eV opontoQ=Q+ i Entdo

~— A .
QR =Q -Q=Q+vV—-(Q+d)=v—-0d€eV
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=~
QP =P -Q=P+i-(Q+d)=P-Q=QP.

Como Cﬁ € 1_)1, temos C:)P’ 1 (:)Q’. Logo, pelo Teorema de Pitdgoras,
||Q'P'||2 HQQ 17+ ||QP'||2 > ||Q?||2

Portanto d(P', @) = |Q'P'|| > ||QP| = d(P. Q). 0

2.4 O produto vetorial em R3

2.4.1 Definicdo. Sejam & = (uy, u, u3) e V = (v1, vu, v3) dois vetores de R3. O produto

vetorial de i e vV é o vetor

. _ u V2 u v u v
axv=( - ) = (t2vs — usvo, —uyv3 + Uzvy, Uy Vo — LpVy).
us v3 us v3 u
2.4.2 Exemplos. Tem-se €; X é = €3, €] X &3 = —€> € & X €3 = €.

2.4.3 Proposicao. Para quaisquer i, V,w € R3 e A € R,
L(G+P)XW=GXW+TXW e Tx(F+W)=Tx7V+TxW;

2. (Ad) x V= AT x V) = i x (AV);

Demonstragdo. A verificacdo das propriedades 1-5 é direta. A titulo de exemplo provamos 4.

Escrevamos i = (uy, tp, u3) € V = (v1, V5, v3). Temos

HJX \7”2 = (U2V3 — U3V2)2 + (—U1V3 + U3V1)2 + (U1V2 — U2V1)2

= (1pv3)? + (u312)? + (t1v3)? + (u311)® + (L1 v2)? + (u211)°
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— 2(U2V3U3V2 + ujvzusz vy + U1V2U2V1)
= U3V5 + U3V URv; F UEVE 0ROV Uy U3y
— ufvl2 — u§v22 — u§v32 — 2Ur Vo3 V3 — 2U1 VU3 V3 — 2Uq ViU Vo
= Wi+ u3+ud) (Vi +v3+v3)— (i + tovo + zw3) - (ugvy + tovo + u3v3)

= ||| - |VI]> = (& - v)%.
A verificacao das propriedades 1,2,3 e 5 fica como exercicio. Falta mostrar 6. Por 4,

ixv=0s||[dxV|[>=0
s al?-|v)* = (a-v)* =0
& (d-v)? = |d|* - [|v]?

< [a- v =la]| - Iv].

Logo, pelo Teorema da desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se & x Vv =0 se e sé se 7 e V

sao linearmente dependentes. O

2.4.4 Notas. 1. Para dois vetores unitérios (isto é, de norma 1) ortogonais &, V € R3, pelas
propriedades 3 e 4 da Proposicao m (d, v, i x V) é uma base ortonormada de R3. Como,
pela propriedade 3,

det(id, 7, if x V) = det(if x ¥, if, V) = (i x 7) - (i x ¥) >0,

a base (i, v, i x V) define a mesma orientacdo que a base candnica.

2. Para quaisquer dois vetores ndo nulos i, V € R3, ||id'x V|| é a 4rea do paralelogramo definido

por ' e V, isto €,

[ V|| = ||d]| - IV]| - sen Z(d, V)
Com efeito, pela propriedade 4 da Proposicado [2.4.3]
1@ > v = [|@)*- [|7])* - (@ v)*
= [|@) - 1VI17 = N|@))? - [|V]]* - cos® £(a, V)

= [[dlf* - [I7]}* - (1 — cos® £(d, ¥))
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= [[dl|* - [IV||* - sen*£(d, V)

Como Z(d, V) € [0, 7], segue-se a férmula pretendida.

3. Dado um plano m = A + (&, V) de R® (com & e V linearmente independentes), pelas
propriedades 3 e 6 da Proposicdo [2.4.3] & x vV é um vetor normal a . Logo uma equagdo

cartesiana de 7 é dada por

(Ux V) - X=(dxV)-A.
2.4.5 Exemplo. Em R3, consideremos o plano m = (1,0, 0) + {((1,2,3), (0, 1,2)). Temos
(1,2,3) x(0,1,2) = (1,-2,1) e (1,-2,1)-(1,0,0) = 1.
Logo 7 é o plano de equacao cartesiana

x—2y+z=1



Capitulo 3

Transformacoes geomeétricas

3.1 Aplicacoes afins

3.1.1 Proposicao. Sejam f: A — A’ uma aplicagdo entre espacos afins e g: A — A" uma

aplicagdo linear. Entdo as seguintes condigcbes sdo equivalentes:

(i) Para todos os pontos A, B € A, g(/ﬁ) = f(A)f(Bi.
(ii) Existe um ponto A € A tal que, para todos os vetores V € A, f(A+ V) = f(A) + g(V).

(iii) Para todos os pontos A € A e todos os vetores vV € A, f(A+ V) = f(A) + g(V).

Demonstracgo. (i) = (ii): Como A # 0, podemos escolher um ponto A € A. Para qualquer
veA

(i) = (iii): Sejam B € Ae v € A. Temos

F(B+ V) = F(A+ AB + 7)
:ﬂm+g@§+w

27
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F(A) + g(AB) + g(7)
F(A+ AB) + g(?)

f(B) + &(v).

(iii) = (i): Para A, B € A,
F(A) + g(AB) = f(A + AB) = f(B) = f(A) + f(A)f(B).

Logo g(AB) = F(A)F(B. O

3.1.2 Proposicdo. Sejam f: A — A’ uma aplicacio entre espacos afins e g, h: A — A’
duas aplicagdes lineares que satisfazem as condicées da Proposicdo|(3.1.1. Entdo g = h.
Demonstracdo. Seja vV € Ae seja A € A. Entado

f(A)+g(v)=f(A+ V) =f(A)+ h(V).
Logo g(V) = h(V). O
3.1.3 Definicdao. Uma aplicagdo f: A — A’ entre espagos afins diz-se afim se existe uma

aplicacdo linear A — A’ que satisfaz as condicdes da Proposiciao . Esta aplicacao linear,
que, pela Proposicao , é Unica, serd denotada por f.

3.1.4 Exemplo. Sejam A = X+ A e U = Y +U dois subespacos afins de R" tais que U C A.
A projecdo ortogonal de A em U é a aplicacdo py: A — U que associa a cada ponto de A a
sua projecao ortogonal em U. Vejamos que py é uma aplicagio afim e que py; € a restricdo a
A da aplicacdo linear p;: R" = U@ UL — U definida por

pyli+d-)=d (del, a eu*).
Sejam P € A e v € A. Mostramos que

pu(P + V) = pu(P) + py(V).

\

—

Como py(P) + p3(V) € pu(P) +U = U, basta mostrar que (py(P) + p;(V))(P + V) € U*.
_ - -
Ora, como py(P)P = P — py(P) € U* e V — py(V) € U+, temos

(pu(P) + pa(D)(P + ) = P+ 7 — (pu(P) + p(7)) = P — pulP) + V — p(¥) € U".
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3.1.5 Nota. Sejam A e B dois espacos afins. Dados dois pontos A € A e B € B e uma
aplicacio linear g: A — B, a aplicacio f: A — B, f(X) = B —i—g(A_)X) éafime f = g.
Com efeito, tem-se f(A) = B + g(0) = B e entdo, para qualquer v € A, f(A+ V) =

f(A)+ g(AA+ \7;) = f(A) + g(Vv).

3.1.6 Representacao matricial de uma aplicacdo afim. Seja 7: A — A’ uma aplicacdo
afimesefam R = (0, B=(v,...,V,))eR' = (0, B = (v],...,V,)) referenciais de A e A,
respetivamente. Seja X € A e suponhamos que X = (xq, ..., xp)r, F(X) =0, -, Ym)R!
e f(O) = (b1,...,bm)r- Seja (ajj)mxn @ matriz da aplicagdo linear f nas bases B e B,

isto €, a matriz cujas colunas sdo dadas por f(V;) = (ayj,...,amj)r. Entdo, como f(X) =

£(O + OX) = £(O) + F(OX),

Ym bm dmi " Amn Xn

Com efeito, considerando o isomorfismo ®: A’ — R™ dado por ®(W;) = €, tem-se

S(O'F(X)) = ®(O'(F(0) + F(OX)))

= ®(0'f(0)) + &(f(2_ xvi)

— 0(0F(0)) + 3_ x(F(7)).

i=1
Por exemplo, consideremos o espaco afim R? com o referencial canénico e a aplicacio afim
f: R? — R? dada por

fx,y)=(1,2)+ Bx+y, x—y).

Ent3o, escrevendo f(x,y) = (X, y),

3.1.7 Proposicao. Sejam f: A — B e g: B — C duas aplicacbes afins. Entdo a composta

y ~
gof: A— C éuma aplicacio afmegof =gof.
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Demonstracdo. Para A€ Ae vV € A,

— -

gof(A+7)=g(f(A) + (V) = g(f(A) + &(f(7V) =g o f(A) + g0 f(V). O

3.1.8 Notas. Seja f: A — B uma aplicacdo afim.

(i) SeU = A+U for um subespaco afim de A, entdo f(U4) é o subespaco afim f(A)+ f(U)
de B.

(i) Sed = A+U eV = P+ V forem subespacos afins de A tais que U // V, entdo

- — - — - — - —

f(U) /) (V). Com efeito, se Y €V (V CU), entdo F(U) C F(V) (F(V) C F(UU)).

3.1.9 Definicao. Um ponto fixo de uma aplicacdo afim f: A — A é um ponto A € A tal

que f(A) = A. O conjunto dos pontos fixos de f serd denotado por ¢, isto é,

xr={Aec A|f(A) = A}

3.1.10 Proposicao. Sejam f: A — A uma aplicacdo afim e A € A um ponto fixo de f.

Entao
(i) xr € o subespaco afim A + ker(f — id;) de A;
(i) ker( — idz) = {PQ | P.Q € x}.

Demonstracdo. Como (ii) € uma consequéncia imediata de (i), basta mostrar (i). Considere-

mos primeiramente um ponto B € xr. Entao
A+ AB = B = f(B) = f(A+ AB) = f(A) + f(AB) = A+ f(AB),

pelo que f(A‘g) — AB. Assim, (f — id;)(A‘g) — 0. Logo B € A+ ker(f — id).

— —

Suponhamos inversamente que B € A+ker(f —id3). Seja V € ker(f —id;) tal que B = A+V.

—

Entdo (V) = V e temos

Portanto B € xr. m
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3.2 Afinidades

3.2.1 Proposicdo. Uma aplicacdo afim f: A — B é injectiva (sobrejectiva, bijectiva) se e s6

se a aplicac3o linear f: A — B é injectiva (sobrejectiva, bijectiva).
Demonstracdo. Basta mostrar que f é injectiva (sobrejectiva) se e s6 se f & injectiva (sobre-
jectiva).

Suponhamos primeiramente que f € injectiva. Seja v € A tal que f(v) = 0. Entdo f(A+V) =

f(A) + (V) = f(A). Logo A+ V = A e portanto v = 0. Assim, f é injectiva.

Suponhamos agora que f ¢ injectiva. Sejam A, B € A tais que f(A) = f(B). Tem-se
f(A) = £(B) = f(A+ AB) = f(A) + f(AB)

e portanto F(/ﬁ) = 0. Logo AB — 0eB=A+ AB = A Assim, f é injectiva.

Suponhamos que f é sobrejectiva. Seja w € B. Como B # 0, existe um ponto B € B. Como

f é sobrejectiva, existem pontos A, P € A com f(A) = B e f(P) = B+ w. Temos

F(AP) = F(A)F(P) = B(B + w) = w.

Logo fé sobrejectiva.

Suponhamos finalmente que fé sobrejectiva. Seja B € B. Como A # 0, existe um ponto
= - ——
A€ A. Seja vV € A tal que f(V) = f(A)B. Entéo
S —
f(A+ V) =f(A)+ f(V)=f(A)+ f(A)B = B.

Logo f é sobrejectiva. n

3.2.2 Definicao. Uma aplicacdo afim bijectiva f: A — A diz-se uma afinidade.

3.2.3 Nota. Uma afinidade f: A — A envia retas em retas e, mais geralmente, subespacos
afins em subespacos afins da mesma dimensiao. Com efeito, a imagem de um subespaco afim
U = A+U de A é o subespaco afim f(U) = f(A) + f(U) e como f é um isomorfismo,

- —

dim f(U) = dim F(U) = dimU = dimU.
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3.2.4 Translagoes. Sejam A um espaco afim. Dado um vetor v € A, a aplicacdo
TimA— A THA)=A+V
diz-se translacdo pelo vetor V. Como, para qualquer ponto A € A e qualquer vetor i € A,
THA+0)=A+0T+V=A+V+0d=TyHA) +idy(d),
a translacao T; é uma afinidade com Ty = id5. Nota-se que, para quaisquer dois vetores
v, we A,
T\7+VV == TVO TVV — TVV (¢] T\7.
Como T5 = idz, segue-se que T‘;l =T_..
Pela seguinte proposicdo, qualquer aplicacdo afim f: R” — R™ é composta de uma aplicacao
linear com uma translacao:

3.2.5 Proposicao. Seja f: A — A’ uma aplicacdo afim e seam O € A e Q' € A'. Entdo a

aplicacdo g: A — A’ dada por g(P) = 0" + F(OTD)) éafimcomg="Ffef= TO’f(O og.

- - -

Demonstracdo. Como g(O + V) = O' 4+ f(O(O + V)) = g(0) + f(V), g é afime g = f.

Tem-se

Tsro) © 8(P) = Tos53(0' + F(OP))
ST S
— 0+ 0'f(0) + F(OP)
£(0) + f(OP)
f(O+ Cﬁ%)
F(P). O

3.2.6 Homotetias. Sejam A um espago afim, Q € A um ponto e A € R\ {0}. A homotetia

de centro Q e razdo X é a afinidade h: A — A dada por
h(A) = Q + AQA.

Como

h(QQ+ V) =Q+ XQ(Q + \73 = Q+ AV = h(Q) + Aidy(V),
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h é efetivamente uma afinidade com h = Xidj. Notemos que h™! é a homotetia de centro

Q e razio % Notemos ainda que se A = 1, entdo h = idy. Se A = —1, a homotetia h
diz-se também a simetria central de A com centro Q. Notemos finalmente que o centro de
uma homotetia é um ponto fixo e que este é o Unico ponto fixo se a razao da homotetia for

diferente de 1.

3.2.7 Reflexdes. Sejam A = X + Ael =Y +U dois subespacos afins de R” tais que
U C Aeseapy: A— U a projegdo ortogonal. A reflexdo (ou simetria ortogonal) de A

através de U é a aplicacdo afim oy: A — A dada por

ou(P) = P‘i‘QITPu(E;-

Como

ou(P+V)=P+V+2(P+ V)pu(P+V
=P+ vV+2(pu(P+V)—(P+V))
=P+ 7+ 2(pu(P) + pu(¥) — P — 7)
=P+ V+2pu(P) +2py(V) — 2P — 2V
= P+ 2py(P) — 2P + 2p,(V) — v
= P+ 2(pu(P) — P) + (25 — id3)(7)
= P+ 2Ppy(P) + (2pu — id3)(V)

oy € efetivamente uma aplicacdo afim e 6y = 2py — id;. Como Ppu(P; € U*, temos
pu(Ppu(P)) = py(Ppu(P)) = 0 e portanto 6U(Ppu(P5) = —Ppu(Pj. Assim,

Uu(O'u(P)) = O'L{(P —+ 2PPL{(P’)
= UM(P) + 5u(2Ppu(P’)
= P +2Ppy(P) + 25y(Ppu(P))

\

= P+ 2Ppy(P) — 2Ppy(P)

— P,
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Logo o4 é uma afinidade e 0&1 = oy. Notemos que x,, = U. Com efeito, temos

ou(P) =P & P+ 2Ppy(P) = P& Ppy(P) =0 P = pu(P) & P € U.

3.3 Semelhancas e isometrias

Nesta seccdo, A = P + A éum subespaco afim de R™.

3.3.1 Definicao. Uma afinidade f: A — A diz-se uma semelhanga se existe um real A > 0

tal que, para quaisquer A, B € A,
d(f(A), f(B)) = Xd(A, B).

O real A é chamado a razdo da semelhanca. Uma semelhanca de razao 1 diz-se uma isometria.

3.3.2 Nota. E possivel mostrar que uma aplicacdo bijectiva f: A — A é automaticamente

afim se existe um real A > 0 tal que d(f(A), f(B)) = Ad(A, B) para quaisquer A, B € A.

3.3.3 Exemplos. (i) Uma translagdo T;: A — A é uma isometria. Com efeito, para quaisquer

pontos A, B € A,

d(T#A), T#(B)) =d(A+V,B+V)=|B+ V- (A+ V)| =|B— Al =d(A B).

(ii) A homotetia h: A — A de centro 2 e razdo A # 0 é uma semelhanca de razdo |A|. Com

efeito, para quaisquer pontos A, B € A,

d(h(A), h(B)) = d( + A\QA, Q + A\QB)
— 12+ AQB — (2 + AQA)|
— |IAQB — QA
= M- |28 — Q4|
= ) |28 + Ag)
= ) - | AB|

= |Ald(A, B).
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3.3.4 Proposicao. Seja f: A — A uma semelhanca e sejam A, B, C € A trés pontos tais
que A+ B,C. Entdo f(A) # f(B),f(C) e

Z(F(AYF(BY, F(A)F(CY) = £(AB, AC).

Demonstragdo. Notemos primeiramente que temos a seguinte generalizacdo do Teorema de

Pitagoras:

AB - AC = %(nﬁlﬁ +[IAC|2 - | BCP)

Com efeito, temos

|BC|? = |BA + AC|?
~ ||AC - AB*
— (AC — AB) - (AC — AB)
_ AC.AC —2AB-AC + AB - AB
= |AC|]? — 2AB - AC + | ABIP.

Pela mesma razao,

f(A)f(Bi-f(A)f(d:%ﬂlf( F(BJII2 + IF(AF(CIIP — I F(BYF(CIIP).

Como A% B, C e f & injectiva, f(A) # f(B), f(C). Logo /@, AC, f(A)F(B), F(A)YF(C) 0.

Seja A a razdo de f. Ent3o temos

FA)(B) - FA(C)
IFAFB)] - [ FAF(C
HIF(A)(B 3!!2+\lf(A H2—H GIR
IFCAF(BYII- [ (A 5||
o DABIR + ||A‘d|2 - ﬁu
X?||AB| - | AC|
oo, SUABIP + IACIE — | BEIP)
4B - |AC]
arccos /ﬁ/ﬁ
Bl |AC]
— /(AB, AC). O

Z(F(A)F(B), F(A)F(C)) = arccos

= arccos
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3.3.5 Endomorfismos ortogonais. Seja V um subespaco vetorial de R™. Um endomorfismo

g:V — V diz-se ortogonal se preserva o produto interno, isto é,

—

Vi,veV  g(d)-g(vV)=ud-v.

Verifica-se facilmente que para ser ortogonal basta que g tenha esta propriedade para os
vetores de alguma base de V. Note-se que um endomorfismo ortogonal transforma uma base

ortonormada numa base ortonormada.

Seja A = (ajj)1<ij<n @ matriz de uma aplica¢do linear g: V' — V numa base ortonormada

(di, ..., u,) de V. Entdo g(a;) = Y |, a;;a;. Como

n n n
(311', Ce anj) (a1, - ank) = Z ajjdik — Z ajjuj - Z ajl; = g(L—I}) - g (),
i=1 i=1 =1

g ¢ um endomorfismo ortogonal se e sé se as colunas de A formam uma base ortonormada
de R" (tal matriz diz-se ortogonal). Neste caso, tem-se A~} = AT = (aj;)1<ij<n € portanto

(det A)> = det A-det AT =1, ou seja, detg = det A = +1.

3.3.6 Proposicao. Uma afinidade f: A — A é uma isometria se e sé se a aplicacdo linear

f: A— A é um endomorfismo ortogonal.

Demonstragcdo. Suponhamos primeiramente que f é uma isometria. Sejam i, vV € A. Pode-
mos supor que 7,V # 0. Seja Ac Aesejam B=A+deC=A+ V. Entio A+ B,C e,
pela Proposicao [3.3.4]

F() - f(v) = F(AB) - F(AC)

= f(A)f(B) - f(A)f(C)

— [F(AY(BY - | F(AYF(CY|l - cos Z(F(A)F (B, F(AYF(C))
— ||AB| - | AC| - cos £(AB, AC)
_ B

—

=0 V.

Suponhamos inversamente que fé ortogonal. Ent3o para quaisquer dois pontos A, B € A,

d(f(A). £(B)) = | F(A)F(B)|
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I
Pl
%l
Y
%l

pelo que f é uma isometria. O

3.3.7 Definicao. Seja f: A — A uma isometria. Se detf = 1, diz-se que f preserva a

orientacdo de A.

3.3.8 Exemplo. Qualquer translagdo T;: A — A preserva a orientacdo. Com efeito, det T, =

det I.d;\ =1.

3.4 Isometrias do plano

Nesta seccdo, A = P + A é um plano afim de R™ munido de um referencial ortonormado

R = (0,B = (£1,£,)) (isto é, a base B é suposta ortonormada).

3.4.1 Proposicao. Uma aplicacdo afim f: A — A € uma isometria se e s6 se existem reais

a e b tais que a* + b?> = 1 e a matriz de f na base B é

Demonstracdo. Uma vez que estas matrizes sdo ortogonais, f é uma isometria se a matriz
de f na base B tiver esta forma. Suponhamos inversamente que f é uma isometria e que a

matriz de f é
a

b d

Uma vez que f é um endomorfismo ortogonal, as colunas da matriz formam uma base or-

tonormada de R2. Em particular, a° + b*> = ¢+ d*> = 1. Ora, ((a, b), (—b, a)) também é
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uma base ortonormada de R2. Sejam )\, u € R tais que (¢, d) = A(a, b) + u(—b, a). Entdo
A= (ab)-(c,d)=0el=l|(cd) = [ul [[(=ba)l = |u|l Logo (c,d) = (—b,a) ou
(c,d) = (a, —b). O

3.4.2 Rotacoes. Seja f: A — A uma isometria que preserva a orientacdo. Pela Proposicdo

3.4.1] existe um tnico 6 €] — , 7] tal que a matriz de f na base B é

cosf —senf

senf cosf

Verifica-se facilmente que este 8 é o mesmo para qualquer outra base ortonormada B’ de A
que define a mesma orientacdo que B (isto é, det Pg' > 0). Se f admite um ponto fixo Q, f

diz-se a rotacdo de centro QQ e dngulo orientado 6.

3.4.3 Teorema. Seja f: A — A uma isometria que preserva a orientacdo. Entdo o conjunto
dos pontos fixos xf ou € vazio ou consiste em exatamente um ponto ou € igual a A. No
primeiro caso, f € uma translagcdo por um vetor ndo nulo. No segundo caso, f é uma rotacdo

por um angulo orientado ndo nulo. No terceiro caso, f € a identidade.

Demonstracdo. Seja f(O) = (¢, d)r. Como f preserva a orienta¢do, existem a, b € R tais

que 2% + b> = 1 e a matriz de f na base B é
a —b
b a

Seja X = (x, y)r um ponto de A. Entdo X é um ponto fixo de f se e sé se

X c a —b X c ax — by
= + . — + ,
y d b a y d bx + ay

os seja, se e sé se (x, y) é solugdo do seguinte sistema:

(I—a)x+by =c
—bx+(1—a)y =d

O determinante da matriz deste sistema é

(1—a)+b*=1-2a+a*+b*=2-2a=2(1-a).
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Assim, f admite um Unico ponto fixo se e sé se a # 1. Neste caso, f é uma rotagdo por um
angulo orientado 6 # 0 (se tivéssemos § = 0, terfamos a = cos = 1). Sea=1, entdo b =0

e a matriz de f na base B é a matriz identidade, pelo que f= idj. Assim, se a = 1, como
F(P) = £(O + OP) = f(0) + F(OP) = O + OF (0} + OP = P + OF(O),

f admite um ponto fixo se e s se Of(O; — 0 (ou seja, (¢, d) = (0,0)). Neste caso, f = idy.
Sexr =0 (isto é, (c,d) # (0,0)), f é atranslagdo pelo vetor ndo nulo Of(Oi = ce1+dey. O

3.4.4 Definicdo. Seja r C A uma reta afim. Uma reflexdo deslizante na reta r é uma

afinidade da forma Ty o o,, onde Vv é um vetor diretor de r.

3.4.5 Lema. Seja r = A+ (i) uma reta afim de A e seja i 1 . Entdo Tzo0 0, € a reflexdo

na reta r' = A+ 1i+ ().

Demonstracdo. Seja P € AesejaQ = p,(P). Entdo Q—l—%ﬁé a projecao ortogonal de P em r’.
Com efeito, como @ € r, existe A € R tal que @ = A+ Xir. Assim, Q—l—%ﬁ’: A+%r7+>\ﬁ cr.
Além disso, como (ﬁ’ e (it

(Q+1MP =(Q+1MQ+QP = QP - Q(Q+ 17) = QP — L e (i)*.
Temos ent3o

—
o, (P) = P +2P(Q + 1)
—y

= P+2(PQ +Q(Q + 1)

— P +2(PG + i)

— P+t 2PQ

= TH(P) + TH2PQ)

= TH(P +2PG)

= Tzo0,(P). O

3.4.6 Teorema. Seja f: A — A uma isometria que ndo preserva a orientacdo. Entdo o
conjunto dos pontos fixos xf € ou uma reta ou vazio. No primeiro caso, f € a reflexdo oy, .

No segundo caso, f é uma reflexdo deslizante.
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Demonstracdo. Seja f(O) = (¢, d)r. Como f n3do preserva a orientagdo, existem a, b € R

tais que a® + b?> = 1 e a matriz de f na base B é

b —a
Seja X = (x, y)r um ponto de A. Entdo X é um ponto fixo de f se e sé se

X C a b X c ax + by
: +

y d b —a y d bx — ay
os seja, se e sb se (x, y) é solugdo do seguinte sistema:

() (l—a)x—by =c

—bx+(1+a)y =d

O determinante da matriz deste sistema é
(1—a)1+a)—(—b)P=1-2>-b"=1-1=0.

Logo f ndao admite um dnico ponto fixo. Assim, xr é ou vazio ou uma reta. N3o é possivel

que xr = R?, pois neste caso f seria a identidade, que preserva a orientac3o.

Suponhamos que xr € uma reta. Consideremos primeiramente o caso a =1 e b = 0. Entado

c = 0 e xr é a reta de equacdo cartesiana y = ‘5’ e um vetor normal a xr é & = (0,1)s.

Considerando o ponto fixo A = (0, %)R a projecdo ortogonal de um ponto P em xr é dada

por

pei(P) = P — (AP - £)8.

Assim, a reflexdo o,, é dada por

04, (P) = P+ 2P(P — (AP - £)&) = P — 2(AP - £)6,.
Segue-se que se P = (x,y)r € 0,,(P) = (X, y')r,

(X' y) = (xy) = 2((x.y = ) (0,1))(0,1) = (x,y = 2(y — §)) = (x, —y + d),

ou seja, 0y,(P) = (x, —y + d)r. Como f(P) = (x, —y + d)g também, obtemos f = o,,.
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Consideremos agora o0 caso a # 1 ou b # 0. Como a®>+ b?> =1, temos a # 1 e b # 0.

Neste caso, xr é a reta de equagdo cartesiana (1 — a)x — by = ¢ e um vetor normal a xr

é 1= (1 — a, —b)s. Considerando o ponto fixo A = (1%,0)r, a projegdo ortogonal de um

ponto P em xr é dada por

pr(P) =P - (Hﬁ'HZ .
Assim, a reflexao o,, € dada por
0% (P) = P+2P(P— E0p) — p_oPa g
Como as coordenadas de A satisfazem ambas as equacdes do sistema (%), temos —% =d.
Assim, se P = (x,y)r € 04,(P) = (X', y')x,
(=15 ¥)-(1—a—b))
(XI,yI) pr— X, ) - 2 (17};)24’[72 (1 - a, _b)

y
x,y) — 2U2p=SP (1 — 5, —b)
y

X' )_((1_3)X—C—by,—%)

(1fa)bxfbcfb2y)
1-a

(

(

(
=(x—(1—-a)x+c+by,y+
:(ax+by+c,bx+(1_le:)y_leca)
:(ax+by+c,bx+(%1a—az))y+d)

(

= (ax + by + ¢, bx — ay + d),

ou seja, oy, (P) = (ax+ by + ¢, bx —ay + d)r. Como f(P) = (ax+ by + ¢, bx —ay + d)z

também, obtemos f = o,,.

Suponhamos finalmente que xr = 0. Pela Proposicdo , f= T6f(—05 og,ondeg: A— A
é a aplicagdo afim definida por g(P) = O + )?((ﬁ’) Por esta proposicio, @ = f, pelo que g

é uma isometria que ndo preserve a orientagdo. Como g(0) = O, x, # 0. Logo, pelo que ja

mostramos, g = o,,. Como xr = 0, f n3o é uma reflexdo. Além disso, Of(Oi =+ 0, mas,

pelo Lema

3.4.5

, Of(O) ndo é normal a x,. Por isso, py, (f(0)) # O e Opxg(f(O)$ é um

\

vetor diretor da reta x,;. Como Of(0) = Opxg(f(O)j + pxg(f(O))f(Oj, temos

Pelo Lema

F=T5705 ° 8 = Tong (710} ° T s FlON7(0) © &

3.4.5, T

o g é uma reflexdo numa reta paralela a x,, isto é, com vetor

| Pxg(f(0))f(O

diretor Opxg(f(O)j. Segue-se que f é uma reflexdo deslizante. O
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3.4.7 Proposicao. Seja f: A — A uma semelhanca de razdo \. Entdo a afinidade

g: A— A dada por g(X) = f(0) + %F(O_>X) € uma isometria.

Demonstracdo. Para X,Y € A,

= d(X,Y). m

3.4.8 Proposicao. Seja f: A — A uma semelhanca tal que xr = 0. Entdo f é uma

isometria.

Demonstracdo. Vejamos primeiramente que a aplicagdo linear id; — f ndo € bijectiva. Supo-

nhamos, por absurdo, que ela é bijectiva. Entdao podemos considerar o ponto

X = O+IdA— O }

e temos

Of (X} = OF(0 + (id5 — F)*l(Of(Os))
= O(f(0) + f((id3 — f)*(Of( o))

= OF(0) + fl(ids f)*(W))
— 0f(0) + f(OX)
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— OX.

Assim, f(X) = X, o que n3o é possivel porque xr = 0. Logo a aplicagdo linear id; — f n3o

é bijectiva.

Seja A a razdo de f e seja A a matriz de f na base B. Pelas Proposicoes e , existem

reais a, b com a® + b?> = 1 tais que

lA: ou 1A:
A b a A b —a

No primeiro caso, a matriz da aplicacdo linear id; — f na base BB é

1—Xa Xb
—Ab 1-)a

Como a aplicagdo id; — f n3o é bijectiva, o determinante desta matriz é nula e temos
0=(1-Xa)>+ 2P
=1—2X a+ \a% + \?p?
=1-2Xa+ )\
=(A—aP—-a+1
= (XA —a)?+ b
e portanto b=0e X = a= 1. Logo, neste caso, f é uma isometria.

No segundo caso, a matriz da aplicacdo linear id; — f na base BB é

1—Xa —=Xb
—Ab 14+ Aa

Como a aplicagdo id; — f n3o é bijectiva, o determinante desta matriz é nula e temos
0= (1—2a)(1l+ Xa) — »\?p?
=1- X2 — b

=1-X°

e portanto A = 1. Logo f é uma isometria neste caso também. O]
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3.5 Isometrias de R3

Pela Proposicao , qualquer isometria de R® é composta de uma translacio com uma
isometria linear, isto é, um endomorfismo ortogonal. Consideremos entdo um endomorfismo
ortogonal f: R® — R3. O polindmio caracteristico de f admite pelo menos uma raiz real,
pois é um polindmio de grau 3. Assim, f tem pelo menos um valor préprio. Como f preserva
o produto interno e entdo a norma, tem-se, para qualquer valor préprio A e qualquer vetor

préprio v associado a A,

[vI[ = [[F()II = [[Av]] = IA] - [[v]]-
Portanto A = +1.

Suponhamos primeiramente que 1 e —1 s3o valores préprios de f e que a matriz de f numa

certa base ortonormada (i, v, w) de R3 é

-1 00
0 10
0 01
Entdo detf = —1 e f é a reflexdo o4 onde A é o espaco préprio associado ao valor préprio

1, isto é, A = (V, w). Com efeito, seja P € R3. Como At = (i), existem Q € Ae A € R

dnicos tais que P = Q + Ad. O ponto Q é a projecdo ortogonal de P em A e ? = -l

Assim,

f(P)=f(Q)+ f(Xa)

Suponhamos agora que 1 é valor préprio de f. Sejam € € R3 um vetor préprio de norma 1

associado ao valor préprio 1 e A = (£)1. Entdo A é um plano afim de R3 e £ ¢ um vetor
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normal a A. Como A passa pela origem, A é o seu préprio espago diretor. Como, para
qualquer vetor v € A,

F(V) &= f(V) f(&)=v =0,

tem-se f(A) C A, pelo que a restricdo de f a A € uma isometria e um endomorfismo ortogonal
g: A— A. Como g é uma aplicagdo linear, g admite um ponto fixo - a origem. Como g é

um endomorfismo ortogonal, temos detg = 1 ou detg = —1.

Consideremos primeiramente o caso det g = 1. Entao, pelo Teorema[3.4.3, g é uma rotacao.
Seja (€1, £2) uma base ortonormada de A e seja 6 €] — 7, 7] o angulo de g relativamente a

esta base. Ent3o (&, £1, £5) é uma base ortonormada de R3 e a matriz de f nesta base é

1 0 0
0 cos@ —senb

0 senf cosf
Temos entdo det f = 1. Diremos que f é uma rotagcdo em torno da reta (€).

Consideremos agora o caso det g = —1. Ent3o, pelo Teorema [3.4.6, g ¢ a reflexdo o,,. Seja
& um vetor diretor de norma 1 da reta x, e seja V = € x d. Entdo Vv € A e (€ 4, V) é uma
base ortonormada de R3. Como & € X, temos f (i) = g(d) = 4. Logo & é um vetor préprio

de f associado ao valor préprio 1. Como v L 7, 0 é a projecdo ortogonal de vV em x, e
f(V) =g(V) =0y, (V) =V —-2V=—V

Logo —1 é um valor préprio de f e v é um vetor préprio associado a —1. Assim, 1 e —1 s3o

valores préprios de f e a matriz de f na base ortonormada (V, €, i) é

-1 0 0
0 10
0 01

Logo detf = —1 e f é a reflexdo oy onde U = (€, ).

Suponhamos finalmente que 1 ndo é valor préprio de f. Entdo —1 é valor préprio de f. Sejam

€ € R3 um vetor préprio de norma 1 associado ao valor préprio —1 e A = (£)*. Como antes,
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A é um plano afim de R® com vetor normal € e a restricio de f a A é uma isometria e
um endomorfismo ortogonal g: A — A. Como 1 n3o é valor préprio de f, g admite um
tnico ponto fixo, nomeadamente a origem. Pelos Teoremas e [3.4.6] segue-se que g é
uma rotagdo. Seja (€7, €>) uma base ortonormada de A e seja 6 €] — 7, 7] o dngulo de g

relativamente a esta base. Ent3o a matriz de f na base ortonormada (£, £}, &,) de R3 é

-1 0 0
0 cosf® —senb

0 senf cos@

e temos det f = —1. Como
-1 0 0 -1 00 1 0 0
0 cosf —senf| = 0 10 0 cosf@ —senf|.
0 senf cos6 0 01 0 senf cosf

a isometria f é a composta da reflexdo o4 com uma rota¢do em torno da reta (£).
Resumindo temos o seguinte teorema:

3.5.1 Teorema. Qualquer isometria de R® é a composta de uma translacdo com um endo-
morfismo ortogonal f: R3 — R3. Sedetf = 1, entdo f é uma rotacdo em torno de uma reta
vetorial. Se detf = —1, entdo f é uma reflexdo num plano vetorial apés uma rotacdo em

torno da reta perpendicular a este plano.



Capitulo 4

Codnicas e quadricas

4.1 Endomorfismos auto-adjuntos

4.1.1 Definicao. Seja V um subespaco vetorial de R™. Um endomorfismo f: V — V diz-se

auto-adjunto ou simétrico se, quaisquer que sejam vV, w € V, f(V)-w = V- f(w).
Recordemos os seguintes resultados de Algebra Linear:

4.1.2 Proposigcao. SejamV um subespaco vetorial de R™, (4, . .., V,) uma base ortonormada
de V, f:V — V um endomorfismo e A = (aj;)1<ij<n @ matriz descrevendo f na base

(Vi,...,V,). Entdo f é um endomorfismo auto-adjunto se e sé se A € simétrica.

Demonstracdo. Como a base (v, ..., V,) é ortonormada, temos f(v;) = > " (f(V}) - Vj)V; e
portanto a;; = f(Vj) - Vi. Logo, se f é auto-adjunto, entdo a;; = (V) - Vi = V; - f(V}) = aj;,
pelo que a matriz A é simétrica. Suponhamos inversamente que A é simétrica. Ent3o temos

f(V;)-v;=aj;=a;="V-f(V). Sejam V=3 " A\view =3 " uv; dois vetores de V.

Entao
(7)W= Xwf(@) vi= Y X (%) =7 f(),
1<ij<n 1<ij<n
pelo que o endomorfismo f é auto-adjunto n

47



CAPITULO 4. CONICAS E QUADRICAS 48

4.1.3 Teorema. Sejam V um subespaco vetorial de R™ e f: V. — V um endomorfismo

auto-adjunto. Entdo V' admite uma base ortonormada formada por vetores proprios de f.

Demonstraggo. [3, Thm. 6.17] O

4.2 Conicas
Uma cdnica é um subconjunto de R? da forma
{(x,y) € R? | ax® + by? + cxy + dx + fy = g},

onde a,b,c,d,f,g € Re(a b,c)#(0,0,0). Repare-se que a equacio que define a cdnica

pode ser escrita sob a seguinte forma matricial:
5 X X
(x ) woe), ).

b/ \y y
E possivel que uma cénica seja o conjunto vazio, um ponto, uma reta, duas retas paralelas

L

NIo

ou duas retas concorrentes. Para qualquer outra cénica C, existe um referencial ortonormado
R =(0,B = (£1,£,)) de R? em que C admite uma das seguintes representacdes reduzi-
das:

1. Elipse: C={X=(%,7)r €R? |2+ 2 =1} (a,b#0)

2. Hipérbole: C ={X = (%, 7)r €R?| & — L =1} (a, b#0)

3. Pardbola: C ={X =(%,7)r €R?| 7 =5} (a#0)

Vejamos através de um exemplo como determinar o tipo de uma cdnica. Seja C a cénica dada
pela equagao

x? 4+ y? 4+ 4xy — 2x + 2y = 6.
Escrevemos esta equacao na forma matricial:

1 2 X X
(x y) + (—2 2) =6
21 y y
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Como a matriz

A:
2 1

é simétrica, o endomorfismo f: R? — IR? cuja matriz na base candnica é A é auto-adjunto.

Notemos que este endomorfismo é dado por
f(x,y)=(x+2y,2x+y).

Pelo Teorema4.1.3| R? admite uma base ortonormada de vetores préprios de f. Determinemos

tal base. O polinémio caracteristico de f é dado por (1 — X\)?> — 4. Temos
(1-X)?-4=0s(1-)2)3>=4
S1-A==£2
SA=1+£2

S A=3 ou A= -1

Os valores préprios de f sdo entdo 3 e —1. Como

x+2y =3x
fix.y) =3(xy) <
2x+y =3y
& 2x =2y
Sx=y,

um vetor préprio de norma 1 associado ao valor préprio 3 é €1 = (72 72) Como

x+2y =-—x
flx,y) ==-(xy) &
2x+y =-y
& 2x = =2y
& X =—y,

[

um vetor préprio de norma 1 associado ao valor préprio —1 é &, = (—%7, g) Assim,

5= (6.8) = (2. 9). -2, 9)
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é uma base ortonormada de vetores proprios de f. A matriz de passagem da base B para a

base candnica é

V2 2
p_ | 2
V2 2
2 2
e a matriz de f na base B é
3 0
PTAP =
0
Consideremos o referencial ortonormado R’ = ((0, ) e um ponto

X=xy)=y)r

Entao
X x'
—P
y y'
e temos
X X
X€C<:>( y)A +(_2 2) -6
y y
/ I
= (x y)PTAP + (-2 z)P —6
y' y'
3 0) (x V22 [
<=>(x' y’) \2 \@2 =6
!/ /
0 -1/ \y 2 2 )\
3X’ 2/ 2y
) (M) ) [(F )
_y/ f/_’_fy
& 3x2 — y? \/_x—l—\/_y+\/_x+\/_y—6
& 3x2 - y? 422y =6
& 3x2 — (y? —2v2y') =

— (
&3x2 - ((y' —v2)?-2)=6
3x2—(y —V2)?2+2=6
—(y = V2P =4

& 3x7?
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Consideremos agora o ponto O = (0, v/2): e o referencial ortonormado R = (O, B). Ent3o

para X = (X', y')rr com X = (X, y)r, tem-se

(x.7)= (X =0y —v2) = (x,y' = V2)

XeCae3x?—(y —v2y')»2 =4

S ———=1
Ty

=2 =2

P B

(&F 2

Assim, C é a hipérbole
o X2 )72
X=(E e B | s~ = 1)
3

Notemos que as coordenadas do ponto O no referencial candnico obtém-se calculando

0 -2\ (o -1
P pu— pu—
V2 2 2 J\v2 1

Tem-se entdo O = (—1,1). Notemos ainda que o referencial R é a imagem do referencial

SN

canénico pela isometria f = T(_11) o p onde p ¢ a rotacdo de centro (0,0) e angulo 7. A

isometria f é dada por

Como PT é a matriz de passagem da base candnica para 3, o vetor de coordenadas de f(x, y)

no referencial R é
-1 X -1 X X
PT + P — =PTP = :
1 y 1 y y

ou seja, temos f(x,y) = (x, y)r. Assim,

czwwmewu;y—gzuy
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4.3 Quadricas

Uma quddrica é um subconjunto de R3 da forma
{(x,y,2) €ER® | ax® + by® + cz® + dxy + fxz + gyz + hx + jy + kz = I},

onde a, b, c,d,f,g, hj k1 € Re(ab,cdfg)+#(0000,00). E possivel que uma
quddrica seja o conjunto vazio, um ponto, uma reta, um plano, dois planos paralelos ou dois
planos concorrentes. Para qualquer outra quddrica @, existe um referencial ortonormado R

de R3 em que Q admite uma das seguintes representacdes reduzidas:
1. Elipséide: Q ={X = (%,7,2)r €R* | %+ L + Z =1} (a,b,c#0)

2. Paraboldide eliptico: Q ={X = (%,7,Z)r €R* |z =% + i—z} (a, b #0)

2

3. Paraboldide hiperbdlico: Q ={X = (%,7,Z)r €R*| 2=5 — 5} (a,b#0)

b2
4. Hiperboldide de uma folha: @ = {X = (x,y,2z)r € R® | §_§+Z_§_i_§ =1} (a b,c#0)
5. Hiperboldide de duas folhas: @ = {X = (x,y,Z)r € R® &2—}2—5—2 =1} (a,b,c #0)

6. Cone eliptico: Q ={X = (X,7,Z2)r €R¥ | & + L —Z =0} (a,b,c#0)

7. Cilindro eliptico: @ = {X = (x,y,2z)r € R® | j—; + };—2 =1} (a,b#0)

8. Cilindro hiperbdlico: Q = {X = (%,7,2)r € R* | & — L =1} (a,b#0)

9. Cilindro parabdlico: Q = {X = (%,7,2)r €R*| 7 =5} (a#0)

Para determinar o tipo de uma quddrica procede-se de maneira andloga ao caso das

conicas.
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