Universidade do Minho
Escola de Ciéncias

Filipa Simodes Mendes

Variacoes sobre o calculo-lambda
call-by-value

)
E
Q
S
"y
=
]
Q
®
o
8
£
L
[ |
L
S
°
‘®
o
)
o
19
]
]
V)
(7]
o
1Q
o
IE
®
>
(2]
)
©
o
)
=
©
=
=

UMinho | 2022

outubro de 2022






Il\

Universidade do Minho
Escola de Ciéncias

Filipa Simbes Mendes

Variacoes sobre o calculo-lambda
call-by-value

Dissertacao de Mestrado
Mestrado em Matematica e Computacao

Trabalho efetuado sob a orientacao do
Professor Doutor José Carlos Soares
do Espirito Santo

outubro de 2022



DIREITOS DE AUTOR E CONDICOES DE UTILIZAGAO DO TRABALHO POR TERCEIROS

Este ¢ um trabalho académico que pode ser utilizado por terceiros desde que respeitadas as regras e

boas praticas internacionalmente aceites, no que concerne aos direitos de autor e direitos conexos.
Assim, o presente trabalho pode ser utilizado nos termos previstos na licenca abaixo indicada.

Caso o utilizador necessite de permissdo para poder fazer um uso do trabalho em condicdes nao
previstas no licenciamento indicado, devera contactar o autor, através do RepositériUM da Universidade

do Minho.

Licenca concedida aos utilizadores deste trabalho

@ OB

Creative Commons Atribuicao-NaoComercial 4.0 Internacional

CC BY-NC 4.0

https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.pt


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.pt
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.pt

Agradecimentos

Nao conseguiria realizar esta dissertacdo sem o contributo de varias pessoas que fizeram parte deste
percurso e, acima de tudo, acreditaram em mim. Desta forma, quero agradecer em especial:

Ao meu Professor e Orientador José Carlos Espirito Santo, pela orientacéo atenta, pelo conhecimento
partilhado e, principalmente, por me ter motivado e incentivado sempre que me senti mais perdida.
Agradeco-lhe ainda por me ter dado a conhecer a Logica, area pela qual me entusiasmei, na minha
licenciatura em Matematica.

A minha amiga e colega de mestrado Bruna, por ter vivido toda esta aventura comigo. Aos meus
amigos Catarina, Sofia e Luis, por todo o amor e loucura que partilham comigo, nem que seja de longe
a longe. Agradeco ainda a Catarina pela paciéncia, pelos conselhos e porque soube sempre o que dizer
guando mais precisei, durante a realizacdo deste trabalho.

Aos meus queridos Zé e Gabi, pelas noites de frisbee, jogos e gargalhadas bem passadas, que me
tornam um pouco mais sa no meio de tantas abstracdes, pelo apoio e pela compreensao da minha falta
de disponibilidade.

Ao Samuel, por todas as conversas de incentivo e pelo interesse no meu trabalho.

Ao meu namorado, Hugo, pela companhia nas horas de estudo, pela paciéncia em ouvir-me falar
do meu trabalho mesmo nédo percebendo, por me acolher nos momentos mais dificeis desta jornada,
e, principalmente, por partilhar os mesmos sonhos que eu, incentivando-me sempre a lutar pelos meus
objetivos.

Por fim, aos meus pais e irma, por serem 0s meus maiores apoiantes e por acreditarem sempre em

mim e nos meus sonhos.



DECLARACAO DE INTEGRIDADE

Declaro ter atuado com integridade na elaboracao do presente trabalho académico e confirmo que ndo
recorri a pratica de plagio nem a qualquer forma de utilizacao indevida ou falsificacao de informacdes ou

resultados em nenhuma das etapas conducente a sua elaboracao.

Mais declaro que conheco e que respeitei 0 Codigo de Conduta Etica da Universidade do Minho.



Resumo

Variacoes sobre o calculo-lambda call-by-value

Plotkin apresentou em 1975 a primeira proposta para o calculo-lambda call-by-value, um sistema
formal que modela uma linguagem de programacao call-by-value, e varios outros sistemas tém sidos pro-
postos desde entdo. No entanto, este sistema é incompleto para a semantica CPS (continuation-passing-
style), ou seja, existem termos com a mesma semantica que nao podem ser provados iguais no calculo
de Plotkin.

Nesta dissertacao estudamos a extensdo de Sabry-Felleisen, o calculo computacional de Moggi e o
célculo-/lQ de Dyckhoff-Lengrand, trés sistemas formais com origens diferentes, que sdo uma resposta
ao problema da incompletude do calculo de Plotkin relativamente & semantica CPS.

Provamos que existe uma correspondéncia equacional entre a extensdo de Sabry-Felleisen e o calculo
computacional. Propomos uma simplificacao do Célculo-AQ e identificamos o nucleo correspondente. Por
fim, provamos que existe uma correspondéncia equacional entre o nticleo do célculo-/lQ simplificado e o

nucleo do calculo computacional.

Palavras-chave: calculo-lambda, call-by-value, call-by-name, continuation-passing-style, linguagens de

programacao funcionais, calculo de sequentes, logica intuicionista.
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Abstract

Variations about the call-by-value lambda-calculus

In 1975 Plotkin presented the very first call-by-value lambda-calculus, a formal system that models a
call-by-value programming language. Since then, many other systems has been presented. Nevertheless,
this system turned out to be incomplete for the CPS (continuation-passing-style) semantics. In other words,
there are terms with the same semantic that are not proved equal in Plotkin’s lambda-calculus.

In this dissertation, we study Sabry-Felleisen’s extension of Plotkin’s calculus, Moggi's computational
lambda-calculus and Dyckhoff-Lengrand’s /IQ-caIcqus, three formal systems with different origins, that
are an answer to Plotkin’s incompleteness problem with respect to CPS semantics.

We prove that there is an equational correspondence between Sabry-Felleisen’s extension and the
computational calculus. We present a simplified AQ-caIcqus and we identify its kernel. Finally, we prove
that there is an equational correspondence between the kernel of the simplified AQ-caIcqus and the kernel

of the computational lambda-calculus.

Keywords: lambda-calculus, call-by-value, call-by-name, continuation-passing-style, funcional program-

ming languages, sequent calculus, intuicionistic logic.
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Capitulo 1

Introducao

Na década de 1930, surge o calculolambda, um sistema formal que estuda propriedades de funcoes
independentemente do seu significado, inventado por A. Church [4]. Tanto na Matematica como na Ciéncia
da Computacéo, foi grande o impacto desta invencéo [3]. Através do calculo-lambda, Church desenvolveu
uma representacao dos numeros naturais, conhecida por numerais de Church, e com ela surge, pela
primeira vez, a no¢cdo de computabilidade. Church apresentou ainda a ideia de que todas as funcdes
intuitivamente computaveis sdo funcdes lambda-definiveis, isto &, definiveis através do calculo-lambda.
Esta hipdtese, que nao pode ser matematicamente provada, é conhecida como a Tese de Church e, até
hoje, ainda nao foi refutada.

Em 1964, P. Landin utiliza, pela primeira vez, o célculo-lambda para estudar linguagens funcionais,
que podem ser call-by-value (CBV) ou call-by-name (CBN), diferindo na chamada de funcdes [12]. En-
quanto que numa linguagem de programacao call-by-name as fun¢des podem ser chamadas por qualquer
argumento, numa linguagem de programacao call-by-value as funcdes sao somente chamadas por valo-
res. Em 1975, Plotkin apresenta a primeira proposta para o calculo-lambda call-by-value, conhecido como
calculo de Plotkin, mostrando ainda como este modela uma linguagem de programacao call-by-value.
Analogamente, Plotkin mostra como o calculo-lambda usual modela uma linguagem de programacéao
call-by-name [14]. Porém, o célculo de Plotkin é incompleto para a semantica CPS (Continuation-Passing-
Style). Esta é uma semantica utilizada nas linguagens de programacdo que, tal como o nome indica,
recorre a continuacoes.

O objetivo desta dissertacéo é estudar o calculo de Plotkin, bem como varios outros sistemas que tém
sido propostos em alternativa desde entdo e que visam ser uma resposta para o problema da incompletude

do calculo de Plotkin. Vamos estudar trés desses sistemas: a extensao de Sabry-Felleisen, que resulta de
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identificar e adicionar diretamente ao calculo de Plotkin as reducbes em falta, o calculo computacional,
que tem origem na semantica das linguagens de programacao, € 0 ca’Icqu-)LQ, que resulta de aplicar
o0 isomorfismo de Curry-Howard a um sistema logico para a logica intuicionista, o calculo de sequentes
"focado” LJQ, pelo que tem origem na teoria da demonstragéo. Este estudo incide na relacao que estes
sistemas apresentam com a semantica CPS, isto &, se sdo corretos e completos para a semantica CPS,
e na relacdo que apresentam entre si.

Este trabalho ¢ constituido por 6 capitulos. No segundo e préximo capitulo, recordamos o calculo-
lambda, sem tipos e com tipos simples, e apresentamos a deducao natural com sequentes e o calculo de
sequentes, ambos para a légica intuicionista, relacionando estes dois sistemas dedutivos com o calculo-
lambda com tipos simples, através do isomorfismo de Curry-Howard. Além disso, ainda neste capitulo,
introduzimos alguns conceitos importantes, que permitem estabelecer relacdes entre diferentes calculos.
No terceiro capitulo, estudamos como o calculoambda e o calculo de Plotkin determinam linguagens de
programacao call-by-name e call-by-value, respetivamente, e como estas se relacionam entre si. No fim
do terceiro capitulo, apresentamos a extensdo ao calculo de Plotkin desenvolvida por Sabry-Felleisen. No
quarto capitulo, estudamos o calculo computacional de Moggi e comparamos este calculo com a extensao
de Sabry-Felleisen, provando que formam uma equivaléncia equacional. No quinto capitulo, definimos
uma versdo simplificada do Célculo-AQ de Dyckhoff-Lengrand e estudamos a sua relacdo com o calculo
computacional, mostrando que os seus nucleos formam uma correspondéncia equacional. Finalmente,
no ultimo capitulo, refletimos sobre o trabalho que foi desenvolvido, salientando eventuais contributos

originais bem como temas de interesse para estudar no futuro.



Capitulo 2

Recapitulacao

2.1 Calculo-A

2.1.1 Sintaxe

Definicao 1 (termos-1). Seja A = V U {(,), A}, onde V é um conjunto numeravel de varidveis,
denotadas por x, y, z, etc. O conjunto de todas as palavras em A é representado por A*. O conjunto

dos termos-A, representado por A, é definido indutivamente sobre A™ por:
M,N,P,QeA:=x [ (AxM) | (MN)

Ao termo-A da forma (AxM) chama-se abstracéo e diz-se que x € a variavel e M o corpo da abstracéo.
Ao termo-A da forma (MN) chama-se aplicacao e diz-se que M e N estdo na posicdo de funcéo e de

argumento, respetivamente.

Alguns exemplos de termos-A sdo: x, (xy), (Ax(yz)), ((Axx)(Azz)) e Axy.
Por convencéo, com o objetivo de simplificar a notacédo: (i) omite-se os paréntesis mais externos; (ii)

Axy...z.M abrevia Ax(Ay(- - - (AzM) - - -)); (iii) a associacdo é feita a esquerda.

Definicao 2 (Ocorréncias ligadas e livres). Uma ocorréncia de uma varidvel x num termo-A diz-se

ligada se estiver no corpo de uma abstracdo Ax.M. Caso contrario, diz-se livre.

No termo-A (Ax.xy)(xz), por exemplo, a primeira ocorréncia de x é ligada e a segunda ¢ livre,

enquanto que as ocorréncias de y e z sao livres.
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Definicao 3 (Variaveis livres). O conjunto das varidveis com ocorréncias livies em M, notado por

LIV (M), é definido recursivamente por:

LIV(x) =x
LIV(Ax.M) = LIV (M) — {x}

LIV(MN) = LIV(M) U LIV(N)

Diz-se que M é um termo-A fechado ou um combinador se LIV (M) = {}, ou seja, se M néo tiver
ocorréncias livres de variaveis. Diz-se também que um termo-A da forma Ax.M é uma abstracdo vacuosa

sex ¢ LIV(M).

Tomemos, como exemplos, os termos-A M = Ax.x e N = Ax.yz. M é um combinador e N é uma

abstracao vacuosa. Em particular, M é o combinador 1.

Definicdo 4 (Subtermos). O conjunto dos subtermos de M, representado por SUB(M), é definido

recursivamente por:

SUB(x) = x
SUB(Ax.M) = {Ax.M} U SUB(M)

SUB(MN) = {MN} U SUB(M) U SUB(N)

O termo-A M = (x(Az.xy))y, por exemplo, tem como subtermos x, y, xy, Az.xy, x(Az.xy) e M.
E de notar que z ¢ SUB(M).

Adotando a convencao de varidveis Barendregt, quando se considerar termos-A, assume-se que 0s
nomes das variaveis ligadas sao distintos dos nomes das variaveis livres [2]. Desta forma, em particular,

0 problema da captura de variaveis desaparece.

Definicao 5 (Substituicao). A substituicao das ocorréncias livres de x por N em M, representada por

[N/x]|M, é definida recursivamente por:

[N/x]x=N
[N/xly=y,sey #x
[N/x](Ay.P) = Ay.[N/x]P
[N/x](PQ) = [N/x]P[N/x]Q
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2.1.2 Reducao

O conceito de reducdo em A &, por definicdo, uma relacao binaria R C A2, Além disso, se Ry e Ry sao

dois conceitos de reducdes, entdo R{Ry = R| U Ry.

Definicao 6 (Regra de Inferéncia). Uma regra de inferéncia tem a forma:

(N,NYeR ... (P,P)eR .
(M,M") € R
RI representa o nome da regra aplicada, (N,N’) € R, ..., (P,P’) € R representam as hipéteses

e (M, M) € R representa a concluso.
As regras que vamos apresentar de seguida tém a nomenclatura utilizada em [11].

Definicao 7 (Relacao compativel). Uma relacéo binaria R C A2 diz-se compativel se:

(M,N) € R (M,N) € R (M,N) € R
(Ax.M,Ax.N) € R 1 (MP,NP) € R (PM,PN) € R

Definicao 8 (Fecho compativel). Dada uma relacdo binaria R C A2, o0 seu fecho compativel, denotado

por — g, € definido indutivamente por:

(M,N)eR_> M —gp N ¢ M —g N y M —g N
M—ogN R JxMopxN MP —p NP PM —p PN ©

Esta relacao designa-se relacdo de reducdo-R em um passo e é a menor relacdo compativel que

contém R.

Definicao 9 (Fecho reflexivo e transitivo). Dada —RC A2, o0 seu fecho reflexivo e transitivo, deno-

tado por - R, é definido indutivamente por:

M—>RN_»R MeA o M-»>pN N -»gP
M—»RN M—»RM M—»RP

T

Designa-se esta relacdo por reducdo R em zero, um ou mais passos ou apenas reducao-R. Para cada

n € N, pode definir-se recursivamente a relacdo de reducdo-R em n passos e representa-se por _)?z'

Definicao 10 (Fecho de equivaléncia). Dada —RC A2, o seu fecho congruente, denotado por =g,
é definido indutivamente por:

M—)RN: MeA M=gN N-=RxP M =g N
M=xN R M=m” M=xP ° N=xMm?’
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A esta relacao damos o nome de igualdade-R.

Definicao 11 (Relacao «). Seja a C A2 3 relacdo apresentada sobre a forma da seguinte regra:
() Ax.M — Ay.[y/x|M, sey # x ey & LIV (M)
Dois termos-A M e N dizem-se iguais-a se diferem apenas no nome das variaveis das abstracoées.

Tome-se, como exemplo, M = Ax.xy e N = Az.zy. Com efeito, Ax.xy =4 Az.[z/x](xy) = Az.zy.

Assumiremos que dois termos iguais-a sao iguais.

Definicao 12 (Relacao f). Seja ff C A2 3 relacdo apresentada sobre a forma da seguinte regra:
(p) (Ax.M\)N — [N /x|M
Vejamos que (Axy.(xy)x)MN > MNM em 2 passos, como exemplo. Ora,

(Axy.(xy)x)MN — g [M/x](Ay.(xy)x)N
= (Ay.([M/x]x[M/x]y) [M/x]x)N
= (Ay.(My)M)N
—p [N/yl((My)M)
= (IN/yIM[N/yly)[N/y]M

= MNM.

E de notar que [N/y]M = M, uma vez que convencionamos que os nomes das variaveis ligadas e
livres sao distintos, pelo que y nao ocorre livre em M.

Consideremos agora os combinadores I, K = Axy.x, S = Axyz.xz(yz) e Q = (Ax.xx)(Ax.xx).
Temos que Ix —pxe SKKx ad Kx(Kx) —p x. Para qualquer n € N, Q —>% Q. Com efeito,

Q = (Ax.xx) (Ax.xx) —p [(Ax.xx)/x](xx) = €, permanecendo assim num loop de reducdes f.

Definicao 13 (redex-R e reduto). A um termo-A M tal que (M, N) € R, para algum N € A, dé-se o

nome de redex-R. Neste caso, N diz-se reduto ou contractum-R.

Definicao 14 (Forma normal-R). Um termo-A M diz-se uma forma normal-R, abreviadamente fn-R, se
nenhum dos subtermos de M é um redex-R. Um termo-A N diz-se uma forma normal-R de um termo-A

M se N € uma forma normalR e M - N.
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Consideremos o termo-A M = (Ax.(Ay.yx)z)v. Podemos reduzi-lo de duas formas possiveis. Se
reduzirmos primeiramente o redex-f exterior, M = (Ax.(Ay.yx)z)v —p (Ay.yo)z —p z0. Ora, zv
éfn-feM >p Z0. Logo, zv é fn-ff de M. Se reduzirmos em primeiro lugar o redex-f interior, M =
(Ax.(Ay.yx)z)v —p (Ax.zx)v —p 20. Mais uma vez, zv é fn-ff de M.

De seguida, verificamos que uma forma normal- de um termo-A € unica.

2.1.3 Confluéncia

Nesta seccdo vamos provar que a relagao S é confluente. Esta prova foi desenvolvido por Tait and Martin-

Lof e pode ser facilmente aplicada a outros calculos.

Definicao 15 (Propriedade do diamante). Uma relacéo binaria R C A2 satisfaz a propriedade do

diamante, representando por R | ¢, se, para quaisquer M, N, N "e A,
(M,N) e RA(M\N')eR = 3P e A:(N,P) e RA(N’,P) eR.

Definicao 16 (Confluéncia). Uma relacdo bindria R C A2 dizse confluente se o seu fecho reflexivo e

transitivo -» g satisfaz a propriedade do diamante.

Lema l. SeaR C A2 uma relacdo binaria e R* o seu fecho reflexivo e transitivo. Entéo,
REo = R* Eo.

Demonstracdo. A prova segue por indugdo em (M, N) € R*. E necessario ver que, para todo (M,N’) €

R*, 3P € Atalque (N,P) € R* e (N’,P) € R*. |

Pretendemos mostrar que § é confluente, ou seja, que > g satisfaz a propriedade do diamante. Com
esse objetivo, definimos a relacdo binaria -1 € A2 tal que: (i) 1| o; (ii) o fecho transitivo de =1 é
Definicao 17 (Relacao de reducéo j paralela). Seja -1 C A% a relagdo bindria definida indutiva-
mente por:

MeA M - M ; M—» M N -» N
M >4 M P Ax.M »1 Ax.M’ MN —-»; M'N’

€

M —>»q M N - N’ 8
(Ax.M)N -»q [N’ /x]M’
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Consideremos o termo-A M = (Ax.(Ay.y)x)((Az.0)u). Ora,

€A
Yy p x €A p vEA p ueAi p

y—-"1vy X 1 X 0”0 u-1u
(Ay.y)x > [x/yly =x (Azo)u »q [u/z]o =0
M = (Ax.(Ay.y)x) ((Az.0)u) »1 [v/x]x =0

Assim, M —»q v. E de notar que M —pg v em 3 passos, mas nao ¢ verdade que M —p 0. Com

efeito, M —p (Ay.y) ((Az.v)u) —p (Az.0)u —p0.

Lema 2. Sejamx,y, P, N, M € A taisque x + y e x ¢ LIV (P). Entéo,

[P/yl(IN/x]M) = [([P/yIN)/x]([P/y]M).
Demonstracdo. A prova segue por inducao em M.

e CasoM = x:
Ora, [P/y]([N/x]x) = [P/y]IN = [[P/yIN/x]x = [[P/y]N/x]([P/y]x).
e CasoM =y:

Ora, [P/yl([N/x]y) = [P/yly = P = [[P/yIN/x]P = [[P/y]N/x]([P/y]y). Note-se que
x ¢ LIV(P), na terceira igualdade.

e CasoM =z, comx # z # y:
Ora, [P/y]([N/x]z) = [P/ylz = [[P/y]N/x]z = [[P/y]N/x]([P/y]z).
e Caso M = Az.Q:

Ora, [P/y]([N/x](12.Q)) = Az.[P/y]([N/x]Q) = Az.[[P/y]N/x]([P/y]Q)
= [[P/y]N/x]([P/y](Az.Q)), onde a segunda igualdade segue por hipétese de indugcdo em Q.

e Caso M = QQ":

Ora, [P/yl([N/x](QQ")) = [P/y](IN/x]Q)[P/y](IN/x]Q")
= [[P/yIN/x]([P/y]Q)[[P/yIN/x]([P/y]Q") = [[P/yIN/x]([P/y](QQ")), onde a se-

gunda igualdade segue por hipotese de inducdoem Q e Q.
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Lema 3. Sejam N, N’, M € A tais que N -» N’. Entéo,
[N/x]M > g [N’ /x]M.
Demonstracado. A prova segue por inducao em M.
e Caso M = x:
Ora, [N/x]x =N g N’ = [N’/x]x, onde N > g N’ por hipétese.
e CasoM =y:
Ora, [N/x]y =y »gy = [N'/x]y, onde y -z y pela regra p.
» Caso M = Ay.P:
Por hipotese de inducéo, [N/x]P 4 [N’ /x]P. Daqui segue que Ay.[N/x]P > g Ay.[N’/x]P,
pela regra £. Logo, [N/x](Ay.P) = Ay.[N/x]P »g Ay.[N’/x]P = [N’ /x](Ay.P).
* Caso M = PQ:
Por hipétese de inducéo, [N/x]P —» g [N’/x]Pe [N/x]Q >p [N’/x]0.

De [N/x]P —»g [N’ /x]P segue que [N/x]P[N/x]O > g [N"/x]P[N/x]Q, pela regra p, e
de [N/x]Q > [N’ /x]0Q segue que [N’ /x]P[N/x]Q >p [N’ /x]P[N’/x]0Q, pelaregra v.
Aplicando a regra 7 obtemos [N’/x]P[N’/x]Q > g [N’ /x]P[N’/x]Q. Logo, [N/x](PQ) =
[N/x]P[N/x]Q —»p [N'/x]P[N’/x]Q = [N'/x](PQ).

Lema 4. Sejam N, N’, M, M’ € A tais que N »1 N’ e M -»1 M’. Entdo,
[N/x]M -1 [N’ /x| M’.
Demonstracdo. A prova segue por inducédo na relacado M —»1 M.
* Caso p:
Suponhamos que P —»1 P. E direto que [N/x]P -1 [N’ /x]P, pelo lema 3.
» Caso &
Suponhamos que Ay.P —»1 Ay.P’. Por hipétese de inducéo, [N/x]P —q [N’/x]P’. Daqui

segue que Ay.[N/x]P —»q Ay.[N’/x]|P’, pelaregra . Logo, [N /x](Ay.P) = Ay.[N/x]P —»
Ay.[N’/x]P’ = [N’ /x](Ay.P’).
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* Casoe€:
Suponhamos que PQ —»1 P’Q’. Por hipétese de indugdo, [N /x]P - [N’ /x]P" e [N/x]Q —»
[N"/x]Q’. Logo, [N/x](PQ) = [N/x]P[N/x]Q —»1 [N’/x]P'[N’/x]Q" = [N"/x](P"Q"),
aplicando a regra e.

» Caso S
Suponhamos que (Ay.P)Q —»1 [Q"/y]P’. Por hipétese de indugéo, [N/x]P - [N’/x]P" e
[N/x]Q =1 [N"/x]Q". Logo, [N/x]((Ay.P)Q) = [N/x](Ay.P)[N/x]Q =
(Ay.[N/x]P)[N/x]Q —»1 [(IN'/x]Q")/yl(IN’/x]P") = [N"/x]([Q’/y]P’), aplicado a

regra f3 e pelo lema 2.

Lema 5. Sejam M, N, P € A. Entao,

(i) Ax.M »{ N = N=x.M, comM -»; M’;
P=MN’, conM - M' e N » N’;

(ii) MN | P =
M = 2x.Q, comP = [N"/x]Q’, Q »1 Q" e N -»| N’.

Demonstracdo. Pelo principio genérico, sabemos que um par pertencente a uma relacdo definida por
inducdo apenas pode ser obtido através de uma das regras de inducao. A prova segue segundo este

principio.
* De Ax.M —»{ N segue, pela regra &, que existe M’ tal que N = Ax.M e M —»1 M.

* De Ax.M —»1 N segue, pela regra p, que N = Ax.M. Uma vez que M —» M’, entdo esta regra

pode ser vista como um caso particular da regra & onde M’ = M.

e De MN —» P segue, pela regra €, que existem M’ e N’ tais que P = M'N’, M »1 M’ e
N —»4 N’.

* De MN —» P segue, pela regra f8, que existem Q, N, Q" e N’ tais que M = Ax.Q, P =
[N'/x]Q", N -1 N' e Q »1 Q.

Lema 6. A relacdo - satisfaz a propriedade do diamante.
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Demonstracgo. A prova segue por inducdo em M —»q N. Vamos mostrar que, para todo M —»q N/,

existe um P € Atal que N - Pe N’ - P.

* (Caso p:

Suponhamos que N -1 N, ou seja, M = N. Entao, basta tomar P = N’. De facto, para todo

M =N —»¢ N’ temos que N - N’ = Pe N’ | N’ = P, pela regra p.

» Caso &
Suponhamos que Ax.Q - Ax.Q’, ou seja, M = Ax.Q e N = Ax.Q’. De M = Ax.Q -1 N/,
segue que N’ = Ax.Q”, com Q —»q1 Q”, pelo lema 5. Entdo, basta tomar P = Ax.Q””, com
Q' »1 Q" e Q” » Q. Defacto, de Q" »1 Q" segue que N = Ax.Q" -1 Ax.Q"””" =P

e, analogamente, de Q” -1 Q" segue que N’ = Ax.Q” -»1 Ax.Q"” = P, pela regra £.

e Caso e:

Suponhamos que QF -1 Q'F’, ou seja, M = QF e N = Q"F’, por consequéncia de Q -1 Q’

e F -1 F’. Pelo lema 5 temos dois subcasos:

— De M = QF - N’, segue que N’ = Q”F”, com Q »1 Q" e F » F”. Entdo, basta
tomar P = Q"”"F"”, com Q' -1 Q"”", Q" -1 Q""" F/ » F"” e F”/ - F'”. De facto,
de Q' »1 Q" e F/ -1 F"” segue que N = Q'F' -1 Q"”’F"”” = P e, de forma anéloga,
de Q" »1 Q" e F” - F"” segue que N’ = Q”"F” - Q"""F"” = P, pela regra e.

— De M = QF -»¢ N’, segue que Q = Ax.L,com N’ = [F”/x]L”,L - L” e F »{ F".
Novamente pelo lema 5, de Ax.L = Q - Q’ segue que Q' = Ax.L’, com L - L’.
Assim, M = QF = (Ax.L)F, N = Q'F' = Ax.L')F e N’ = [F" /x]L".

Entdo, basta tomar P = [F”” /x]L"”,com L" - L"",L” -1 L"",F' -1 F"” e F” -
F’”" Defacto,de L’ -1 L””” e F/ 1 F"” segue que N = (Ax.L")F" -1 [F"" /x]L"" =

124

P, pela regra B, e de L” —»1 L e F” —»{ F” segue que N’ = [F”/x]L” —»

[F”” |x]L"" = P, pelo lema 4.

» Caso f:

Suponhamos que (Ax.L)F —q [F’/x]L’, ou seja, M = (Ax.L)F e N = [F’/x]L’, por con-
sequénciade L »1 L’ e F »q F’.

Pelo lema 5 temos dois subcasos:

11
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- De M = (Ax.L)F -»{ N’, segue que N’ = (Ax.L”)F”, com L - L” e F - F".
Entdo, basta tomar P = [F"” /x]L”,com L” - L”",L” - L, F/ -1 F"" e F"” -,
F’”. De facto, de L’ 1 L"” e F/ -»1 F"” segue que N = [F"/x]L" -1 [F"" /x]L"" =
P, pelo lema 4, e de L” —»q L e F/ -y F"” segue que N’ = (Ax.L”)F" -4
[F"” |x]L"" = P, pela regra f.

— DeM = (Ax.L)F -»1 N’,segueque N’ = [F”//x]L"”,com L -1 L"" e F - F"". Entéo,
basta tomar P = [F””//x]L"”, com L’ -1 L"”, L - L"”", F' - F" e F"" —{ F".
De facto, de L ¢ L e F/ - F"” segue que N = [F//x]L" - [F"”"/x]L"" =
P e, analogamente, de L” —»1 L e F”/ -1 F"” segue que N’ = [F”/x]L"” -

[F"” |x]L""" = P, pelo lema 4.

Lema 7. O fecho transitivo de —» € dado pela relacdo —» B

Demonstracdo. Sabemos que — ﬁg—»lg—» B Uma vez que —» B corresponde ao fecho transitivo (e

reflexivo) de =g entdo ¢ direto que também corresponde ao de —»1.

Teorema 1 (Confluéncia de f). A relacéo f3 é confluente.

Demonstracgo. Pelo lema 6, temos que —»1|= ©. Assim, pelos lemas 7 e 1, segue que —»/3|: o e,

consequentemente pela defini¢do de confluéncia, S é confluente. O
Teorema 2 (Church-Rosser). Sejam M, N € A. Entao,
M:ﬁN — HPGA:M—»/))P/\N—»ﬁP.

Demonstracdo. Primeiramente, suponhamos que M =B N. Queremos provar que 3P € A tal que

M ad’ PeN ad’ P. A prova segue por inducao em M =B N.

¢ Caso =p:

Suponhamos que M =B N, por consequéncia de M —g N. Entao, basta tomar P = N. De
facto, de M —p N segue que M ad’ N = P, pela regra >p, € N g N = P, pela regra p.
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* Caso p:

Suponhamos que M = BM, isto é, N = M. Entdo, basta tomar P = M. De facto, M ad M=P
eN:M—»ﬂM:PpeIa regra p.

e CasoT:

Suponhamos que M =B N, por consequéncia de M =B QeQ =B N. Por hipétese de inducao,

3P’ € Atal que M > g PPeQ > g P’ e 3P” € Atalque Q > g P’ eN > g P”.

Uma vez que 8 é confluente, entdo de Q > PeQ > g P’ segue que 3P’ € A tal que

P’ > g P’ e p” >p P’” . Entao, basta tomar P = P’”. De facto, M i P’ i P =Ppe
/7 /7 _

e Casoo:

Suponhamos que M =B N, por consequéncia de N =B M.De N =B M segue que dQ € A
tal que N »p QeM ad Q, por hipotese de inducao. Entao, basta tomar P = Q. De facto,
M—»ﬁQ:PeN—»ﬂQ:P.

Reciprocamente, suponhamos agora que JP € A tal que M > p PeN ad P. Queremos provar
que M =B N.De N g P segue que N =B P e, porisso, P =p N, respetivamente pelas regras =p €
o.De M ad P segue que M =p P, pela regra =p- Logo, de M =B PeP =p N obtemos finalmente
que M =B N, pela regra 7.

Corolario 1. Cada termo-A tem no méximo uma forma normal-f.

Demonstracdo. Suponhamos que N e P séo fn's-ff de um termo-A M. Entdo, M ad’ NeM ad p.
Uma vez que ad satisfaz a propriedade do diamante, 3Q € A tal que N >p QeP ad Q. Assim,

como N e P séo fn's-f, isto é, nenhum dos seus termos é um redex-f, entdo N = Q = P. O
Teorema 3 (Consisténcia). Sejam M e N duas formas normais-f distintas. Entdo, M +# B N.

Demonstracdo. A prova segue por reducao ao absurdo. Suponhamos que M = B N. Entao, pelo teorema
de Church-Rosser, 3P € A tal que M g PeN >p P. Mas, desta forma, P = M e P = N e, portanto,

M = N. Isto é absurdo visto que, por hipdtese, M # N. O

13
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2.2 Conceitos sobre relacoes de reducao

Os seguintes conceitos podem ser encontrados em [16]. Estes serao fundamentais, em particular, nos

capitulos 4 e 5, com o objetivo estabelecer relacdes entre diferentes calculos.

Definicao 18 (Correspondéncia Equacional). Sejam A e B dois conjuntos com a relacéo de re-
ducdo em um passo — g e — g, respetivamente. Considere-se os mapeamentos f(-) : A — B e

g9(+) : B = A. Entdo, f e g formam uma correspondéncia equacional entre A e B se:

* M=g N = g(M) =4 g(N),

M =g g(f(M)),

f(g(M)) =g M.

Definicao 19 (Conexao de Galois). Sejam A e B dois conjuntos com a relacdo de reducdo em um
passo — g e — g, respetivamente. Considere-se os mapeamentos f(-) : A — Beg(:) : B = A.

Entéo, f e g formam uma conexdo de Galois de ‘A para B se:
* M>»>gN = f(M)»g f(N),

* M»g N = g(M) »7 g(N),

M = 7 g(f(M));

f(g(M)) »g M.

Definicao 20 (Pré-conexao de Galois). Sejam A e B dois conjuntos com a relacdo de reducdo em
um passo — g e — g, respetivamente. Considere-se os mapeamentos f : A — Beg: B — A.
Entéo, f e g formam uma pré-conexdo de Galois de A para B se, a definicdo anterior, removermos a

ultima condicao.

Definicado 21 (Reflexdo). Sejam A e B dois conjuntos com a relacao de reducdo em um passo — ¢
e — g, respetivamente. Considere-se os mapeamentos f(-) : A — Beg(:) : B — A. Entéo, f eg

formam uma reflexdo em A de B se:

* Mg N = f(M)»g f(N);

14
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* M»g N = g(M) »4 g(N),
* M —»qg(f(M),
* M= f(g(M)).

Teorema 4 (Confluéncia por simulacdo). Se f e g formam uma pré-conexdo de Galois de ‘A para

B e — g é confluente, entdo — ¢ € confluente.

2.3 Calculo-A com tipos simples

Nesta seccdo vamos apresentar o calculo-A com tipificacdo a la Curry [5], representado por A . Este

sistema pode ser encontrado em [17].

Definicao 22 (Tipos simples). SejalB = AU {(,), —}, onde A é um conjunto numeravel de variaveis
de tipo, denotadas por a, b, c, etc. O conjunto de todas as palavras em B é representado por B*. O

conjunto dos tipo simples, representado por T, é definido indutivamente sobre IB* por:
p,o,trelu=al(c—r1)

As varidveis de tipo dizem-se tipos atémicos e os tipos da forma (o — 1) dizem-se o tipo das fun¢ées

de o emr.

Por convencéo: (i) omite-se os paréntesis mais externos; (ii) a associacdo de — ¢ feita a direita,

isto &, p — o — rabrevia p — (0 — 7).

Definicao 23 (Contextos de tipificacao). Um contexto de tipificacdo é um conjunto finito (eventual-
mente vazio) de elementos da forma y : T, onde y é uma variavel, T um tipo simples e a cada variavel é

atribuido no méximo um tipo, e representa-se por T, A, I’ etc.

Por convencéo: (i) omite-se 0s paréntesis mais externos do conjunto; (ii) utiliza-se T', x : o para

denotar I' U {x : o}, assumindo que estes dois conjuntos sdo disjuntos.

Definicao 24 (Relacao de tipificacao a la Curry). A relacao de tipificacdo a la Curry entre contextos

I', termos-A M e tipos simples t, representada por T + M : 7, € definida indutivamente por:

ILx:obM:1 't M:0—>7 TTFN:o
T (Jx M) : o — 7 Abs T+ MN:z App

= Var
I'x:tkx:71

15
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AvrelacdoT + M : T Ié-se como M tem tipo T no contexto I'. A M chama-se sujeito e a T predicado.

Definicao 25 (Termo-A tipificavel). Um termo-A M diz-se tipificavel seT' + M : o para algum T e

algum o.

Vejamos o caso do combinador S = Axyz.xz(yz), que é tipificavel. Basta tomarI' = {} e 0 =

(0 17— p)—> (60> 1) > 0— p. Ora

Ar—x:cr—>r—>pvar Al—z:ovar Al—y:a—>fvar Al—z:ovar
Arxz:7— App A . App
: p FyziTo,
A=x:0—->1—>py:0—-r12z:0rFxz(yz) : p bpp
X:0—->T—>py:0—->1kFAzxz(yz) : 0 —p IZ;
X:0—>7T—>prAyzxz(yz) : (6 > 1) >0 —>p Asb
$

FAxyz.xz(yz) : (o > 17— p) > (0 > 1) > 0—>p

2.4 Sistemas dedutivos

Na década de 1930, G. Gentzen introduziu o calculo de sequentes e a deducao natural [8]. Estes sao

sistemas dedutivos, onde sao identificados axiomas e regras que permitem construir deducdes.

2.4.1 Deducio natural e isomorfismo de Curry-Howard

Nesta seccdo vamos estudar a deducdo natural com sequentes N J, que se relaciona com o calculo-A
com tipos simples através do isomorfismo de Curry-Howard. De uma forma informal, o isomorfismo de
de Curry-Howard estabelece uma equivaléncia entre estes dois sistemas, criando uma correspondéncia
entre férmulas e tipos e entre provas e termos, respetivamente. O sistema N J encontra-se apresentado

em [17].

Definicdo 26 (Formulas). Seja Ap = V) U{(,), D}, onde V), é um conjunto numeravel de variaveis
proposicionais, denotadas por p, q, p’, etc. O conjunto de todas as palavras em Ap & representado por

ﬂ;. O conjunto das férmulas, representado por 9‘}, é definido indutivamente sobre ﬂ; por:
A B, C:z=p [ (ADB)

Definicao 27 (Sequente de N J). Um sequente é um par (T', A), que sera representado porT' = A,
onde I" é um conjunto finito de formulas e A é uma formula. AT da-se o nome de contexto, antecedente

ou lado esquerdo do sequente. A A da-se o nome de conclusao, consequente ou lado direito do sequente.
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Por convencao: (i) omite-se os paréntesis mais externos; (ii) a associacao de D é feita a direita; (iii)
utiliza-se T', A para denotar I' U {A}, assumindo que estes dois conjuntos sao disjuntos.
De forma intuitiva, um sequente I' = A, comI' = By, - - - , By, transmite a ideia de que By A+ - - ABp

implica A.

Definicdo 28 (Arvore de sequentes). Uma drvore de sequentes tem a forma:

Figura 1: Arvore de sequentes

Cada nodo representa um sequente. Ao nodo preto chamamos raiz ou conclusdo e aos nodos cin-
zentos, que representam unicamente axiomas, chamamos folhas. Uma arvore com um tnico nodo é

simultaneamente folha e raiz.

Definicao 29 (Derivacdes de N J). O conjunto de derivacbes de N J, apresentado em [17], € o menor

conjunto de arvores de sequentes fechado para as seguintes regras de inferéncia:

II'=>A>B I'=> A I''A=B

Ax T =B ES> v 4A5B

TA=A I>

Uma derivacao D diz-se derivacdo de I' = A, e representa-se por I' 2 A, se D é uma arvore
de sequentes com conclusao I' = A. Um sequente I' = A diz-se derivavel se existir 9 derivacado de
I = A

Seja A=A D B> C,A D B,A. Vejamos a seguinte derivacdo do sequente = (A D B> C) D

(ADB)DADC:

A:A:B:CM7AzA§7AzA:Bm’AzAﬁx
A= B>SC - A=B ,_ -
A=A>Bo>CASBA=C
ADBDCADB=AD>C IIDD

ADBD>DC=(AD>DB)DADC
= (ADBDC)D(ADB)DADC

I>
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Comparando esta derivacdo com a tipificacao feita na seccdo 2.3, podemos identificar a ideia inerente

ao isomorfismo de Curry-Howard, que apresentaremos de seguida.

Definicdo 30 (Traducdes entre 7 e T). Sejam f(-) : Fp — Teg(:) : T — Fp duas bijegdes

definidas entre os conjuntos numeraveis ?’p eT.
Consideremos, por exemplo, que f(A) = o. Se g(o) = B, entdo B = A.

Definicao 31 (Contexto de um sequente associado). Dado um contexto de tipificacdo I' = {y :

7q,...,Yn * Tn}, O contexto de um sequente associado, representado por g(T'), é dado por g(T') =

{g(Tl)’ e ,g(Tn)}-
Proposicao 1 (Isomorfismo de Curry-Howard).
(i) Se A = A é derivavelem NJ e A = g(T'), para algum T em A, entdo existe M € A

talqueT + M : f(A) em A ™.

(ii) Sel'+M:7emA™, entdo g(T') = g(r) é derivavel em NJ.

Demonstracdo. A prova de (i) segue por inducdo nas derivacdes de NJ e a prova de (ii) segue por

inducdo nas tipificacdes de 1. O

2.4.2 Calculo de sequentes

Nesta seccao vamos estudar o calculo de sequentes L], que vamos relacionar, mais a frente, com o

fragmento LJQ. O sistema LJ pode ser encontrado em [17].

Definicao 32 (Multiconjunto). Um multiconjunto sobre A é uma funcéo f : A — N, onde f(a) = n

significa que a ocorre n vezes em A.

Definicdo 33 (Sequente de LJ). Um sequente é um par (T, A), que sera representado porT' = A,
onde I' é um multiconjunto finito sobre Fp e A tem no maximo uma formula. AT da-se o nome de
contexto, antecedente ou lado esquerdo do sequente. A A da-se o nome de conclusdo, consequente ou

lado direito do sequente.

Definicao 34 (Derivacoes de LJ). O conjunto de derivacdes de L] é o menor conjunto de arvores de

sequentes fechado para as seguintes regras de inferéncia:
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* Axioma:
A=A
e Regras Estruturais:
%fg%LW A AW
P’I{LXAA::)CC %
* Regras Logicas:
'=>A ILB=C [A=B

TA>SB=>C L2 T=A45B

* Regra do Corte:

I'=>A I’A=B
I' =B

Cut

D
Uma derivacdo D diz-se derivacdo de I' = A, e representa-se porI' = A, se D é uma arvore

de sequentes com conclusdo I’ = A. Um sequente I’ = A diz-se derivavel se existir 9 derivacao de

I' = A.

Definicao 35 (Regra eliminavel). Uma regra de inferéncia RI pertencente a um calculo sequentes diz-

se eliminavel se, para todo o sequente I' = A derivavel nesse calculo, existe uma derivacdo de’ = A

nesse calculo sem recurso a regra RI.

Teorema 5 (Gentzen). A regra do corte, Cut, é eliminavel.

Demonstracao. A prova pode ser encontrada em [9]. O

Vejamos duas derivacdes distintas do sequente = (A> B> C) D (ADB) D ADC:
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— Ax
C=cC
B:BAECW B,C:CLZVW
Af:AAxLW AB—=B ABC=C "
Ax ABoC=A ABo>CB=C
A= A ; : :

A>BA= AW [ASBlAB>C=C
ASBoCASBA=C L>
ADBDC,A3B=>A3CR:>

ADBDCﬁ(ADB)DADCR;D

= (ADBD>C)D>D(ADB)DADC

Ax Ax
B=B C=C
A= A ax A,B:BLVDV A,C:CLWLW
Ax AS>BA=B ASBACSC
A= A D = D =

A>BA= AW ASBA[B>C|=C
ADBDCADBA=C L>
ADBDC,ADB:>ADCRD

ADBDC:>(ADB)DADCRD
:>(ADB:>C):>(A:>B)3ADCRD

As regras destacadas indicam o ponto a partir do qual as derivacdes diferem, quando sao percorridas
de baixo para cima, e as formulas destacadas indicam a formula utilizada nessa derivacao.

Enquanto que na deducéo natural com sequentes temos regras de introducéo e de eliminacao dos
conectivos, no calculo de sequente temos regras de introducao dos conectivos a esquerda e a direita do
sequente, pelo que temos mais alternativas de derivacgoes.

Em suma, o célculo-A é um sistema consistente que, quando considerando como um sistema de
tipos, € equivalente & deducao natural com sequentes para a logica intuicionista.

No préximo capitulo vamos compreender a importancia do calculo-A nas linguagens de programacéo

funcionais.
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Capitulo 3
A-calculi e linguagens de programacao

Uma linguagem de programacao funcional pode ser vista como programas, resultados e uma estratégia
de avaliacao, equivalente a uma maquina abstrata, onde os programas sdo avaliados através da estratégia
de avaliacao originando, assim, resultados.

Plotkin mostra que é possivel modelar uma linguagem de programacao call-by-name e call-by-value
através dos calculos A e Ay, respetivamente [14]. Para isso, os programas, os resultados e a estratégia
de avaliacdo de uma linguagem devem ser modelados pelos termos fechados, pelos valores (varidveis e

abstracdes) e pela estratégia de reducéo do calculo correspondente, respetivamente.

3.1 Calculo-1 e linguagem CBN

As demonstracoes dos resultados deste sistema call-by-name serao omitidas, uma vez que sao analogas

as do sistema call-by-value, que serao realizadas na sec¢ao seguinte.

Definicao 36 (Relacao de reducao a esquerda). Seja —,C A2 a relacao binaria definida induti-

vamente por:

M,N e A M-, M M —y, M

- V B
OxMN —, [NJxIM P MN S, M'N M —p xM "

Observemos que, se M —5 N, entdo M é necessariamente uma aplicacao. Além disso, se M —, N

entéoM—>ﬁ N.

Definicao 37 (Relacdo de reducao standard). Seja —;C A2 g relacéao binaria definida indutiva-

mente por:
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xeA M_>3M, § M—)nN N_>SP‘[ M_>3M, N—>3N,
x> x P Ax.M —g Ax.M’ M —g P MN —¢ M’N’

Teorema 6. A relacdo — € reflexiva e transitiva.

Teorema 7 (Standarizacao). Sejam M, N € A. Entéo,
M ad N < M — N.

Definicao 38 (Valor). Um termo-A diz-se um valor se ndo for uma aplicacéo, isto é, se for uma varidvel

ou uma abstracéao, e representa-se por V ou W.

Arelacao de reducao standard nao é determinista na medida em que nao esta determinado o momento
de paragem de reducoes a esquerda. Se M é uma aplicacao e M —s N, para algum N, tanto podemos
aplicar a regra 7, e consequentemente temos uma reducao a esquerda, como podemos aplicar a regra €.

Desta forma, necessitamos do resultado seguinte, que nos da uma forma determinista de obter um valor.

Corolario 2. Sejam M, V € A. Entao,
M ad V = M —», W, paraalgum W.

Com efeito, dada uma abstracao, é possivel fazer reducdes-f no corpo dessa abstracéo, sendo que
0 mesmo nao acontece com a relacao de reducado a esquerda.

Observemos alguns exemplos:

1. Ora, M = (Ax.x) ((Ay.y)z) d (Ay.y)z —pz=V. Vejamos:

Ay.y)z —p z P z55z "

Gyy)z—sz

x)(Cyy)2) —n Gym)z ©
(Ax.x)((Ay.y)z) —s 2z

Com efeito, M > VeM —», V.

2. Ora, M = Au.((Ax.x)u) ((Ay.y)z) g Au.((Ax.x)u)z —p Au.uz = V. Vejamos:

u—osul (/‘ly.y)z—mzﬂ 255z "

(Ax.x)u —>p u b
(Ax.x)u —>su (Ay.y)z —s z
((Ax.x)u) ((Ay.y)z) »s uz
Au.((Ax.x)u)((Ay.y)z) —s Au.uz
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Com efeito, M —5 V e, tomando W = M, M -», W.

Definicao 39 (Programas). O conjunto de programas de uma linguagem de programacao, represen-

tado por P, é o conjunto de termos-A fechados que modela essa linguagem.

Definicao 40 (Funcao de avaliacao). Seja eval, : P ~» Pl 4 funcdo parcial de avaliacdo de uma

linguagem de programacao call-by-name definida por:

evalp(Ax.M) = Ax.M

evalp(MN) = eval, ([N /x]P), se evalp(M) = Ax.P
Utilizamos a notacéo evaly, (M) | para indicar que eval, (M) esta definido.

Teorema 8. Sejam M,V € A tal que M é um termo fechado. Entéao,
(evaly(M) | A evaly(M)=V) & M —», V.

Este teorema expressa como a estratégia de avaliacao evaly, da linguagem call-by-name é modelada

pela estratégia de reducdo -, no calculo-A.

3.2 Calculo-/, de Plotkin e linguagem CBV

Definicao 41 (Relacao f;). Seja fy C A2 3 relacéo apresentada sobre a forma da seguinte regra:
(Pv) Ax.M)V — [V/x|M

E de notar que esta relacio difere da relacao B no termo N, que tem obrigatoriamente de ser um
valor neste sistema.

Os resultados relativos a confluéncia, ao Teorema de Church-Rosser e a consisténcia da relacéo fy,
podem ser provados analogamente ao que foi realizado para a relacéo 8, no capitulo 2.1, uma vez que

existem menos pares divergentes.

Definicao 42 (Relacao de reducao a esquerda). Seja —,C A2 a relacdo binaria definida indutiva-

mente por:

M,V eA 5 M —y M’ y M —y M
(Ax.M)V —y [V/x]M 7° MN —y M'N VM —y VM’

H

1Utilizamos ~» para representar uma funcéo parcial.
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Mais uma vez, podemos observar que se M —y N, entdo M nao é um valor, mas sim uma aplicacao.

Mais, se M —y N entdo M g N.

Definicao 43 (Relacao de reducao standard). Seja —C A2 a relacdo bindria definida indutiva-

mente por:
xeA M —g M ¢ M—y N N—)SPT M —g M N—>sN'6
x >sx P .M —g Ax.M’ M —g P MN —¢ M’N’

Teorema 9. A relacdo — € reflexiva e transitiva.

Demonstracdo. Para provar que a relacdo é reflexiva, é necessario mostrar que, para todo M € A,
M —g¢ M. Neste caso, a prova segue por uma simples inducao em M. Por fim, para provar que a
relacao é transitiva, é necessario mostrar que, para todos M, N, P € A,se M —¢ N e N —; P, entdo

M —g P. Neste caso, a prova segue por inducao em M —g N. O

Teorema 10 (Standarizacao). Sejam M, N € A. Entéo,
M B, N < M —; N.

Demonstracdo. A prova pode ser encontrada em [14]. O

Corolario 3. Sejam M, V € A. Entao,
M B, V = M —»y W, para algum W.

Demonstracdo. Suponhamos que M > g, V. Entao, pelo teorema da standarizacao, M —¢ V. Falta
ver que M —», W, para algum W. A prova segue segue por inducao em M —s V.
 Caso p:
Suponhamos que x — x, ou seja, M = V = x. Basta tomar W = M. E direto que M = x —»
x = W, pela reflexividade da relacao —»y.
* (Caso &

Suponhamos que Ax.N —g Ax.N’, ou seja, M = Ax.N e V = Ax.N’. Basta tomar W = M.

Com efeito, M = Ax.N —»y Ax.N = W, novamente pela reflexividade da relacdo —».
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e CasoT:

Suponhamos que M — V. Por hipotese, M —y N e N —¢ V. Logo, por hipotese de inducao,
existe V/ tal que N -, V’. Basta tomar W = V’. Com efeito, de M —y Nede N =, V’/

obtemos M —», V/ = W, pela transitividade da relacdo —»y.

Observemos os mesmos exemplos utilizados na seccéo anterior:

1. Ora, M = (Ax.x) ((Ay.y)z) =g, (Ax.x)z —p,z2=V. Vejamos:

Ay.y)z —p 2 Po (Ax.x)z —p z Po Z >z P
(Ax.x)((Ay.y)z) =y (Ax.x)z (Ax.x)z —g z .
(Ax.x)((Ay.y)z) —s 2

Com efeito, M > VeM —», V.
2. Ora, M = Au.((Ax.x)u) ((Ay.y)z) =g, Au.((Ax.x)u)z =B, Au.uz = V. Vejamos:

u=suf (Ayy)z—yz zo5z "

(Ax.x)u >y u Po P
(Ax.x)u —>su (Ay.y)z —s z .
((Ax.x)u)((Ay.y)z) —s uz ¢
Au.((Ax.x)u)((Ay.y)z) —s Au.uz

ou

4 (Ay.y)z—wzﬁv TP 75z P
Axx)u —pu° y u((Ay.y)z) —yp uz Uz —g Uz
((Ax.x)u) ((Ay.y)z) —o u((Ay.y)z) u((y.y)z) Dsuz
(0w (y9)7) =5 vz,
Au.((Ax.x)u) ((Ay.y)z) —s Au.uz

Com efeito, M —¢ V e, tomando W = M, M -, W.

Definicao 44 (Funcao de avaliacao). Seja evaly : P ~ P a funcéo parcial de avaliacdo de uma

linguagem call-by-value definida por:

evaly(Ax.M) = Ax.M

evaly(MN) = evaly([V/x]P), se evaly(M) = Ax.P e evaly(N) =V
Utilizamos a notacéo evaly (M) | para indicar que eval, (M) esta definido.
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Observe-se que, se V' é um valor fechado, entao evaly (V) = V.

Definicdao 45. Notamos eval, (M) =~ evaly (N) se as seguintes condicbes forem satisfeitas:
e evaly(M) | < evaly(N)|;
e evaly(M)| A evaly(N)| = evaly(M) = evaly(N).

Lema 8. Sejam M, N € A tal que M -y N e M é um termo-A fechado. Entéo,
evaly(M) = evaly(N).
Demonstracdo. A prova segue por inducao na relacdo M —», N. Suponhamos que

* Caso f:

Suponhamos que (Ax.M)V —», [V /x]M. Como o redex-f3, é fechado, entdo V' é um valor
fechado. Pela observacédo feita anteriormente, daqui segue que evaly(V) = V. Assim, pela
definicdo 44, evaly((Ax.M)V) = evaly([V/x]M) e, portanto, evaly((Ax.M)V) |
evaly ([V/x]M) |. Suponhamos agora que evaly ((Ax.M)V) | e evaly([V/x]M) |. Como
evaly (V) =V, é direto que evaly ((Ax.M)V) = evaly([V /x]M). Logo, evaly((Ax.M)V) =~
evaly ([V /x]M).

e Casov:

Suponhamos que MN -», M’N, com M -», M’. Por hipdtese de inducdo, evaly(M) =
evaly(M”), donde segue que evaly(M) | & evaly,(M’) |. Daqui segue que evaly (MN) |
& evaly(M’N) |. Suponhamos agora que evaly(MN) | e eval,(M’N) |. Em particu-
lar, evaly(M) | e evaly(M’) |. Falta ver que eval, (MN) = evaly(M’N). Seja evaly(M) =
evaly(Ax.P) e evaly(N) = V. Entdo, evaly(MN) = evaly([V/x]P). Como evaly(M) e
evaly(M’) estdo definidos, entdo, por hipétese de inducdo, evaly(M) = evaly,(M”). Logo,
evaly(M’) = evaly(Ax.P) e, por isso, evaly(M’N) = evaly([V/x]P), donde segue que
evaly(MN) = evaly,(M’N). Desta forma, eval, (MN) =~ evaly(M’N).

» (Caso p

Suponhamos que VM —», VM’, com M —», M’. Por hipétese de inducdo, evaly(M) =
evaly(M”), donde segue que evaly(M) | < eval,(M’) |. Daqui segue que evaly, (VM) |
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& evaly(VM’) |. Suponhamos agora que eval,(VM) | e eval,(VM’) |. Em particu-
lar, evaly(M) | e evaly(M’) |. Falta ver que evaly(VM) = evaly(VM’). Seja evaly(V) =
evaly (Ax.P) e evaly (M) = W. Assim sendo, evaly (VM) = evaly([W /x]P). Como evaly (M)
e evaly(M’) estdo definidos, entdo, por hipotese de inducdo, evaly(M) = evaly(M’). Logo,
evaly(M’) = W e, consequentemente, evaly,(VM’) = evaly([W/x]P), donde segue que
evaly (VM) = eval,(VM’). Desta forma, eval, (VM) =~ evaly(VM’).

* (Caso p:
Suponhamos que M -, M. E direto que evaly(M)]| &= eval,(M) | e que, se evaly(M) |,
entdo evaly (M) = evaly(M). Logo, evaly (M) =~ evaly(M).

e Casor:

Suponhamos que M —», P, por consequéncia de M —»,; N e N —», P. Por hipotese de
inducao, evaly (M) =~ evaly(N) e evaly(N) =~ eval,(P). Daqui segue, respetivamente, que
evaly(M) | < evaly(N) | e que evaly(N) | & evaly(P) |. Logo, evaly(M) |
< evaly(P) |. Suponhamos que evaly (M) | e evaly(P) |. Entdo, por hipdtese de inducéo,
evaly(N) |, evaly(M) = evaly(N) e evaly(N) = evaly(P). Logo, evaly(M) = eval,(P).
Desta forma, evaly (M) =~ eval, (P).

Teorema 11. Sejam M, V € A tal que M é um termo fechado. Entao,
(evaly(M)] A evaly(M)=V) & M —», V.

Demonstracdo. Suponhamos, primeiramente, que evaly (M) | e evaly(M) = V. Queremos mostrar
que M —»y V. De eval, (M) = V segue que existe uma prova de eval, (M) = V usando as regras que

definem evaly (M) com tamanho n. A prova segue por inducao nesse tamanho.

* Caso evaly(Ax.P) = Ax.P:
E direto que Ax.P -, Ax.P, pela reflexividade de —»y.
* Caso evaly(PQ) = eval([W/x]N):

Suponhamos que existe uma prova de evaly(P) = Ax.N com tamanho nq, uma prova de

evaly(Q) = W com tamanho ny e uma prova de evaly([W/x]N) = V com tamanho nj.
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Daqui segue que evaly (PQ) = V tem tamanho n = n{ +ny+n3 +1. Logo, por hipétese de indu-
cdo, P »y Ax.N, Q -y We [W/x]N —», V. Por definicdo de —y, PQ —y (Ax.N)Q —y
(Ax.N)W —, [W/x]N, donde segue que PQ —», [W/x]N —», V e, portanto, PQ —», V.

Reciprocamente, suponhamos que M —», V. Queremos mostrar que evaly (M) | e evaly(M) = V.
De M - V segue que evaly(M) =~ evaly(V), pelo lema 8. Como evaly (V) =V, entdo evaly (V) |
e, consequentemente, evaly (M) |. Logo, evaly (M) = evaly(V) = V.

O

Este teorema expressa como a estratégia de avaliacdo eval, da linguagem call-by-value ¢ modelada

pela estratégia de reducdo —»4 no calculo-Ay.

3.3 CBNvs CBY

3.3.1 Call-by-value CPS

Plotkin simula a linguagem call-by-value através da call-by-name, recorrendo as “continuacdes”.

As demonstracdes dos resultados que vamos ver podem ser encontradas em [14].

Definicao 46 (Traducao de Plotkin). O mapeamento=: A — A, que envia termos-A da linguagem

call-by-value para termos da linguagem call-by-name, é definido recursivamente por:

V = Ak.k¥(V)
MN = Ak.M(Ay.N(Az.yzk))
¥(x)=x

¥ (Ax.M) = Ax.M
Teorema 12 (Indiferenca). Seja M € P. Entéo,
evaly (MI) = evaly (MI).

Informalmente, este teorema expressa que, dado o combinador I como continuacéo inicial, o resultado

das avaliacdes call-by-name e call-by-value do termo traduzido é o mesmao.
Teorema 13 (Simulacao). Seja M € P. Entéo,
¥ (evaly(M)) = eval, (MI).
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Informalmente, este teorema expressa que, dado o combinador I como continuacéo inicial, a avaliacdo
call-by-name do termo traduzido corresponde a traducado do valor obtido pela avaliacdo call-by-value do

termo original, pelo que a estratégia de avaliacéo call-by-value é corretamente simulada.

Teorema 14 (Traducao). Sejam M, N € A. Entéo,
(i) M:,Bz)N = M:ﬁ N;
(ii) M:ﬂv N — MZﬂ N
Informalmente, este teorema expressa como as relagdes S, e f§ sao preservadas pela tradugao. Além

disso, estabelece a incompletude do calculo Plotkin para a semantica CPS, uma vez que:

M:ﬂﬁ = M=p N.

3.3.2 Call-by-name Thunks

A simulacao da linguagem call-by-name € bem mais simples, dado que Sy C f.
Hatcliff e Danvy fazem esta simulacao utilizando thunks, em alternativa as continuacdes, preservando

os resultados da Indiferenca, Simulacao e Traducéo de Plotkin [10].

Definicdao 47 (Traducao de Hatcliff-Danvy). O mapeamento 7 (-) : A — A, que envia termos da

linguagem call-by-name para termos da linguagem call-by-value, é definido recursivamente por:

T (x) =xI
T (Ax.M) = Ax.T (M)

T(MN) = T(M)(Az.7"(N)), onde z & LIV (N)

Observemos que a traducao de uma aplicacédo de dois termos M e N resulta numa aplicacao de dois
termos onde, agora, temos necessariamente um valor na posicdo de argumento, 7 (M) (Az.7 (N)).
Desta forma, podemos aplicar a regra fy. Em particular e crucialmente, este valor € uma abstracéo
vacuosa. Assim, aplicando a abstracdo a um termo, como é o caso do combinador I, obtemos apenas o
corpo da abstracdo 7 (N).

Vejamos melhor com um exemplo. Seja M = Ax.x e N = yu, por exemplo. Com efeito, MN =

(Ax.x)(yu) »p yuem A e T (MN) = (Ax.xI)(Az.yu) —y (Az.yu)l —y yu em Ay.
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Teorema 15 (Indiferenca). Seja M € P. Entéo,

evaly (7 (M)) = evaly (T (M)).
Teorema 16 (Simulacao). Seja M € P. Entao,

T (evaly(M)) = evaly (T (M)).
Teorema 17 (Traducdo). Sejam M, N € A. Entéo,

()  M=pN & T(M) =5 T(N);

(i) T(M)=5 T(N) = T(M)=g T(N).

3.4 Extensao de Sabry-Felleisen

Consideremos o contradominio da traducao CPS de Fischer, que pode ser encontrada em [15].

Definicdo 48 (termos-1 em CPS). Seja k uma variavel de continuacdo. Seja B = A U {k} e B*
o conjunto de todas as palavras em B. O conjunto dos termos-A em CPS, representado por cps(A), é

definido indutivamente sobre B* por:

M,N € cps(A) == KW
V,W u=x|Ak.K

K =k |WK|Ax.M

Sabry e Felleisen estendem o sistema A, de Plotkin [15], adicionando um conjunto de relacdes inspi-

radas na traducédo CPS, representado por X, tal que:
M =g, X N — cps(M) =B cps(N),

onde as relacdes (f) e (n) podem ser decompostas nas relagdes dadas sobre a forma das seguintes

regras:
(Pw) (Ax.P)W — [W/x]P
(Br) (Ak.K1)Kp — [Kp/k]Kq
(mw) MWk - W
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(n) Ax.Kx — K, se x ¢ LIV(K)

Desta forma, estabelecem a correcéo e a completude desta extensao, que é representada por A ++.
Para isso, com base na traducao CPS de Fischer, desenvolvem e debrucam-se sobre as traducdes

Cr:A—cps(A)e c 1, cps(A) — A, obtendo entdo X.

Definicdo 49 (Contextos de avaliacdo). SejaC = A U {[ ]} e C* o conjunto de todas as palavras
em C. O conjunto de contextos de avaliacao, representado por ContAwv, é definido indutivamente sobre
C* por:

E:=[]|VE|EN

Defini¢do 50 (termo-A E[M])). Seja M € A. Definimos E[[M]| € A recursivamente em E por:

[1[M] = M
(VE)[M] = V(E[M])

(EN)[M] = (E[M])N

Informalmente, um programa, isto €, um termo fechado, é decomposto num contexto de avaliacao E
e num redex-f, externo mais a esquerda. Apos reduzir o redex-f3,, preenchemos os buracos do contexto

de avaliacao com o respetivo reduto. Assim, a avaliacao pode ser definida da seguinte forma:
E[(Ax.M)V] —y E[ [V /x]M].

De seguida, vamos apresentar as regras de reducao que constituem o conjunto X. E de notar que no
artigo original, onde foram apresentadas pela primeira vez, os autores utilizaram uma outra sintaxe, cuja
gramatica contém a classe dos contextos de avaliacao.

Uma vez que, mais a frente, vamos comparar este calculo com o calculo computacional, que estuda-

remos no proximo capitulo, é vantajoso apresentar as regras com a sintaxe que vamos utilizar.

Definicao 51 (Relacoes de X). Seja X o conjunto de relacdes bindrias em A apresentadas sobre a

forma das seguintes regras:

(:Blift) E[(Ax.M)N] — (Ax.E[M])N, se E # [ ]
(:Bflat) (zN)L — (Ax.xL)(zN), se x ¢ LIV(L)
(Big) (Ax.x)M - M
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(o) (Ax.E[yx]D)M — E[[yM]], se x & LIV(E[y])

(o) (Ax.Vx) > V,sex ¢ LIV(V)

Agora, atentemos a seguinte sintaxe.

Definicao 52 (termos-1 com contextos de avaliacao). O conjunto de termos-A com contextos de

avaliacdo, A, é definido indutivamente sobre C* por:
M,N € A ==V |E[VW]
V,W u=x|Ax.M
E € ContAv ::=[]|VE|EN
E de notar que os conjuntos de termos A e AFE séo equivalentes, sendo que deixaremos esta prova
para trabalho futuro. Posto isto, no decurso deste trabalho, representaremos o conjunto de termos-A com
contextos de avaliacédo por A.

Com o objetivo de definir as traducdes Cy. e C‘1, consideremos o conjunto dos contextos de avaliacao,

ContAuw, definidos da seguinte forma:

Eu=[]IE[V[ITIE[T]IN].

Esta apresentacao do conjunto de contextos de avaliacao e a apresentacéo considerada na definicao

49 sao equivalentes. Devido a escassez do tempo, deixaremos esta prova para trabalho futuro.

Definicdo 53 (Traducado C;). O mapeamento C.(-) : A — cps(A) é definido recursivamente da

seguinte forma:
* Paracada M € A, Ci.(M) um termo em CPS:
Cr (V) = k(2(V))

Cr (E[xV]) = (xKi(E))2(V)

C(ELAxM)V]) = (Ax.Cr(E[M])@(V)

e ParacadaV € A, ®(V) um valor em CPS:

O(x) =x

O(Ax.M) = Ak.Ax.C. (M)
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* Para cada E € ContAv, K;.(E) um contexto em CPS:

K ([]) =k
Ky (E[x[ 11) = xKp ()
Ky (E[(Ax.M)[ 1) = 2x.C(E[M])

Ky (E[[ IN]) = Az.Ci(E[2N])

Definicao 54 (Traducao C_l). O mapeamento C_l(-) : cps(A) — A é definido recursivamente do

seguinte modo:

e Paracada M € cps(A), c! (M) um termo de A ++:
-1 | -1
cHKW) = KH(K)d~ (W)
* ParacadaV € cps(A), ®(V) um valor de A ++:

CID_l(x) =x
o 1 (Akk) = Axx
o 1Ak WK) = Ax.c7L(KW)x)

oL (Akx.M) = Ax.c7 (M)

e ParacadaK € cps(A), K -1 (M) um contexto de avaliacdo de A ++:

Kk =[]
KN (xK) = KK [x[ 1]
K N (kKK = K-Y([K /x]K)

K (AxeM) = Qx.c7 (m)[ ]

Por fim, os autores concluem que as traducdes formam uma equivaléncia equacional. Seja Acps’
o célculo contituido pelo conjunto de termos cps(A) e pelas relacées (f) e (n). A demonstracéo do

resultado seguinte pode ser encontrada em [15].

Teorema 18 (Correspondéncia Equacional). As traducdes Cy. e c~1 formam uma equivaléncia

equacional entre A, ++ e A, s’ isto &,
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CAPITULO 3. A-CALCULI E LINGUAGENS DE PROGRAMACAOQ

* M=g x N = Cr(M) =g, Cp(N);
+ M=, N = C71(M) »p x CTI(N);

« M=p x C"L(Cr(M));

Cr(c™1(m) =gy M.

Estas tradugdes ndo formam uma conexao de Galois porque nao satisfazem, unicamente, a condicéo
Ck(C‘1(M)) i M, para qualquer M € cps(A).

De uma forma geral, compreendemos como as linguagens de programacao CBN e CBY sédo modeladas
pelo calculolambda usual e pelo calculo de Plotkin, respetivamente. Além disso, vimos ainda a extensao
de Sabry-Felleisen, uma extensédo ao calculo de Plotkin, que resulta de adicionar regras de reducéo ao

calculo, que visa colmatar o problema da incompletude do calculo de Plotkin para a semantica CPS.
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Capitulo 4

Calculo computacional

4.1 Motivacao

Primeiramente, Moggi desenvolveu o calculo-A,,;, que distingue valores de computacdes e, portanto,
modela propriedades denotacionais das linguagens de programacao.

Inspirado neste calculo-A.,,;, Moggi desenvolve, posteriormente, o calculo computacional, represen-

ml

tado por A¢, que tem como base a semantica denotacional das linguagens da programacao, utilizando

monads [13].

4.2 O sistema

Sabry e Wadler estendem o sistema A, ao sistema A e definem o calculo-A¢ps [16].

Definicdo 55 (termos-1;). Seja D = A U {let, in, =} e D™ 0 conjunto de todas as palavras em D.

O conjunto de termos-Ac, representado por Ac, é definido indutivamente sobre D* por:

M,N € A¢ :=V | (MN) | (let x = N in M)

V,W = x| (Ax.M)

Um termo da forma (let x = N in M) diz-se uma expressao-let, sendo que o termo M diz-se o corpo
dessa expressao e as ocorréncias livres de x em M estao ligadas na expressao.

Tal como no célculo-A, convencionamos que os nomes das variaveis livres e ligadas de um termo
sao diferentes. Assumiremos também que dois termos iguais-«, isto €, que diferem apenas no nome das

variaveis ligadas, sao iguais.
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CAPITULO 4. CALCULO COMPUTACIONAL

Definicao 56 (Substituicao). A substituicdo das ocorréncias livres de x por N em M, representada

por [N /x| M, é definida recursivamente por:

[N/x]x =N
[N/x]ly=y,sey #x
[N/x](Ay.P) = dy.[N/x]P
[N/x](PQ) = [N/x]P[N/x]Q
[N/x](lety = PinQ) = (lety = [N/x]Pin [N/x]Q)

Definicao 57 (Reducoes). Uma relacao binaria R C Ag diz-se compativel se:

(M,N) € R ; (MN)eR (M,N) € R
(Ax.M,2x.N) € R (MP,NP) € R (PM,PN) € R

(M,N) € R
(letx=MinP, letx =NinP) € R

(M,N) € R
(letx=PinM, letx =PinN) € R

letv lety

Dada a relacao bindria R C Ag compativel, definem-se as seguintes relacdes bindrias em A, de
forma analoga ao foi feito na seccéo 2.1.2 para relagcées binarias em A:

* 0 fecho compativel de R, representado por —g;

* o fecho reflexivo e transitivo de — g, representado por »g;

* 0 fecho de equivaléncia de — g, representado por =pg.

Definicao 58 (Relacao (). Seja fy C Ag a relacdo apresentada sobre a forma da seguinte regra:
(bv) (Ax.M)V — [V /x]M

Definicao 59 (Relacao let). Sejalet € Ag a relacao binaria apresentada sobre a forma das seguintes
regras:
(id) (letx=Minx) > M

(comp) (lety=(letx=MinN)inP) — (letx = Min (lety = N inP))

(lety) (letx=VinM) - [V/x]M
(letq) NM — (let x = N inxM), onde N ndo é um valor
(letr) VN — (letx = NinVx), onde N ndo é um valor
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CAPITULO 4. CALCULO COMPUTACIONAL

E de notar que a regra lety reduz um redex-f da forma (Ax.M)N, onde N n&o é um valor, para um
redex-fy no corpo de let.

0 significado das expressdes-let faz corresponder a (Ax.M)N no célculo-A usual. De facto, se a regra
B estivesse disponivel e (let x = N in M) fosse substituido por (Ax.M)N, entao a relacéo let seria um
subconjunto de =p-

Vejamos, por exemplo, o caso do redex-f (Ax.x)(yz).

Ora, (Ax.x)(yz) ety (letu = yzin (Ax.x)u)
=B, (letu =yzinu)
Definicao 60 (Relacao ;). Sejany € Ag a relacao binaria apresentada sobre a forma da seguinte

regra:

()  AxVx —> V,sex ¢ LIV(V)

Definicao 61 (Célculo-/lcps). O conjunto dos termos de Acps, representado por Acps, € definido in-

dutivamente sobre B* por:

M,N € Acps = KW | VWK
V,W = x| Axk.M

K :=k|Ax.M

As relacées bindrias deste sistema sdo apresentadas sobre a forma das seguintes regras:

(Bo) (Axk.M)VK — [K/k][V /x]M
(170) Axk.Vxk — V,sex ¢ LIV(V)
(Bret) (Ax.M)V — [V/x]M

(Miet) Ax.Kx — K, sex ¢ LIV(K)

Definicao 62 (Traducao f). O mapeamento f(-) : A¢c — Acps € definido recursivamente da seguinte

forma:
e ParacadaM € A¢, cadaK € Acps, M : K um termo de )chs :
V:K=K¥(V)
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CAPITULO 4. CALCULO COMPUTACIONAL

MN : K =M: (Ax.((xN) : K)), onde M ndo é um valor
VN :K=N: (Ay.((Vy) : K)), onde N néo é um valor
VW : K = ¥(V)¥(W)K

(letx=MinN):K=M: (Ax.(N : K))

* ParacadaV € Ac, ¥(V) um valor de Acps:

¥(x)=x

¥ (Ax.M) = Axk.f(M)
Por fim, define-se:
f(M)=M:k

Definicao 63 (Traducido g). Seja C ::=[]||letx =[] inP em A¢. Para cada M € A¢, C[M] é um

termo-A¢. O mapeamento g(-) : Acps = Ac € definido recursivamente da seguinte forma:

* Paracada M € Acps, g(M) um termo de A¢:

g(KV) = o(K)[¥(V)]

9g(VWK) = o(K)[¥(V)¥(W)]

e ParacadaV € Acps, ¥ (V) um termo de Ac:

¥Y(x) =x

¥ (Axk.M) = Ax.g(M)

* ParacadaK € Acps, P(K) € C:

®(k) =[]
O(Ax.M) =letx =[] ing(M)

Por fim, estabelecem a reflexdo em A. de /lcps, que permite concluir que o calculo computacional €
completo para a semantica CPS. A demonstracédo deste resultado esta apresentada em [16]. De modo
a simplificar a notacao, utilizaremos M -». N para representar M = g letny N e, analogamente,

M —»¢ps N para representar M ™ By Blos oMot N
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CAPITULO 4. CALCULO COMPUTACIONAL

Teorema 19 (Reflexdo). As traducgdes f e g formam uma reflexdo em A¢ de )chs, isto é,
e M»c N = f(M) »cps f(N),
* M »cps N = g(M) »c g(N);
* M > g(f(M)),

* f(g(M)) =M.

4.3 Relacao com a extensao de Sabry-Felleisen

De modo a simplificar a notacao, utilizaremos M =, N para representar M =By letny N e, analogamente,

M =,++ N para representar M =, X N.

Definicdo 64. O mapeamento h(-) : A¢ — A, que envia termos de A¢ para termos de A ++, é definido

indutivamente por:

h(x) =x
h(Ax.M) = Ax.h(M)
h(MN) = h(M)h(N)

h(let x = NinM) = (Ax.h(M))h(N)
Lema 9. Sejam M,V € A.. Entao,
h([V/x]M) = [h(V)/x]h(M).

Demonstracao. A prova segue por inducdoem M € Ac.

e Caso M = x:
h([V/x]x) = h(V)
= [h(V)/x]x
= [h(V)/x]h(x).
e CasoM =y:

h([V/xly) = h(y)
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* Caso M = Ay.N:

h([V/x](4y.N))

* Caso M = PQ:

=Y
[A(V)/x]y
[A(V)/x)]h(y).

h(Ay.[V/x]N)

Ay.h([V/x]N)
Ay.[h(V)/x]h(N), por H.I.em N,
[A(V)/x](Ay.h(N))
[A(V)/x]h(Ay.N).

h([V/x]1(PQ)) = h([V/x]P[V/x]Q)
= h([V/x]P)h([V/x]Q)
= [h(V)/x]R(P)[R(V)/x]h(Q), por H..em Pe Q,
= [h(V)/x](h(P)R(Q))
= [h(V)/x]n(PQ).

* Caso M = (lety = NinP):

h([V/x](lety = N inP))

h(lety = [V/x]N in [V /x]P)
(Ay.h([V /x]P))h([V /x]N)

(Ay.[A(V) [x]h(P))[A(V)/x]h(N), por
Hl.emPeN,
[A(V)/x](Ay.h(P))[h(V)/x]h(N)
[A(V)/x]((Ay.h(P))h(N))
[h(V)/x]h(lety = N in P).
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Proposicao 2. Sejam M, N € A.. Entéo,
M=¢ N = h(M) =,++ h(N).

Demonstragdo. Suponhamos primeiramente que M =, N. Queremos mostrar que h(M) =,++ h(N).
A prova segue por inducao na relacao =¢.
* Caso fy:

Queremos mostrar que h((Ax.M)V) = ++ h([V/x]M).

h(Ax.M)V) = (Ax.h(M))h(V)
=8, [A(V)/x]h(M), pois h(V') é um valor,

= h([V/x]M), pelo lema 9.

* (Caso ny:

Queremos mostrar que h(Ax.Vx) =,++ h(V).
h(Ax.Vx) = Ax.h(V)h(x)
=  Ax.h(V)x
—n

h(V'), pois h(V') é um valor.

0

e Casoid:

Queremos mostrar que h(let x = Minx) = ++ h(M).

h(letx =Minx) = (Ax.h(x))h(M)

(Ax.x)h(M)

—)ﬁid h(M)

» Caso comp:

Queremos mostrar que h(lety = (letx = MinN)inP) =4+ h(letx = Min(lety =
N inP)).

h(lety = (letx = M inN) in P)

(Ay.h(P))h(letx = MinN)

(Ay.h(P))((Ax.h(N))h(M))
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= E[(Ax.R(N))R(M)], com
E= (y.h(P)E e E' =[],
=i AxE[RN)DA(M)
= (Ax.(Ay.h(P))h(N))h(M)
= (Ax.h(lety = N inP))h(M)

= h(letx = Min(lety = N inP))

e Caso lety:

Queremos mostrar que h(let x =V in M) = ++ h([V/x]M).

h(letx=VinM) = (Ax.h(M))h(V)
—p, [A(V)/x]h(M), pois h(V) & um valor,
= h([V/x]M).

* Caso lety:

Queremos mostrar que h(MN) =, ++ h(let x = M inxN), onde N nao ¢ um valor.

h(MN) = h((M)h(N) . ((Ax.x)h(M))h(N)
=  E[(Ax.x)h(M)],comE=E'h(N) e E =]
—)ﬁlift (Ax.E[x])h(M)
= (Ax.xh(N))h(M)
=  (Ax.h(xN))h(M)

= h(let x = MinxN).
 Caso lety:
Queremos mostrar que h(VN) = ++ h(let x = N in Vx), onde N ndo & um valor.
h(VN) = h(V)h(N)
—n, (Ax.h(V)x)h(N), pois x ¢ LIV(V),

= (Ax.h(Vx)h(N)

= h(letx =NinVx).

42



CAPITULO 4. CALCULO COMPUTACIONAL

» Caso v:
Queremos mostrar que h(MP) =, ++ h(NP).
Por hipétese de inducao, h(M) =,++ h(N). Daqui segue, pela regra v, que h(M)Q =, ++
h(N)Q. Tomando Q = h(P), obtemos h(M)h(P) =,++ h(N)h(P), pelo que h(MP) = ++
h(NP).

» Caso p:

Analogo ao caso anterior, segundo a regra L.

» Caso &

Queremos mostrar que h(Ax.M) = ++ h(Ax.M).
Por hipétese de inducéo, h(M) =,++ h(N). Daqui segue, pela regra &, que Ax.h(M) =, ++
Ax.h(N), pelo que h(Ax.M) =, ++ h(Ax.M).

¢ Caso lety:

Queremos mostrar que h(let x = Pin M) = ++ h(let x = Pin N), ou seja, temos que provar
que (Ax.h(M))h(P) =,++ (Ax.h(N))h(P).

Por hipétese de inducao, h(M) = ++ h(N). Daqui segue que Ax.h(M) =,++ Ax.h(N), donde
(Ax.h(M))Q =,++ (Ax.h(N))Q, respetivamente pelas regras & e v. Tomando Q = h(P),

obtemos o resultado pretendido.

e Caso lety:

Queremos mostrar que h(let x = MinP) = ++ h(let x = N inP), ou seja, temos que provar
que (Ax.h(P))h(M) =,++ (Ax.h(P))h(N).
Por hipotese de inducao, h(M) =,++ h(N). Daqui segue que Qh(M) =,++ Qh(N), pela regra
u. Tomando Q = Ax.h(P), obtemos o resultado pretendido.

* (Caso p:
Queremos mostrar que h(M) = ++ h(M).

E direto pela regra p.

e Casor:
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Queremos mostrar que h(M) = ++ h(P).
Por hipotese de inducdo, h(M) =,++ h(N) e h(N) = ++ h(P). E direto que h(M) = ++ h(P),

pela regra r.

e Casoo:

Queremos mostrar que A(N) =,++ h(M).
Por hipotese de inducéo, h(M) =,++ h(N). E direto que h(N) =,++ h(M), pela regra o.

O

Definicao 65 (Contextos de avaliacao de 1.). SejamV, N € A¢. Os contextos de avaliacdo E em
A¢ sdo definidos indutivamente por:

E:x=[]|VE|EN

Definicdo 66 (termo-A; E[[M])). Seja M € A.. Definimos E[ M| € A¢ por recursdo em E da seguinte

forma:

[1[M] = M
(VE)[M] = V(E[M])

(EN)[M] = (E[M])N
Lema 10. Sejam M, N € A.. Entao,
(letx = NinE[M]) =¢ E[letx = Nin M]|, se x ¢ LIV (E).
Demonstracdo. A prova segue por inducao em E.

e CasoE=1[]:

E direto que (let x = N in M) =¢ (let x = N in M).

e Caso E=VE"

Queremos provar que (let x = N in (VE')[M]) =¢c (VE")[let x = N in M]].
— Caso E’ [ M]) & um valor:

letx = Nin(VE)[M] = letx=NinV(E'[M])
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» letx=Nin(ly.Vy)(E'[M])
—p, letx=Nin [E'[M]/y](Vy)
—let, letx=Nin(lety=E [M]inVy)
—comp lety=(letx=NinE [M])inVy
“let, V(letx = NinE'[M])
=c  V(E'[letx = NinM]), por H.l. pois x ¢ LIV (E’),

= (VE')[let x = Nin M].
— Caso E’ [M]) n&o é um valor:

letx = Nin (VE)[M] = letx=NinV(E'[M])
Slet, letx=Nin (lety = E' [M] inVy)
—comp lety=(letx=NinE [M])inVy
“let, V(letx=Nin E'[M])
=c  V(E[letx = N in M])), por H.. pois x ¢ LIV (E’),

= (VE)[letx = NinM].

Caso E = E'P:
Queremos provar que (let x = N in (E’P)[M])) =¢ (E’P)[let x = N in M]).
— Caso E’ [M]) € um valor:
let x = N in (E'P)[M]] = letx = N in (E'[ M]))P
“—let, letx=Nin(lety = E' [M] inyP)
—comp lety=(letx =NinE [M])inyP
“lety (letx=Nin E'[M])P
=c (E'[let x = N in M])P, por H.I.
pois x ¢ LIV(E'),
= (E'P)[let x = Nin M]).
— Caso E’ [M] nao é um valor:
letx = Nin (E'P)[M]| = letx = Nin (E'[M])P
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—let; letx=Nin (lety = E' [M] inyP)
—comp lety=(letx=NinE [M])inyP
“let; (letx=NinE'[M])P
=c  (E'[letx = NinM])P, por H.I.
pois x ¢ LIV (E'),

= (E'P)[let x = Nin M]).

Proposicao 3. Sejam M, N € A. Entao,
M:U++N —_— MZCN.

Demonstragdo. Suponhamos que M =,++ N. Queremos provar que M =¢ N. A prova segue por

inducao na relagao =, ++.

» Casos By, ny € p:

E direto.

* Caso ffg:
Queremos mostrar que (zM)L =¢ (Ax.xL)(zM).
(zM)L let; (lety =zMinylL)

<5, (lety = zM in (Ax.xL)y)

let, (Ax.xL)(zM).

* Caso fij; 4

Queremos mostrar que E[[ (Ax.M)N] =¢ (Ax.E[M])N.

— Caso N é um valor:

E[(Ax.M)N] —p, E[IN/x]M]
= [N/x](E[M]), pois x ¢ LIV (E),

—p, (AxE[M])N.
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— Caso N néo é um valor:

E[(Ax.M)N] =y, Ellety = Nin(Ax.M)y]
—p, Ellety=Nin[y/x]M]
=c (lety=NinE[[y/x]M]), pelo lema 10,
= (lety = Nin [y/x](E[M])), pois x ¢ LIV (E),
—p, (ety=Nin(Ax.E[M])y)
“let, (AxE[M])N.
+ Caso fiy

Queremos mostrar que (Ax.x)M =; M.

— Caso M é um valor:
(Ax.x)M =g, [M/x]x =M.
— Caso M nao é um valor:

(Ax.x)M ety (lety = Min (Ax.x)y)
=g, (lety=Miny)
* Caso fy:
Queremos mostrar que (Ax.E[yx]))M =¢ E[yM].
— Caso M é um valor:

(AxE[yxDM —p,  [M/x](E[yx])

= E[yM], pois x ¢ LIV(E[y]).
— Caso M ndo € um valor:

(Ax.E[yx])M lety (letz = Min (Ax.E[ yx])z)
g, ety = Min [2/x](E[yx])

= (lety = MinE[yz]), pois x ¢ LIV (E[y]),
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=¢ E[lety = Minyz]), pelo lema 10,
“lety E[yM].
* Casosv, u, & teo:
Trivial, utilizando as hipoteses de inducao.

O

Teorema 20 (Correspondéncia Equacional). SejaI(-) : A — A 0 mapeamento que corresponde

a incluséo dos termos de A ++ nos termos de Ac. As traducdes h e I formam uma correspondéncia

equacional entre Ac e A ++, isto &,

* M=¢c N = h(M) =,++ h(N),

M =y++ N = I(M) =¢ I(N),

M =¢ I(h(M));

h(I(M)) =,++ M.

Demonstracdo. A prova segue segundo a definicdo de correspondéncia equacional.
Os dois primeiros pontos sao diretos pelas proposicdes 2 e 3, respetivamente.

Vejamos que M = I(h(M)). A prova segue por inducdo em M € Ac.

e Caso M =x:

x =I(x) = I(h(x)).

e Caso M = Ax.N:

Ax.N =c Ax.I(h(N)), por H.l. em N,
= Ax.h(N)
= I(Ax.h(N))
= I(h(Ax.N)).

* Caso M = PQ:
PQ =¢ I(h(P))I(h(Q)), porHl.emPeQ,

48



CAPITULO 4. CALCULO COMPUTACIONAL

= h(P)h(Q)
= I(h(P)h(Q))
= I(h(PQ)).
e Caso M = (letx =PinQ):
(letx=PinQ) = (lety =Pin[y/x]0Q)

B, (lety = Pin (Ax.Q)y)
(—letz (AXQ)P
=  (Ax.I(h(Q)))I(h(P)), porHl.emPeQ,

= I((Ax.h(Q))h(P))
= I(h(letx = PinQ)).

Por fim, vejamos que h(I(M)) =,++ M. A prova segue por inducdo em M € A ++.

e Caso M = x:

h(I(x)) = h(x) = x.

e Caso M = Ax.N:

h(I(Ax.N)) = h(1x.N)

Ax.h(N)
Ax.h(I(N))

Ax.N, por H.I.em N.

* Caso M = PQ:

h(I(PQ)) = h(PQ)
= h(P)r(Q)
= h(I(P))h(I(Q))
= PQ,porHl.emPeQ.
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Neste capitulo analisamos o calculo computacional, uma outra resposta ao problema da incompletude
do calculo de Plotkin para a semantica CPS, um sistema com origem na teoria das linguagens de progra-

macao. Mais, provamos que este sistema e a extensao de Sabry-Felleisen formam uma correspondéncia

equacional.
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Capitulo 5

Calculo Ao

5.1 Motivacao

Consideremos o calculo de sequentes L], estudado na seccao 2.4.2.

LJQ, um fragmento de L], distingue sequentes ordinarios, I' = A, de sequentes focados, I' — A.
Estes diferem um do outro na medida em que, em derivacdes sem corte, um sequente focado representa
um sequente cuja Ultima derivacao, que lhe deu origem, é feita através de um axioma ou de uma regra a
direita. Em LJQ, a regra L D utiliza um sequente focado na premissa esquerda restringindo, desta forma,

a sua aplicacao.

Definicao 67 (Derivacoes de L JQ). O conjunto de derivacdes de LJQ, apresentado em [7], é o menor
conjunto de arvores de sequentes fechado para as seguintes regras:

I'—> A
I'=A

Ax Der

I A— A

ILA>DB— A F,A:)B,B=>CL I A= B
TLA>B—=C > T >A>B

R>

r—A T,A—>BC I'—->A T’A=B I'=A T,A=1B
utq Cutz

T > B I =B =B Cuty

Consideremos as derivacdes do sequente = (A D B D> C) D (A D B) D A D C apresentadas

no capitulo 2.4.2, em LJ. Respetivamente, vamos tentar representar ambas as derivacées em LJQ. Seja

I'=A>B>C,A D B,A. Vejamos:
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T BoCC—oCAx
ITBo5CBoB™ TBoCC=cC Der
TBo5C = A XX TBo5CB=C Lo
A 4% LE5C=C _ Lo

ADBDCADBA=C
ADBDCADB—-ADC
ADBDCADB=AD>C

ADB>DC—>(AD>DB)DADC

ASBSC>(ASB) 5ASC ¥
—)(ADBDC)D(ADB)DADCRD
=>(A:>B:>C)3(A:>B):>A:>CDer

R>
Der
R>

B: I4
I, B>oC—>B I'BO>C,C=>C
T A A TLBo5C—>C Lo
ADBDC,ADBA=C L>
A>BoCA-B—ASCR?
ADBDC,ADB=>ADCDer
A>B>C— (AoB) oA>C K2
A>Bo5C> (AS>B) oA>C P
—-(ADBD>C)D>(AD>DB)DADC
:)(ADB:)C)D(ADB)DADCDer

Com efeito, em LJQ, conseguimos apenas representar a primeira derivacao de L]. A representacao
da segunda derivacao falha precisamente na premissa esquerda da regra L D, visto que o sequente
I'’ B D C — B néo é conclusdo de um axioma nem de uma regra a direita. De facto, comparando com
a respetiva derivacdo em L], observamos que 0 sequente deriva de uma regra a esquerda.

0 célculo—)LQ de Dychoff-Lengrand, que vamos estudar de seguida, resulta de aplicar o isomorfismo
de Curry-Howard ao calculo de sequentes focado LJQ.

Dyckhoff e Lengrand apresentam ainda L JQ como um sistema de tipificagdo para um certo calculo-4,

0 ca’Icqu-)LQ.
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5.2 O sistema

5.2.1 Versao original

Definicao 68 (termos-/lQ). Seja& = A UA{T,Cq,Cp, C3} e E™ 0 conjunto de todas as palavras em
&. O conjunto dos termos—AQ, representado por AQ, é definido indutivamente sobre &* por:
M,N =TV |x(V,y.N) | Co(V,x.N) | C3(M, x.N)

V,W u=x|Ax.M|Cy(V,x. W)
Aum termo-/lQ da forma C;(—, —.—), i = 1,2, 3, chama-se substituicdo explicita.

C1 representa a substituicdo de um valor num valor, C» a substituicado de um valor num termo e C3
a substituicdo de um termo num termo. Por exemplo, C3(M, x.N) representa a substituicdo de M por

xem N.

Definicao 69 (L/Q com termos-)LQ). O conjunto de tipificacbes de LJQ, apresentado em [6], é

definido indutivamente por:

Ir->V:A
T,x:A—>x:AAx F::»TV:ADer
I'x:ADB—>V: A P,x:ADB,y:B=>N:CL ILx:A= M:B R
T,x:A>B= x(V,yN):C ° T SA&M:A>B°
I'->V:A IN'x:A—>W:B ' ->V:A I'x:A=> N:B
Cutq Cuty
I - Ci(V,x.W):B I = Cy(V,x.N) : B

IT=>M:A TI'x:A= N:B
I'= C3(M,x.N) : B

Cut3

Analisando estas tipificacdes, observamos que a classe dos valores e dos termos constituem os se-
quentes focados e ordinarios, respetivamente, e que as substituicdes explicitas representam regras do

corte.

Definicao 70 (x-covalor). Um termo—/lQ N diz-se um x-covalor se e s6 se N =Tx ou N é da forma

x(V,y.P), onde x ¢ LIV(VP).

Definicao 71 (Regras de reducao para AQ). As relacdes binarias de AQ sao apresentadas sobre a

forma das seguintes regras:
C3(T(Ax.M),y.y(V,z.N)) = C3(C3(TV,x.M),z.N), sey ¢ LIV(VN)
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C3(Tx,y.N) — [x/y]N
C3(M,y. Ty) > M
C3(z(V,y.P),x.N) — z(V,y.C3(P,x.N))
C3(C3(TW,y.y(V,z.P)),x.N) — C3(W,y.y(V,z.C3(P,x.N))), sey ¢ LIV(VP)
C3(C3(M,y.P),x.N) — C3(M,y.C3(P,x.N)), se o redex néo for o
redex da regra anterior
C3(T (Ax.M),y.N) — Cr(Ax.M,y.N), se N no for y-covalor
C1(V,xx) -V
C1(Voxy) =y
C1(V,x.(Ay.M)) — Ay.Co(V,x.M)
Cr(V,x.TW) = T(C1(V, Ax.W))
Cr(V,x.x(W,2z.N)) = C3(0V,xx(C1(V,x.W),z.Co(V,x.N)))
Cr(V,x.y(W,z.N)) = y(C1(V,x.W),z.Co(V,x.N))
Cr(V,x.C3(M,y.N)) — C3(Cr(V,x.M),y.Co(V,x.N))

E de notar que as regras de reducdo deste sistema representam a eliminacao do corte no calculo de

sequente.

5.2.2 Versao simplificada

Para a comparacdo com Ac nao precisamos das substituicdes explicitas, por isso vamos definir uma
nova sintaxe sem as substituicdes explicitas C; e C» e vamos adicionar as operacdes de substituicao
correspondentes. Consequentemente, o nimero de regras de reducao do sistema vai diminuir. Vamos

representar este sistema simplificado por )LQ*.

Definicao 72 (termos-)LQ*). Seja F = A U{T,C} e F* o conjunto de todas as palavras em F. O

conjunto dos termos-/lQ*, representado por AQ*, é definido indutivamente sobre F™* por:

M,N =1V |x(V,y.N) | C(M, x.N)

V,W u=x|Ax.M

As ocorréncias livres de y em N estéo ligadas em x(V,y.N) e, analogamente, as ocorréncia livres

de x em N estdo ligadas em C(M, x.N).
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Tal como nos sistemas anteriores, convencionamos que 0s nomes das variaveis livres e ligadas de
um termo sao diferentes. Assumiremos também que dois termos iguais-«, isto €, que diferem apenas no

nome das variaveis ligadas, sao iguais.

Definicao 73 (Substitucao). A substituicdo das ocorréncia livres de x por V.em W ou M é definido

recursivamente por:

[V/x]x=V
[V/xly=y
[V/x](Ay.M) = Ay.[V /x]M
[V/x](TW) =T([V/x]W)
[V/x](x(W,z.N)) = CQV, x.x([V/x]W, z.[V/x]N))
[V/x1(y(W,z.N)) = y([V/x]W,z.[V/x]N), sex # y

[V/x](C(M,y.N)) = C([V/x]M,y.[V/x]N)

Numa primeira parte, consideremos as seguintes relacoes binarias:

(By) C(1 (Ax.M),y.y(V,z.N)) — C(C(1V,x.M),z.N), sey ¢ LIV(VN)

(0p1) C(Tx,y.N) = [x/y]N

(id) C(M,y.Ty) > M

(m1) C(z(V,y.P),x.N) = z(V,y.C(P,x.N))

(%) C(COW,y.y(V,z.P)),x.N) = CIW,y.y(V,z.C(P,x.N))), se y ¢ LIV(VP)
(comp) C(C(M,y.P),x.N) — C(M,y.C(P,x.N)), se o redex ndo for o

redex da regra anterior

(oy2) C(T(Ax.M),y.N) — [(Ax.M)/y]N, se N né&o for y-covalor

Seja () a regra (comp) sem a condicéo lateral. Entdo, (1) e (7p) derivam (). Com efeito,
C(COW,y.y(V,z.P)),x.N) =z, COW,y.C(y(V,z.P),x.N)) =z C(W,y.y(V,z.C(P,x.N))).
Ou seja, o sistema com (1), (7p) e (*) contém uma ambiguidade indcua, que nao existia anteriormente.

Seja agora (op) aregra: C(TV,y.N) — [V /y]N, se V nao é uma abstracdo ou N n&o é y-covalor.
Entao, as regras (o,1) e (0,2) sao casos particulares da regra (oyp), quando V' é uma variavel ou uma

abstracao, respetivamente. Ora, C(Tx,y. Ty) —¢, [x/yl(Ty) =Txe C(Tx,y. Ty) —;4T x, pelo
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que o sistema com (oyp) e (id) tem uma ambiguidade indcua. No entanto, esta ambiguidade ja existia
no sistema original, entre (o,1) e (id).

O sistema simplificado obtém-se adotando (oy) e (p) e deixando cair ().

Definicao 74 (Regras de reducao para }LQ*). As relacbes binarias de AQ* s80 apresentadas sobre

a forma das seguintes regras:

(By) C(T(Ax.M),y.y(V,z.N)) - C(C(TV,x.M),z.N), sey ¢ LIV(VN)

(id) CM,y.Ty) = M

(m) C(z(V,y.P),x.N) — z(V,y.C(P,x.N))

(19) C(C(M,y.P),x.N) —» C(M,y.C(P,x.N))

(ov) C(TV,y.N) — [V /y]N, se'V néo é abstracdo ou N néo é y-covalor

5.3 Relacao com o calculo computacional

Informalmente, o nucleo de um calculo resulta da normalizacdo de certas regras de reducao que cons-
tituem esse sistema. Por exemplo, o nucleo do calculo-A¢, que pode ser encontrado em [16], resulta da
normalizacéo das regras (let1), (letp) e (comp) e é representado por A «x. Além disso, o calculo-A s
eo célculo-/lcps, apresentado na seccao 4.2, formam um isomorfismo.

Para estudar a relacédo entre os calculos )LQ* e A¢, vamos estudar a relacdo entre os seus nucleos,

sendo que o nucleo do célculo-/lQ*, representado por )LQ**, ¢ definido por nés.

Definicdo 75 (Niicleo de A;). Seja G = A U {let, in, =, [ ]} e G o conjunto de todas as palavras

em G. O conjunto de termos-A«« € definido indutivamente sobre G* por:

M,N € Agss C Ac = K[V] | K[VW]
V,W u=x|Ax.M

KcCu=]]|letx=[]inM
Podemos também simplificar a sintaxe da seguinte forma:

M,N € Apex 2=V |VW |letx =VinM|letx =VWinM

V,W u=x|Ax.M
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As relacées deste sistema sao apresentadas sobre a forma das seguintes regras:

(Bo) K[(Ax.M)V] — [V /x]M : K, se K é maximal
(170) Ax.Vx — V,sex ¢ LIV(V)

(Brer) letx=VinM — [V/x]M

(Mer) M:letx=[]inK[x] —» M:K, sex ¢ LIV(K)

onde M : K € A== pode ser visto como K[M] e se define por recursao em M € A = do seguinte

modo:

V:K=K[V]
VW : K =K[VW]
(letx=VinM):K = (letx=Vin(M:K))
(letx=VWinM):K = (letx=VWin(M:K))
Um contexto K é maximal se for o contexto maior. Consideremos o termo let y = (Ax.M)V in P, que

é um redex-f3y. Este termo pode ser lido da forma K[(Ax.M)V],comK =[] ouK =lety =[] inP.

Nesse caso, deve-se tomar K = lety = [ ] in P, isto é, K maior.

Definicdo 76 (Relacdo compativel em A «x). Uma relacéo binaria R C Af** diz-se compativel se:

(M,N) € R : (MN)eR (M,N) € R
(Ax.M, Ax.N) € R (MP,NP) € R (PM, PN) € R

(M,N) eR let (M,N) €eR let
(letx=VinM,letx=VinN)eR H (letx=VWinM, letx=VWinN)eR *

(V,W) eR (V,V') eR

N N letvl . ’ . letV2
(letx=VinP, letx=WinP) €R (letx=VWinP, letx=V'WinP) € R

(V,V') €R

let
(letx =WV inP, letx =WV inP)eR ">

Para simplificar a notacao, utilizaremos M —

o+ N para representar M =B,

N
BletNoNiet
mesmo acontece para o fecho reflexivo e transitivo e para o fecho de congruéncia.

Definicao 77 (Nucleo de )LQ*). O conjunto de termos—AQ**, representado por AQ**, é definido indu-

tivamente por:
M,N € AQ** - AQ* =TV |x(V,y.N)|C(TV,x.N)
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V,W u=x|Ax.M
As relaces deste sistema sao apresentadas sobre a forma das seguintes regras:

(Pv) C(T(Ax.M),y.y(V,z.N)) —» C([V/x]M : z.N), sey ¢ LIV(VN)

(idy) COV,y.Ty) -1V
(ov) C(TV,y.N) — [V/y]N, se V néo é abstracdo ou N néo é y-covalor
(10) Axy(xz.12) =y

ondeC(M : x.N) € Ags pode ser visto como C(M, x.N) e se define por recursdo em M € Ag

do seguinte modo:

C(1V :x.N) = C(1V,x.N)
C(y(V,z.P) : x.N) =y(V,z.C(P : x.N))

C(C(TV,y.P) : x.N) =C(TV,y.C(P : x.N))
A adicéo da regra (11y) pode ser justificada através da confluéncia do sistema.

Definicao 78 (Relacdao compativel em /IQ**). Uma relacao bindria R C A2 «x diz-se compativel se:

(M,N) eR ¢ (V,W) eR 1
(Ax.M,Ax.N) € R (TV,TW) eR
(TV’TW)ER (M,N)ER C
(C(TV,x.P),C(TW,x.P)) ¥ (C(TV,x.M),C(TV,x.N)) *
(V,W)€eR Apy (M,N) € R Apy
(x(V,y.N),x(W,y.N)) € R (x(V,yM),x(V,y.N)) € R
Para simplificar a notacao, utilizaremos M — Qs N para representar M = Byidycon N. O mesmo

acontece para o fecho reflexivo e transitivo e para o fecho de congruéncia.

5.3.1 Correspondéncia equacional entre nicleos

Os mapas que vamos apresentar de seguida sao inspirados nas propriedades que Dyckhoff e Lengrand

estabelecem entre os sistemas A e )LQ em [6].
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Definicdo 79 (Traducéo b). Seja (-)b : AQ** — A=+ 0 mapeamento definido por:
X =X
Ax.M)? = Jx.MP
V)’ =v
(x(V, y.M))b =lety = xV? in MP
(COIV,yM))’ = lety = V? inMP
Lema 11. SeamV, W eM € AQ**. Entao,
(i) (V/xIW)? g [V?/x]W;

(i) ([V/x]M)? > gee [V2/x]MP.

Demonstracdo. A prova segue por inducao simultaneaem W e M € AQ**.

e Caso W =x:
(V/x]x) = VP
= [V?/x]x
= [VP/x]x
e CasoW =y

(V/xly)P = o
=Y
= [V"/xly
= [V'/xly.

* Caso W = Ay.P:

(V/xlag.P))’ = (y.[v/x]P)
= Jy([v/xIp)
s Ay [V?/x]P, por H.l.em P,
= [V'/x](Ay.P")
= [V'/x](y.P).
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e CasoM =TW:

(WV/x1AwW)? = (T (V/xIw))’
= ([V/x]w)
> x [Vb/x]Wb, por H.l.em W,

c

= [VPEaw).
* Caso M = y(W,z.P):

(V/xIy(W.zP)* = (y([V/xIW,z[V/x]P))’
= letz=y([V/x]W)?in ([V/x]P)?
ore letz=y[V?/x]W in [V?/x]P°, por Hlem W e P,

= [Vb/x](letz = be in Pb)

= [VY/x](y(W,z.P)).

e Caso M = x(W, z.P):

(V/x1x(W,zP)) = (CAV,xx([V/x]IW,z[V/x]P)))’
= letx=Vin(x([V/x]W, z.[V/x]P))°
= letx=VPin(let z = x([V/x]W)? in [V /x]P)?)
o letx =V in(letz = x[V?/x]W? in [VP /x]PP)
por H.l.em W e P,
—p,, letz= VOV /WP in [V? /x] PP
= [V?/x](etz = xWP in PP)

= [V?/x](x(W,z.P)).
* Caso M =C(TW,y.P):

(V/x1(COW,yP))’ = (CA(V/x]W),y.[V/x]P))’
= lety=([V/x]W)’ in([V/x]P)’
e lety=[V?/x]W"in [V?/x]P", por Hl.em W e P,

= [V?/x](lety = WP in P")

= [VP/x](C(TW,y.P).
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|
Lema 12. Seiam M e N € AQ**. Entao,
(MY 2 letx = []in N?) = (C(M : x.N))".
Demonstracdo. A prova segue por inducao em M € AQ**.
e CasoM =TV:
V) i letx=[]1inN® = VP :letx=[]inN"
= letx =V’ inNP
= (C(IV,x.N))’
= (CV : x.N))".
* Caso M =y(V,z.P):
b . [ 1in NP — _ b pb. — [ 1in AP
(y(V,z.P))" :letx=[]inN" = letz=yV inP" :letx=[]inN
= letz= be in (Pb tletx =1] ian)
= letz= be inC(P: x.N)b, por H.I.em P,
= (y(V,z.C(P: x.N)))
= (C(y(V,z.P) : x.N))".
e CasoM =C(TV,z.P):
b . [1in NP _ b pb. [ 1in AP
(C(TV,z.P))" :letx=[]inN" = letz=V"inP” :letx=[]inN
= letz=V"in (Pb tletx =] ian)
= letz= Vb inC(P: x.N)b, por H.l.em P,
= (C(1V,z.C(P : x.N)))"
= (C(C(1V,z.P) : x.N)) .
|

- Nykk > kk .
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Demonstracao. A prova segue por inducao na relacao M > N.

* Caso fy:

Queremos mostrar que (C(T (/bc.M),y.y(V,z.N)))b —» e (C([V/x]M : z.N))b, onde y ¢

LIV(VN).
(C( e M), yy(V, 2N’ = lety= (T (Ax.M)’ in (y(V,z.N))"

= lety= Ax.NY in (letz = be in Nb)

= B1os letz = (/1x.Mb)Vb in N?

~ 4 [V?/x](MP) : letz = [] in NP

“ g ([V/x]M)b tletz=1] ian, pelo lema 11,
= (C([V/x]M : z.N)), pelo lema 12.

e Caso idy:

Queremos mostrar que (C(TV,y. Ty))b - (TV)b.

lety = (V)" in (1y)"

= lety:Vbiny

C(1V,y. Ty))°
_)’Het Vb
= (v

e Caso oy:

Queremos mostrar que (C(TV, y.N))b - o ([V/y]N)b, se V néo é abstracdo ou N nao ¢

y-covalor.
CAV,yN) = (lety=V"inNP)
—py [V /Yl (NY)
“ ([V/y]N)b, pelo lema 11.
* (Caso ny:

Queremos mostrar que (Ax.y(x, z. Tz))b = yb.

Oxy(xz.12) =  dx(y(xz 12)
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b

in zb)

Ax.(let z = yx

Ax.(letz =yxinz)

e AXYX

* (s outros casos, relativos ao fecho compativel e ao fecho reflexivo e transitivo da relacao, seguem

por hipotese de inducao.

O

Definicdo 80 (Traducio ). Seja (-)1i P A — AQ** 0 mapeamento definido recursivamente da

seguinte forma:
* Paracada M € A+, Mﬁ um termo de AQ**:
vi=1(vH)
(W) = y(wh, z2%)
(VW)ﬁ = C(Vﬁ, y.y(Wh, z.zﬁ)), se V é uma abstracdo
(letx = VinN)ﬁ = C(Vﬁ,x.Nﬂ)
(letx =yWin N)i:t = y(Wh,x.Nﬁ)

(letx =VWin N)ﬁ = C(Vﬁ, y.y(Wh, x.Nﬁ)), se V é uma abstracdo

e ParacadaV € A+, Vh um valor de AQ**:

K =x

()Lx.M)h = Ax.MH

Lema 13. SejamV, W e M € A ««. Entéo,

(i) VW > e ([V/xIW)
) [VE/xIME e ([V/x]M)P.

Demonstracgo. A prova segue por inducao simultanea em W e M € A xx.
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e Caso W = x:
VA/x]x® = [VB/x]x
_ v
= ([V/x]0)".
e CasoW =y

[Vi/xly? = [Vi/xly
=y
_

= ([V/x]p)".
* Caso W = Ay.P:

Vi/x1(ay.P)f = [Vi/x] (AP
= Jy.[vH/x]PH
»oe Ay.([V/xIP)¥, por H em P,
= (.[v/x1p)"
= ([V/x](Ay.P)A.

e CasoM =W:

Vixwt o = i aw)
= (VW)
> Ors T([V/x]W)h, por H.I. em W,
= (V/xIW)*,

* Caso M = yW:

Vi W)t = [V (y(wh, z.2F))
= y([VE/xWE 2z [VH/x] )
= y(Vi/xqwh, 2.2
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> #s y(([V/x]W)h,z.zﬂ), por H.I.em W,

= yv/xw)f
= (V/xlw)*
e Caso M = xW:
- SeV=y
B /x1Gw)f =[x (W 22h)

=y (g xIWE 2. [y /x]2H))

=y xx ([P WE, 2. [y /x]2E))
Sy y([yF/xIWA, 2. [y/x]2F)

=yl /xwh z.2h)

> grs y(([y/x]W)h,z.zﬂ), por H.l.em W,

= (yly/xIw)F
= (ly/xIGw)t.
— Se V é uma abstracao:
VE/x) W)t = [VE/x](x(Wh, z.2))

= COVExx([VE/xIWH, z.[V/x] )
= c(VH xx([Vi/x]Wh, z.2%))
= c(vh yy(vi/aqwh, z.2%)
> s V¥, y.y(([V/x]W)h, z.2%)), por H.l em W,
= (V[V/x]w)*

= ([V/xlGw)k,
» Caso M = W;W,, onde W; é uma abstracao:

Vi wwpf = VA CWE yywh z.2h)
= OV Wy y ([VE W), 2.1V x]2F))

= (VR Wl gy (VKW 2.2)
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sore CUV/xIWDR 3y (([V/x1Wa)% z.2%), por H. em Wy e Wy,
= (V/xW [V/x]w)?

= ([V/x](Wywa))¥.

* Caso M = (lety = WinN):

[VA/xl(ety =winN)f = [VE/x](C(WF,y.N¥))
= o(VH Wy [VE/xINF)
sore C((V/x W)L y.([V/xIN)?), por Hl.em W e N,
= (lety = [V/x]Win[V/x]N)?

= ([V/x](lety = WinN))E,
* Caso M = (letz=yW inN):

[Vh/x](letz =yW inN)ﬁ [Vh/x](y(Wh,z.Nﬁ))

= y([VE/xIWE, 2 [VE/x]NF)
e y(IV/xIW)E 2. ([V/xIN)?), por Hl.em W e N,
= (letz=y[V/x]Win[V/x]N)!

([V/x](let z = yW in N))E.

* Caso M = (letz = xW inN):
- Caso V =yt

[y/x](letz=xWinN)¥ = [48/x](x(WH, z.NH))
= Oy xx([yf/xIWE, 2 [y /xINP))
= Cyxx([yf/xIWP, 2y /xINP)
oy Y[y /xIWh 2. [y /xINF)
s y(([y/xIW)%, 2.([y/xIN)P), por H.em W e N,
= (letz = yly/xIW in [y/xIN)?
= ([y/x](letz = xW in N))F.
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— Caso V' é uma abstracéo:
Vi/x|(letz=xWin NP = [VI/x](x(WH, 2.N%))
= OV xex([VI/x]Wh, z [V /x]NHY)
= cOVE xx([VI/x]Wh Z.[vE/x]ND))
= O yy(VA/xIWh, 2. [VA/xINF))
»oe COVEyy((V/xIW) 2. ([V/xIN)H)),
por Hl.em W e N,
= (letz=V[V/x]Win[V/x]N)}
= ([V/x](letz = xW in N))E.
e Caso M = (let z = W{W5 in N):
[VE/x](letz = WiWsin N)E = [VH /x](C(Wlﬁ, y.y(wzh,z.Nﬁ)))
= (VR W gy (VWD 2 [V xIN#)
soe CUV/XIWDE gy ([V/xIW) 2.V /xIN)H)),

por H.I. em Wy, W5 e N,

= (letz = [V/x]W[V/x]Wy in [V /x]N)*

= ([V/x](let z = WiWs inN))ﬁ-

Lema 14. SejaM € AQ**. Entéo,

Demonstracdo. A prova segue por inducao em M € AQ**.

« Caso M =1V:
CV:yly = COV.y.Ty)
>, 1V.
* Caso M = x(V,z.N):
C(x(V,z.N):y.Ty) = x(V,z.C(N:y.Ty))

> s x(V,z.N), por H.l.em N.
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e CasoM =C(TV,x.N):

C(COV,x.N):y.Ty) = COV,x.C(N:y.Ty))

»gw C(TV,x.N), por H.l.em N.

Lema 15. SejaM e N € A . Entdo,
C(Mﬁ :x.Nﬁ) > (M :letx=1] inN)ﬁ.

Demonstracao. A prova segue por inducédo em M € A jxx.

e CasoM =V:
cvh:x Nt = covt xNB
= (letx = VinN)ﬁ
= (V:letx=[]inN)}
* Caso M =yW:

c(W)f:x N = cyWh, 2.2t : x.NH)
= y(Whz.C(GR : x NP
= ywWh 2ok x.NP))

y(Wh z.[z/xIN¥)

= ywhxNP

= (letx =yWinN)

= (yW:letx=[]inN)ﬁ-

e Caso M = VW, onde V é uma abstracéao:
c(vwt:xN) = cevhyywh zz2h) s NP
- cwh y.C(y(Wh,z.zﬁ) : x.NF))
- C(Vﬁ, y,y(Wh,z.C(ztt : x.Nﬁ)))
= (vt yywh z.o2h x.NH)))
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gy COVAyy(Wh z.[2/x]N%)
= c(vh yywh x.Nt)
= (letx=VW inN)ﬁ

= (VW:letx=[]inN)},

* Caso M = (lety =VinP):

Clety=vinP):xNb = covh y.p) . x.NP)
= oty x.NY)
»gee C(VAy.(P:letx =[] N)F), por Hl.em P,
= (lety=Vin(P:letx=[]N)

= (lety:VinP:letxz[]inN)ﬁ.

e Caso M = (letz=yW inP):

C(letz=yWinP)f: xN¥) = cywh z.ph : x.N¥)
= ywh zcPt: x.Nt)
sore y(Whz(P:letx = [ N)F), por Hl. em P,
= (letz=yWin(P:letx =[] N)

= (letz:yWinP:letx:[]inN)ﬁ.
e Caso M = (letz = VW inP), onde V é uma abstracao:

C((let z = VW inP)} : x.N#) c(c(vh yy(wh z.pf) : x.N

= c(vhycywh, z.p) : x.NH)
= c(vhyywh z.opt : x.Nh))
= (V¥ yywh z.oPF : x.N¥)))
soee COVAyy(Wh (P2 letx = [ | N)F)),
por H.Il. em P,
= (letz=VWin(P:letx =[] N))*

= (letz:VWinP:letx:[]inN)ﬂ.
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Proposicdo 5. Sejam M e N € A ««. Entdo,
Mg N = M* »pu NY.
Demonstracao. A prova segue por inducéo na relacdo M =g xx N.
* Caso fy:

- CasoK =1]:

Queremos mostrar que ((/lx.M)V)ti > gex ([V/x]M)ﬁ.

(et = (M yy(vh z.2h)
—p, CVE/xIMP 2 22%)
soee C([V/xIM)F 2 2.2%), pelo lema 13,
= C((V/xIM*:z.12)

> grs ([V/x]M)ﬁ, pela lema 14.

— CasoK = (lety =[] inP):

Queremos mostrar que (lety = (/'lx.M)VinP)i:t > ([V/xIM :lety =] inP)ﬁ.

(lety = Ax.MVinP) = c((Qx.M)f, 22V, y.PF))
= C(t(Ax.MP), z.2(VE, y.PH))
—p,  C(VE/xIMF - y.PH)
»gee C([V/x]M)F 2 y.P), pelo lema 13,

»ge ([V/x]M: lety = []in P)¥, pelo lema 15.

* (Caso ny:

Queremos mostrar que (Ax.Vx)ﬁ > g yﬁ, onde x ¢ LIV (V).
- Caso V =yt

Aeygn)f = 10x.@0h
T Oxy(xh, z.2h)
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= T(Axy(x z.72))
1y Ty

_

- Caso V = Ay.P:

Ax.(yPx)f = 10x((y.P)0)b)
= 1Oy P zz2(ch b))
= 1 (A.COTy.PY, z2(x, uuh)))
—g TOxC([x/yIPH : uub))
= T(x.C([x/ylP : u. Tu))
sow 10 [x/y]Ph), pelo lema 14,
- 1(w.Ph
oL

» Caso By
Queremos mostrar que (let x = VinM)ﬂ > g ([V/x]M)ﬂ.
Ora, (letx = V in M)# = C(V¥, x.MP). Falta ver que C(VF, x.M¥) > 5 ([V/x]M)H.

Para aplicar a regra (oy), Vﬁ nao pode ser abstracao ou Mﬁ nao pode ser x-covalor, isto €, nao
pode ser da forma Tx ou x(W, y.N) com x ¢ LIV(WN). Desta forma, é necessario estudar os

Casos que se seguem.

— Caso V é uma abstracdo e M = let z = xW in N, com x ¢ LIV(WN):

c(Vh x.(letz=xwinN)¥) = c(v xx(wh, z.N%))

= (letz=VW inN)ﬁ
= ([V/x](letz=xW inN)), pois x ¢ LIV(WN).
— Caso V é uma abstracdo e M = xW, com x ¢ LIV(W):

cvh x.cew)ty = c(vh xx(wh, z.20)

(letz=VWin z)ﬁ

([V/x](letz=xW inz)), pois x ¢ LIV(W).
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— Caso V é uma abstracdo e M = x:

C(Vﬁ, x.xﬁ) =
idy

- Caso contrario:

c(vh x.mb)

C(T(VH),x. 1x)
T(vh)

vh,

c(1 (vh), x.MH)
(vh/xmh

o ([V/x]M)ﬁ, pelo lema 13.

* Caso 1,4

- CasoK =1 ]:

Queremos mostrar que (M : letx = [ ] inx)ﬁ > g (M : [])ﬁ = MF,

* CasoM =V:

(Viletx=1] inx)ﬁ

* Caso M = yW:

(yW i letx =[] 1'r1x)1:t

* Caso M = VW, onde V é uma abstracao:

(VW :letx =] 1'nx)1:t
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c(vE, x.xt)
C(T (V). x. 1x)
T(vH)

vE,

(letx =yWin x)tt
y(Wh,x.xﬁ)

(yw)¥.

(letx =VWin x)ﬁ
C(Vﬂ, y.y(Wh,x.xﬁ))
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* Caso M = (lety =V inN):
((lety=VinN):letx=[linx)} = (lety=Vin(N:letx=[]inx))"
= C(Vﬁ,y.(N:letx: []inx)ﬁ)
> oxs C(Vt‘, y.Nﬁ),por Hl.em N
= (lety= VinN)ﬂ.
* Caso M = (let z = yW in N):

((letz=yWinN) :letx =[] inx)i'*+

(letz=yWin(N :letx =[] inx))ﬂ

= y(Wh,z.(N sletx =] inx)ﬁ)
> e y(Wh, y.Nﬂ), por H.I. em N,

= (letz=yW inN)ﬁ.
* Caso M = (lety = VW in N), onde V é uma abstracao:

((lety = VW inN) : letx = [ ] inx)P
= (lety=VWin(N:letx = []inx))H
= Cc(VE zz(WH g (N : letx = []inx)%))
> Oxx C(Vﬁ,z.z(Wh, y.Nﬁ)), por H.I. em N,

= (lety:VWinN)ﬁ.

— Caso K = (lety=[]inP):
Queremos mostrar que (M : letx = [|in(lety = xinP))1j o (M : lety =
[1inP)# onde x ¢ LIV(K).

* CasoM=1V:

(V:letx=[]in(lety=xinP)} = (letx=Vin(lety=xinP))
= c(VF x.(lety = xinP)¥)
= c(vh xcit, y.phy)

c(vH x.[x/y1PH)

= cvhy.ph
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= (lety:VinP)tt

= (V:lety=[]inP)
x Caso M = zW:

(zW :letx=[]in(lety =xinP)¥ =  (letx =zWin(lety = xinP))*
= (Wl x.(lety = xinP)P)
= (Wi x.o(xH, y.PH))
o z(WH x.[x/y] PY)
= Z(wh y.ph
= (lety=zWinP)P

= (W :lety= []inP)ﬁ.
* Caso M = VW, onde V é uma abstracao:

(VW : letx = [ ] in (lety = x in P))*
= (letx=VWin(lety =xinP))*
= oV zz(Wh x.(lety = x in P)P))
= c(VH 2z (W x.cxt, y.P)))
c(vE 2. 2(WH, x.[x/y] PH))
= v zzwh y.ph)
= (lety=VWinP)}

= (VW:lety=[]inP)"
* Caso M = (letz =V inN):

((letz=VinN) : letx = [ ] in(lety = x in P))}
= (letz=Vin(N:letx=[]inx))F
= c(Vh (N :letx =[]in(lety = xinP)h)
sor C(VE2(N : lety = []inP)%), por Hl.em N,
= (letz=Vin(N:lety=[]inP)

= ((letz:VinN):lety:[]inp)ﬁ.
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* Caso M = (letz =uW inN):

((letz=uW inN) : letx = [ ] in (let y = x in P))*
= (letz=uWin(N:letx = []inx))f
= u(Whz(N:letx = []in(lety = x inP))F)
>ore u(Whz(N :lety =[] inP)%), por H. em N,
= (letz=uWin(N:lety=[]inP)F

= ((letz=uWinN):lety=[]inP)".
* Caso M = (lety = VW in N), onde V é uma abstracao:

((letz=VWinN) : letx = [ ] in (let y = x in P))}
= (letz=VWin(N:letx=[]inx))h
= c(VE uu(Wh 2. (N s letx = []in(lety = xinP)%))
sor COVRuu(Wiz.(N :lety = [1inP)?)), por Hl.em N,
= (letz=VWin(N:lety=[]inP)

= ((letz=VWinN) :lety=[]inP)".
* (Osoutros casos, que dizem respeito ao fecho reflexivo e transitivo, seguem por hipotese de inducao.
O

Teorema 21 (Correspondéncia equacional). As traducéesb e § formam uma correspondéncia equa-

cional entre /‘lQ** e Agxx, isto &,
4 M —»Q** N > ]\4b :c** Nb"

M ok N = ]\/Ii:'+ —»Q** Nﬁ,

g (Mﬂ)b P ook M.

Em particular, M = (Mb)ﬁ.
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Demonstracao. A prova segue segundo a definicao de correspondéncia equacional.
Os dois primeiros pontos sao diretos pelas proposicdes 4 e 5, respetivamente.
Falta-nos entao provar os dois ultimos pontos. Mostraremos, primeiramente, que (Mb)ﬁ = M. Para

iSSO, & necessario ver que (Vb)h = V. A prova segue por inducao simultatneaem M eV € AQ**.

e CasoV =x:

(xb)h " —
e CasoV = Ax.P:
(AP = (.t
= Jx.(PPf

= Ax.P,porH.l.em P.

e CasoM =1V:
(VN = (v
= (V"))
= TV, porH.l emP.
* Caso M =x(V,y.N):
(x(V,y. N = (lety = xVP in N
= x((V))y.(ND)H)
= x(V,y.N),porH.l.emVeN.
* Caso M =C(TV,y.N):
(CQV,y. N = (letx = V2 in N

= (V") x. (NP
= COT (V")) x. (NP

= C(TV,y.N),porH.l.emVeN.
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Por fim, vamos mostrar que (Mﬁ)h —» .+ M. Para isso, & necessario ver que (Vh)b > V. A

prova segue por inducao simultaneaem M e V € A xx.

e CasoV =x:
(xh)b =x" = x.
e CasoV = Ax.P:
(AP’ = (x.PhHb
= Ax.(PhHP
—»xx Ax.P, por Hl. em P.
e CasoM =V:
vht = vy
= (R
»x V,porHl emV.
* Caso M =yW:

(WH? = Wiz’
= etz =y(WhHPin (P
= letz=yWHinz
—» .+ letz=yWingz, por Hl. em W,

c

= Nlet yWw.

e Caso M = VW, onde V é uma abstracao:

(vwhH? = (e yywh,zzf))
= lety = (Vﬁ)b in (y(Wh, Z-Zﬁ))b
= lety= (Vﬁ)b in(letz = y(Wh)b in (Zﬁ)b)

= lety = (Vﬁ)b in(letz = y(Wh)b inz)

».x lety=Vin(letz=yWinz),porHl.emVeW,

c
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= lety=VinyW
Nt VW.
* Caso M = (lety =V inN):
((lety=vinN)H? = (c(vH,y.NH))

= lety=(VF)Pin (NFP
—» .+ lety=VinN,porHl.emVeW.
* CasoM = (letz=yW inN):

((letz=yWinN)H? = (y(wh z.NH))®
= etz = y(WhHP in (NHP

-».ax letz=yWinN,porHl. emVeW.

Cc
e Caso M = (letz=VW inN), onde V é abstracéo:

(letz=VvWinN)H? = (v yyWh z.NH))P
= letz= (VP in (letz = y(WH)P in (NP
v lety=Vin(letz=yW inN), por H.I
emV,We N,

_)ﬁlet letz=VWinN.

5.3.2 Confluéncia dos nicleos

Sabendo que o calculo computacional, A¢, € confluente [13], vamos provar a confluéncia do nucleo A .

Para isso, consideremos a traducao * apresentada em [16].

Definicdo 81 (Tradugdo *). Seja (1)* : Ac — A+ 0 mapeamento definido recursivamente do

seguinte modo:
* Paracada M € Ac, para cada K € A s«x, M : K um termo de A sx:
V:K=K[V']
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MN :K=M: (letx=[]in(xN : K)), se M nao é valor
VN:K=N:(letx=[]in(Vx :K)), se N ndo é valor
VWK =K[VIwT]

(letx=MinN):K=M: (letx=[]in(N :K))
e ParacadaV € Ac, v um valor de Apwn!
xT:x

(/lx.M)T = Ax.M*

Por fim, define-se:

M =M:[].
Lema 16. SejamV, W e M € A.. Entao,

0 (VW) = [V xwT;

(i) [VI/x](M:K) = [V/x]M: [VT /x]K.

Demonstracdo. A prova segue por inducao simultaneaem W e M € A¢.

e Caso W =x:
(V/xlx)" = vi
= [vT/x]x
= [vT/x]x
e CasoW =uy:

(V/xlpt = o
=Yy
= [vT/xly
= [Vi/xly!

* Caso W = Ay.P:

([V/x1ay.P)T = (ay.[v/x]1P)T
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= Ay.([V/x]P)*

= Ay.([V/x]P:[])

= Ay.([V/xIP: [VI/x][])

= Ay.[VT/x](P: []), por H.I. em P,
= Ay.[VT/x]P*

= [VI/x](2y.P*)

= [VI/x1(Ay.P)T.

e Caso M = x:
- CasoK=11]:

Vixlx: (1) = [vi/x)x

— Caso K = (lety =[] inN):

Vixlx:k) = [vI/x](K[xT])
[VT/x](K[x])

[VT/x](lety =xinN)

lety = [VT/x]xin [V?/x]N

lety = viin [V*/x]N

Vilety=[]in[VT/x]N)

Vi (lety = [V /x]([ 1) in [VT/x]N)

= [V/x]x: [VT/x]K.
e CasoM = z:
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- CasoK =11

Vixlz: () = [vi/x)2'

— Caso K = (lety =[]inN):

Vixlz:K) = [VI/x](K['])
= [v1/x](K[z])
= [VT/x](lety = zin N)
= lety=[V'/x]zin[V'/x]N
= lety=zin[V'/x]N
= z:(lety=[]in[VT/x]N)
= z:(lety= [V /x]([Din[VT/x]N)
= [V/x]z: [VT/x]K.

e Caso M = Az.P:
- CasoK=1]:

Vi/x](zP:[1) = [VI/x](Az.P)T
= [VT/x](Az.P%)
= Az [VT/x]P*
= Az[VT/x](P:[])
= Az.([V/x]P: [VT/x]([1)), por H..em P,
= Jz([V/x]P: [])
= Az.([V/x]P)*
= (Az.[V/x]P)T
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Az [V /x]P:[]
[V/x](Az.P) : [V /x] ([ ).

— CasoK = (lety =[]inN):

v /x](Az.P : K) v /x)(K[(Az.P)T])

= [V /x](K[2z.P"])

= [VT/x](lety = Az.P* inN)

= lety=[V'/x](A2.P*) in [VT/x]N

= lety=2z[V /x]P*in[VT/x]N

= lety=2z[VT/x](P: [])in[V'/x]N

= lety=2z.([V/x]P: [VT/x]([ 1)) in [VT/x]N, por H.Il. em P,
= lety=Az.([V/x]P: [])in [V /x]N

= lety=Az.([V/x]P)* in [V /x]N

= lety= (Az.[V/x]P)T in[VT/x]N

= Az.[V/x]|P:lety=[]in[V'/x]N

= Az.[V/x]P:lety=[VT/x]([])in[VT/x]N

= [V/x](Az.P): [VT/x]K.
* Caso M = WjWy:
- CasoK=1]:

Vixiwwy () = (VT /)W w))
= T xw v xw)
= ([V/xIW) " ([V/x]Wy)", por H.I. em W e Wy,
= [V/xIW[V/x]W, : []

= [V/xI(WiWwa) : VT /x1([ D).
— Caso K = (lety =[] inN):
VIxiwiwy : K) = [V /) k[w] W) )
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(VT /x](K[Az.P*])

= [VT/xlety =W, W] inN)
= lety = [V /x)(W, W) in [VT/x]N
= lety = [V /x]W, [V /x]W) in [VT/x]N
= lety = ([V/xIW) T ([V/x]w) T in [VT/x]N,
por H.l. em Wy e W,
= [V/x]W[V/x]Wy : lety = [1in[V'/xIN
= [V/xIWi[V/x]Wy : lety = [V /x]([])in [VT/x]N
= [V/xI(WiWy) : [VT/xIK.
e Caso M = WP, onde P nao é valor:

VI/xI(WP:K) = [VI/x](P: (lety=[]in(Wy:K)))

= [V/x]P: [VT/x](lety =[] in (Wy : K)), por H.l. em P,

= [V/x]P:lety=[1in[VI/x](Wy:K)

= [V/x]P:lety=[]in([V/x](Wy): [V'/x]K), por H.. em yW,
= [V/x]P:lety=[]in([V/x]Wy: [V /x]K)

= [V/x]W[V/x]P: [VT/x]K

= [V/x](WP): [VT/x]K.

* Caso M = PQ, onde P nzo é valor:

[VT/x](P: (lety = [1in (yQ : K)))

= [V/xIP: [V'/x](lety = []in (yQ : K)), por H.I.em P,

= [V/x]P:lety=[]in[V/x](yQ : K)

= [V/x]P:lety=[]in([V/x](yQ) : [V'/x]K), por H.l.em yW,
= [V/x]P:lety=[]in(y[V/x]Q: [V /x]K)

= [V/x]P[V/x]Q: [V'/x]K

[vi/x](PQ : K)

= [V/x1(PQ) : [V'/xIK.
* Caso M = (lety = PinN):
[VI/x]((lety=PinN):K) = [V'/x](P: (lety=[]in(N:K)))
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= [V/x]P: [VT/x](lety = []in (N : K))),
por H.l. em P,

= [V/x]P:lety=[1in[V/x](N:K)

= [V/x]P:lety=[1in([V/xIN: [V'/x]K),
por H.I. em N,

= (lety=[V/x]Pin[V/x]IN) : [VT/x]K

= [V/x](lety=PinN): [V'/x]K.

O
Lema 17. SejaV e M € A.. Entéo,
([V/xIM)* = [V x]M*.
Demonstracao.
Ora, ([V/x]M)* = [V/x]IM:[]
= [V/xIM: [VT/x]([1)
= [VT/x](M: []), pelo lema 16,
= [vi/xm*.
O

Proposicao 6. Sejam M e N € A.. Entéo,
M- N = M* ek N*.
Demonstracdo. A prova segue por inducao na relacdo M —. N.

* Caso fy:

Queremos mostrar que ((Ax.M)V)* — s+ ([V/x]M)*.

((Ax.M)V)*

Ax.M)V 2 []

(Axe.M) VT

Qe M*) VT
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e Casoid:

Queremos mostrar que (let x = M in

(letx = Minx)*

» Caso comp:

=g [VT/xIM*

= ([V/x]M)*, pelo lema 17.

X)* ok (M)*

Nlet

(letx =Minx) :[]
M:letx=[]in(x:[])
M:letx=[]inx
M:[]

M*

Queremos mostrar que (lety = (letx = MinN) in P)* — s+ (letx = Min (lety = N in

P))*.

(lety = (letx =MinN)inP)*

e Caso lety:

= (lety=(letx=MinN)inP):[]

= (letx=MinN):(lety=[]in(P:[]))

= M:(letx=[]in(N:(lety=[]in(P:[]))))

= M:(letx=[]in((lety=NinP):[]))

= (letx=Min(lety=NinP)):[]

= (letx=Min(lety = NinP))*.

Queremos mostrar que (let x = Vin M)™ — .« ([V/x]M)*.

(letx =VinM)*

_),Blet
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» Caso letq:

Queremos mostrar que (MN)* -+« (let x = M inxN)*, onde M n&o é um valor.

(MN)* = MN:[]
= M:(letx=[]in(xN:[]))
= letx=MinxN):[]

= (letx=MinxN)".

* Caso lety:

Queremos mostrar que (VN)™ —» .+« (let x = N inVx)*, onde N no € um valor.

(VN)* = VN:[]
= N:(letx=[]in(Vx:[]))
= letx=NinVx):[]

= (letx=NinVx)".
* Caso ny:
Queremos mostrar que (Ax.Vx)™ —» s« V*, onde x ¢ LIV(V).
Cc

(Ax.Vx)* Ax.(Vx)*

Ax.(Vx:[])
= AxVix

- VT

0

V[l

V*

Proposicao 7. Seja M € Ac e K € A «+. Entao,

(i) VoV

(i) K[M] »¢ M: K.
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Demonstracao. A prova segue por inducdo simultaneaem M € Ac e K € A .

e CasoV =x:

e CasoV = Ax.P:

Ax.P —». Ax.P:[], porH.l.emP,
= Ax.P*
= (P
s M=V:
- CasoK =1 ]:

Queremos mostrar que V- —»¢. V : [ ].

1% VT porHlemV,

= V:[]

— Caso K = (lety =[]inN):

Queremos mostrar que lety =V inN -,V :lety=[]inN.

lety=VinN = lety=V'inN, porH.l.emV,

Vilety=1[]inN.
s M=VW:
- CasoK =1[1]:
Queremos mostrar que VW —». VW : [ ].

VW >, VTWJ(,porH.I.emVeW,

= VW:[]

— Caso K = (lety =[] inN):

Queremos mostrar que lety = VW in N -». VW :lety =[] inN.

lety=VWinN —». lety= VTWJr inN,porHlemVeW,

= VW:lety=1[]inN.
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* M =VQ, onde Q ndo é um valor:

- CasoK =1]:

Queremos mostrar que VQ —» VQ : [].

VO ety letx=QinVx
»c  Q:letx=[]inVx, por Hl.em Q,

»c Q:letx=[]in(Vx:[]), porHl.emV,

= VO :[].

— Caso K = (lety =[]inN):

Queremos mostrar que lety = VQin N —». VQ :lety=[]inN.

lety=VQinN ety lety=(letx=QinVx)inN
—comp letx =Qin(lety=VxinN)
»c  Q:letx=[]in(lety=VxinN), porHl.emQ,
»c  Q:letx=[]in(Vx:lety=[]inN),porH.l. emV,

= VQ:lety=[]inN.
* M = PQ, onde P nao é um valor:

- CasoK =11

Queremos mostrar que PQ —»¢ PQ : [].
PQ ety let x = PinxQ
»¢  P:letx=][]inxQ, porH.l. emP,
»c P:iletx=[]in(xQ:[]), porH.l emQ,
= PQO:[]

— CasoK = (lety =[]inN):

Queremos mostrar que lety = PQin N - PQ :lety =[] inN.

lety=PQinN ety lety = (letx =PinxQ)inN

—comp letx =Pin(lety=xQinN)
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»c P:letx=[]in(lety=xQinN), por Hl. em P,
»c Priletx=[]in(xQ:lety=1[]inN), por H.l.em Q,

= PQ:lety=[]inN.
* M= (letx=PinQ):

- CasoK =]

Queremos mostrar que let x = PinQ —»¢ letx =PinQ : [].

letx=PinQ —», P:letx=][]inQ,porH.l. emP,

»c P:letx=1[]in(Q:[]),porH.lemQ,

= letx=PinQ:[].

— CasoK = (lety =[] inN):
Queremos mostrar que lety = (letx = PinQ)inN —»¢ (letx = PinQ) : lety =
[]inN.
lety = (letx=PinQ)inN —comp letx =Pin(lety=0QinN)
»c P:letx=[]in(lety=QinN),
por H.l. em P,
»c P:iletx=[]in(Q:lety=1[]inN),
por H.l. em Q,

= (letx =PinQ) :lety=[]inN.

Corolario 4. Seja M € A;. Entéo,
M > M*.

Demonstracdo. Segue diretamente da proposicao 7, tomando K = [ ]. O
Teorema 22 (Confluéncia de A ). As relacdes do calculo-A =« sao confluentes.

Demonstracgdo. Sejam M, N1 e Ny € A «x. Suponhamos que M —» «x Ni e M —» «« Np. Queremos

mostrar que existe P € A« tal que Ny —» s« P e Ny —» s P.
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Ora, se M, N1 e Ny € A« C A, peloque M —¢ Ny e M —-»¢ Np. Uma vez que A¢ € confluente,
existe Q € Ac tal que N; »¢ Q e Ny —»¢ Q. Daqui segue que Q -, Q*, pela corolario 4. Entéo,
basta tomar P = Q*.

Com efeito, de N1 —¢ Q segue que Nl* —»++ QF, pela proposicdo 6. Uma vez que Ni" =Nje
Q* = P, entao N| —» .+« P.

Seguindo a mesma linha de pensamento, de Ny —»¢ Q segue que Ny —» .«x P. |

Neste capitulo definimos uma verséo simplificada do calculo de Dyckhoff-Lengrand, um sistema que
vimos ter origem na teoria da demonstracdo, bem como o seu nucleo e provamos que este forma uma
correspondéncia equacional com o nucleo do calculo computacional.

Além disso, concluimos que )Lc** é confluente, mas nada se pode concluir relativamente a confluéncia
de AQ** com os resultados obtidos. No entanto, é de notar que, se os nucleos formassem uma pré-

conexdo de Galois entre si, o resultado sairia diretamente pelo teorema 4.
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Conclusao

Nesta dissertacdo, estudamos o calculo-A e o calculo de Plotkin e vimos como estes modelam linguagens
de programacao call-by-value e call-by-name, respetivamente. De seguida, vimos como a linguagem call-
by-name simula a linguagem call-by-value e vice-versa. Posto isso, estudamos a extensao Sabry-Felleisen,
o calculo computacional e o célculo-)LQ. Concluimos que os trés sistemas sao, de facto, completos para
a semantica CPS e, portanto, neste aspeto, sdo melhorias equivalentes do calculo de Plotkin. Em [6],
Dyckhoff e Lengrand mostram que o célculo-/lQ ¢ completo para a semantica CPS, pelo que ndo nos
dedicamos a estudar esse tdpico neste trabalho.

Sabry e Wadler fazem notar que a extensdo Sabry-Felleisen e o calculo computacional provam as
mesmas igualdades, mas ndo provam as mesmas reducdes, afirmando que o calculo computacional
¢é preferivel [16]. Isto pode ser observado pelos teoremas 18 e 19. Nao conhecemos uma prova direta
deste facto. Com efeito, estudamos a relacao entre ambos os sistemas e verificamos que formam uma
correspondéncia equacional.

No que diz respeito ao célculo-/lQ, Dyckhoff e Lengrand mostram que existe uma reflexdo do calculo
CPS no ca’Icqu-AQ [16], tal como acontece no calculo computacional. Dyckhoff e Lengrand provam ainda
gue existe uma correspondéncia equacional entre o célculo—AQ e o0 calculo computacional, recorrendo,
para isso, ao calculo CPS. Neste trabalho, estudamos diretamente a relacdo dos nucleos destes sistemas,
sendo que primeiramente simplificamos o ca’Icqu-)LQ e depois definimos o seu nucleo. De seguida, pro-
vamos que existe uma correspondéncia equacional entre o nucleo do Célculo-/lQ* e 0 nucleo do calculo
computacional. Além disso, provamos que o nucleo do calculo computacional é confluente, pelo que é

consistente.
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Infelizmente, devido a escassez do tempo, ndo conseguimos estudar a confluéncia da extensao Sabry-
Felleisen, pelo que consideramos fazé-lo no futuro, para termos de comparacao com os outros sistemas.
Além disso, pretendemos continuar a estudar a relacdo entre o nucleo do calculo computacional e o
nucleo do célculo—)LQ* e descobrir se, efetivamente, existe uma pré-conexdo de Galois entre 0s mesmos,
de forma a concluir que o célculo—AQ** é confluente.

Por fim, na abordagem de Plotkin, um programa é um termo fechado e, por vezes, é necessario
considerar termos abertos, isto &, termos com variaveis livres. A maquina abstrata do Cog, um assistente
de prova, considera termos abertos, por exemplo. A generalizacao da abordagem de Plotkin a termos
abertos levanta problemas imediatos, originando uma outra linha de investigacdo, que propde outras
alternativas ao calculo de Plotkin [1]. Posto isto, seria de igual forma interessante seguir esta nova linha

de investigacao.

92



Bibliografia

[1]
[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

B. Accattoli e G. Guerrieri. Open Call-by-Value (Extended Version). 2016.

H. P. Barendregt. The lambda calculus - its syntax and semantics. Vol. 103. Studies in logic and the

foundations of mathematics. North-Holland, 1985. isbn: 978-0-444-86748-3.

H. Barendregt. “The impact of the lambda calculus in logic and computer science”. Em: Bull. Symb.

Log. 3.2 (1997), pp. 181-215.
A. Church. “The calculi of lambda-conversion”. Em: 1941.

H. B. Curry. “Functionality in Combinatory Logic*”. Em: Proceedings of the National Academy of

Sciences 20.11 (1934), pp. 584-590.

R. Dyckhoff e S. Lengrand. “Call-by-Value lambda-calculus and LJQ". Em: J. Log. Comput. 17.6
(2007), pp. 1109-1134.

R. Dyckhoff e S. Lengrand. “LJQ: A Strongly Focused Calculus for Intuitionistic Logic”. Em: Logical
Approaches to Computational Barriers, Second Conference on Computability in Europe, CiE 2006,
Swansea, UK, June 30-July 5, 2006, Proceedings. Ed. por A. Beckmann, U. Berger, B. Léwe e J. V.
Tucker. Vol. 3988. Lecture Notes in Computer Science. Springer, 2006, pp. 173-185.

G. Gentzen. “Untersuchungen Uber das logische SchlieBen |”. Em: Mathematische Zeitschrift 39

(1935), pp. 176-210. url: http://eudml.org/doc/168546.
J.-Y. Girard, P. Taylor e Y. Lafont. “Proofs and types”. Em: 1989.

J. Hatcliff e O. Danvy. “Thunks and the lambda-Calculus”. Em: J. Funct. Program. 7.3 (1997),
pp. 303-319.

J. R. Hindley e J. P. Seldin. Lambda-calculus and combinators, an introduction. eng. Cambridge

University Press, 2008. isbn: 9780521898850.

93


http://eudml.org/doc/168546

BIBLIOGRAFIA

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

P. J. Landin. “The Mechanical Evaluation of Expressions”. Em: The Computer Journal 6.4 (1964),
pp. 308-320.

E. Moggi. “Computational Lambda-Calculus and Monads”. Em: IEEE Computer Society Press,
1988, pp. 14-23.

G. D. Plotkin. “Call-by-Name, Call-by-Value and the lambda-Calculus”. Em: Theor. Comput. Sci. 1.2
(1975), pp. 125-159.

A. Sabry e M. Felleisen. “Reasoning about Programs in Continuation-Passing Style”. Em: LISP

Symb. Comput. 6.3-4 (1993), pp. 289-360.

A. Sabry e P. Wadler. “A Reflection on Call-by-Value”. Em: ACM Trans. Program. Lang. Syst. 19.6
(1997), pp. 916-941.

M. H. Serensen e P. Urzyczyn. Lectures on the Curry-Howard isomorphism. Amsterdam; Oxford:

Elsevier, 2006. isbn: 9780444520777.

94



	Lista de Figuras
	Siglas
	Introdução
	Recapitulação
	Cálculo-
	Sintaxe
	Redução
	Confluência

	Conceitos sobre relações de redução
	Cálculo- com tipos simples
	Sistemas dedutivos
	Dedução natural e isomorfismo de Curry-Howard
	Cálculo de sequentes


	-calculi e linguagens de programação
	Cálculo- e linguagem CBN
	Cálculo-v de Plotkin e linguagem CBV
	CBN vs CBV
	Call-by-value CPS
	Call-by-name Thunks

	Extensão de Sabry-Felleisen

	Cálculo computacional
	Motivação
	O sistema
	Relação com a extensão de Sabry-Felleisen

	Cálculo Q
	Motivação
	O sistema
	Versão original
	Versão simplificada

	Relação com o cálculo computacional
	Correspondência equacional entre núcleos
	Confluência dos núcleos


	Conclusão
	Bibliografia

