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Resumo

Variações sobre o cálculo-lambda call-by-value

Plotkin apresentou em 1975 a primeira proposta para o cálculo-lambda call-by-value, um sistema

formal que modela uma linguagem de programação call-by-value, e vários outros sistemas têm sidos pro-

postos desde então. No entanto, este sistema é incompleto para a semântica CPS (continuation-passing-

style), ou seja, existem termos com a mesma semântica que não podem ser provados iguais no cálculo

de Plotkin.

Nesta dissertação estudamos a extensão de Sabry-Felleisen, o cálculo computacional de Moggi e o

cálculo-𝜆𝑄 de Dyckhoff-Lengrand, três sistemas formais com origens diferentes, que são uma resposta

ao problema da incompletude do cálculo de Plotkin relativamente à semântica CPS.

Provamos que existe uma correspondência equacional entre a extensão de Sabry-Felleisen e o cálculo

computacional. Propomos uma simplificação do cálculo-𝜆𝑄 e identificamos o núcleo correspondente. Por

fim, provamos que existe uma correspondência equacional entre o núcleo do cálculo-𝜆𝑄 simplificado e o

núcleo do cálculo computacional.

Palavras-chave: cálculo-lambda, call-by-value, call-by-name, continuation-passing-style, linguagens de

programação funcionais, cálculo de sequentes, lógica intuicionista.
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Abstract

Variations about the call-by-value lambda-calculus

In 1975 Plotkin presented the very first call-by-value lambda-calculus, a formal system that models a

call-by-value programming language. Since then, many other systems has been presented. Nevertheless,

this system turned out to be incomplete for the CPS (continuation-passing-style) semantics. In other words,

there are terms with the same semantic that are not proved equal in Plotkin’s lambda-calculus.

In this dissertation, we study Sabry-Felleisen’s extension of Plotkin’s calculus, Moggi’s computational

lambda-calculus and Dyckhoff-Lengrand’s 𝜆𝑄 -calculus, three formal systems with different origins, that

are an answer to Plotkin’s incompleteness problem with respect to CPS semantics.

We prove that there is an equational correspondence between Sabry-Felleisen’s extension and the

computational calculus. We present a simplified 𝜆𝑄 -calculus and we identify its kernel. Finally, we prove

that there is an equational correspondence between the kernel of the simplified 𝜆𝑄 -calculus and the kernel

of the computational lambda-calculus.

Keywords: lambda-calculus, call-by-value, call-by-name, continuation-passing-style, funcional program-

ming languages, sequent calculus, intuicionistic logic.
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Capítulo 1

Introdução

Na década de 1930, surge o cálculo-lambda, um sistema formal que estuda propriedades de funções

independentemente do seu significado, inventado por A. Church [4]. Tanto na Matemática como na Ciência

da Computação, foi grande o impacto desta invenção [3]. Através do cálculo-lambda, Church desenvolveu

uma representação dos números naturais, conhecida por numerais de Church, e com ela surge, pela

primeira vez, a noção de computabilidade. Church apresentou ainda a ideia de que todas as funções

intuitivamente computáveis são funções lambda-definíveis, isto é, definíveis através do cálculo-lambda.

Esta hipótese, que não pode ser matematicamente provada, é conhecida como a Tese de Church e, até

hoje, ainda não foi refutada.

Em 1964, P. Landin utiliza, pela primeira vez, o cálculo-lambda para estudar linguagens funcionais,

que podem ser call-by-value (CBV) ou call-by-name (CBN), diferindo na chamada de funções [12]. En-

quanto que numa linguagem de programação call-by-name as funções podem ser chamadas por qualquer

argumento, numa linguagem de programação call-by-value as funções são somente chamadas por valo-

res. Em 1975, Plotkin apresenta a primeira proposta para o cálculo-lambda call-by-value, conhecido como

cálculo de Plotkin, mostrando ainda como este modela uma linguagem de programação call-by-value.

Analogamente, Plotkin mostra como o cálculo-lambda usual modela uma linguagem de programação

call-by-name [14]. Porém, o cálculo de Plotkin é incompleto para a semântica CPS (Continuation-Passing-

Style). Esta é uma semântica utilizada nas linguagens de programação que, tal como o nome indica,

recorre a continuações.

O objetivo desta dissertação é estudar o cálculo de Plotkin, bem como vários outros sistemas que têm

sido propostos em alternativa desde então e que visam ser uma resposta para o problema da incompletude

do cálculo de Plotkin. Vamos estudar três desses sistemas: a extensão de Sabry-Felleisen, que resulta de

1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

identificar e adicionar diretamente ao cálculo de Plotkin as reduções em falta, o cálculo computacional,

que tem origem na semântica das linguagens de programação, e o cálculo-𝜆𝑄 , que resulta de aplicar

o isomorfismo de Curry-Howard a um sistema lógico para a lógica intuicionista, o cálculo de sequentes

”focado” 𝐿𝐽𝑄 , pelo que tem origem na teoria da demonstração. Este estudo incide na relação que estes

sistemas apresentam com a semântica CPS, isto é, se são corretos e completos para a semântica CPS,

e na relação que apresentam entre si.

Este trabalho é constituído por 6 capítulos. No segundo e próximo capítulo, recordamos o cálculo-

lambda, sem tipos e com tipos simples, e apresentamos a dedução natural com sequentes e o cálculo de

sequentes, ambos para a lógica intuicionista, relacionando estes dois sistemas dedutivos com o cálculo-

lambda com tipos simples, através do isomorfismo de Curry-Howard. Além disso, ainda neste capítulo,

introduzimos alguns conceitos importantes, que permitem estabelecer relações entre diferentes cálculos.

No terceiro capítulo, estudamos como o cálculo-lambda e o cálculo de Plotkin determinam linguagens de

programação call-by-name e call-by-value, respetivamente, e como estas se relacionam entre si. No fim

do terceiro capítulo, apresentamos a extensão ao cálculo de Plotkin desenvolvida por Sabry-Felleisen. No

quarto capítulo, estudamos o cálculo computacional de Moggi e comparamos este cálculo com a extensão

de Sabry-Felleisen, provando que formam uma equivalência equacional. No quinto capítulo, definimos

uma versão simplificada do cálculo-𝜆𝑄 de Dyckhoff-Lengrand e estudamos a sua relação com o cálculo

computacional, mostrando que os seus núcleos formam uma correspondência equacional. Finalmente,

no último capítulo, refletimos sobre o trabalho que foi desenvolvido, salientando eventuais contributos

originais bem como temas de interesse para estudar no futuro.
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Capítulo 2

Recapitulação

2.1 Cálculo-𝜆

2.1.1 Sintaxe

Definição 1 (termos-𝜆). Seja A = V ∪ {(, ), 𝜆}, onde V é um conjunto numerável de variáveis,

denotadas por 𝑥 , 𝑦, 𝑧, etc. O conjunto de todas as palavras em A é representado por A∗. O conjunto

dos termos-𝜆, representado por Λ, é definido indutivamente sobre A∗ por:

𝑀 , 𝑁 , 𝑃 , 𝑄 ∈ Λ ::= 𝑥 | (𝜆𝑥𝑀) | (𝑀𝑁 )

Ao termo-𝜆 da forma (𝜆𝑥𝑀) chama-se abstração e diz-se que 𝑥 é a variável e𝑀 o corpo da abstração.

Ao termo-𝜆 da forma (𝑀𝑁 ) chama-se aplicação e diz-se que 𝑀 e 𝑁 estão na posição de função e de

argumento, respetivamente.

Alguns exemplos de termos-𝜆 são: 𝑥 , (𝑥𝑦), (𝜆𝑥 (𝑦𝑧)), ((𝜆𝑥𝑥)(𝜆𝑧𝑧)) e 𝜆𝑥𝑦.

Por convenção, com o objetivo de simplificar a notação: (𝑖) omite-se os parêntesis mais externos; (𝑖𝑖)

𝜆𝑥𝑦 . . . 𝑧.𝑀 abrevia 𝜆𝑥 (𝜆𝑦(· · · (𝜆𝑧𝑀) · · · )); (𝑖𝑖𝑖) a associação é feita à esquerda.

Definição 2 (Ocorrências ligadas e livres). Uma ocorrência de uma variável 𝑥 num termo-𝜆 diz-se

ligada se estiver no corpo de uma abstração 𝜆𝑥 .𝑀 . Caso contrário, diz-se livre.

No termo-𝜆 (𝜆𝑥.𝑥𝑦)(𝑥𝑧), por exemplo, a primeira ocorrência de 𝑥 é ligada e a segunda é livre,

enquanto que as ocorrências de 𝑦 e 𝑧 são livres.

3



CAPÍTULO 2. RECAPITULAÇÃO

Definição 3 (Variáveis livres). O conjunto das variáveis com ocorrências livres em 𝑀 , notado por

𝐿𝐼𝑉 (𝑀), é definido recursivamente por:

𝐿𝐼𝑉 (𝑥) = 𝑥

𝐿𝐼𝑉 (𝜆𝑥 .𝑀) = 𝐿𝐼𝑉 (𝑀) − {𝑥}

𝐿𝐼𝑉 (𝑀𝑁 ) = 𝐿𝐼𝑉 (𝑀) ∪ 𝐿𝐼𝑉 (𝑁 )

Diz-se que 𝑀 é um termo-𝜆 fechado ou um combinador se 𝐿𝐼𝑉 (𝑀) = {}, ou seja, se 𝑀 não tiver

ocorrências livres de variáveis. Diz-se também que um termo-𝜆 da forma 𝜆𝑥.𝑀 é uma abstração vacuosa

se 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑀).

Tomemos, como exemplos, os termos-𝜆 𝑀 = 𝜆𝑥.𝑥 e 𝑁 = 𝜆𝑥 .𝑦𝑧. 𝑀 é um combinador e 𝑁 é uma

abstração vacuosa. Em particular, 𝑀 é o combinador I.

Definição 4 (Subtermos). O conjunto dos subtermos de 𝑀 , representado por 𝑆𝑈𝐵(𝑀), é definido

recursivamente por:

𝑆𝑈𝐵(𝑥) = 𝑥

𝑆𝑈𝐵(𝜆𝑥.𝑀) = {𝜆𝑥 .𝑀} ∪ 𝑆𝑈𝐵(𝑀)

𝑆𝑈𝐵(𝑀𝑁 ) = {𝑀𝑁 } ∪ 𝑆𝑈𝐵(𝑀) ∪ 𝑆𝑈𝐵(𝑁 )

O termo-𝜆 𝑀 = (𝑥 (𝜆𝑧.𝑥𝑦))𝑦, por exemplo, tem como subtermos 𝑥 , 𝑦, 𝑥𝑦, 𝜆𝑧.𝑥𝑦, 𝑥 (𝜆𝑧.𝑥𝑦) e 𝑀 .

É de notar que 𝑧 ∉ 𝑆𝑈𝐵(𝑀).

Adotando a convenção de variáveis Barendregt, quando se considerar termos-𝜆, assume-se que os

nomes das variáveis ligadas são distintos dos nomes das variáveis livres [2]. Desta forma, em particular,

o problema da captura de variáveis desaparece.

Definição 5 (Substituição). A substituição das ocorrências livres de 𝑥 por 𝑁 em𝑀 , representada por

[𝑁 /𝑥]𝑀 , é definida recursivamente por:

[𝑁 /𝑥]𝑥 = 𝑁

[𝑁 /𝑥]𝑦 = 𝑦, se 𝑦 ≠ 𝑥

[𝑁 /𝑥] (𝜆𝑦.𝑃) = 𝜆𝑦.[𝑁 /𝑥]𝑃

[𝑁 /𝑥] (𝑃𝑄) = [𝑁 /𝑥]𝑃 [𝑁 /𝑥]𝑄

4



CAPÍTULO 2. RECAPITULAÇÃO

2.1.2 Redução

O conceito de redução em Λ é, por definição, uma relação binária 𝑅 ⊆ Λ2. Além disso, se 𝑅1 e 𝑅2 são

dois conceitos de reduções, então 𝑅1𝑅2 = 𝑅1 ∪ 𝑅2.

Definição 6 (Regra de Inferência). Uma regra de inferência tem a forma:

(𝑁, 𝑁 ′) ∈ 𝑅 . . . (𝑃, 𝑃′) ∈ 𝑅
(𝑀,𝑀′) ∈ 𝑅 𝑅𝐼

𝑅𝐼 representa o nome da regra aplicada, (𝑁, 𝑁 ′) ∈ 𝑅, . . . , (𝑃, 𝑃′) ∈ 𝑅 representam as hipóteses

e (𝑀,𝑀′) ∈ 𝑅 representa a conclusão.

As regras que vamos apresentar de seguida têm a nomenclatura utilizada em [11].

Definição 7 (Relação compatível). Uma relação binária 𝑅 ⊆ Λ2 diz-se compatível se:

(𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅
(𝜆𝑥 .𝑀, 𝜆𝑥 .𝑁 ) ∈ 𝑅 𝜉

(𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅
(𝑀𝑃, 𝑁𝑃) ∈ 𝑅 𝜈

(𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅
(𝑃𝑀, 𝑃𝑁 ) ∈ 𝑅

𝜇

Definição 8 (Fecho compatível). Dada uma relação binária𝑅 ⊆ Λ2, o seu fecho compatível, denotado

por→𝑅 , é definido indutivamente por:

(𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅
𝑀 →𝑅 𝑁

→𝑅
𝑀 →𝑅 𝑁

𝜆𝑥.𝑀 →𝑅 𝜆𝑥.𝑁
𝜉

𝑀 →𝑅 𝑁
𝑀𝑃 →𝑅 𝑁𝑃

𝜈
𝑀 →𝑅 𝑁
𝑃𝑀 →𝑅 𝑃𝑁

𝜇

Esta relação designa-se relação de redução-𝑅 em um passo e é a menor relação compatível que

contém 𝑅.

Definição 9 (Fecho reflexivo e transitivo). Dada→𝑅⊆ Λ2, o seu fecho reflexivo e transitivo, deno-

tado por↠𝑅 , é definido indutivamente por:

𝑀 →𝑅 𝑁
𝑀 ↠𝑅 𝑁

↠𝑅 𝑀 ∈ Λ
𝑀 ↠𝑅 𝑀

𝜌
𝑀 ↠𝑅 𝑁 𝑁 ↠𝑅 𝑃

𝑀 ↠𝑅 𝑃
𝜏

Designa-se esta relação por redução 𝑅 em zero, um ou mais passos ou apenas redução-𝑅. Para cada

𝑛 ∈ ℕ, pode definir-se recursivamente a relação de redução-𝑅 em 𝑛 passos e representa-se por→𝑛
𝑅 .

Definição 10 (Fecho de equivalência). Dada→𝑅⊆ Λ2, o seu fecho congruente, denotado por =𝑅 ,

é definido indutivamente por:

𝑀 →𝑅 𝑁
𝑀 =𝑅 𝑁

=𝑅 𝑀 ∈ Λ
𝑀 =𝑅 𝑀

𝜌
𝑀 =𝑅 𝑁 𝑁 =𝑅 𝑃

𝑀 =𝑅 𝑃
𝜏

𝑀 =𝑅 𝑁
𝑁 =𝑅 𝑀

𝜎
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CAPÍTULO 2. RECAPITULAÇÃO

A esta relação damos o nome de igualdade-𝑅.

Definição 11 (Relação 𝛼 ). Seja 𝛼 ⊆ Λ2 a relação apresentada sobre a forma da seguinte regra:

(𝛼) 𝜆𝑥.𝑀 → 𝜆𝑦.[𝑦/𝑥]𝑀 , se 𝑦 ≠ 𝑥 e 𝑦 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑀)

Dois termos-𝜆 𝑀 e 𝑁 dizem-se iguais-𝛼 se diferem apenas no nome das variáveis das abstrações.

Tome-se, como exemplo,𝑀 = 𝜆𝑥.𝑥𝑦 e 𝑁 = 𝜆𝑧.𝑧𝑦. Com efeito, 𝜆𝑥 .𝑥𝑦 =𝛼 𝜆𝑧.[𝑧/𝑥] (𝑥𝑦) = 𝜆𝑧.𝑧𝑦.

Assumiremos que dois termos iguais-𝛼 são iguais.

Definição 12 (Relação 𝛽). Seja 𝛽 ⊆ Λ2 a relação apresentada sobre a forma da seguinte regra:

(𝛽) (𝜆𝑥 .𝑀)𝑁 → [𝑁 /𝑥]𝑀

Vejamos que (𝜆𝑥𝑦.(𝑥𝑦)𝑥)𝑀𝑁 ↠𝛽 𝑀𝑁𝑀 em 2 passos, como exemplo. Ora,

(𝜆𝑥𝑦.(𝑥𝑦)𝑥)𝑀𝑁 →𝛽 [𝑀/𝑥] (𝜆𝑦.(𝑥𝑦)𝑥)𝑁

= (𝜆𝑦.( [𝑀/𝑥]𝑥 [𝑀/𝑥]𝑦) [𝑀/𝑥]𝑥)𝑁

= (𝜆𝑦.(𝑀𝑦)𝑀)𝑁

→𝛽 [𝑁 /𝑦] ((𝑀𝑦)𝑀)

= ( [𝑁 /𝑦]𝑀 [𝑁 /𝑦]𝑦) [𝑁 /𝑦]𝑀

= 𝑀𝑁𝑀.

É de notar que [𝑁 /𝑦]𝑀 = 𝑀 , uma vez que convencionamos que os nomes das variáveis ligadas e

livres são distintos, pelo que 𝑦 não ocorre livre em 𝑀 .

Consideremos agora os combinadores I, K = 𝜆𝑥𝑦.𝑥 , S = 𝜆𝑥𝑦𝑧.𝑥𝑧 (𝑦𝑧) e Ω = (𝜆𝑥 .𝑥𝑥)(𝜆𝑥.𝑥𝑥).

Temos que I𝑥 →𝛽 𝑥 e SKK𝑥 ↠𝛽 K𝑥 (K𝑥) →𝛽 𝑥 . Para qualquer 𝑛 ∈ ℕ, Ω →𝑛
𝛽
Ω. Com efeito,

Ω = (𝜆𝑥.𝑥𝑥) (𝜆𝑥 .𝑥𝑥) →𝛽 [(𝜆𝑥 .𝑥𝑥)/𝑥] (𝑥𝑥) = Ω, permanecendo assim num loop de reduções 𝛽 .

Definição 13 (redex-𝑅 e reduto). A um termo-𝜆 𝑀 tal que (𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅, para algum 𝑁 ∈ Λ, dá-se o

nome de redex-𝑅. Neste caso, 𝑁 diz-se reduto ou contractum-𝑅.

Definição 14 (Forma normal-𝑅). Um termo-𝜆 𝑀 diz-se uma forma normal-𝑅, abreviadamente fn-𝑅, se

nenhum dos subtermos de 𝑀 é um redex-𝑅. Um termo-𝜆 𝑁 diz-se uma forma normal-𝑅 de um termo-𝜆

𝑀 se 𝑁 é uma forma normal-𝑅 e𝑀 ↠𝑅 𝑁 .
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CAPÍTULO 2. RECAPITULAÇÃO

Consideremos o termo-𝜆 𝑀 = (𝜆𝑥.(𝜆𝑦.𝑦𝑥)𝑧)𝑣 . Podemos reduzi-lo de duas formas possíveis. Se

reduzirmos primeiramente o redex-𝛽 exterior, 𝑀 = (𝜆𝑥.(𝜆𝑦.𝑦𝑥)𝑧)𝑣 →𝛽 (𝜆𝑦.𝑦𝑣)𝑧 →𝛽 𝑧𝑣 . Ora, 𝑧𝑣

é fn-𝛽 e 𝑀 ↠𝛽 𝑧𝑣 . Logo, 𝑧𝑣 é fn-𝛽 de 𝑀 . Se reduzirmos em primeiro lugar o redex-𝛽 interior, 𝑀 =

(𝜆𝑥.(𝜆𝑦.𝑦𝑥)𝑧)𝑣 →𝛽 (𝜆𝑥 .𝑧𝑥)𝑣 →𝛽 𝑧𝑣 . Mais uma vez, 𝑧𝑣 é fn-𝛽 de𝑀 .

De seguida, verificamos que uma forma normal-𝛽 de um termo-𝜆 é única.

2.1.3 Confluência

Nesta secção vamos provar que a relação 𝛽 é confluente. Esta prova foi desenvolvido por Tait and Martin-

Löf e pode ser facilmente aplicada a outros cálculos.

Definição 15 (Propriedade do diamante). Uma relação binária 𝑅 ⊆ Λ2 satisfaz a propriedade do

diamante, representando por 𝑅 |= ⋄, se, para quaisquer 𝑀 , 𝑁 , 𝑁 ′ ∈ Λ,

(𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅 ∧ (𝑀, 𝑁 ′) ∈ 𝑅 =⇒ ∃𝑃 ∈ Λ : (𝑁, 𝑃) ∈ 𝑅 ∧ (𝑁 ′, 𝑃) ∈ 𝑅.

Definição 16 (Confluência). Uma relação binária 𝑅 ⊆ Λ2 diz-se confluente se o seu fecho reflexivo e

transitivo↠𝑅 satisfaz a propriedade do diamante.

Lema 1. Seja 𝑅 ⊆ Λ2 uma relação binária e 𝑅∗ o seu fecho reflexivo e transitivo. Então,

𝑅 |= ⋄ =⇒ 𝑅∗ |= ⋄.

Demonstração. A prova segue por indução em (𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅∗. É necessário ver que, para todo (𝑀, 𝑁 ′) ∈

𝑅∗, ∃𝑃 ∈ Λ tal que (𝑁, 𝑃) ∈ 𝑅∗ e (𝑁 ′, 𝑃) ∈ 𝑅∗. □

Pretendemos mostrar que 𝛽 é confluente, ou seja, que↠𝛽 satisfaz a propriedade do diamante. Com

esse objetivo, definimos a relação binária↠1∈ Λ2 tal que: (𝑖) ↠1 |= ⋄; (𝑖𝑖) o fecho transitivo de↠1 é

↠𝛽 .

Definição 17 (Relação de redução 𝛽 paralela). Seja↠1⊆ Λ2 a relação binária definida indutiva-

mente por:

𝑀 ∈ Λ
𝑀 ↠1 𝑀

𝜌
𝑀 ↠1 𝑀

′

𝜆𝑥.𝑀 ↠1 𝜆𝑥.𝑀
′ 𝜉

𝑀 ↠1 𝑀
′ 𝑁 ↠1 𝑁

′

𝑀𝑁 ↠1 𝑀
′𝑁 ′

𝜖

𝑀 ↠1 𝑀
′ 𝑁 ↠1 𝑁

′

(𝜆𝑥.𝑀)𝑁 ↠1 [𝑁 ′/𝑥]𝑀′
𝛽
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CAPÍTULO 2. RECAPITULAÇÃO

Consideremos o termo-𝜆 𝑀 = (𝜆𝑥.(𝜆𝑦.𝑦)𝑥)((𝜆𝑧.𝑣)𝑢). Ora,

𝑦 ∈ Λ
𝑦 ↠1 𝑦

𝜌 𝑥 ∈ Λ
𝑥 ↠1 𝑥

𝜌

(𝜆𝑦.𝑦)𝑥 ↠1 [𝑥/𝑦]𝑦 = 𝑥
𝛽

𝑣 ∈ Λ
𝑣 ↠1 𝑣

𝜌 𝑢 ∈ Λ
𝑢 ↠1 𝑢

𝜌

(𝜆𝑧.𝑣)𝑢 ↠1 [𝑢/𝑧]𝑣 = 𝑣
𝛽

𝑀 = (𝜆𝑥.(𝜆𝑦.𝑦)𝑥)((𝜆𝑧.𝑣)𝑢) ↠1 [𝑣/𝑥]𝑥 = 𝑣
𝛽

Assim, 𝑀 ↠1 𝑣 . É de notar que 𝑀 ↠𝛽 𝑣 em 3 passos, mas não é verdade que 𝑀 →𝛽 𝑣 . Com

efeito,𝑀 →𝛽 (𝜆𝑦.𝑦) ((𝜆𝑧.𝑣)𝑢) →𝛽 (𝜆𝑧.𝑣)𝑢 →𝛽 𝑣 .

Lema 2. Sejam 𝑥 , 𝑦, 𝑃 , 𝑁 ,𝑀 ∈ Λ tais que 𝑥 ≠ 𝑦 e 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑃). Então,

[𝑃/𝑦] ( [𝑁 /𝑥]𝑀) = [( [𝑃/𝑦]𝑁 )/𝑥] ( [𝑃/𝑦]𝑀).

Demonstração. A prova segue por indução em 𝑀 .

• Caso𝑀 = 𝑥 :

Ora, [𝑃/𝑦] ( [𝑁 /𝑥]𝑥) = [𝑃/𝑦]𝑁 = [[𝑃/𝑦]𝑁 /𝑥]𝑥 = [[𝑃/𝑦]𝑁 /𝑥] ( [𝑃/𝑦]𝑥).

• Caso𝑀 = 𝑦:

Ora, [𝑃/𝑦] ( [𝑁 /𝑥]𝑦) = [𝑃/𝑦]𝑦 = 𝑃 = [[𝑃/𝑦]𝑁 /𝑥]𝑃 = [[𝑃/𝑦]𝑁 /𝑥] ( [𝑃/𝑦]𝑦). Note-se que

𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑃), na terceira igualdade.

• Caso𝑀 = 𝑧, com 𝑥 ≠ 𝑧 ≠ 𝑦:

Ora, [𝑃/𝑦] ( [𝑁 /𝑥]𝑧) = [𝑃/𝑦]𝑧 = [[𝑃/𝑦]𝑁 /𝑥]𝑧 = [[𝑃/𝑦]𝑁 /𝑥] ( [𝑃/𝑦]𝑧).

• Caso𝑀 = 𝜆𝑧.𝑄 :

Ora, [𝑃/𝑦] ( [𝑁 /𝑥] (𝜆𝑧.𝑄)) = 𝜆𝑧.[𝑃/𝑦] ( [𝑁 /𝑥]𝑄) = 𝜆𝑧.[[𝑃/𝑦]𝑁 /𝑥] ( [𝑃/𝑦]𝑄)

= [[𝑃/𝑦]𝑁 /𝑥] ( [𝑃/𝑦] (𝜆𝑧.𝑄)), onde a segunda igualdade segue por hipótese de indução em𝑄 .

• Caso𝑀 = 𝑄𝑄′:

Ora, [𝑃/𝑦] ( [𝑁 /𝑥] (𝑄𝑄′)) = [𝑃/𝑦] ( [𝑁 /𝑥]𝑄) [𝑃/𝑦] ( [𝑁 /𝑥]𝑄′)

= [[𝑃/𝑦]𝑁 /𝑥] ( [𝑃/𝑦]𝑄) [[𝑃/𝑦]𝑁 /𝑥] ( [𝑃/𝑦]𝑄′) = [[𝑃/𝑦]𝑁 /𝑥] ( [𝑃/𝑦] (𝑄𝑄′)), onde a se-

gunda igualdade segue por hipótese de indução em 𝑄 e 𝑄′.

□
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CAPÍTULO 2. RECAPITULAÇÃO

Lema 3. Sejam 𝑁 , 𝑁 ′,𝑀 ∈ Λ tais que 𝑁 ↠1 𝑁
′. Então,

[𝑁 /𝑥]𝑀 ↠𝛽 [𝑁 ′/𝑥]𝑀.

Demonstração. A prova segue por indução em 𝑀 .

• Caso𝑀 = 𝑥 :

Ora, [𝑁 /𝑥]𝑥 = 𝑁 ↠𝛽 𝑁
′ = [𝑁 ′/𝑥]𝑥 , onde 𝑁 ↠𝛽 𝑁 ′ por hipótese.

• Caso𝑀 = 𝑦:

Ora, [𝑁 /𝑥]𝑦 = 𝑦 ↠𝛽 𝑦 = [𝑁 ′/𝑥]𝑦, onde 𝑦 ↠𝛽 𝑦 pela regra 𝜌 .

• Caso𝑀 = 𝜆𝑦.𝑃 :

Por hipótese de indução, [𝑁 /𝑥]𝑃 ↠𝛽 [𝑁 ′/𝑥]𝑃 . Daqui segue que 𝜆𝑦.[𝑁 /𝑥]𝑃 ↠𝛽 𝜆𝑦.[𝑁 ′/𝑥]𝑃 ,

pela regra 𝜉 . Logo, [𝑁 /𝑥] (𝜆𝑦.𝑃) = 𝜆𝑦.[𝑁 /𝑥]𝑃 ↠𝛽 𝜆𝑦.[𝑁 ′/𝑥]𝑃 = [𝑁 ′/𝑥] (𝜆𝑦.𝑃).

• Caso𝑀 = 𝑃𝑄 :

Por hipótese de indução, [𝑁 /𝑥]𝑃 ↠𝛽 [𝑁 ′/𝑥]𝑃 e [𝑁 /𝑥]𝑄 ↠𝛽 [𝑁 ′/𝑥]𝑄 .

De [𝑁 /𝑥]𝑃 ↠𝛽 [𝑁 ′/𝑥]𝑃 segue que [𝑁 /𝑥]𝑃 [𝑁 /𝑥]𝑄 ↠𝛽 [𝑁 ′/𝑥]𝑃 [𝑁 /𝑥]𝑄 , pela regra 𝜇, e

de [𝑁 /𝑥]𝑄 ↠𝛽 [𝑁 ′/𝑥]𝑄 segue que [𝑁 ′/𝑥]𝑃 [𝑁 /𝑥]𝑄 ↠𝛽 [𝑁 ′/𝑥]𝑃 [𝑁 ′/𝑥]𝑄 , pela regra 𝜈 .

Aplicando a regra 𝜏 obtemos [𝑁 ′/𝑥]𝑃 [𝑁 ′/𝑥]𝑄 ↠𝛽 [𝑁 ′/𝑥]𝑃 [𝑁 ′/𝑥]𝑄 . Logo, [𝑁 /𝑥] (𝑃𝑄) =

[𝑁 /𝑥]𝑃 [𝑁 /𝑥]𝑄 ↠𝛽 [𝑁 ′/𝑥]𝑃 [𝑁 ′/𝑥]𝑄 = [𝑁 ′/𝑥] (𝑃𝑄).

□

Lema 4. Sejam 𝑁 , 𝑁 ′,𝑀 ,𝑀′ ∈ Λ tais que 𝑁 ↠1 𝑁
′ e𝑀 ↠1 𝑀

′. Então,

[𝑁 /𝑥]𝑀 ↠1 [𝑁 ′/𝑥]𝑀′.

Demonstração. A prova segue por indução na relação 𝑀 ↠1 𝑀
′.

• Caso 𝜌 :

Suponhamos que 𝑃 ↠1 𝑃 . É direto que [𝑁 /𝑥]𝑃 ↠1 [𝑁 ′/𝑥]𝑃 , pelo lema 3.

• Caso 𝜉 :

Suponhamos que 𝜆𝑦.𝑃 ↠1 𝜆𝑦.𝑃
′. Por hipótese de indução, [𝑁 /𝑥]𝑃 ↠1 [𝑁 ′/𝑥]𝑃′. Daqui

segue que 𝜆𝑦.[𝑁 /𝑥]𝑃 ↠1 𝜆𝑦.[𝑁 ′/𝑥]𝑃′, pela regra 𝜉 . Logo, [𝑁 /𝑥] (𝜆𝑦.𝑃) = 𝜆𝑦.[𝑁 /𝑥]𝑃 ↠1

𝜆𝑦.[𝑁 ′/𝑥]𝑃′ = [𝑁 ′/𝑥] (𝜆𝑦.𝑃′).
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• Caso 𝜖:

Suponhamos que 𝑃𝑄 ↠1 𝑃
′𝑄′. Por hipótese de indução, [𝑁 /𝑥]𝑃 ↠1 [𝑁 ′/𝑥]𝑃′ e [𝑁 /𝑥]𝑄 ↠1

[𝑁 ′/𝑥]𝑄′. Logo, [𝑁 /𝑥] (𝑃𝑄) = [𝑁 /𝑥]𝑃 [𝑁 /𝑥]𝑄 ↠1 [𝑁 ′/𝑥]𝑃′[𝑁 ′/𝑥]𝑄′ = [𝑁 ′/𝑥] (𝑃′𝑄′),

aplicando a regra 𝜖.

• Caso 𝛽 :

Suponhamos que (𝜆𝑦.𝑃)𝑄 ↠1 [𝑄′/𝑦]𝑃′. Por hipótese de indução, [𝑁 /𝑥]𝑃 ↠1 [𝑁 ′/𝑥]𝑃′ e

[𝑁 /𝑥]𝑄 ↠1 [𝑁 ′/𝑥]𝑄′. Logo, [𝑁 /𝑥] ((𝜆𝑦.𝑃)𝑄) = [𝑁 /𝑥] (𝜆𝑦.𝑃) [𝑁 /𝑥]𝑄 =

(𝜆𝑦.[𝑁 /𝑥]𝑃) [𝑁 /𝑥]𝑄 ↠1 [( [𝑁 ′/𝑥]𝑄′)/𝑦] ( [𝑁 ′/𝑥]𝑃′) = [𝑁 ′/𝑥] ( [𝑄′/𝑦]𝑃′), aplicado a

regra 𝛽 e pelo lema 2.

□

Lema 5. Sejam𝑀 , 𝑁 , 𝑃 ∈ Λ. Então,

(𝑖) 𝜆𝑥.𝑀 ↠1 𝑁 =⇒ 𝑁 = 𝜆𝑥.𝑀′, com𝑀 ↠1 𝑀
′;

(𝑖𝑖) 𝑀𝑁 ↠1 𝑃 =⇒
{
𝑃 = 𝑀′𝑁 ′, com𝑀 ↠1 𝑀

′ e 𝑁 ↠1 𝑁
′;

𝑀 = 𝜆𝑥 .𝑄, com 𝑃 = [𝑁 ′/𝑥]𝑄′, 𝑄 ↠1 𝑄
′ e 𝑁 ↠1 𝑁

′.

Demonstração. Pelo princípio genérico, sabemos que um par pertencente a uma relação definida por

indução apenas pode ser obtido através de uma das regras de indução. A prova segue segundo este

princípio.

• De 𝜆𝑥.𝑀 ↠1 𝑁 segue, pela regra 𝜉 , que existe𝑀′ tal que 𝑁 = 𝜆𝑥 .𝑀 e𝑀 ↠1 𝑀
′.

• De 𝜆𝑥 .𝑀 ↠1 𝑁 segue, pela regra 𝜌 , que 𝑁 = 𝜆𝑥.𝑀 . Uma vez que𝑀 ↠1 𝑀
′, então esta regra

pode ser vista como um caso particular da regra 𝜉 onde𝑀′ = 𝑀 .

• De 𝑀𝑁 ↠1 𝑃 segue, pela regra 𝜖, que existem 𝑀′ e 𝑁 ′ tais que 𝑃 = 𝑀′𝑁 ′, 𝑀 ↠1 𝑀
′ e

𝑁 ↠1 𝑁
′.

• De 𝑀𝑁 ↠1 𝑃 segue, pela regra 𝛽 , que existem 𝑄 , 𝑁 , 𝑄′ e 𝑁 ′ tais que 𝑀 = 𝜆𝑥.𝑄 , 𝑃 =

[𝑁 ′/𝑥]𝑄′, 𝑁 ↠1 𝑁
′ e 𝑄 ↠1 𝑄

′.

□

Lema 6. A relação↠1 satisfaz a propriedade do diamante.
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Demonstração. A prova segue por indução em 𝑀 ↠1 𝑁 . Vamos mostrar que, para todo 𝑀 ↠1 𝑁
′,

existe um 𝑃 ∈ Λ tal que 𝑁 ↠1 𝑃 e 𝑁 ′ ↠1 𝑃 .

• Caso 𝜌 :

Suponhamos que 𝑁 ↠1 𝑁 , ou seja, 𝑀 = 𝑁 . Então, basta tomar 𝑃 = 𝑁 ′. De facto, para todo

𝑀 = 𝑁 ↠1 𝑁
′, temos que 𝑁 ↠1 𝑁

′ = 𝑃 e 𝑁 ′ ↠1 𝑁
′ = 𝑃 , pela regra 𝜌 .

• Caso 𝜉 :

Suponhamos que 𝜆𝑥.𝑄 ↠1 𝜆𝑥.𝑄
′, ou seja, 𝑀 = 𝜆𝑥 .𝑄 e 𝑁 = 𝜆𝑥 .𝑄′. De 𝑀 = 𝜆𝑥.𝑄 ↠1 𝑁

′,

segue que 𝑁 ′ = 𝜆𝑥.𝑄′′, com 𝑄 ↠1 𝑄
′′, pelo lema 5. Então, basta tomar 𝑃 = 𝜆𝑥 .𝑄′′′, com

𝑄′ ↠1 𝑄
′′′ e 𝑄′′ ↠1 𝑄

′′′. De facto, de 𝑄′ ↠1 𝑄
′′′ segue que 𝑁 = 𝜆𝑥 .𝑄′ ↠1 𝜆𝑥 .𝑄

′′′ = 𝑃

e, analogamente, de 𝑄′′ ↠1 𝑄
′′′ segue que 𝑁 ′ = 𝜆𝑥 .𝑄′′ ↠1 𝜆𝑥.𝑄

′′′ = 𝑃 , pela regra 𝜉 .

• Caso 𝜖:

Suponhamos que 𝑄𝐹 ↠1 𝑄
′𝐹 ′, ou seja,𝑀 = 𝑄𝐹 e 𝑁 = 𝑄′𝐹 ′, por consequência de 𝑄 ↠1 𝑄

′

e 𝐹 ↠1 𝐹
′. Pelo lema 5 temos dois subcasos:

– De 𝑀 = 𝑄𝐹 ↠1 𝑁
′, segue que 𝑁 ′ = 𝑄′′𝐹 ′′, com 𝑄 ↠1 𝑄

′′ e 𝐹 ↠1 𝐹
′′. Então, basta

tomar 𝑃 = 𝑄′′′𝐹 ′′′, com 𝑄′ ↠1 𝑄
′′′, 𝑄′′ ↠1 𝑄

′′′, 𝐹 ′ ↠1 𝐹
′′′ e 𝐹 ′′ ↠1 𝐹

′′′. De facto,

de𝑄′ ↠1 𝑄
′′′ e 𝐹 ′ ↠1 𝐹

′′′ segue que 𝑁 = 𝑄′𝐹 ′ ↠1 𝑄
′′′𝐹 ′′′ = 𝑃 e, de forma análoga,

de 𝑄′′ ↠1 𝑄
′′′ e 𝐹 ′′ ↠1 𝐹

′′′ segue que 𝑁 ′ = 𝑄′′𝐹 ′′ ↠1 𝑄
′′′𝐹 ′′′ = 𝑃 , pela regra 𝜖.

– De𝑀 = 𝑄𝐹 ↠1 𝑁
′, segue que𝑄 = 𝜆𝑥 .𝐿, com 𝑁 ′ = [𝐹 ′′/𝑥]𝐿′′, 𝐿 ↠1 𝐿

′′ e 𝐹 ↠1 𝐹
′′.

Novamente pelo lema 5, de 𝜆𝑥 .𝐿 = 𝑄 ↠1 𝑄
′ segue que 𝑄′ = 𝜆𝑥.𝐿′, com 𝐿 ↠1 𝐿

′.

Assim,𝑀 = 𝑄𝐹 = (𝜆𝑥 .𝐿)𝐹 , 𝑁 = 𝑄′𝐹 ′ = (𝜆𝑥.𝐿′)𝐹 ′ e 𝑁 ′ = [𝐹 ′′/𝑥]𝐿′′.

Então, basta tomar 𝑃 = [𝐹 ′′′/𝑥]𝐿′′′, com 𝐿′ ↠1 𝐿
′′′, 𝐿′′ ↠1 𝐿

′′′, 𝐹 ′ ↠1 𝐹
′′′ e 𝐹 ′′ ↠1

𝐹 ′′′. De facto, de 𝐿′ ↠1 𝐿
′′′ e 𝐹 ′ ↠1 𝐹

′′′ segue que 𝑁 = (𝜆𝑥 .𝐿′)𝐹 ′ ↠1 [𝐹 ′′′/𝑥]𝐿′′′ =

𝑃 , pela regra 𝛽 , e de 𝐿′′ ↠1 𝐿′′′ e 𝐹 ′′ ↠1 𝐹 ′′′ segue que 𝑁 ′ = [𝐹 ′′/𝑥]𝐿′′ ↠1

[𝐹 ′′′/𝑥]𝐿′′′ = 𝑃 , pelo lema 4.

• Caso 𝛽 :

Suponhamos que (𝜆𝑥.𝐿)𝐹 ↠1 [𝐹 ′/𝑥]𝐿′, ou seja, 𝑀 = (𝜆𝑥.𝐿)𝐹 e 𝑁 = [𝐹 ′/𝑥]𝐿′, por con-

sequência de 𝐿 ↠1 𝐿
′ e 𝐹 ↠1 𝐹

′.

Pelo lema 5 temos dois subcasos:
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– De 𝑀 = (𝜆𝑥 .𝐿)𝐹 ↠1 𝑁
′, segue que 𝑁 ′ = (𝜆𝑥 .𝐿′′)𝐹 ′′, com 𝐿 ↠1 𝐿

′′ e 𝐹 ↠1 𝐹
′′.

Então, basta tomar 𝑃 = [𝐹 ′′′/𝑥]𝐿′′′, com 𝐿′ ↠1 𝐿
′′′, 𝐿′′ ↠1 𝐿

′′′, 𝐹 ′ ↠1 𝐹
′′′ e 𝐹 ′′ ↠1

𝐹 ′′′. De facto, de 𝐿′ ↠1 𝐿
′′′ e 𝐹 ′ ↠1 𝐹

′′′ segue que 𝑁 = [𝐹 ′/𝑥]𝐿′ ↠1 [𝐹 ′′′/𝑥]𝐿′′′ =

𝑃 , pelo lema 4, e de 𝐿′′ ↠1 𝐿′′′ e 𝐹 ′′ ↠1 𝐹 ′′′ segue que 𝑁 ′ = (𝜆𝑥.𝐿′′)𝐹 ′′ ↠1

[𝐹 ′′′/𝑥]𝐿′′′ = 𝑃 , pela regra 𝛽 .

– De𝑀 = (𝜆𝑥.𝐿)𝐹 ↠1 𝑁
′, segue que𝑁 ′ = [𝐹 ′′/𝑥]𝐿′′, com 𝐿 ↠1 𝐿

′′ e 𝐹 ↠1 𝐹
′′. Então,

basta tomar 𝑃 = [𝐹 ′′′/𝑥]𝐿′′′, com 𝐿′ ↠1 𝐿
′′′, 𝐿′′ ↠1 𝐿

′′′, 𝐹 ′ ↠1 𝐹
′′′ e 𝐹 ′′ ↠1 𝐹

′′′.

De facto, de 𝐿′ ↠1 𝐿
′′′ e 𝐹 ′ ↠1 𝐹

′′′ segue que 𝑁 = [𝐹 ′/𝑥]𝐿′ ↠1 [𝐹 ′′′/𝑥]𝐿′′′ =

𝑃 e, analogamente, de 𝐿′′ ↠1 𝐿′′′ e 𝐹 ′′ ↠1 𝐹 ′′′ segue que 𝑁 ′ = [𝐹 ′′/𝑥]𝐿′′ ↠1

[𝐹 ′′′/𝑥]𝐿′′′ = 𝑃 , pelo lema 4.

□

Lema 7. O fecho transitivo de↠1 é dado pela relação↠𝛽 .

Demonstração. Sabemos que →𝛽⊆↠1⊆↠𝛽 . Uma vez que ↠𝛽 corresponde ao fecho transitivo (e

reflexivo) de→𝛽 , então é direto que também corresponde ao de↠1.

□

Teorema 1 (Confluência de 𝛽). A relação 𝛽 é confluente.

Demonstração. Pelo lema 6, temos que ↠1 |= ⋄. Assim, pelos lemas 7 e 1, segue que ↠𝛽 |= ⋄ e,

consequentemente pela definição de confluência, 𝛽 é confluente. □

Teorema 2 (Church-Rosser). Sejam𝑀 , 𝑁 ∈ Λ. Então,

𝑀 =𝛽 𝑁 ⇐⇒ ∃𝑃 ∈ Λ : 𝑀 ↠𝛽 𝑃 ∧ 𝑁 ↠𝛽 𝑃 .

Demonstração. Primeiramente, suponhamos que 𝑀 =𝛽 𝑁 . Queremos provar que ∃𝑃 ∈ Λ tal que

𝑀 ↠𝛽 𝑃 e 𝑁 ↠𝛽 𝑃 . A prova segue por indução em 𝑀 =𝛽 𝑁 .

• Caso =𝛽 :

Suponhamos que 𝑀 =𝛽 𝑁 , por consequência de 𝑀 →𝛽 𝑁 . Então, basta tomar 𝑃 = 𝑁 . De

facto, de 𝑀 →𝛽 𝑁 segue que𝑀 ↠𝛽 𝑁 = 𝑃 , pela regra↠𝛽 , e 𝑁 ↠𝛽 𝑁 = 𝑃 , pela regra 𝜌 .
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• Caso 𝜌 :

Suponhamos que𝑀 = 𝛽𝑀 , isto é, 𝑁 = 𝑀 . Então, basta tomar 𝑃 = 𝑀 . De facto,𝑀 ↠𝛽 𝑀 = 𝑃

e 𝑁 = 𝑀 ↠𝛽 𝑀 = 𝑃 pela regra 𝜌 .

• Caso 𝜏 :

Suponhamos que 𝑀 =𝛽 𝑁 , por consequência de 𝑀 =𝛽 𝑄 e 𝑄 =𝛽 𝑁 . Por hipótese de indução,

∃𝑃′ ∈ Λ tal que 𝑀 ↠𝛽 𝑃′ e 𝑄 ↠𝛽 𝑃′ e ∃𝑃′′ ∈ Λ tal que 𝑄 ↠𝛽 𝑃′′ e 𝑁 ↠𝛽 𝑃′′.

Uma vez que 𝛽 é confluente, então de 𝑄 ↠𝛽 𝑃′ e 𝑄 ↠𝛽 𝑃′′ segue que ∃𝑃′′′ ∈ Λ tal que

𝑃′ ↠𝛽 𝑃′′′ e 𝑃′′ ↠𝛽 𝑃′′′. Então, basta tomar 𝑃 = 𝑃′′′. De facto, 𝑀 ↠𝛽 𝑃
′ ↠𝛽 𝑃′′′ = 𝑃 e

𝑁 ↠𝛽 𝑃
′′ ↠𝛽 𝑃′′′ = 𝑃 .

• Caso 𝜎 :

Suponhamos que 𝑀 =𝛽 𝑁 , por consequência de 𝑁 =𝛽 𝑀 . De 𝑁 =𝛽 𝑀 segue que ∃𝑄 ∈ Λ

tal que 𝑁 ↠𝛽 𝑄 e 𝑀 ↠𝛽 𝑄 , por hipótese de indução. Então, basta tomar 𝑃 = 𝑄 . De facto,

𝑀 ↠𝛽 𝑄 = 𝑃 e 𝑁 ↠𝛽 𝑄 = 𝑃 .

Reciprocamente, suponhamos agora que ∃𝑃 ∈ Λ tal que 𝑀 ↠𝛽 𝑃 e 𝑁 ↠𝛽 𝑃 . Queremos provar

que𝑀 =𝛽 𝑁 . De 𝑁 ↠𝛽 𝑃 segue que 𝑁 =𝛽 𝑃 e, por isso, 𝑃 =𝛽 𝑁 , respetivamente pelas regras =𝛽 e

𝜎 . De 𝑀 ↠𝛽 𝑃 segue que 𝑀 =𝛽 𝑃 , pela regra =𝛽 . Logo, de 𝑀 =𝛽 𝑃 e 𝑃 =𝛽 𝑁 obtemos finalmente

que𝑀 =𝛽 𝑁 , pela regra 𝜏 .

□

Corolário 1. Cada termo-𝜆 tem no máximo uma forma normal-𝛽 .

Demonstração. Suponhamos que 𝑁 e 𝑃 são fn’s-𝛽 de um termo-𝜆 𝑀 . Então, 𝑀 ↠𝛽 𝑁 e 𝑀 ↠𝛽 𝑃 .

Uma vez que↠𝛽 satisfaz a propriedade do diamante, ∃𝑄 ∈ Λ tal que 𝑁 ↠𝛽 𝑄 e 𝑃 ↠𝛽 𝑄 . Assim,

como 𝑁 e 𝑃 são fn’s-𝛽 , isto é, nenhum dos seus termos é um redex-𝛽 , então 𝑁 = 𝑄 = 𝑃 . □

Teorema 3 (Consistência). Sejam𝑀 e 𝑁 duas formas normais-𝛽 distintas. Então, 𝑀 ≠𝛽 𝑁 .

Demonstração. A prova segue por redução ao absurdo. Suponhamos que𝑀 =𝛽 𝑁 . Então, pelo teorema

de Church-Rosser, ∃𝑃 ∈ Λ tal que𝑀 ↠𝛽 𝑃 e 𝑁 ↠𝛽 𝑃 . Mas, desta forma, 𝑃 = 𝑀 e 𝑃 = 𝑁 e, portanto,

𝑀 = 𝑁 . Isto é absurdo visto que, por hipótese, 𝑀 ≠ 𝑁 . □
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2.2 Conceitos sobre relações de redução

Os seguintes conceitos podem ser encontrados em [16]. Estes serão fundamentais, em particular, nos

capítulos 4 e 5, com o objetivo estabelecer relações entre diferentes cálculos.

Definição 18 (Correspondência Equacional). Sejam A e B dois conjuntos com a relação de re-

dução em um passo →A e →B , respetivamente. Considere-se os mapeamentos 𝑓 (·) : A → B e

𝑔(·) : B → A. Então, 𝑓 e 𝑔 formam uma correspondência equacional entre A e B se:

• 𝑀 =A 𝑁 =⇒ 𝑓 (𝑀) =B 𝑓 (𝑁 );

• 𝑀 =B 𝑁 =⇒ 𝑔(𝑀) =A 𝑔(𝑁 );

• 𝑀 =A 𝑔(𝑓 (𝑀));

• 𝑓 (𝑔(𝑀)) =B 𝑀 .

Definição 19 (Conexão de Galois). Sejam A e B dois conjuntos com a relação de redução em um

passo→A e→B , respetivamente. Considere-se os mapeamentos 𝑓 (·) : A → B e 𝑔(·) : B → A.

Então, 𝑓 e 𝑔 formam uma conexão de Galois de A para B se:

• 𝑀 ↠A 𝑁 =⇒ 𝑓 (𝑀) ↠B 𝑓 (𝑁 );

• 𝑀 ↠B 𝑁 =⇒ 𝑔(𝑀) ↠A 𝑔(𝑁 );

• 𝑀 ↠A 𝑔(𝑓 (𝑀));

• 𝑓 (𝑔(𝑀)) ↠B 𝑀 .

Definição 20 (Pré-conexão de Galois). Sejam A e B dois conjuntos com a relação de redução em

um passo→A e→B , respetivamente. Considere-se os mapeamentos 𝑓 : A → B e 𝑔 : B → A.

Então, 𝑓 e 𝑔 formam uma pré-conexão de Galois de A para B se, à definição anterior, removermos a

última condição.

Definição 21 (Reflexão). SejamA e B dois conjuntos com a relação de redução em um passo→A
e→B , respetivamente. Considere-se os mapeamentos 𝑓 (·) : A → B e 𝑔(·) : B → A. Então, 𝑓 e 𝑔

formam uma reflexão em A de B se:

• 𝑀 ↠A 𝑁 =⇒ 𝑓 (𝑀) ↠B 𝑓 (𝑁 );
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• 𝑀 ↠B 𝑁 =⇒ 𝑔(𝑀) ↠A 𝑔(𝑁 );

• 𝑀 ↠A 𝑔(𝑓 (𝑀));

• 𝑀 = 𝑓 (𝑔(𝑀)).

Teorema 4 (Confluência por simulação). Se 𝑓 e 𝑔 formam uma pré-conexão de Galois de A para

B e→B é confluente, então→A é confluente.

2.3 Cálculo-𝜆 com tipos simples

Nesta secção vamos apresentar o cálculo-𝜆 com tipificação à la Curry [5], representado por 𝜆→. Este

sistema pode ser encontrado em [17].

Definição 22 (Tipos simples). SejaB = A∪{(, ),→}, onde𝔸 é um conjunto numerável de variáveis

de tipo, denotadas por 𝑎, 𝑏, 𝑐, etc. O conjunto de todas as palavras em B é representado por B∗. O

conjunto dos tipo simples, representado por T, é definido indutivamente sobre B∗ por:

𝜌 , 𝜎 , 𝜏 ∈ T ::= 𝑎 | (𝜎 → 𝜏)

As variáveis de tipo dizem-se tipos atómicos e os tipos da forma (𝜎 → 𝜏) dizem-se o tipo das funções

de 𝜎 em 𝜏 .

Por convenção: (𝑖) omite-se os parêntesis mais externos; (𝑖𝑖) a associação de→ é feita à direita,

isto é, 𝜌 → 𝜎 → 𝜏 abrevia 𝜌 → (𝜎 → 𝜏).

Definição 23 (Contextos de tipificação). Um contexto de tipificação é um conjunto finito (eventual-

mente vazio) de elementos da forma 𝑦 : 𝜏 , onde 𝑦 é uma variável, 𝜏 um tipo simples e a cada variável é

atribuído no máximo um tipo, e representa-se por Γ, Δ, Γ′, etc.

Por convenção: (𝑖) omite-se os parêntesis mais externos do conjunto; (𝑖𝑖) utiliza-se Γ, 𝑥 : 𝜎 para

denotar Γ ∪ {𝑥 : 𝜎}, assumindo que estes dois conjuntos são disjuntos.

Definição 24 (Relação de tipificação à la Curry). A relação de tipificação à la Curry entre contextos

Γ, termos-𝜆 𝑀 e tipos simples 𝜏 , representada por Γ ⊢ 𝑀 : 𝜏 , é definida indutivamente por:

Γ, 𝑥 : 𝜏 ⊢ 𝑥 : 𝜏 𝑉𝑎𝑟
Γ, 𝑥 : 𝜎 ⊢ 𝑀 : 𝜏

Γ ⊢ (𝜆𝑥 .𝑀) : 𝜎 → 𝜏
𝐴𝑏𝑠

Γ ⊢ 𝑀 : 𝜎 → 𝜏 Γ ⊢ 𝑁 : 𝜎
Γ ⊢ 𝑀𝑁 : 𝜏 𝐴𝑝𝑝
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A relação Γ ⊢ 𝑀 : 𝜏 lê-se como𝑀 tem tipo 𝜏 no contexto Γ. A𝑀 chama-se sujeito e a 𝜏 predicado.

Definição 25 (Termo-𝜆 tipificável). Um termo-𝜆 𝑀 diz-se tipificável se Γ ⊢ 𝑀 : 𝜎 para algum Γ e

algum 𝜎 .

Vejamos o caso do combinador S = 𝜆𝑥𝑦𝑧.𝑥𝑧 (𝑦𝑧), que é tipificável. Basta tomar Γ = { } e 𝜎 =

(𝜎 → 𝜏 → 𝜌) → (𝜎 → 𝜏) → 𝜎 → 𝜌 . Ora:

Δ ⊢ 𝑥 : 𝜎 → 𝜏 → 𝜌 𝑉𝑎𝑟 Δ ⊢ 𝑧 : 𝜎 𝑉𝑎𝑟
Δ ⊢ 𝑥𝑧 : 𝜏 → 𝜌

𝐴𝑝𝑝
Δ ⊢ 𝑦 : 𝜎 → 𝜏 𝑉𝑎𝑟 Δ ⊢ 𝑧 : 𝜎 𝑉𝑎𝑟

Δ ⊢ 𝑦𝑧 : 𝜏 𝐴𝑝𝑝

Δ = 𝑥 : 𝜎 → 𝜏 → 𝜌,𝑦 : 𝜎 → 𝜏, 𝑧 : 𝜎 ⊢ 𝑥𝑧 (𝑦𝑧) : 𝜌 𝐴𝑝𝑝

𝑥 : 𝜎 → 𝜏 → 𝜌,𝑦 : 𝜎 → 𝜏 ⊢ 𝜆𝑧.𝑥𝑧 (𝑦𝑧) : 𝜎 → 𝜌
𝐴𝑏𝑠

𝑥 : 𝜎 → 𝜏 → 𝜌 ⊢ 𝜆𝑦𝑧.𝑥𝑧 (𝑦𝑧) : (𝜎 → 𝜏) → 𝜎 → 𝜌
𝐴𝑏𝑠

⊢ 𝜆𝑥𝑦𝑧.𝑥𝑧 (𝑦𝑧) : (𝜎 → 𝜏 → 𝜌) → (𝜎 → 𝜏) → 𝜎 → 𝜌
𝐴𝑏𝑠

2.4 Sistemas dedutivos

Na década de 1930, G. Gentzen introduziu o cálculo de sequentes e a dedução natural [8]. Estes são

sistemas dedutivos, onde são identificados axiomas e regras que permitem construir deduções.

2.4.1 Dedução natural e isomorfismo de Curry-Howard

Nesta secção vamos estudar a dedução natural com sequentes 𝑁 𝐽 , que se relaciona com o cálculo-𝜆

com tipos simples através do isomorfismo de Curry-Howard. De uma forma informal, o isomorfismo de

de Curry-Howard estabelece uma equivalência entre estes dois sistemas, criando uma correspondência

entre fórmulas e tipos e entre provas e termos, respetivamente. O sistema 𝑁 𝐽 encontra-se apresentado

em [17].

Definição 26 (Fórmulas). SejaA𝑝 = V𝑝 ∪{(, ), ⊃}, ondeV𝑝 é um conjunto numerável de variáveis

proposicionais, denotadas por 𝑝, 𝑞, 𝑝′, etc. O conjunto de todas as palavras em A𝑃 é representado por

A∗𝑝 . O conjunto das fórmulas, representado por F𝑝 , é definido indutivamente sobre A∗𝑝 por:

𝐴, 𝐵, 𝐶 ::= 𝑝 | (𝐴 ⊃ 𝐵)

Definição 27 (Sequente de 𝑁 𝐽 ). Um sequente é um par (Γ, 𝐴), que será representado por Γ ⇒ 𝐴,

onde Γ é um conjunto finito de fórmulas e 𝐴 é uma fórmula. A Γ dá-se o nome de contexto, antecedente

ou lado esquerdo do sequente. A𝐴 dá-se o nome de conclusão, consequente ou lado direito do sequente.
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Por convenção: (𝑖) omite-se os parêntesis mais externos; (𝑖𝑖) a associação de ⊃ é feita à direita; (𝑖𝑖𝑖)

utiliza-se Γ, 𝐴 para denotar Γ ∪ {𝐴}, assumindo que estes dois conjuntos são disjuntos.

De forma intuitiva, um sequente Γ ⇒ 𝐴, com Γ = 𝐵1, · · · , 𝐵𝑛 , transmite a ideia de que 𝐵1∧· · ·∧𝐵𝑛
implica 𝐴.

Definição 28 (Árvore de sequentes). Uma árvore de sequentes tem a forma:

Figura 1: Árvore de sequentes

Cada nodo representa um sequente. Ao nodo preto chamamos raiz ou conclusão e aos nodos cin-

zentos, que representam unicamente axiomas, chamamos folhas. Uma árvore com um único nodo é

simultaneamente folha e raiz.

Definição 29 (Derivações de 𝑁 𝐽 ). O conjunto de derivações de 𝑁 𝐽 , apresentado em [17], é o menor

conjunto de árvores de sequentes fechado para as seguintes regras de inferência:

Γ, 𝐴⇒ 𝐴 𝐴𝑥
Γ ⇒ 𝐴 ⊃ 𝐵 Γ ⇒ 𝐴

Γ ⇒ 𝐵 𝐸 ⊃ Γ, 𝐴⇒ 𝐵
Γ ⇒ 𝐴 ⊃ 𝐵 𝐼 ⊃

Uma derivação D diz-se derivação de Γ ⇒ 𝐴, e representa-se por
D

Γ ⇒ 𝐴, se D é uma árvore

de sequentes com conclusão Γ ⇒ 𝐴. Um sequente Γ ⇒ 𝐴 diz-se derivável se existir D derivação de

Γ ⇒ 𝐴.

Seja Δ = 𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶,𝐴 ⊃ 𝐵,𝐴. Vejamos a seguinte derivação do sequente⇒ (𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶) ⊃

(𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ 𝐴 ⊃ 𝐶:

Δ⇒ 𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶 𝐴𝑥 Δ⇒ 𝐴 𝐴𝑥

Δ⇒ 𝐵 ⊃ 𝐶 𝐸 ⊃ Δ⇒ 𝐴 ⊃ 𝐵 𝐴𝑥 Δ⇒ 𝐴 𝐴𝑥

Δ⇒ 𝐵 𝐸 ⊃
Δ = 𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶,𝐴 ⊃ 𝐵,𝐴⇒ 𝐶 𝐸 ⊃
𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶,𝐴 ⊃ 𝐵 ⇒ 𝐴 ⊃ 𝐶 𝐼 ⊃

𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶 ⇒ (𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ 𝐴 ⊃ 𝐶 𝐼 ⊃

⇒ (𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶) ⊃ (𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ 𝐴 ⊃ 𝐶 𝐼 ⊃
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Comparando esta derivação com a tipificação feita na secção 2.3, podemos identificar a ideia inerente

ao isomorfismo de Curry-Howard, que apresentaremos de seguida.

Definição 30 (Traduções entre F𝑝 e T). Sejam 𝑓 (·) : F𝑝 → T e 𝑔(·) : T → F𝑝 duas bijeções

definidas entre os conjuntos numeráveis F𝑝 e T.

Consideremos, por exemplo, que 𝑓 (𝐴) = 𝜎 . Se 𝑔(𝜎) = 𝐵, então 𝐵 = 𝐴.

Definição 31 (Contexto de um sequente associado). Dado um contexto de tipificação Γ = {𝑦1 :

𝜏1, . . . , 𝑦𝑛 : 𝜏𝑛}, o contexto de um sequente associado, representado por 𝑔(Γ), é dado por 𝑔(Γ) =

{𝑔(𝜏1), . . . , 𝑔(𝜏𝑛)}.

Proposição 1 (Isomorfismo de Curry-Howard).

(𝑖) Se Δ⇒ 𝐴 é derivável em 𝑁 𝐽 e Δ = 𝑔(Γ), para algum Γ em 𝜆→, então existe𝑀 ∈ Λ

tal que Γ ⊢ 𝑀 : 𝑓 (𝐴) em 𝜆→.

(𝑖𝑖) Se Γ ⊢ 𝑀 : 𝜏 em 𝜆→, então 𝑔(Γ) ⇒ 𝑔(𝜏) é derivável em 𝑁 𝐽 .

Demonstração. A prova de (𝑖) segue por indução nas derivações de 𝑁 𝐽 e a prova de (𝑖𝑖) segue por

indução nas tipificações de 𝜆→. □

2.4.2 Cálculo de sequentes

Nesta secção vamos estudar o cálculo de sequentes 𝐿𝐽 , que vamos relacionar, mais à frente, com o

fragmento 𝐿𝐽𝑄 . O sistema 𝐿𝐽 pode ser encontrado em [17].

Definição 32 (Multiconjunto). Um multiconjunto sobre𝐴 é uma função 𝑓 : 𝐴→ ℕ, onde 𝑓 (𝑎) = 𝑛

significa que 𝑎 ocorre 𝑛 vezes em 𝐴.

Definição 33 (Sequente de 𝐿𝐽 ). Um sequente é um par (Γ,Δ), que será representado por Γ ⇒ Δ,

onde Γ é um multiconjunto finito sobre F𝑝 e Δ tem no máximo uma fórmula. A Γ dá-se o nome de

contexto, antecedente ou lado esquerdo do sequente. A Δ dá-se o nome de conclusão, consequente ou

lado direito do sequente.

Definição 34 (Derivações de 𝐿𝐽 ). O conjunto de derivações de 𝐿𝐽 é o menor conjunto de árvores de

sequentes fechado para as seguintes regras de inferência:
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• Axioma:

𝐴⇒ 𝐴 𝐴𝑥

• Regras Estruturais:

Γ ⇒ 𝐶
Γ, 𝐴⇒ 𝐶 𝐿𝑊

Γ ⇒
Γ ⇒ 𝐴 𝑅𝑊

Γ, 𝐴,𝐴⇒ 𝐶
Γ, 𝐴⇒ 𝐶 𝐿𝐶

• Regras Lógicas:

Γ ⇒ 𝐴 Γ, 𝐵 ⇒ 𝐶
Γ, 𝐴 ⊃ 𝐵 ⇒ 𝐶 𝐿⊃ Γ, 𝐴⇒ 𝐵

Γ ⇒ 𝐴 ⊃ 𝐵 𝑅⊃

• Regra do Corte:

Γ ⇒ 𝐴 Γ, 𝐴⇒ 𝐵
Γ ⇒ 𝐵 𝐶𝑢𝑡

Uma derivação D diz-se derivação de Γ ⇒ 𝐴, e representa-se por
D

Γ ⇒ 𝐴, se D é uma árvore

de sequentes com conclusão Γ ⇒ 𝐴. Um sequente Γ ⇒ 𝐴 diz-se derivável se existir D derivação de

Γ ⇒ 𝐴.

Definição 35 (Regra eliminável). Uma regra de inferência 𝑅𝐼 pertencente a um cálculo sequentes diz-

se eliminável se, para todo o sequente Γ ⇒ 𝐴 derivável nesse cálculo, existe uma derivação de Γ ⇒ 𝐴

nesse cálculo sem recurso à regra 𝑅𝐼 .

Teorema 5 (Gentzen). A regra do corte, 𝐶𝑢𝑡 , é eliminável.

Demonstração. A prova pode ser encontrada em [9]. □

Vejamos duas derivações distintas do sequente⇒ (𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶) ⊃ (𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ 𝐴 ⊃ 𝐶:
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𝐴⇒ 𝐴 𝐴𝑥

𝐴 ⊃ 𝐵,𝐴⇒ 𝐴 𝐿𝑊

𝐴⇒ 𝐴 𝐴𝑥

𝐴, 𝐵 ⊃ 𝐶 ⇒ 𝐴 𝐿𝑊

𝐵 ⇒ 𝐵 𝐴𝑥

𝐴, 𝐵 ⇒ 𝐵 𝐿𝑊

𝐶 ⇒ 𝐶 𝐴𝑥

𝐵,𝐶 ⇒ 𝐶 𝐿𝑊

𝐴, 𝐵,𝐶 ⇒ 𝐶 𝐿𝑊

𝐴, 𝐵 ⊃ 𝐶, 𝐵 ⇒ 𝐶 𝐿⊃

𝐴 ⊃ 𝐵 ,𝐴, 𝐵 ⊃ 𝐶 ⇒ 𝐶
𝐿⊃

𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶,𝐴 ⊃ 𝐵,𝐴⇒ 𝐶 𝐿⊃
𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶,𝐴 ⊃ 𝐵 ⇒ 𝐴 ⊃ 𝐶 𝑅⊃

𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶 ⇒ (𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ 𝐴 ⊃ 𝐶 𝑅⊃

⇒ (𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶) ⊃ (𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ 𝐴 ⊃ 𝐶 𝑅⊃

𝐴⇒ 𝐴 𝐴𝑥

𝐴 ⊃ 𝐵,𝐴⇒ 𝐴 𝐿𝑊

𝐴⇒ 𝐴 𝐴𝑥
𝐵 ⇒ 𝐵 𝐴𝑥

𝐴, 𝐵 ⇒ 𝐵 𝐿𝑊

𝐴 ⊃ 𝐵,𝐴⇒ 𝐵 𝐿⊃
𝐶 ⇒ 𝐶 𝐴𝑥

𝐴,𝐶 ⇒ 𝐶 𝐿𝑊

𝐴 ⊃ 𝐵,𝐴,𝐶 ⇒ 𝐶 𝐿𝑊

𝐴 ⊃ 𝐵,𝐴, 𝐵 ⊃ 𝐶 ⇒ 𝐶
𝐿⊃

𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶,𝐴 ⊃ 𝐵,𝐴⇒ 𝐶 𝐿⊃
𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶,𝐴 ⊃ 𝐵 ⇒ 𝐴 ⊃ 𝐶 𝑅⊃

𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶 ⇒ (𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ 𝐴 ⊃ 𝐶 𝑅⊃

⇒ (𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶) ⊃ (𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ 𝐴 ⊃ 𝐶 𝑅⊃

As regras destacadas indicam o ponto a partir do qual as derivações diferem, quando são percorridas

de baixo para cima, e as fórmulas destacadas indicam a fórmula utilizada nessa derivação.

Enquanto que na dedução natural com sequentes temos regras de introdução e de eliminação dos

conectivos, no cálculo de sequente temos regras de introdução dos conectivos à esquerda e à direita do

sequente, pelo que temos mais alternativas de derivações.

Em suma, o cálculo-𝜆 é um sistema consistente que, quando considerando como um sistema de

tipos, é equivalente á dedução natural com sequentes para a lógica intuicionista.

No próximo capítulo vamos compreender a importância do cálculo-𝜆 nas linguagens de programação

funcionais.
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Capítulo 3

𝜆-calculi e linguagens de programação

Uma linguagem de programação funcional pode ser vista como programas, resultados e uma estratégia

de avaliação, equivalente a uma máquina abstrata, onde os programas são avaliados através da estratégia

de avaliação originando, assim, resultados.

Plotkin mostra que é possível modelar uma linguagem de programação call-by-name e call-by-value

através dos cálculos 𝜆 e 𝜆𝑣 , respetivamente [14]. Para isso, os programas, os resultados e a estratégia

de avaliação de uma linguagem devem ser modelados pelos termos fechados, pelos valores (variáveis e

abstrações) e pela estratégia de redução do cálculo correspondente, respetivamente.

3.1 Cálculo-𝜆 e linguagem CBN

As demonstrações dos resultados deste sistema call-by-name serão omitidas, uma vez que são análogas

às do sistema call-by-value, que serão realizadas na secção seguinte.

Definição 36 (Relação de redução à esquerda). Seja→𝑛⊆ Λ2 a relação binária definida induti-

vamente por:

𝑀, 𝑁 ∈ Λ
(𝜆𝑥 .𝑀)𝑁 →𝑛 [𝑁 /𝑥]𝑀

𝛽
𝑀 →𝑛 𝑀

′

𝑀𝑁 →𝑛 𝑀
′𝑁

𝜈
𝑀 →𝑛 𝑀

′

𝑥𝑀 →𝑛 𝑥𝑀
′ 𝜇

Observemos que, se𝑀 →𝑛 𝑁 , então𝑀 é necessariamente uma aplicação. Além disso, se𝑀 →𝑛 𝑁

então𝑀 →𝛽 𝑁 .

Definição 37 (Relação de redução standard). Seja→𝑠⊆ Λ2 a relação binária definida indutiva-

mente por:
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𝑥 ∈ Λ
𝑥 →𝑠 𝑥

𝜌
𝑀 →𝑠 𝑀

′

𝜆𝑥.𝑀 →𝑠 𝜆𝑥 .𝑀
′ 𝜉

𝑀 →𝑛 𝑁 𝑁 →𝑠 𝑃
𝑀 →𝑠 𝑃

𝜏
𝑀 →𝑠 𝑀

′ 𝑁 →𝑠 𝑁
′

𝑀𝑁 →𝑠 𝑀
′𝑁 ′

𝜖

Teorema 6. A relação→𝑠 é reflexiva e transitiva.

Teorema 7 (Standarização). Sejam𝑀 , 𝑁 ∈ Λ. Então,

𝑀 ↠𝛽 𝑁 ⇐⇒ 𝑀 →𝑠 𝑁 .

Definição 38 (Valor). Um termo-𝜆 diz-se um valor se não for uma aplicação, isto é, se for uma variável

ou uma abstração, e representa-se por 𝑉 ou𝑊 .

A relação de redução standard não é determinista namedida em que não está determinado omomento

de paragem de reduções à esquerda. Se𝑀 é uma aplicação e𝑀 →𝑠 𝑁 , para algum 𝑁 , tanto podemos

aplicar a regra 𝜏 , e consequentemente temos uma redução à esquerda, como podemos aplicar a regra 𝜖.

Desta forma, necessitamos do resultado seguinte, que nos dá uma forma determinista de obter um valor.

Corolário 2. Sejam𝑀 , 𝑉 ∈ Λ. Então,

𝑀 ↠𝛽 𝑉 =⇒ 𝑀 ↠𝑛 𝑊 , para algum𝑊 .

Com efeito, dada uma abstração, é possível fazer reduções-𝛽 no corpo dessa abstração, sendo que

o mesmo não acontece com a relação de redução à esquerda.

Observemos alguns exemplos:

1. Ora,𝑀 = (𝜆𝑥.𝑥)((𝜆𝑦.𝑦)𝑧) →𝛽 (𝜆𝑦.𝑦)𝑧 →𝛽 𝑧 = 𝑉 . Vejamos:

(𝜆𝑥.𝑥) ((𝜆𝑦.𝑦)𝑧) →𝑛 (𝜆𝑦.𝑦)𝑧
𝛽
(𝜆𝑦.𝑦)𝑧 →𝑛 𝑧

𝛽
𝑧 →𝑠 𝑧

𝜌

(𝜆𝑦.𝑦)𝑧 →𝑠 𝑧
𝜏

(𝜆𝑥.𝑥) ((𝜆𝑦.𝑦)𝑧) →𝑠 𝑧
𝜏

Com efeito,𝑀 →𝑠 𝑉 e𝑀 ↠𝑛 𝑉 .

2. Ora,𝑀 = 𝜆𝑢.((𝜆𝑥 .𝑥)𝑢) ((𝜆𝑦.𝑦)𝑧) →𝛽 𝜆𝑢.((𝜆𝑥 .𝑥)𝑢)𝑧 →𝛽 𝜆𝑢.𝑢𝑧 = 𝑉 . Vejamos:

(𝜆𝑥.𝑥)𝑢 →𝑛 𝑢
𝛽

𝑢 →𝑠 𝑢
𝜌

(𝜆𝑥 .𝑥)𝑢 →𝑠 𝑢
𝜏
(𝜆𝑦.𝑦)𝑧 →𝑛 𝑧

𝛽
𝑧 →𝑠 𝑧

𝜌

(𝜆𝑦.𝑦)𝑧 →𝑠 𝑧
𝜏

((𝜆𝑥.𝑥)𝑢)((𝜆𝑦.𝑦)𝑧) ↠𝑠 𝑢𝑧
𝜖

𝜆𝑢.((𝜆𝑥 .𝑥)𝑢)((𝜆𝑦.𝑦)𝑧) →𝑠 𝜆𝑢.𝑢𝑧
𝜉
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Com efeito,𝑀 →𝑠 𝑉 e, tomando𝑊 = 𝑀 ,𝑀 ↠𝑛 𝑊 .

Definição 39 (Programas). O conjunto de programas de uma linguagem de programação, represen-

tado por P, é o conjunto de termos-𝜆 fechados que modela essa linguagem.

Definição 40 (Função de avaliação). Seja 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑛 : P { P1 a função parcial de avaliação de uma

linguagem de programação call-by-name definida por:

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑛 (𝜆𝑥 .𝑀) = 𝜆𝑥.𝑀

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑛 (𝑀𝑁 ) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑛 ( [𝑁 /𝑥]𝑃), se 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑛 (𝑀) = 𝜆𝑥 .𝑃

Utilizamos a notação 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑛 (𝑀) ↓ para indicar que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑛 (𝑀) está definido.

Teorema 8. Sejam𝑀 , 𝑉 ∈ Λ tal que𝑀 é um termo fechado. Então,

(𝑒𝑣𝑎𝑙𝑛 (𝑀) ↓ ∧ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑛 (𝑀) = 𝑉 ) ⇐⇒ 𝑀 ↠𝑛 𝑉 .

Este teorema expressa como a estratégia de avaliação 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑛 da linguagem call-by-name é modelada

pela estratégia de redução↠𝑛 no cálculo-𝜆.

3.2 Cálculo-𝜆𝑣 de Plotkin e linguagem CBV

Definição 41 (Relação 𝛽𝑣 ). Seja 𝛽𝑣 ⊆ Λ2 a relação apresentada sobre a forma da seguinte regra:

(𝛽𝑣 ) (𝜆𝑥.𝑀)𝑉 → [𝑉 /𝑥]𝑀

É de notar que esta relação difere da relação 𝛽 no termo 𝑁 , que tem obrigatoriamente de ser um

valor neste sistema.

Os resultados relativos à confluência, ao Teorema de Church-Rosser e à consistência da relação 𝛽𝑣 ,

podem ser provados analogamente ao que foi realizado para a relação 𝛽 , no capítulo 2.1, uma vez que

existem menos pares divergentes.

Definição 42 (Relação de redução à esquerda). Seja→𝑣⊆ Λ2 a relação binária definida indutiva-

mente por:

𝑀,𝑉 ∈ Λ
(𝜆𝑥 .𝑀)𝑉 →𝑣 [𝑉 /𝑥]𝑀

𝛽𝑣
𝑀 →𝑣 𝑀

′

𝑀𝑁 →𝑣 𝑀
′𝑁

𝜈
𝑀 →𝑣 𝑀

′

𝑉𝑀 →𝑣 𝑉𝑀
′ 𝜇

1Utilizamos{ para representar uma função parcial.
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Mais uma vez, podemos observar que se𝑀 →𝑣 𝑁 , então𝑀 não é um valor, mas sim uma aplicação.

Mais, se 𝑀 →𝑣 𝑁 então𝑀 →𝛽𝑣 𝑁 .

Definição 43 (Relação de redução standard). Seja→𝑠⊆ Λ2 a relação binária definida indutiva-

mente por:

𝑥 ∈ Λ
𝑥 →𝑠 𝑥

𝜌
𝑀 →𝑠 𝑀

′

𝜆𝑥.𝑀 →𝑠 𝜆𝑥.𝑀
′ 𝜉

𝑀 →𝑣 𝑁 𝑁 →𝑠 𝑃
𝑀 →𝑠 𝑃

𝜏
𝑀 →𝑠 𝑀

′ 𝑁 →𝑠 𝑁
′

𝑀𝑁 →𝑠 𝑀
′𝑁 ′

𝜖

Teorema 9. A relação→𝑠 é reflexiva e transitiva.

Demonstração. Para provar que a relação é reflexiva, é necessário mostrar que, para todo 𝑀 ∈ Λ,

𝑀 →𝑠 𝑀 . Neste caso, a prova segue por uma simples indução em 𝑀 . Por fim, para provar que a

relação é transitiva, é necessário mostrar que, para todos𝑀 , 𝑁 , 𝑃 ∈ Λ, se𝑀 →𝑠 𝑁 e 𝑁 →𝑠 𝑃 , então

𝑀 →𝑠 𝑃 . Neste caso, a prova segue por indução em 𝑀 →𝑠 𝑁 . □

Teorema 10 (Standarização). Sejam𝑀 , 𝑁 ∈ Λ. Então,

𝑀 ↠𝛽𝑣 𝑁 ⇐⇒ 𝑀 →𝑠 𝑁 .

Demonstração. A prova pode ser encontrada em [14]. □

Corolário 3. Sejam𝑀 , 𝑉 ∈ Λ. Então,

𝑀 ↠𝛽𝑣 𝑉 =⇒ 𝑀 ↠𝑣 𝑊 , para algum𝑊 .

Demonstração. Suponhamos que 𝑀 ↠𝛽𝑣 𝑉 . Então, pelo teorema da standarização, 𝑀 →𝑠 𝑉 . Falta

ver que𝑀 ↠𝑣 𝑊 , para algum𝑊 . A prova segue segue por indução em 𝑀 →𝑠 𝑉 .

• Caso 𝜌 :

Suponhamos que 𝑥 →𝑠 𝑥 , ou seja, 𝑀 = 𝑉 = 𝑥 . Basta tomar𝑊 = 𝑀 . É direto que 𝑀 = 𝑥 ↠𝑣

𝑥 =𝑊 , pela reflexividade da relação↠𝑣 .

• Caso 𝜉 :

Suponhamos que 𝜆𝑥.𝑁 →𝑠 𝜆𝑥 .𝑁
′, ou seja, 𝑀 = 𝜆𝑥 .𝑁 e 𝑉 = 𝜆𝑥.𝑁 ′. Basta tomar𝑊 = 𝑀 .

Com efeito,𝑀 = 𝜆𝑥.𝑁 ↠𝑣 𝜆𝑥.𝑁 =𝑊 , novamente pela reflexividade da relação↠𝑣 .
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• Caso 𝜏 :

Suponhamos que𝑀 →𝑠 𝑉 . Por hipótese,𝑀 →𝑣 𝑁 e 𝑁 →𝑠 𝑉 . Logo, por hipótese de indução,

existe 𝑉 ′ tal que 𝑁 ↠𝑣 𝑉 ′. Basta tomar𝑊 = 𝑉 ′. Com efeito, de 𝑀 →𝑣 𝑁 e de 𝑁 ↠𝑣 𝑉 ′

obtemos𝑀 ↠𝑣 𝑉 ′ =𝑊 , pela transitividade da relação↠𝑣 .

□

Observemos os mesmos exemplos utilizados na secção anterior:

1. Ora,𝑀 = (𝜆𝑥.𝑥)((𝜆𝑦.𝑦)𝑧) →𝛽𝑣 (𝜆𝑥.𝑥)𝑧 →𝛽𝑣 𝑧 = 𝑉 . Vejamos:

(𝜆𝑦.𝑦)𝑧 →𝑣 𝑧
𝛽𝑣

(𝜆𝑥.𝑥) ((𝜆𝑦.𝑦)𝑧) →𝑣 (𝜆𝑥 .𝑥)𝑧
𝜇 (𝜆𝑥.𝑥)𝑧 →𝑣 𝑧

𝛽𝑣 𝑧 →𝑠 𝑧
𝜌

(𝜆𝑥 .𝑥)𝑧 →𝑠 𝑧
𝜏

(𝜆𝑥.𝑥) ((𝜆𝑦.𝑦)𝑧) →𝑠 𝑧
𝜏

Com efeito,𝑀 →𝑠 𝑉 e𝑀 ↠𝑣 𝑉 .

2. Ora,𝑀 = 𝜆𝑢.((𝜆𝑥 .𝑥)𝑢) ((𝜆𝑦.𝑦)𝑧) →𝛽𝑣 𝜆𝑢.((𝜆𝑥.𝑥)𝑢)𝑧 →𝛽𝑣 𝜆𝑢.𝑢𝑧 = 𝑉 . Vejamos:

(𝜆𝑥.𝑥)𝑢 →𝑣 𝑢
𝛽𝑣 𝑢 →𝑠 𝑢

𝜌

(𝜆𝑥 .𝑥)𝑢 →𝑠 𝑢
𝜏
(𝜆𝑦.𝑦)𝑧 →𝑣 𝑧

𝛽𝑣 𝑧 →𝑠 𝑧
𝜌

(𝜆𝑦.𝑦)𝑧 →𝑠 𝑧
𝜏

((𝜆𝑥 .𝑥)𝑢)((𝜆𝑦.𝑦)𝑧) →𝑠 𝑢𝑧
𝜖

𝜆𝑢.((𝜆𝑥 .𝑥)𝑢)((𝜆𝑦.𝑦)𝑧) →𝑠 𝜆𝑢.𝑢𝑧
𝜉

ou

(𝜆𝑥.𝑥)𝑢 →𝑣 𝑢
𝛽𝑣

((𝜆𝑥.𝑥)𝑢)((𝜆𝑦.𝑦)𝑧) →𝑣 𝑢 ((𝜆𝑦.𝑦)𝑧)
𝜈

(𝜆𝑦.𝑦)𝑧 →𝑣 𝑧
𝛽𝑣

𝑢 ((𝜆𝑦.𝑦)𝑧) →𝑣 𝑢𝑧
𝜇 𝑢 →𝑠 𝑢

𝜌
𝑧 →𝑠 𝑧

𝜌

𝑢𝑧 →𝑠 𝑢𝑧
𝜖

𝑢 ((𝜆𝑦.𝑦)𝑧) →𝑠 𝑢𝑧
𝜏

((𝜆𝑥.𝑥)𝑢) ((𝜆𝑦.𝑦)𝑧) →𝑠 𝑢𝑧
𝜏

𝜆𝑢.((𝜆𝑥.𝑥)𝑢) ((𝜆𝑦.𝑦)𝑧) →𝑠 𝜆𝑢.𝑢𝑧
𝜉

Com efeito,𝑀 →𝑠 𝑉 e, tomando𝑊 = 𝑀 ,𝑀 ↠𝑣 𝑊 .

Definição 44 (Função de avaliação). Seja 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 : P { P a função parcial de avaliação de uma

linguagem call-by-value definida por:

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝜆𝑥 .𝑀) = 𝜆𝑥 .𝑀

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀𝑁 ) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 ( [𝑉 /𝑥]𝑃), se 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) = 𝜆𝑥 .𝑃 e 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑁 ) = 𝑉

Utilizamos a notação 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ↓ para indicar que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) está definido.
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Observe-se que, se 𝑉 é um valor fechado, então 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉 ) = 𝑉 .

Definição 45. Notamos 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ≃ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑁 ) se as seguintes condições forem satisfeitas:

• 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ↓ ⇐⇒ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑁 ) ↓;

• 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ↓ ∧ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑁 ) ↓ =⇒ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑁 ).

Lema 8. Sejam𝑀 , 𝑁 ∈ Λ tal que𝑀 ↠𝑣 𝑁 e𝑀 é um termo-𝜆 fechado. Então,

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ≃ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑁 ) .

Demonstração. A prova segue por indução na relação 𝑀 ↠𝑣 𝑁 . Suponhamos que

• Caso 𝛽 :

Suponhamos que (𝜆𝑥 .𝑀)𝑉 ↠𝑣 [𝑉 /𝑥]𝑀 . Como o redex-𝛽𝑣 é fechado, então 𝑉 é um valor

fechado. Pela observação feita anteriormente, daqui segue que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉 ) = 𝑉 . Assim, pela

definição 44, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 ((𝜆𝑥.𝑀)𝑉 ) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 ( [𝑉 /𝑥]𝑀) e, portanto, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 ((𝜆𝑥 .𝑀)𝑉 ) ↓ ⇐⇒

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 ( [𝑉 /𝑥]𝑀) ↓. Suponhamos agora que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 ((𝜆𝑥 .𝑀)𝑉 ) ↓ e 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 ([𝑉 /𝑥]𝑀) ↓. Como

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉 ) = 𝑉 , é direto que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 ((𝜆𝑥 .𝑀)𝑉 ) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 ( [𝑉 /𝑥]𝑀). Logo, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 ((𝜆𝑥 .𝑀)𝑉 ) ≃

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 ([𝑉 /𝑥]𝑀).

• Caso 𝜈 :

Suponhamos que 𝑀𝑁 ↠𝑣 𝑀′𝑁 , com 𝑀 ↠𝑣 𝑀′. Por hipótese de indução, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ≃

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀′), donde segue que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ↓ ⇐⇒ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀′) ↓. Daqui segue que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀𝑁 ) ↓

⇐⇒ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀′𝑁 ) ↓. Suponhamos agora que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀𝑁 ) ↓ e 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀′𝑁 ) ↓. Em particu-

lar, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ↓ e 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀′) ↓. Falta ver que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀𝑁 ) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀′𝑁 ). Seja 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) =

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝜆𝑥.𝑃) e 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑁 ) = 𝑉 . Então, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀𝑁 ) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 ([𝑉 /𝑥]𝑃). Como 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) e

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀′) estão definidos, então, por hipótese de indução, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀′). Logo,

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀′) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝜆𝑥 .𝑃) e, por isso, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀′𝑁 ) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 ([𝑉 /𝑥]𝑃), donde segue que

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀𝑁 ) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀′𝑁 ). Desta forma, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀𝑁 ) ≃ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀′𝑁 ).

• Caso 𝜇:

Suponhamos que 𝑉𝑀 ↠𝑣 𝑉𝑀′, com 𝑀 ↠𝑣 𝑀′. Por hipótese de indução, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ≃

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀′), donde segue que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ↓ ⇐⇒ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀′) ↓. Daqui segue que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉𝑀) ↓
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⇐⇒ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉𝑀′) ↓. Suponhamos agora que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉𝑀) ↓ e 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉𝑀′) ↓. Em particu-

lar, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ↓ e 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀′) ↓. Falta ver que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉𝑀) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉𝑀′). Seja 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉 ) =

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝜆𝑥 .𝑃) e 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) =𝑊 . Assim sendo, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉𝑀) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 ( [𝑊 /𝑥]𝑃). Como 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀)

e 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀′) estão definidos, então, por hipótese de indução, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀′). Logo,

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀′) = 𝑊 e, consequentemente, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉𝑀′) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 ([𝑊 /𝑥]𝑃), donde segue que

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉𝑀) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉𝑀′). Desta forma, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉𝑀) ≃ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉𝑀′).

• Caso 𝜌 :

Suponhamos que𝑀 ↠𝑣 𝑀 . É direto que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ↓ ⇐⇒ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ↓ e que, se 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ↓,

então 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀). Logo, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ≃ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀).

• Caso 𝜏 :

Suponhamos que 𝑀 ↠𝑣 𝑃 , por consequência de 𝑀 ↠𝑣 𝑁 e 𝑁 ↠𝑣 𝑃 . Por hipótese de

indução, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ≃ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑁 ) e 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑁 ) ≃ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑃). Daqui segue, respetivamente, que

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ↓ ⇐⇒ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑁 ) ↓ e que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑁 ) ↓ ⇐⇒ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑃) ↓. Logo, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ↓

⇐⇒ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑃) ↓. Suponhamos que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ↓ e 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑃) ↓. Então, por hipótese de indução,

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑁 ) ↓, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑁 ) e 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑁 ) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑃). Logo, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑃).

Desta forma, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ≃ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑃).

□

Teorema 11. Sejam𝑀 , 𝑉 ∈ Λ tal que𝑀 é um termo fechado. Então,

(𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ↓ ∧ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) = 𝑉 ) ⇐⇒ 𝑀 ↠𝑣 𝑉 .

Demonstração. Suponhamos, primeiramente, que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ↓ e 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) = 𝑉 . Queremos mostrar

que𝑀 ↠𝑣 𝑉 . De 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) = 𝑉 segue que existe uma prova de 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) = 𝑉 usando as regras que

definem 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) com tamanho 𝑛. A prova segue por indução nesse tamanho.

• Caso 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝜆𝑥 .𝑃) = 𝜆𝑥 .𝑃 :

É direto que 𝜆𝑥 .𝑃 ↠𝑣 𝜆𝑥.𝑃 , pela reflexividade de↠𝑣 .

• Caso 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑃𝑄) = 𝑒𝑣𝑎𝑙 ([𝑊 /𝑥]𝑁 ):

Suponhamos que existe uma prova de 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑃) = 𝜆𝑥.𝑁 com tamanho 𝑛1, uma prova de

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑄) = 𝑊 com tamanho 𝑛2 e uma prova de 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 ([𝑊 /𝑥]𝑁 ) = 𝑉 com tamanho 𝑛3.
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Daqui segue que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑃𝑄) = 𝑉 tem tamanho 𝑛 = 𝑛1 +𝑛2 +𝑛3 + 1. Logo, por hipótese de indu-

ção, 𝑃 ↠𝑣 𝜆𝑥.𝑁 , 𝑄 ↠𝑣 𝑊 e [𝑊 /𝑥]𝑁 ↠𝑣 𝑉 . Por definição de→𝑣 , 𝑃𝑄 →𝑣 (𝜆𝑥 .𝑁 )𝑄 →𝑣

(𝜆𝑥.𝑁 )𝑊 →𝑣 [𝑊 /𝑥]𝑁 , donde segue que 𝑃𝑄 ↠𝑣 [𝑊 /𝑥]𝑁 ↠𝑣 𝑉 e, portanto, 𝑃𝑄 ↠𝑣 𝑉 .

Reciprocamente, suponhamos que𝑀 ↠𝑣 𝑉 . Queremos mostrar que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ↓ e 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) = 𝑉 .

De 𝑀 ↠𝑣 𝑉 segue que 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ≃ 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉 ), pelo lema 8. Como 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉 ) = 𝑉 , então 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉 ) ↓

e, consequentemente, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) ↓. Logo, 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑉 ) = 𝑉 .

□

Este teorema expressa como a estratégia de avaliação 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 da linguagem call-by-value é modelada

pela estratégia de redução↠𝑣 no cálculo-𝜆𝑣 .

3.3 CBN vs CBV

3.3.1 Call-by-value CPS

Plotkin simula a linguagem call-by-value através da call-by-name, recorrendo às “continuações”.

As demonstrações dos resultados que vamos ver podem ser encontradas em [14].

Definição 46 (Tradução de Plotkin). O mapeamento · : Λ→ Λ, que envia termos-𝜆 da linguagem

call-by-value para termos da linguagem call-by-name, é definido recursivamente por:

𝑉 = 𝜆𝑘.𝑘Ψ(𝑉 )

𝑀𝑁 = 𝜆𝑘.𝑀 (𝜆𝑦.𝑁 (𝜆𝑧.𝑦𝑧𝑘))

Ψ(𝑥) = 𝑥

Ψ(𝜆𝑥 .𝑀) = 𝜆𝑥 .𝑀

Teorema 12 (Indiferença). Seja𝑀 ∈ P. Então,

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀I) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑛 (𝑀I).

Informalmente, este teorema expressa que, dado o combinador I como continuação inicial, o resultado

das avaliações call-by-name e call-by-value do termo traduzido é o mesmo.

Teorema 13 (Simulação). Seja𝑀 ∈ P. Então,

Ψ(𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (𝑀)) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑛 (𝑀I) .
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Informalmente, este teorema expressa que, dado o combinador I como continuação inicial, a avaliação

call-by-name do termo traduzido corresponde à tradução do valor obtido pela avaliação call-by-value do

termo original, pelo que a estratégia de avaliação call-by-value é corretamente simulada.

Teorema 14 (Tradução). Sejam𝑀 , 𝑁 ∈ Λ. Então,

(𝑖) 𝑀 =𝛽𝑣 𝑁 =⇒ 𝑀 =𝛽𝑣 𝑁 ;

(𝑖𝑖) 𝑀 =𝛽𝑣 𝑁 ⇐⇒ 𝑀 =𝛽 𝑁 .

Informalmente, este teorema expressa como as relações 𝛽𝑣 e 𝛽 são preservadas pela tradução. Além

disso, estabelece a incompletude do cálculo Plotkin para a semântica CPS, uma vez que:

𝑀 =𝛽 𝑁 ≠⇒ 𝑀 =𝛽𝑣 𝑁 .

3.3.2 Call-by-name Thunks

A simulação da linguagem call-by-name é bem mais simples, dado que 𝛽𝑣 ⊆ 𝛽 .

Hatcliff e Danvy fazem esta simulação utilizando thunks, em alternativa às continuações, preservando

os resultados da Indiferença, Simulação e Tradução de Plotkin [10].

Definição 47 (Tradução de Hatcliff-Danvy). O mapeamento T (·) : Λ → Λ, que envia termos da

linguagem call-by-name para termos da linguagem call-by-value, é definido recursivamente por:

T (𝑥) = 𝑥I

T (𝜆𝑥.𝑀) = 𝜆𝑥 .T (𝑀)

T (𝑀𝑁 ) = T (𝑀)(𝜆𝑧.T (𝑁 )), onde 𝑧 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑁 )

Observemos que a tradução de uma aplicação de dois termos𝑀 e 𝑁 resulta numa aplicação de dois

termos onde, agora, temos necessariamente um valor na posição de argumento, T (𝑀) (𝜆𝑧.T (𝑁 )).

Desta forma, podemos aplicar a regra 𝛽𝑣 . Em particular e crucialmente, este valor é uma abstração

vacuosa. Assim, aplicando a abstração a um termo, como é o caso do combinador I, obtemos apenas o

corpo da abstração T (𝑁 ).

Vejamos melhor com um exemplo. Seja 𝑀 = 𝜆𝑥 .𝑥 e 𝑁 = 𝑦𝑢, por exemplo. Com efeito, 𝑀𝑁 =

(𝜆𝑥.𝑥) (𝑦𝑢) →𝑛 𝑦𝑢 em 𝜆 e T (𝑀𝑁 ) = (𝜆𝑥.𝑥𝐼 ) (𝜆𝑧.𝑦𝑢) →𝑣 (𝜆𝑧.𝑦𝑢)𝐼 →𝑣 𝑦𝑢 em 𝜆𝑣 .
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Teorema 15 (Indiferença). Seja𝑀 ∈ P. Então,

𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (T (𝑀)) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑛 (T (𝑀)) .

Teorema 16 (Simulação). Seja𝑀 ∈ P. Então,

T (𝑒𝑣𝑎𝑙𝑛 (𝑀)) = 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑣 (T (𝑀)) .

Teorema 17 (Tradução). Sejam𝑀 , 𝑁 ∈ Λ. Então,

(𝑖) 𝑀 =𝛽 𝑁 ⇐⇒ T (𝑀) =𝛽 T (𝑁 );

(𝑖𝑖) T (𝑀) =𝛽 T (𝑁 ) ⇐⇒ T (𝑀) =𝛽𝑣 T (𝑁 ).

3.4 Extensão de Sabry-Felleisen

Consideremos o contradomínio da tradução CPS de Fischer, que pode ser encontrada em [15].

Definição 48 (termos-𝜆 em CPS). Seja 𝑘 uma variável de continuação. Seja B = A ∪ {𝑘} e B∗

o conjunto de todas as palavras em B. O conjunto dos termos-𝜆 em CPS, representado por 𝑐𝑝𝑠 (Λ), é

definido indutivamente sobre B∗ por:

𝑀, 𝑁 ∈ 𝑐𝑝𝑠 (Λ) ::= 𝐾𝑊

𝑉,𝑊 ::= 𝑥 | 𝜆𝑘.𝐾

𝐾 ::= 𝑘 |𝑊𝐾 | 𝜆𝑥.𝑀

Sabry e Felleisen estendem o sistema 𝜆𝑣 de Plotkin [15], adicionando um conjunto de relações inspi-

radas na tradução CPS, representado por 𝑋 , tal que:

𝑀 =𝛽𝑣𝑋 𝑁 ⇐⇒ 𝑐𝑝𝑠 (𝑀) =𝛽𝜂 𝑐𝑝𝑠 (𝑁 ),

onde as relações (𝛽) e (𝜂) podem ser decompostas nas relações dadas sobre a forma das seguintes

regras:

(𝛽𝑤 ) (𝜆𝑥.𝑃)𝑊 → [𝑊 /𝑥]𝑃

(𝛽𝑘 ) (𝜆𝑘.𝐾1)𝐾2 → [𝐾2/𝑘]𝐾1

(𝜂𝑤 ) 𝜆𝑘.𝑊𝑘 →𝑊
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(𝜂𝑘 ) 𝜆𝑥 .𝐾𝑥 → 𝐾 , se 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝐾)

Desta forma, estabelecem a correção e a completude desta extensão, que é representada por 𝜆𝑣++ .

Para isso, com base na tradução CPS de Fischer, desenvolvem e debruçam-se sobre as traduções

𝐶𝑘 : Λ→ 𝑐𝑝𝑠 (Λ) e 𝐶−1 : 𝑐𝑝𝑠 (Λ) → Λ, obtendo então 𝑋 .

Definição 49 (Contextos de avaliação). Seja C = A ∪ {[ ]} e C∗ o conjunto de todas as palavras

em C. O conjunto de contextos de avaliação, representado por 𝐶𝑜𝑛𝑡𝐴𝑣 , é definido indutivamente sobre

C∗ por:

𝐸 ::= [ ] |𝑉𝐸 | 𝐸𝑁

Definição 50 (termo-𝜆 𝐸⟦𝑀⟧). Seja𝑀 ∈ Λ. Definimos 𝐸⟦𝑀⟧ ∈ Λ recursivamente em 𝐸 por:

[ ]⟦𝑀⟧ = 𝑀

(𝑉𝐸)⟦𝑀⟧ = 𝑉 (𝐸⟦𝑀⟧)

(𝐸𝑁 )⟦𝑀⟧ = (𝐸⟦𝑀⟧)𝑁

Informalmente, um programa, isto é, um termo fechado, é decomposto num contexto de avaliação 𝐸

e num redex-𝛽𝑣 externo mais à esquerda. Após reduzir o redex-𝛽𝑣 , preenchemos os buracos do contexto

de avaliação com o respetivo reduto. Assim, a avaliação pode ser definida da seguinte forma:

𝐸⟦(𝜆𝑥 .𝑀)𝑉⟧ →𝑣 𝐸⟦[𝑉 /𝑥]𝑀⟧.

De seguida, vamos apresentar as regras de redução que constituem o conjunto 𝑋 . É de notar que no

artigo original, onde foram apresentadas pela primeira vez, os autores utilizaram uma outra sintaxe, cuja

gramática contém a classe dos contextos de avaliação.

Uma vez que, mais à frente, vamos comparar este cálculo com o cálculo computacional, que estuda-

remos no próximo capítulo, é vantajoso apresentar as regras com a sintaxe que vamos utilizar.

Definição 51 (Relações de X). Seja 𝑋 o conjunto de relações binárias em Λ apresentadas sobre a

forma das seguintes regras:

(𝛽𝑙𝑖 𝑓 𝑡 ) 𝐸⟦(𝜆𝑥.𝑀)𝑁⟧ → (𝜆𝑥.𝐸⟦𝑀⟧)𝑁 , se 𝐸 ≠ [ ]

(𝛽𝑓 𝑙𝑎𝑡 ) (𝑧𝑁 )𝐿 → (𝜆𝑥.𝑥𝐿) (𝑧𝑁 ), se 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝐿)

(𝛽𝑖𝑑 ) (𝜆𝑥.𝑥)𝑀 → 𝑀
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(𝛽Ω) (𝜆𝑥 .𝐸⟦𝑦𝑥⟧)𝑀 → 𝐸⟦𝑦𝑀⟧, se 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝐸⟦𝑦⟧)

(𝜂𝑣 ) (𝜆𝑥.𝑉𝑥) → 𝑉 , se 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑉 )

Agora, atentemos à seguinte sintaxe.

Definição 52 (termos-𝜆 com contextos de avaliação). O conjunto de termos-𝜆 com contextos de

avaliação, Λ𝐸 , é definido indutivamente sobre C∗ por:

𝑀, 𝑁 ∈ Λ𝐸 ::= 𝑉 | 𝐸 [𝑉𝑊 ]

𝑉 ,𝑊 ::= 𝑥 | 𝜆𝑥 .𝑀

𝐸 ∈ 𝐶𝑜𝑛𝑡𝐴𝑣 ::= [ ] |𝑉𝐸 | 𝐸𝑁

É de notar que os conjuntos de termos Λ e Λ𝐸 são equivalentes, sendo que deixaremos esta prova

para trabalho futuro. Posto isto, no decurso deste trabalho, representaremos o conjunto de termos-𝜆 com

contextos de avaliação por Λ.

Com o objetivo de definir as traduções𝐶𝑘 e𝐶−1, consideremos o conjunto dos contextos de avaliação,

𝐶𝑜𝑛𝑡𝐴𝑣 , definidos da seguinte forma:

𝐸 ::= [ ] | 𝐸 [𝑉 [ ]] | 𝐸 [[ ]𝑁 ] .

Esta apresentação do conjunto de contextos de avaliação e a apresentação considerada na definição

49 são equivalentes. Devido à escassez do tempo, deixaremos esta prova para trabalho futuro.

Definição 53 (Tradução 𝐶𝑘 ). O mapeamento 𝐶𝑘 (·) : Λ → 𝑐𝑝𝑠 (Λ) é definido recursivamente da

seguinte forma:

• Para cada 𝑀 ∈ Λ, 𝐶𝑘 (𝑀) um termo em CPS:

𝐶𝑘 (𝑉 ) = 𝑘 (Φ(𝑉 ))

𝐶𝑘 (𝐸 [𝑥𝑉 ]) = (𝑥𝐾𝑘 (𝐸))Φ(𝑉 )

𝐶𝑘 (𝐸 [(𝜆𝑥 .𝑀)𝑉 ]) = (𝜆𝑥 .𝐶𝑘 (𝐸 [𝑀]))Φ(𝑉 )

• Para cada 𝑉 ∈ Λ, Φ(𝑉 ) um valor em CPS:

Φ(𝑥) = 𝑥

Φ(𝜆𝑥 .𝑀) = 𝜆𝑘.𝜆𝑥 .𝐶𝑘 (𝑀)

32



CAPÍTULO 3. 𝜆-CALCULI E LINGUAGENS DE PROGRAMAÇÃO

• Para cada 𝐸 ∈ 𝐶𝑜𝑛𝑡𝐴𝑣 , 𝐾𝑘 (𝐸) um contexto em CPS:

𝐾𝑘 ( [ ]) = 𝑘

𝐾𝑘 (𝐸 [𝑥 [ ]]) = 𝑥𝐾𝑘 (𝐸)

𝐾𝑘 (𝐸 [(𝜆𝑥 .𝑀) [ ]]) = 𝜆𝑥 .𝐶𝑘 (𝐸 [𝑀])

𝐾𝑘 (𝐸 [[ ]𝑁 ]) = 𝜆𝑧.𝐶𝑘 (𝐸 [𝑧𝑁 ])

Definição 54 (Tradução 𝐶−1). O mapeamento 𝐶−1(·) : 𝑐𝑝𝑠 (Λ) → Λ é definido recursivamente do

seguinte modo:

• Para cada 𝑀 ∈ 𝑐𝑝𝑠 (Λ), 𝐶−1(𝑀) um termo de 𝜆𝑣++ :

𝐶−1(𝐾𝑊 ) = 𝐾−1(𝐾)Φ−1(𝑊 )

• Para cada 𝑉 ∈ 𝑐𝑝𝑠 (Λ), Φ(𝑉 ) um valor de 𝜆𝑣++ :

Φ−1(𝑥) = 𝑥

Φ−1(𝜆𝑘.𝑘) = 𝜆𝑥.𝑥

Φ−1(𝜆𝑘.𝑊𝐾) = 𝜆𝑥.𝐶−1((𝐾𝑊 )𝑥)

Φ−1(𝜆𝑘𝑥 .𝑀) = 𝜆𝑥 .𝐶−1(𝑀)

• Para cada 𝐾 ∈ 𝑐𝑝𝑠 (Λ), 𝐾−1(𝑀) um contexto de avaliação de 𝜆𝑣++ :

𝐾−1(𝑘) = [ ]

𝐾−1(𝑥𝐾) = 𝐾−1(𝐾) [𝑥 [ ]]

𝐾−1((𝜆𝑘.𝐾)𝐾′) = 𝐾−1( [𝐾′/𝑥]𝐾)

𝐾−1(𝜆𝑥 .𝑀) = (𝜆𝑥 .𝐶−1(𝑀)) [ ]

Por fim, os autores concluem que as traduções formam uma equivalência equacional. Seja 𝜆𝑐𝑝𝑠′

o cálculo contituído pelo conjunto de termos 𝑐𝑝𝑠 (Λ) e pelas relações (𝛽) e (𝜂). A demonstração do

resultado seguinte pode ser encontrada em [15].

Teorema 18 (Correspondência Equacional). As traduções 𝐶𝑘 e 𝐶−1 formam uma equivalência

equacional entre 𝜆𝑣++ e 𝜆𝑐𝑝𝑠′, isto é,
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• 𝑀 =𝛽𝑣𝑋 𝑁 =⇒ 𝐶𝑘 (𝑀) =𝛽𝜂 𝐶𝑘 (𝑁 );

• 𝑀 =𝛽𝜂 𝑁 =⇒ 𝐶−1(𝑀) ↠𝛽𝑣𝑋 𝐶−1(𝑁 );

• 𝑀 =𝛽𝑣𝑋 𝐶−1(𝐶𝑘 (𝑀));

• 𝐶𝑘 (𝐶−1(𝑀) =𝛽𝜂 𝑀 .

Estas traduções não formam uma conexão de Galois porque não satisfazem, unicamente, a condição

𝐶𝑘 (𝐶−1(𝑀)) ↠𝛽𝜂 𝑀 , para qualquer 𝑀 ∈ 𝑐𝑝𝑠 (Λ).

De uma forma geral, compreendemos como as linguagens de programação CBN e CBV sãomodeladas

pelo cálculo-lambda usual e pelo cálculo de Plotkin, respetivamente. Além disso, vimos ainda a extensão

de Sabry-Felleisen, uma extensão ao cálculo de Plotkin, que resulta de adicionar regras de redução ao

cálculo, que visa colmatar o problema da incompletude do cálculo de Plotkin para a semântica CPS.
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Capítulo 4

Cálculo computacional

4.1 Motivação

Primeiramente, Moggi desenvolveu o cálculo-𝜆𝑚𝑙 , que distingue valores de computações e, portanto,

modela propriedades denotacionais das linguagens de programação.

Inspirado neste cálculo-𝜆𝑚𝑙 , Moggi desenvolve, posteriormente, o cálculo computacional, represen-

tado por 𝜆𝑐 , que tem como base a semântica denotacional das linguagens da programação, utilizando

monads [13].

4.2 O sistema

Sabry e Wadler estendem o sistema 𝜆𝑣 ao sistema 𝜆𝑐 e definem o cálculo-𝜆𝑐𝑝𝑠 [16].

Definição 55 (termos-𝜆𝑐 ). SejaD = A∪ {𝑙𝑒𝑡, 𝑖𝑛, =} eD∗ o conjunto de todas as palavras emD.

O conjunto de termos-𝜆𝑐 , representado por Λ𝑐 , é definido indutivamente sobre D∗ por:

𝑀, 𝑁 ∈ Λ𝑐 ::= 𝑉 | (𝑀𝑁 ) | (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑀)

𝑉 ,𝑊 ::= 𝑥 | (𝜆𝑥 .𝑀)

Um termo da forma (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑀) diz-se uma expressão-𝑙𝑒𝑡 , sendo que o termo𝑀 diz-se o corpo

dessa expressão e as ocorrências livres de 𝑥 em𝑀 estão ligadas na expressão.

Tal como no cálculo-𝜆, convencionamos que os nomes das variáveis livres e ligadas de um termo

são diferentes. Assumiremos também que dois termos iguais-𝛼 , isto é, que diferem apenas no nome das

variáveis ligadas, são iguais.
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Definição 56 (Substituição). A substituição das ocorrências livres de 𝑥 por 𝑁 em 𝑀 , representada

por [𝑁 /𝑥]𝑀 , é definida recursivamente por:

[𝑁 /𝑥]𝑥 = 𝑁

[𝑁 /𝑥]𝑦 = 𝑦, se 𝑦 ≠ 𝑥

[𝑁 /𝑥] (𝜆𝑦.𝑃) = 𝜆𝑦.[𝑁 /𝑥]𝑃

[𝑁 /𝑥] (𝑃𝑄) = [𝑁 /𝑥]𝑃 [𝑁 /𝑥]𝑄

[𝑁 /𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑃 𝑖𝑛𝑄) = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [𝑁 /𝑥]𝑃 𝑖𝑛 [𝑁 /𝑥]𝑄)

Definição 57 (Reduções). Uma relação binária 𝑅 ⊆ Λ2𝑐 diz-se compatível se:

(𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅
(𝜆𝑥 .𝑀, 𝜆𝑥 .𝑁 ) ∈ 𝑅 𝜉

(𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅
(𝑀𝑃, 𝑁𝑃) ∈ 𝑅 𝜈

(𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅
(𝑃𝑀, 𝑃𝑁 ) ∈ 𝑅

𝜇

(𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅
(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑃, 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 𝑃) ∈ 𝑅 𝑙𝑒𝑡𝜈

(𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅
(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛 𝑀, 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛 𝑁 ) ∈ 𝑅 𝑙𝑒𝑡𝜇

Dada a relação binária 𝑅 ⊆ Λ2𝑐 compatível, definem-se as seguintes relações binárias em Λ𝑐 , de

forma análoga ao foi feito na secção 2.1.2 para relações binárias em Λ:

• o fecho compatível de R, representado por→𝑅 ;

• o fecho reflexivo e transitivo de→𝑅 , representado por↠𝑅 ;

• o fecho de equivalência de→𝑅 , representado por =𝑅 .

Definição 58 (Relação 𝛽𝑣 ). Seja 𝛽𝑣 ⊆ Λ2𝑐 a relação apresentada sobre a forma da seguinte regra:

(𝛽𝑣 ) (𝜆𝑥.𝑀)𝑉 → [𝑉 /𝑥]𝑀

Definição 59 (Relação 𝑙𝑒𝑡 ). Seja 𝑙𝑒𝑡 ∈ Λ2𝑐 a relação binária apresentada sobre a forma das seguintes

regras:

(𝑖𝑑) (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑥) → 𝑀

(𝑐𝑜𝑚𝑝) (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑁 ) 𝑖𝑛 𝑃) → (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑁 𝑖𝑛 𝑃))

(𝑙𝑒𝑡𝑣 ) (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 𝑖𝑛𝑀) → [𝑉 /𝑥]𝑀

(𝑙𝑒𝑡1) 𝑁𝑀 → (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 𝑥𝑀), onde 𝑁 não é um valor

(𝑙𝑒𝑡2) 𝑉𝑁 → (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑉𝑥), onde 𝑁 não é um valor
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É de notar que a regra 𝑙𝑒𝑡2 reduz um redex-𝛽 da forma (𝜆𝑥 .𝑀)𝑁 , onde 𝑁 não é um valor, para um

redex-𝛽𝑣 no corpo de 𝑙𝑒𝑡 .

O significado das expressões-𝑙𝑒𝑡 faz corresponder a (𝜆𝑥.𝑀)𝑁 no cálculo-𝜆 usual. De facto, se a regra

𝛽 estivesse disponível e (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑀) fosse substituído por (𝜆𝑥.𝑀)𝑁 , então a relação 𝑙𝑒𝑡 seria um

subconjunto de =𝛽 .

Vejamos, por exemplo, o caso do redex-𝛽 (𝜆𝑥 .𝑥)(𝑦𝑧).

Ora, (𝜆𝑥.𝑥) (𝑦𝑧) →𝑙𝑒𝑡2 (𝑙𝑒𝑡 𝑢 = 𝑦𝑧 𝑖𝑛 (𝜆𝑥.𝑥)𝑢)

→𝛽𝑣 (𝑙𝑒𝑡 𝑢 = 𝑦𝑧 𝑖𝑛𝑢)

→𝑖𝑑 𝑦𝑧.

Definição 60 (Relação 𝜂𝑣 ). Seja 𝜂𝑣 ∈ Λ2𝑐 a relação binária apresentada sobre a forma da seguinte

regra:

(𝜂𝑣 ) 𝜆𝑥 .𝑉𝑥 → 𝑉 , se 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑉 )

Definição 61 (Cálculo-𝜆𝑐𝑝𝑠 ). O conjunto dos termos de 𝜆𝑐𝑝𝑠 , representado por Λ𝑐𝑝𝑠 , é definido in-

dutivamente sobre B∗ por:

𝑀, 𝑁 ∈ Λ𝑐𝑝𝑠 ::= 𝐾𝑊 |𝑉𝑊𝐾

𝑉,𝑊 ::= 𝑥 | 𝜆𝑥𝑘.𝑀

𝐾 ::= 𝑘 | 𝜆𝑥 .𝑀

As relações binárias deste sistema são apresentadas sobre a forma das seguintes regras:

(𝛽𝑣 ) (𝜆𝑥𝑘.𝑀)𝑉𝐾 → [𝐾/𝑘] [𝑉 /𝑥]𝑀

(𝜂𝑣 ) 𝜆𝑥𝑘.𝑉𝑥𝑘 → 𝑉 , se 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑉 )

(𝛽𝑙𝑒𝑡 ) (𝜆𝑥 .𝑀)𝑉 → [𝑉 /𝑥]𝑀

(𝜂𝑙𝑒𝑡 ) 𝜆𝑥.𝐾𝑥 → 𝐾 , se 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝐾)

Definição 62 (Tradução 𝑓 ). Omapeamento 𝑓 (·) : Λ𝑐 → Λ𝑐𝑝𝑠 é definido recursivamente da seguinte

forma:

• Para cada 𝑀 ∈ Λ𝑐 , cada 𝐾 ∈ 𝜆𝑐𝑝𝑠 ,𝑀 : 𝐾 um termo de 𝜆𝑐𝑝𝑠 :

𝑉 : 𝐾 = 𝐾Ψ(𝑉 )
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𝑀𝑁 : 𝐾 = 𝑀 : (𝜆𝑥.((𝑥𝑁 ) : 𝐾)), onde M não é um valor

𝑉𝑁 : 𝐾 = 𝑁 : (𝜆𝑦.((𝑉𝑦) : 𝐾)), onde N não é um valor

𝑉𝑊 : 𝐾 = Ψ(𝑉 )Ψ(𝑊 )𝐾

(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑁 ) : 𝐾 = 𝑀 : (𝜆𝑥.(𝑁 : 𝐾))

• Para cada 𝑉 ∈ Λ𝑐 , Ψ(𝑉 ) um valor de 𝜆𝑐𝑝𝑠 :

Ψ(𝑥) = 𝑥

Ψ(𝜆𝑥.𝑀) = 𝜆𝑥𝑘.𝑓 (𝑀)

Por fim, define-se:

𝑓 (𝑀) = 𝑀 : 𝑘

Definição 63 (Tradução 𝑔). Seja 𝐶 ::= [ ] | 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑃 em 𝜆𝑐 . Para cada 𝑀 ∈ Λ𝑐 , 𝐶 [𝑀] é um

termo-𝜆𝑐 . O mapeamento 𝑔(·) : Λ𝑐𝑝𝑠 → Λ𝑐 é definido recursivamente da seguinte forma:

• Para cada 𝑀 ∈ Λ𝑐𝑝𝑠 , 𝑔(𝑀) um termo de 𝜆𝑐 :

𝑔(𝐾𝑉 ) = Φ(𝐾) [Ψ(𝑉 )]

𝑔(𝑉𝑊𝐾) = Φ(𝐾) [Ψ(𝑉 )Ψ(𝑊 )]

• Para cada 𝑉 ∈ Λ𝑐𝑝𝑠 , Ψ(𝑉 ) um termo de 𝜆𝑐 :

Ψ(𝑥) = 𝑥

Ψ(𝜆𝑥𝑘.𝑀) = 𝜆𝑥 .𝑔(𝑀)

• Para cada 𝐾 ∈ Λ𝑐𝑝𝑠 , Φ(𝐾) ∈ 𝐶:

Φ(𝑘) = [ ]

Φ(𝜆𝑥 .𝑀) = 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑔(𝑀)

Por fim, estabelecem a reflexão em 𝜆𝑐 de 𝜆𝑐𝑝𝑠 , que permite concluir que o cálculo computacional é

completo para a semântica CPS. A demonstração deste resultado está apresentada em [16]. De modo

a simplificar a notação, utilizaremos 𝑀 ↠𝑐 𝑁 para representar 𝑀 ↠𝛽𝑣𝑙𝑒𝑡𝜂𝑣 𝑁 e, analogamente,

𝑀 ↠𝑐𝑝𝑠 𝑁 para representar 𝑀 ↠𝛽𝑣𝛽𝑙𝑒𝑡𝜂𝑣𝜂𝑙𝑒𝑡 𝑁 .
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Teorema 19 (Reflexão). As traduções 𝑓 e 𝑔 formam uma reflexão em 𝜆𝑐 de 𝜆𝑐𝑝𝑠 , isto é,

• 𝑀 ↠𝑐 𝑁 =⇒ 𝑓 (𝑀) ↠𝑐𝑝𝑠 𝑓 (𝑁 );

• 𝑀 ↠𝑐𝑝𝑠 𝑁 =⇒ 𝑔(𝑀) ↠𝑐 𝑔(𝑁 );

• 𝑀 ↠𝑐 𝑔(𝑓 (𝑀));

• 𝑓 (𝑔(𝑀)) = 𝑀 .

4.3 Relação com a extensão de Sabry-Felleisen

Demodo a simplificar a notação, utilizaremos𝑀 =𝑐 𝑁 para representar𝑀 =𝛽𝑣𝑙𝑒𝑡𝜂𝑣 𝑁 e, analogamente,

𝑀 =𝑣++ 𝑁 para representar 𝑀 =𝛽𝑣𝑋 𝑁 .

Definição 64. Omapeamentoℎ(·) : Λ𝑐 → Λ, que envia termos de 𝜆𝑐 para termos de 𝜆𝑣++ , é definido

indutivamente por:

ℎ(𝑥) = 𝑥

ℎ(𝜆𝑥.𝑀) = 𝜆𝑥 .ℎ(𝑀)

ℎ(𝑀𝑁 ) = ℎ(𝑀)ℎ(𝑁 )

ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑀) = (𝜆𝑥 .ℎ(𝑀))ℎ(𝑁 )

Lema 9. Sejam𝑀 , 𝑉 ∈ Λ𝑐 . Então,

ℎ([𝑉 /𝑥]𝑀) = [ℎ(𝑉 )/𝑥]ℎ(𝑀).

Demonstração. A prova segue por indução em 𝑀 ∈ Λ𝑐 .

• Caso𝑀 = 𝑥 :

ℎ([𝑉 /𝑥]𝑥) = ℎ(𝑉 )

= [ℎ(𝑉 )/𝑥]𝑥

= [ℎ(𝑉 )/𝑥]ℎ(𝑥).

• Caso𝑀 = 𝑦:

ℎ([𝑉 /𝑥]𝑦) = ℎ(𝑦)
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= 𝑦

= [ℎ(𝑉 )/𝑥]𝑦

= [ℎ(𝑉 )/𝑥)]ℎ(𝑦).

• Caso𝑀 = 𝜆𝑦.𝑁 :

ℎ([𝑉 /𝑥] (𝜆𝑦.𝑁 )) = ℎ(𝜆𝑦.[𝑉 /𝑥]𝑁 )

= 𝜆𝑦.ℎ([𝑉 /𝑥]𝑁 )

= 𝜆𝑦.[ℎ(𝑉 )/𝑥]ℎ(𝑁 ), por H.I. em 𝑁 ,

= [ℎ(𝑉 )/𝑥] (𝜆𝑦.ℎ(𝑁 ))

= [ℎ(𝑉 )/𝑥]ℎ(𝜆𝑦.𝑁 ).

• Caso𝑀 = 𝑃𝑄 :

ℎ([𝑉 /𝑥] (𝑃𝑄)) = ℎ( [𝑉 /𝑥]𝑃 [𝑉 /𝑥]𝑄)

= ℎ( [𝑉 /𝑥]𝑃)ℎ([𝑉 /𝑥]𝑄)

= [ℎ(𝑉 )/𝑥]ℎ(𝑃) [ℎ(𝑉 )/𝑥]ℎ(𝑄), por H.I. em 𝑃 e 𝑄 ,

= [ℎ(𝑉 )/𝑥] (ℎ(𝑃)ℎ(𝑄))

= [ℎ(𝑉 )/𝑥]ℎ(𝑃𝑄).

• Caso𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑁 𝑖𝑛 𝑃):

ℎ( [𝑉 /𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑁 𝑖𝑛 𝑃)) = ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [𝑉 /𝑥]𝑁 𝑖𝑛 [𝑉 /𝑥]𝑃)

= (𝜆𝑦.ℎ( [𝑉 /𝑥]𝑃))ℎ( [𝑉 /𝑥]𝑁 )

= (𝜆𝑦.[ℎ(𝑉 )/𝑥]ℎ(𝑃)) [ℎ(𝑉 )/𝑥]ℎ(𝑁 ), por

H.I. em 𝑃 e 𝑁 ,

= [ℎ(𝑉 )/𝑥] (𝜆𝑦.ℎ(𝑃)) [ℎ(𝑉 )/𝑥]ℎ(𝑁 )

= [ℎ(𝑉 )/𝑥] ((𝜆𝑦.ℎ(𝑃))ℎ(𝑁 ))

= [ℎ(𝑉 )/𝑥]ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑁 𝑖𝑛 𝑃).

□
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Proposição 2. Sejam𝑀 , 𝑁 ∈ Λ𝑐 . Então,

𝑀 =𝑐 𝑁 =⇒ ℎ(𝑀) =𝑣++ ℎ(𝑁 ).

Demonstração. Suponhamos primeiramente que 𝑀 =𝑐 𝑁 . Queremos mostrar que ℎ(𝑀) =𝑣++ ℎ(𝑁 ).

A prova segue por indução na relação =𝑐 .

• Caso 𝛽𝑣 :

Queremos mostrar que ℎ((𝜆𝑥 .𝑀)𝑉 ) =𝑣++ ℎ( [𝑉 /𝑥]𝑀).

ℎ((𝜆𝑥 .𝑀)𝑉 ) = (𝜆𝑥 .ℎ(𝑀))ℎ(𝑉 )

→𝛽𝑣 [ℎ(𝑉 )/𝑥]ℎ(𝑀), pois ℎ(𝑉 ) é um valor,

= ℎ([𝑉 /𝑥]𝑀), pelo lema 9.

• Caso 𝜂𝑣 :

Queremos mostrar que ℎ(𝜆𝑥.𝑉𝑥) =𝑣++ ℎ(𝑉 ).

ℎ(𝜆𝑥.𝑉𝑥) = 𝜆𝑥 .ℎ(𝑉 )ℎ(𝑥)

= 𝜆𝑥 .ℎ(𝑉 )𝑥

→𝜂𝑣 ℎ(𝑉 ), pois ℎ(𝑉 ) é um valor.

• Caso 𝑖𝑑 :

Queremos mostrar que ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑥) =𝑣++ ℎ(𝑀).

ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑥) = (𝜆𝑥 .ℎ(𝑥))ℎ(𝑀)

= (𝜆𝑥 .𝑥)ℎ(𝑀)

→𝛽𝑖𝑑
ℎ(𝑀).

• Caso 𝑐𝑜𝑚𝑝:

Queremos mostrar que ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑁 ) 𝑖𝑛 𝑃) =𝑣++ ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 =

𝑁 𝑖𝑛 𝑃)).

ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑁 ) 𝑖𝑛 𝑃) = (𝜆𝑦.ℎ(𝑃))ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑁 )

= (𝜆𝑦.ℎ(𝑃)) ((𝜆𝑥.ℎ(𝑁 ))ℎ(𝑀))
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= 𝐸⟦(𝜆𝑥 .ℎ(𝑁 ))ℎ(𝑀)⟧, com

𝐸 = (𝜆𝑦.ℎ(𝑃))𝐸′ e 𝐸′ = [ ],

→𝛽𝑙𝑖 𝑓 𝑡
(𝜆𝑥.𝐸⟦ℎ(𝑁 )⟧)ℎ(𝑀)

= (𝜆𝑥.(𝜆𝑦.ℎ(𝑃))ℎ(𝑁 ))ℎ(𝑀)

= (𝜆𝑥.ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑁 𝑖𝑛 𝑃))ℎ(𝑀)

= ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑁 𝑖𝑛 𝑃))

• Caso 𝑙𝑒𝑡𝑣 :

Queremos mostrar que ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 𝑖𝑛𝑀) =𝑣++ ℎ([𝑉 /𝑥]𝑀).

ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 𝑖𝑛𝑀) = (𝜆𝑥 .ℎ(𝑀))ℎ(𝑉 )

→𝛽𝑣 [ℎ(𝑉 )/𝑥]ℎ(𝑀), pois ℎ(𝑉 ) é um valor,

= ℎ( [𝑉 /𝑥]𝑀).

• Caso 𝑙𝑒𝑡1:

Queremos mostrar que ℎ(𝑀𝑁 ) =𝑣++ ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑥𝑁 ), onde 𝑁 não é um valor.

ℎ(𝑀𝑁 ) = ℎ(𝑀)ℎ(𝑁 ) ←𝛽𝑖𝑑
((𝜆𝑥.𝑥)ℎ(𝑀))ℎ(𝑁 )

= 𝐸⟦(𝜆𝑥 .𝑥)ℎ(𝑀)⟧, com 𝐸 = 𝐸′ℎ(𝑁 ) e 𝐸′ = [ ]

→𝛽𝑙𝑖 𝑓 𝑡
(𝜆𝑥.𝐸⟦𝑥⟧)ℎ(𝑀)

= (𝜆𝑥.𝑥ℎ(𝑁 ))ℎ(𝑀)

= (𝜆𝑥.ℎ(𝑥𝑁 ))ℎ(𝑀)

= ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑥𝑁 ).

• Caso 𝑙𝑒𝑡2:

Queremos mostrar que ℎ(𝑉𝑁 ) =𝑣++ ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑉𝑥), onde 𝑁 não é um valor.

ℎ(𝑉𝑁 ) = ℎ(𝑉 )ℎ(𝑁 )

←𝜂𝑣 (𝜆𝑥.ℎ(𝑉 )𝑥)ℎ(𝑁 ), pois 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑉 ),

= (𝜆𝑥.ℎ(𝑉𝑥))ℎ(𝑁 )

= ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑉𝑥).
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• Caso 𝜈 :

Queremos mostrar que ℎ(𝑀𝑃) =𝑣++ ℎ(𝑁𝑃).

Por hipótese de indução, ℎ(𝑀) =𝑣++ ℎ(𝑁 ). Daqui segue, pela regra 𝜈 , que ℎ(𝑀)𝑄 =𝑣++

ℎ(𝑁 )𝑄 . Tomando 𝑄 = ℎ(𝑃), obtemos ℎ(𝑀)ℎ(𝑃) =𝑣++ ℎ(𝑁 )ℎ(𝑃), pelo que ℎ(𝑀𝑃) =𝑣++
ℎ(𝑁𝑃).

• Caso 𝜇:

Análogo ao caso anterior, segundo a regra 𝜇.

• Caso 𝜉 :

Queremos mostrar que ℎ(𝜆𝑥.𝑀) =𝑣++ ℎ(𝜆𝑥.𝑀).

Por hipótese de indução, ℎ(𝑀) =𝑣++ ℎ(𝑁 ). Daqui segue, pela regra 𝜉 , que 𝜆𝑥.ℎ(𝑀) =𝑣++
𝜆𝑥.ℎ(𝑁 ), pelo que ℎ(𝜆𝑥 .𝑀) =𝑣++ ℎ(𝜆𝑥 .𝑀).

• Caso 𝑙𝑒𝑡𝜇 :

Queremos mostrar que ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛 𝑀) =𝑣++ ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛 𝑁 ), ou seja, temos que provar

que (𝜆𝑥.ℎ(𝑀))ℎ(𝑃) =𝑣++ (𝜆𝑥 .ℎ(𝑁 ))ℎ(𝑃).

Por hipótese de indução, ℎ(𝑀) =𝑣++ ℎ(𝑁 ). Daqui segue que 𝜆𝑥.ℎ(𝑀) =𝑣++ 𝜆𝑥 .ℎ(𝑁 ), donde

(𝜆𝑥.ℎ(𝑀))𝑄 =𝑣++ (𝜆𝑥.ℎ(𝑁 ))𝑄 , respetivamente pelas regras 𝜉 e 𝜈 . Tomando 𝑄 = ℎ(𝑃),

obtemos o resultado pretendido.

• Caso 𝑙𝑒𝑡𝜈 :

Queremos mostrar que ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑃) =𝑣++ ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 𝑃), ou seja, temos que provar

que (𝜆𝑥.ℎ(𝑃))ℎ(𝑀) =𝑣++ (𝜆𝑥 .ℎ(𝑃))ℎ(𝑁 ).

Por hipótese de indução, ℎ(𝑀) =𝑣++ ℎ(𝑁 ). Daqui segue que 𝑄ℎ(𝑀) =𝑣++ 𝑄ℎ(𝑁 ), pela regra

𝜇. Tomando 𝑄 = 𝜆𝑥 .ℎ(𝑃), obtemos o resultado pretendido.

• Caso 𝜌 :

Queremos mostrar que ℎ(𝑀) =𝑣++ ℎ(𝑀).

É direto pela regra 𝜌 .

• Caso 𝜏 :
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Queremos mostrar que ℎ(𝑀) =𝑣++ ℎ(𝑃).

Por hipótese de indução, ℎ(𝑀) =𝑣++ ℎ(𝑁 ) e ℎ(𝑁 ) =𝑣++ ℎ(𝑃). É direto que ℎ(𝑀) =𝑣++ ℎ(𝑃),

pela regra 𝜏 .

• Caso 𝜎 :

Queremos mostrar que ℎ(𝑁 ) =𝑣++ ℎ(𝑀).

Por hipótese de indução, ℎ(𝑀) =𝑣++ ℎ(𝑁 ). É direto que ℎ(𝑁 ) =𝑣++ ℎ(𝑀), pela regra 𝜎 .

□

Definição 65 (Contextos de avaliação de 𝜆𝑐 ). Sejam 𝑉 , 𝑁 ∈ Λ𝑐 . Os contextos de avaliação 𝐸 em

𝜆𝑐 são definidos indutivamente por:

𝐸 ::= [ ] |𝑉𝐸 | 𝐸𝑁

Definição 66 (termo-𝜆𝑐 𝐸⟦𝑀⟧). Seja𝑀 ∈ Λ𝑐 . Definimos 𝐸⟦𝑀⟧ ∈ Λ𝑐 por recursão em 𝐸 da seguinte

forma:

[ ]⟦𝑀⟧ = 𝑀

(𝑉𝐸)⟦𝑀⟧ = 𝑉 (𝐸⟦𝑀⟧)

(𝐸𝑁 )⟦𝑀⟧ = (𝐸⟦𝑀⟧)𝑁

Lema 10. Sejam𝑀 , 𝑁 ∈ Λ𝑐 . Então,

(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 𝐸⟦𝑀⟧) =𝑐 𝐸⟦𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑀⟧, se 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝐸).

Demonstração. A prova segue por indução em 𝐸.

• Caso 𝐸 = [ ]:

É direto que (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑀) =𝑐 (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑀).

• Caso 𝐸 = 𝑉𝐸′:

Queremos provar que (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 (𝑉𝐸′)⟦𝑀⟧) =𝑐 (𝑉𝐸′)⟦𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑀⟧.

– Caso 𝐸′ ⟦𝑀⟧ é um valor:

𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 (𝑉𝐸′)⟦𝑀⟧ = 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑉 (𝐸′⟦𝑀⟧)
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←𝜂𝑣 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 (𝜆𝑦.𝑉𝑦)(𝐸′⟦𝑀⟧)

→𝛽𝑣 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 [𝐸′⟦𝑀⟧/𝑦] (𝑉𝑦)

←𝑙𝑒𝑡𝑣 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝐸′ ⟦𝑀⟧ 𝑖𝑛𝑉𝑦)

←𝑐𝑜𝑚𝑝 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 𝐸′ ⟦𝑀⟧) 𝑖𝑛𝑉𝑦

←𝑙𝑒𝑡2 𝑉 (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 𝐸′⟦𝑀⟧)

=𝑐 𝑉 (𝐸′⟦𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑀⟧), por H.I. pois 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝐸′),

= (𝑉𝐸′)⟦𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑀⟧.

– Caso 𝐸′ ⟦𝑀⟧ não é um valor:

𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 (𝑉𝐸′)⟦𝑀⟧ = 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑉 (𝐸′⟦𝑀⟧)

→𝑙𝑒𝑡2 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝐸′ ⟦𝑀⟧ 𝑖𝑛𝑉𝑦)

←𝑐𝑜𝑚𝑝 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 𝐸′ ⟦𝑀⟧) 𝑖𝑛𝑉𝑦

←𝑙𝑒𝑡2 𝑉 (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 𝐸′⟦𝑀⟧)

=𝑐 𝑉 (𝐸′⟦𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑀⟧), por H.I. pois 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝐸′),

= (𝑉𝐸′)⟦𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑀⟧.

• Caso 𝐸 = 𝐸′𝑃 :

Queremos provar que (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 (𝐸′𝑃)⟦𝑀⟧) =𝑐 (𝐸′𝑃)⟦𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑀⟧.

– Caso 𝐸′ ⟦𝑀⟧ é um valor:

𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 (𝐸′𝑃)⟦𝑀⟧ = 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 (𝐸′⟦𝑀⟧)𝑃

←𝑙𝑒𝑡𝑣 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝐸′ ⟦𝑀⟧ 𝑖𝑛 𝑦𝑃)

←𝑐𝑜𝑚𝑝 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 𝐸′ ⟦𝑀⟧) 𝑖𝑛 𝑦𝑃

←𝑙𝑒𝑡1 (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 𝐸′⟦𝑀⟧)𝑃

=𝑐 (𝐸′⟦𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑀⟧)𝑃 , por H.I.

pois 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝐸′),

= (𝐸′𝑃)⟦𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑀⟧.

– Caso 𝐸′ ⟦𝑀⟧ não é um valor:

𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 (𝐸′𝑃)⟦𝑀⟧ = 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 (𝐸′⟦𝑀⟧)𝑃
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→𝑙𝑒𝑡1 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝐸′ ⟦𝑀⟧ 𝑖𝑛 𝑦𝑃)

←𝑐𝑜𝑚𝑝 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 𝐸′ ⟦𝑀⟧) 𝑖𝑛 𝑦𝑃

←𝑙𝑒𝑡1 (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛 𝐸′⟦𝑀⟧)𝑃

=𝑐 (𝐸′⟦𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑀⟧)𝑃 , por H.I.

pois 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝐸′),

= (𝐸′𝑃)⟦𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑀⟧.

□

Proposição 3. Sejam𝑀 , 𝑁 ∈ Λ. Então,

𝑀 =𝑣++ 𝑁 =⇒ 𝑀 =𝑐 𝑁 .

Demonstração. Suponhamos que 𝑀 =𝑣++ 𝑁 . Queremos provar que 𝑀 =𝑐 𝑁 . A prova segue por

indução na relação =𝑣++ .

• Casos 𝛽𝑣 , 𝜂𝑣 e 𝜌 :

É direto.

• Caso 𝛽𝑓 𝑙𝑎𝑡 :

Queremos mostrar que (𝑧𝑀)𝐿 =𝑐 (𝜆𝑥.𝑥𝐿)(𝑧𝑀).

(𝑧𝑀)𝐿 →𝑙𝑒𝑡1 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑧𝑀 𝑖𝑛𝑦𝐿)

←𝛽𝑣 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑧𝑀 𝑖𝑛 (𝜆𝑥.𝑥𝐿)𝑦)

←𝑙𝑒𝑡2 (𝜆𝑥.𝑥𝐿) (𝑧𝑀).

• Caso 𝛽𝑙𝑖 𝑓 𝑡 :

Queremos mostrar que 𝐸⟦(𝜆𝑥.𝑀)𝑁⟧ =𝑐 (𝜆𝑥.𝐸⟦𝑀⟧)𝑁 .

– Caso 𝑁 é um valor:

𝐸⟦(𝜆𝑥.𝑀)𝑁⟧ →𝛽𝑣 𝐸⟦[𝑁 /𝑥]𝑀⟧

= [𝑁 /𝑥] (𝐸⟦𝑀⟧), pois 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝐸),

←𝛽𝑣 (𝜆𝑥.𝐸⟦𝑀⟧)𝑁 .
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– Caso 𝑁 não é um valor:

𝐸⟦(𝜆𝑥 .𝑀)𝑁⟧ →𝑙𝑒𝑡2 𝐸⟦𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑁 𝑖𝑛 (𝜆𝑥.𝑀)𝑦⟧

→𝛽𝑣 𝐸⟦𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑁 𝑖𝑛 [𝑦/𝑥]𝑀⟧

=𝑐 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑁 𝑖𝑛 𝐸⟦[𝑦/𝑥]𝑀⟧), pelo lema 10,

= (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑁 𝑖𝑛 [𝑦/𝑥] (𝐸⟦𝑀⟧)), pois 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝐸),

←𝛽𝑣 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑁 𝑖𝑛 (𝜆𝑥.𝐸⟦𝑀⟧)𝑦)

←𝑙𝑒𝑡2 (𝜆𝑥.𝐸⟦𝑀⟧)𝑁 .

• Caso 𝛽𝑖𝑑 :

Queremos mostrar que (𝜆𝑥.𝑥)𝑀 =𝑐 𝑀 .

– Caso𝑀 é um valor:

(𝜆𝑥.𝑥)𝑀 →𝛽𝑣 [𝑀/𝑥]𝑥 = 𝑀.

– Caso𝑀 não é um valor:

(𝜆𝑥.𝑥)𝑀 →𝑙𝑒𝑡2 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑀 𝑖𝑛 (𝜆𝑥.𝑥)𝑦)

→𝛽𝑣 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑀 𝑖𝑛𝑦)

→𝑖𝑑 𝑀.

• Caso 𝛽𝜔 :

Queremos mostrar que (𝜆𝑥.𝐸⟦𝑦𝑥⟧)𝑀 =𝑐 𝐸⟦𝑦𝑀⟧.

– Caso𝑀 é um valor:

(𝜆𝑥 .𝐸⟦𝑦𝑥⟧)𝑀 →𝛽𝑣 [𝑀/𝑥] (𝐸⟦𝑦𝑥⟧)

= 𝐸⟦𝑦𝑀⟧, pois 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝐸⟦𝑦⟧) .

– Caso𝑀 não é um valor:

(𝜆𝑥 .𝐸⟦𝑦𝑥⟧)𝑀 →𝑙𝑒𝑡2 (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑀 𝑖𝑛 (𝜆𝑥.𝐸⟦𝑦𝑥⟧)𝑧)

→𝛽𝑣 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑀 𝑖𝑛 [𝑧/𝑥] (𝐸⟦𝑦𝑥⟧))

= (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑀 𝑖𝑛 𝐸⟦𝑦𝑧⟧), pois 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝐸⟦𝑦⟧),
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=𝑐 𝐸⟦𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑀 𝑖𝑛𝑦𝑧⟧, pelo lema 10,

←𝑙𝑒𝑡2 𝐸⟦𝑦𝑀⟧.

• Casos 𝜈 , 𝜇, 𝜉 , 𝜏 e 𝜎 :

Trivial, utilizando as hipóteses de indução.

□

Teorema 20 (Correspondência Equacional). Seja 𝐼 (·) : Λ→ Λ𝑐 o mapeamento que corresponde

à inclusão dos termos de 𝜆𝑣++ nos termos de 𝜆𝑐 . As traduções ℎ e 𝐼 formam uma correspondência

equacional entre 𝜆𝑐 e 𝜆𝑣++ , isto é,

• 𝑀 =𝑐 𝑁 =⇒ ℎ(𝑀) =𝑣++ ℎ(𝑁 );

• 𝑀 =𝑣++ 𝑁 =⇒ 𝐼 (𝑀) =𝑐 𝐼 (𝑁 );

• 𝑀 =𝑐 𝐼 (ℎ(𝑀));

• ℎ(𝐼 (𝑀)) =𝑣++ 𝑀 .

Demonstração. A prova segue segundo a definição de correspondência equacional.

Os dois primeiros pontos são diretos pelas proposições 2 e 3, respetivamente.

Vejamos que𝑀 =𝑐 𝐼 (ℎ(𝑀)). A prova segue por indução em 𝑀 ∈ Λ𝑐 .

• Caso𝑀 = 𝑥 :

𝑥 = 𝐼 (𝑥) = 𝐼 (ℎ(𝑥)) .

• Caso𝑀 = 𝜆𝑥 .𝑁 :

𝜆𝑥 .𝑁 =𝑐 𝜆𝑥.𝐼 (ℎ(𝑁 )), por H.I. em 𝑁 ,

= 𝜆𝑥.ℎ(𝑁 )

= 𝐼 (𝜆𝑥 .ℎ(𝑁 ))

= 𝐼 (ℎ(𝜆𝑥 .𝑁 )) .

• Caso𝑀 = 𝑃𝑄 :

𝑃𝑄 =𝑐 𝐼 (ℎ(𝑃))𝐼 (ℎ(𝑄)), por H.I. em 𝑃 e 𝑄 ,
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= ℎ(𝑃)ℎ(𝑄)

= 𝐼 (ℎ(𝑃)ℎ(𝑄))

= 𝐼 (ℎ(𝑃𝑄)).

• Caso𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛𝑄):

(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛𝑄) = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑃 𝑖𝑛 [𝑦/𝑥]𝑄)

←𝛽𝑣 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑃 𝑖𝑛 (𝜆𝑥.𝑄)𝑦)

←𝑙𝑒𝑡2 (𝜆𝑥 .𝑄)𝑃

=𝑐 (𝜆𝑥 .𝐼 (ℎ(𝑄)))𝐼 (ℎ(𝑃)), por H.I. em 𝑃 e 𝑄 ,

= 𝐼 ((𝜆𝑥 .ℎ(𝑄))ℎ(𝑃))

= 𝐼 (ℎ(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛𝑄)) .

Por fim, vejamos que ℎ(𝐼 (𝑀)) =𝑣++ 𝑀 . A prova segue por indução em 𝑀 ∈ Λ𝑣++ .

• Caso𝑀 = 𝑥 :

ℎ(𝐼 (𝑥)) = ℎ(𝑥) = 𝑥 .

• Caso𝑀 = 𝜆𝑥 .𝑁 :

ℎ(𝐼 (𝜆𝑥.𝑁 )) = ℎ(𝜆𝑥.𝑁 )

= 𝜆𝑥 .ℎ(𝑁 )

= 𝜆𝑥 .ℎ(𝐼 (𝑁 ))

= 𝜆𝑥 .𝑁 , por H.I. em 𝑁 .

• Caso𝑀 = 𝑃𝑄 :

ℎ(𝐼 (𝑃𝑄)) = ℎ(𝑃𝑄)

= ℎ(𝑃)ℎ(𝑄)

= ℎ(𝐼 (𝑃))ℎ(𝐼 (𝑄))

= 𝑃𝑄 , por H.I. em 𝑃 e 𝑄.

□
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Neste capítulo analisámos o cálculo computacional, uma outra resposta ao problema da incompletude

do cálculo de Plotkin para a semântica CPS, um sistema com origem na teoria das linguagens de progra-

mação. Mais, provámos que este sistema e a extensão de Sabry-Felleisen formam uma correspondência

equacional.
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Capítulo 5

Cálculo 𝜆𝑄

5.1 Motivação

Consideremos o cálculo de sequentes 𝐿𝐽 , estudado na secção 2.4.2.

𝐿𝐽𝑄 , um fragmento de 𝐿𝐽 , distingue sequentes ordinários, Γ ⇒ 𝐴, de sequentes focados, Γ → 𝐴.

Estes diferem um do outro na medida em que, em derivações sem corte, um sequente focado representa

um sequente cuja última derivação, que lhe deu origem, é feita através de um axioma ou de uma regra à

direita. Em 𝐿𝐽𝑄 , a regra 𝐿⊃ utiliza um sequente focado na premissa esquerda restringindo, desta forma,

a sua aplicação.

Definição 67 (Derivações de 𝐿𝐽𝑄 ). O conjunto de derivações de LJQ, apresentado em [7], é o menor

conjunto de árvores de sequentes fechado para as seguintes regras:

Γ, 𝐴→ 𝐴 𝐴𝑥
Γ → 𝐴
Γ ⇒ 𝐴 𝐷𝑒𝑟

Γ, 𝐴 ⊃ 𝐵 → 𝐴 Γ, 𝐴 ⊃ 𝐵, 𝐵 ⇒ 𝐶
Γ, 𝐴 ⊃ 𝐵 ⇒ 𝐶 𝐿⊃ Γ, 𝐴⇒ 𝐵

Γ → 𝐴 ⊃ 𝐵 𝑅⊃

Γ → 𝐴 Γ, 𝐴→ 𝐵
Γ → 𝐵

𝐶𝑢𝑡1
Γ → 𝐴 Γ, 𝐴⇒ 𝐵

Γ ⇒ 𝐵
𝐶𝑢𝑡2

Γ ⇒ 𝐴 Γ, 𝐴⇒ 𝐵
Γ ⇒ 𝐵

𝐶𝑢𝑡3

Consideremos as derivações do sequente⇒ (𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶) ⊃ (𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ 𝐴 ⊃ 𝐶 apresentadas

no capítulo 2.4.2, em 𝐿𝐽 . Respetivamente, vamos tentar representar ambas as derivações em 𝐿𝐽𝑄 . Seja

Γ = 𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶,𝐴 ⊃ 𝐵,𝐴. Vejamos:
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Γ → 𝐴 𝐴𝑥
Γ, 𝐵 ⊃ 𝐶 → 𝐴 𝐴𝑥

Γ, 𝐵 ⊃ 𝐶, 𝐵 → 𝐵 𝐴𝑥
Γ, 𝐵 ⊃ 𝐶,𝐶 → 𝐶 𝐴𝑥

Γ, 𝐵 ⊃ 𝐶,𝐶 ⇒ 𝐶 𝐷𝑒𝑟

Γ, 𝐵 ⊃ 𝐶, 𝐵 ⇒ 𝐶 𝐿⊃
Γ, 𝐵 ⊃ 𝐶 ⇒ 𝐶 𝐿⊃

𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶,𝐴 ⊃ 𝐵,𝐴⇒ 𝐶 𝐿⊃
𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶,𝐴 ⊃ 𝐵 → 𝐴 ⊃ 𝐶 𝑅⊃
𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶,𝐴 ⊃ 𝐵 ⇒ 𝐴 ⊃ 𝐶 𝐷𝑒𝑟

𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶 → (𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ 𝐴 ⊃ 𝐶 𝑅⊃

𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶 ⇒ (𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ 𝐴 ⊃ 𝐶 𝐷𝑒𝑟

→ (𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶) ⊃ (𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ 𝐴 ⊃ 𝐶 𝑅⊃

⇒ (𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶) ⊃ (𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ 𝐴 ⊃ 𝐶 𝐷𝑒𝑟

Γ → 𝐴 𝐴𝑥

��ZZD
Γ, 𝐵 ⊃ 𝐶 → 𝐵

D′
Γ, 𝐵 ⊃ 𝐶,𝐶 ⇒ 𝐶

Γ, 𝐵 ⊃ 𝐶 ⇒ 𝐶 𝐿⊃
𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶,𝐴 ⊃ 𝐵,𝐴⇒ 𝐶 𝐿⊃
𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶,𝐴 ⊃ 𝐵 → 𝐴 ⊃ 𝐶 𝑅⊃
𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶,𝐴 ⊃ 𝐵 ⇒ 𝐴 ⊃ 𝐶 𝐷𝑒𝑟

𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶 → (𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ 𝐴 ⊃ 𝐶 𝑅⊃

𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶 ⇒ (𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ 𝐴 ⊃ 𝐶 𝐷𝑒𝑟

→ (𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶) ⊃ (𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ 𝐴 ⊃ 𝐶 𝑅⊃

⇒ (𝐴 ⊃ 𝐵 ⊃ 𝐶) ⊃ (𝐴 ⊃ 𝐵) ⊃ 𝐴 ⊃ 𝐶 𝐷𝑒𝑟

Com efeito, em 𝐿𝐽𝑄 , conseguimos apenas representar a primeira derivação de 𝐿𝐽 . A representação

da segunda derivação falha precisamente na premissa esquerda da regra 𝐿 ⊃, visto que o sequente

Γ, 𝐵 ⊃ 𝐶 → 𝐵 não é conclusão de um axioma nem de uma regra à direita. De facto, comparando com

a respetiva derivação em 𝐿𝐽 , observamos que o sequente deriva de uma regra à esquerda.

O cálculo-𝜆𝑄 de Dychoff-Lengrand, que vamos estudar de seguida, resulta de aplicar o isomorfismo

de Curry-Howard ao cálculo de sequentes focado 𝐿𝐽𝑄 .

Dyckhoff e Lengrand apresentam ainda 𝐿𝐽𝑄 como um sistema de tipificação para um certo cálculo-𝜆,

o cálculo-𝜆𝑄 .
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5.2 O sistema

5.2.1 Versão original

Definição 68 (termos-𝜆𝑄 ). Seja E = A ∪ {↑,𝐶1,𝐶2,𝐶3} e E∗ o conjunto de todas as palavras em

E. O conjunto dos termos-𝜆𝑄 , representado por Λ𝑄 , é definido indutivamente sobre E∗ por:

𝑀, 𝑁 ::=↑𝑉 | 𝑥 (𝑉 ,𝑦.𝑁 ) |𝐶2(𝑉 , 𝑥 .𝑁 ) |𝐶3(𝑀,𝑥.𝑁 )

𝑉 ,𝑊 ::= 𝑥 | 𝜆𝑥.𝑀 |𝐶1(𝑉 , 𝑥 .𝑊 )

A um termo-𝜆𝑄 da forma 𝐶𝑖 (−,−.−), 𝑖 = 1, 2, 3, chama-se substituição explícita.

𝐶1 representa a substituição de um valor num valor, 𝐶2 a substituição de um valor num termo e 𝐶3

a substituição de um termo num termo. Por exemplo, 𝐶3(𝑀,𝑥.𝑁 ) representa a substituição de 𝑀 por

𝑥 em 𝑁 .

Definição 69 (𝐿𝐽𝑄 com termos-𝜆𝑄 ). O conjunto de tipificações de 𝐿𝐽𝑄 , apresentado em [6], é

definido indutivamente por:

Γ, 𝑥 : 𝐴→ 𝑥 : 𝐴 𝐴𝑥
Γ → 𝑉 : 𝐴
Γ ⇒↑𝑉 : 𝐴 𝐷𝑒𝑟

Γ, 𝑥 : 𝐴 ⊃ 𝐵 → 𝑉 : 𝐴 Γ, 𝑥 : 𝐴 ⊃ 𝐵,𝑦 : 𝐵 ⇒ 𝑁 : 𝐶
Γ, 𝑥 : 𝐴 ⊃ 𝐵 ⇒ 𝑥 (𝑉 ,𝑦.𝑁 ) : 𝐶 𝐿⊃ Γ, 𝑥 : 𝐴⇒ 𝑀 : 𝐵

Γ → 𝜆𝑥 .𝑀 : 𝐴 ⊃ 𝐵 𝑅⊃

Γ → 𝑉 : 𝐴 Γ, 𝑥 : 𝐴→𝑊 : 𝐵
Γ → 𝐶1(𝑉 , 𝑥 .𝑊 ) : 𝐵

𝐶𝑢𝑡1
Γ → 𝑉 : 𝐴 Γ, 𝑥 : 𝐴⇒ 𝑁 : 𝐵

Γ ⇒ 𝐶2(𝑉 , 𝑥 .𝑁 ) : 𝐵
𝐶𝑢𝑡2

Γ ⇒ 𝑀 : 𝐴 Γ, 𝑥 : 𝐴⇒ 𝑁 : 𝐵
Γ ⇒ 𝐶3(𝑀,𝑥.𝑁 ) : 𝐵

𝐶𝑢𝑡3

Analisando estas tipificações, observamos que a classe dos valores e dos termos constituem os se-

quentes focados e ordinários, respetivamente, e que as substituições explícitas representam regras do

corte.

Definição 70 (𝑥 -covalor). Um termo-𝜆𝑄 𝑁 diz-se um 𝑥 -covalor se e só se 𝑁 =↑𝑥 ou 𝑁 é da forma

𝑥 (𝑉 ,𝑦.𝑃), onde 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑉𝑃).

Definição 71 (Regras de redução para 𝜆𝑄 ). As relações binárias de 𝜆𝑄 são apresentadas sobre a

forma das seguintes regras:

𝐶3(↑ (𝜆𝑥.𝑀), 𝑦.𝑦(𝑉 , 𝑧.𝑁 )) → 𝐶3(𝐶3(↑𝑉 , 𝑥 .𝑀), 𝑧.𝑁 ), se 𝑦 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑉𝑁 )
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𝐶3(↑𝑥,𝑦.𝑁 ) → [𝑥/𝑦]𝑁

𝐶3(𝑀,𝑦. ↑𝑦) → 𝑀

𝐶3(𝑧 (𝑉 ,𝑦.𝑃), 𝑥 .𝑁 ) → 𝑧 (𝑉 ,𝑦.𝐶3(𝑃, 𝑥 .𝑁 ))

𝐶3(𝐶3(↑𝑊,𝑦.𝑦(𝑉 , 𝑧.𝑃)), 𝑥 .𝑁 ) → 𝐶3(𝑊,𝑦.𝑦(𝑉 , 𝑧.𝐶3(𝑃, 𝑥 .𝑁 ))), se 𝑦 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑉𝑃)

𝐶3(𝐶3(𝑀,𝑦.𝑃), 𝑥 .𝑁 ) → 𝐶3(𝑀,𝑦.𝐶3(𝑃, 𝑥 .𝑁 )), se o redex não for o

redex da regra anterior

𝐶3(↑ (𝜆𝑥.𝑀), 𝑦.𝑁 ) → 𝐶2(𝜆𝑥.𝑀,𝑦.𝑁 ), se 𝑁 não for 𝑦-covalor

𝐶1(𝑉 , 𝑥 .𝑥) → 𝑉

𝐶1(𝑉 , 𝑥 .𝑦) → 𝑦

𝐶1(𝑉 , 𝑥 .(𝜆𝑦.𝑀)) → 𝜆𝑦.𝐶2(𝑉 , 𝑥 .𝑀)

𝐶2(𝑉 , 𝑥 .↑𝑊 ) →↑ (𝐶1(𝑉 , 𝜆𝑥 .𝑊 ))

𝐶2(𝑉 , 𝑥 .𝑥 (𝑊,𝑧.𝑁 )) → 𝐶3(↑𝑉 , 𝑥 .𝑥 (𝐶1(𝑉 , 𝑥 .𝑊 ), 𝑧.𝐶2(𝑉 , 𝑥 .𝑁 )))

𝐶2(𝑉 , 𝑥 .𝑦(𝑊,𝑧.𝑁 )) → 𝑦 (𝐶1(𝑉 , 𝑥 .𝑊 ), 𝑧.𝐶2(𝑉 , 𝑥 .𝑁 ))

𝐶2(𝑉 , 𝑥 .𝐶3(𝑀,𝑦.𝑁 )) → 𝐶3(𝐶2(𝑉 , 𝑥 .𝑀), 𝑦.𝐶2(𝑉 , 𝑥 .𝑁 ))

É de notar que as regras de redução deste sistema representam a eliminação do corte no cálculo de

sequente.

5.2.2 Versão simplificada

Para a comparação com 𝜆𝑐 não precisamos das substituições explícitas, por isso vamos definir uma

nova sintaxe sem as substituições explícitas 𝐶1 e 𝐶2 e vamos adicionar as operações de substituição

correspondentes. Consequentemente, o número de regras de redução do sistema vai diminuir. Vamos

representar este sistema simplificado por 𝜆𝑄∗ .

Definição 72 (termos-𝜆𝑄∗ ). Seja F = A ∪ {↑,𝐶} e F ∗ o conjunto de todas as palavras em F . O

conjunto dos termos-𝜆𝑄∗ , representado por Λ𝑄∗ , é definido indutivamente sobre F ∗ por:

𝑀, 𝑁 ::=↑𝑉 | 𝑥 (𝑉 ,𝑦.𝑁 ) |𝐶 (𝑀,𝑥.𝑁 )

𝑉 ,𝑊 ::= 𝑥 | 𝜆𝑥.𝑀

As ocorrências livres de 𝑦 em 𝑁 estão ligadas em 𝑥 (𝑉 ,𝑦.𝑁 ) e, analogamente, as ocorrência livres

de 𝑥 em 𝑁 estão ligadas em 𝐶 (𝑀,𝑥.𝑁 ).
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Tal como nos sistemas anteriores, convencionamos que os nomes das variáveis livres e ligadas de

um termo são diferentes. Assumiremos também que dois termos iguais-𝛼 , isto é, que diferem apenas no

nome das variáveis ligadas, são iguais.

Definição 73 (Substitução). A substituição das ocorrência livres de 𝑥 por 𝑉 em𝑊 ou 𝑀 é definido

recursivamente por:

[𝑉 /𝑥]𝑥 = 𝑉

[𝑉 /𝑥]𝑦 = 𝑦

[𝑉 /𝑥] (𝜆𝑦.𝑀) = 𝜆𝑦.[𝑉 /𝑥]𝑀

[𝑉 /𝑥] (↑𝑊 ) =↑ ([𝑉 /𝑥]𝑊 )

[𝑉 /𝑥] (𝑥 (𝑊,𝑧.𝑁 )) = 𝐶 (↑𝑉 , 𝑥 .𝑥 ( [𝑉 /𝑥]𝑊,𝑧.[𝑉 /𝑥]𝑁 ))

[𝑉 /𝑥] (𝑦 (𝑊,𝑧.𝑁 )) = 𝑦 ([𝑉 /𝑥]𝑊,𝑧.[𝑉 /𝑥]𝑁 ), se 𝑥 ≠ 𝑦

[𝑉 /𝑥] (𝐶 (𝑀,𝑦.𝑁 )) = 𝐶 ( [𝑉 /𝑥]𝑀,𝑦.[𝑉 /𝑥]𝑁 )

Numa primeira parte, consideremos as seguintes relações binárias:

(𝐵𝑣 ) 𝐶 (↑ (𝜆𝑥.𝑀), 𝑦.𝑦(𝑉 , 𝑧.𝑁 )) → 𝐶 (𝐶 (↑𝑉 , 𝑥 .𝑀), 𝑧.𝑁 ), se 𝑦 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑉𝑁 )

(𝜎𝑣1) 𝐶 (↑𝑥,𝑦.𝑁 ) → [𝑥/𝑦]𝑁

(𝑖𝑑) 𝐶 (𝑀,𝑦.↑𝑦) → 𝑀

(𝜋1) 𝐶 (𝑧 (𝑉 ,𝑦.𝑃), 𝑥 .𝑁 ) → 𝑧 (𝑉 ,𝑦.𝐶 (𝑃, 𝑥 .𝑁 ))

(∗) 𝐶 (𝐶 (↑𝑊,𝑦.𝑦(𝑉 , 𝑧.𝑃)), 𝑥 .𝑁 ) → 𝐶 (↑𝑊,𝑦.𝑦(𝑉 , 𝑧.𝐶 (𝑃, 𝑥 .𝑁 ))), se 𝑦 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑉𝑃)

(𝑐𝑜𝑚𝑝) 𝐶 (𝐶 (𝑀,𝑦.𝑃), 𝑥 .𝑁 ) → 𝐶 (𝑀,𝑦.𝐶 (𝑃, 𝑥 .𝑁 )), se o redex não for o

redex da regra anterior

(𝜎𝑣2) 𝐶 (↑ (𝜆𝑥 .𝑀), 𝑦.𝑁 ) → [(𝜆𝑥 .𝑀)/𝑦]𝑁 , se 𝑁 não for 𝑦-covalor

Seja (𝜋2) a regra (𝑐𝑜𝑚𝑝) sem a condição lateral. Então, (𝜋1) e (𝜋2) derivam (∗). Com efeito,

𝐶 (𝐶 (↑𝑊,𝑦.𝑦(𝑉 , 𝑧.𝑃)), 𝑥 .𝑁 ) →𝜋2𝐶 (↑𝑊,𝑦.𝐶 (𝑦 (𝑉 , 𝑧.𝑃), 𝑥 .𝑁 )) →𝜋1𝐶 (𝑊,𝑦.𝑦(𝑉 , 𝑧.𝐶 (𝑃, 𝑥 .𝑁 ))).

Ou seja, o sistema com (𝜋1), (𝜋2) e (∗) contém uma ambiguidade inócua, que não existia anteriormente.

Seja agora (𝜎𝑣 ) a regra:𝐶 (↑𝑉 ,𝑦.𝑁 ) → [𝑉 /𝑦]𝑁 , se𝑉 não é uma abstração ou 𝑁 não é 𝑦-covalor.

Então, as regras (𝜎𝑣1) e (𝜎𝑣2) são casos particulares da regra (𝜎𝑣 ), quando 𝑉 é uma variável ou uma

abstração, respetivamente. Ora, 𝐶 (↑𝑥,𝑦. ↑𝑦) →𝜎𝑣 [𝑥/𝑦] (↑𝑦) =↑𝑥 e 𝐶 (↑𝑥,𝑦. ↑𝑦) →𝑖𝑑↑𝑥 , pelo
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que o sistema com (𝜎𝑣 ) e (𝑖𝑑) tem uma ambiguidade inócua. No entanto, esta ambiguidade já existia

no sistema original, entre (𝜎𝑣1) e (𝑖𝑑).

O sistema simplificado obtém-se adotando (𝜎𝑣 ) e (𝜋2) e deixando cair (∗).

Definição 74 (Regras de redução para 𝜆𝑄∗ ). As relações binárias de 𝜆𝑄∗ são apresentadas sobre

a forma das seguintes regras:

(𝐵𝑣 ) 𝐶 (↑ (𝜆𝑥.𝑀), 𝑦.𝑦(𝑉 , 𝑧.𝑁 )) → 𝐶 (𝐶 (↑𝑉 , 𝑥 .𝑀), 𝑧.𝑁 ), se 𝑦 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑉𝑁 )

(𝑖𝑑) 𝐶 (𝑀,𝑦.↑𝑦) → 𝑀

(𝜋1) 𝐶 (𝑧 (𝑉 ,𝑦.𝑃), 𝑥 .𝑁 ) → 𝑧 (𝑉 ,𝑦.𝐶 (𝑃, 𝑥 .𝑁 ))

(𝜋2) 𝐶 (𝐶 (𝑀,𝑦.𝑃), 𝑥 .𝑁 ) → 𝐶 (𝑀,𝑦.𝐶 (𝑃, 𝑥 .𝑁 ))

(𝜎𝑣 ) 𝐶 (↑𝑉 ,𝑦.𝑁 ) → [𝑉 /𝑦]𝑁 , se 𝑉 não é abstração ou 𝑁 não é 𝑦-covalor

5.3 Relação com o cálculo computacional

Informalmente, o núcleo de um cálculo resulta da normalização de certas regras de redução que cons-

tituem esse sistema. Por exemplo, o núcleo do cálculo-𝜆𝑐 , que pode ser encontrado em [16], resulta da

normalização das regras (𝑙𝑒𝑡1), (𝑙𝑒𝑡2) e (𝑐𝑜𝑚𝑝) e é representado por 𝜆𝑐∗∗ . Além disso, o cálculo-𝜆𝑐∗∗

e o cálculo-𝜆𝑐𝑝𝑠 , apresentado na secção 4.2, formam um isomorfismo.

Para estudar a relação entre os cálculos 𝜆𝑄∗ e 𝜆𝑐 , vamos estudar a relação entre os seus núcleos,

sendo que o núcleo do cálculo-𝜆𝑄∗ , representado por 𝜆𝑄∗∗ , é definido por nós.

Definição 75 (Núcleo de 𝜆𝑐 ). Seja G = A ∪ {𝑙𝑒𝑡, 𝑖𝑛, =, [ ]} e G∗ o conjunto de todas as palavras

em G. O conjunto de termos-𝜆𝑐∗∗ é definido indutivamente sobre G∗ por:

𝑀, 𝑁 ∈ Λ𝑐∗∗ ⊆ Λ𝑐 ::= 𝐾 [𝑉 ] |𝐾 [𝑉𝑊 ]

𝑉 ,𝑊 ::= 𝑥 | 𝜆𝑥.𝑀

𝐾 ⊆ 𝐶 ::= [ ] | 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑀

Podemos também simplificar a sintaxe da seguinte forma:

𝑀, 𝑁 ∈ Λ𝑐∗∗ ::= 𝑉 |𝑉𝑊 | 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 𝑖𝑛𝑀 | 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛𝑀

𝑉,𝑊 ::= 𝑥 | 𝜆𝑥.𝑀
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As relações deste sistema são apresentadas sobre a forma das seguintes regras:

(𝛽𝑣 ) 𝐾 [(𝜆𝑥.𝑀)𝑉 ] → [𝑉 /𝑥]𝑀 : 𝐾 , se 𝐾 é maximal

(𝜂𝑣 ) 𝜆𝑥.𝑉𝑥 → 𝑉 , se 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑉 )

(𝛽𝑙𝑒𝑡 ) 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 𝑖𝑛𝑀 → [𝑉 /𝑥]𝑀

(𝜂𝑙𝑒𝑡 ) 𝑀 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝐾 [𝑥] → 𝑀 : 𝐾 , se 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝐾)

onde𝑀 : 𝐾 ∈ Λ𝑐∗∗ pode ser visto como 𝐾 [𝑀] e se define por recursão em𝑀 ∈ Λ𝑐∗∗ do seguinte

modo:

𝑉 : 𝐾 = 𝐾 [𝑉 ]

𝑉𝑊 : 𝐾 = 𝐾 [𝑉𝑊 ]

(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 𝑖𝑛𝑀) : 𝐾 = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 𝑖𝑛 (𝑀 : 𝐾))

(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛𝑀) : 𝐾 = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 (𝑀 : 𝐾))

Um contexto𝐾 é maximal se for o contexto maior. Consideremos o termo 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝜆𝑥 .𝑀)𝑉 𝑖𝑛 𝑃 , que

é um redex-𝛽𝑣 . Este termo pode ser lido da forma 𝐾 [(𝜆𝑥 .𝑀)𝑉 ], com 𝐾 = [ ] ou 𝐾 = 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑃 .

Nesse caso, deve-se tomar 𝐾 = 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑃 , isto é, 𝐾 maior.

Definição 76 (Relação compatível em 𝜆𝑐∗∗ ). Uma relação binária 𝑅 ⊆ Λ2
𝑐∗∗ diz-se compatível se:

(𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅
(𝜆𝑥 .𝑀, 𝜆𝑥 .𝑁 ) ∈ 𝑅 𝜉

(𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅
(𝑀𝑃, 𝑁𝑃) ∈ 𝑅 𝜈

(𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅
(𝑃𝑀, 𝑃𝑁 ) ∈ 𝑅

𝜇

(𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅
(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 𝑖𝑛𝑀, 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑁 ) ∈ 𝑅

𝑙𝑒𝑡𝜇1
(𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅

(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛𝑀, 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ) ∈ 𝑅
𝑙𝑒𝑡𝜇2

(𝑉 ,𝑊 ) ∈ 𝑅
(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑃, 𝑙𝑒𝑡 𝑥 =𝑊 𝑖𝑛 𝑃) ∈ 𝑅 𝑙𝑒𝑡𝜈1

(𝑉 ,𝑉 ′) ∈ 𝑅
(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑃, 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 ′𝑊 𝑖𝑛 𝑃) ∈ 𝑅

𝑙𝑒𝑡𝜈2

(𝑉 ,𝑉 ′) ∈ 𝑅
(𝑙𝑒𝑡 𝑥 =𝑊𝑉 𝑖𝑛 𝑃, 𝑙𝑒𝑡 𝑥 =𝑊𝑉 ′ 𝑖𝑛 𝑃) ∈ 𝑅

𝑙𝑒𝑡𝜈3

Para simplificar a notação, utilizaremos 𝑀 →𝑐∗∗ 𝑁 para representar 𝑀 →𝛽𝑣𝛽𝑙𝑒𝑡𝜂𝑣𝜂𝑙𝑒𝑡
𝑁 . O

mesmo acontece para o fecho reflexivo e transitivo e para o fecho de congruência.

Definição 77 (Núcleo de 𝜆𝑄∗ ). O conjunto de termos-𝜆𝑄∗∗ , representado por Λ𝑄∗∗ , é definido indu-

tivamente por:

𝑀, 𝑁 ∈ Λ𝑄∗∗ ⊆ Λ𝑄∗ ::=↑𝑉 | 𝑥 (𝑉 ,𝑦.𝑁 ) |𝐶 (↑𝑉 , 𝑥 .𝑁 )
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𝑉 ,𝑊 ::= 𝑥 | 𝜆𝑥 .𝑀

As relações deste sistema são apresentadas sobre a forma das seguintes regras:

(𝛽𝑣 ) 𝐶 (↑ (𝜆𝑥.𝑀), 𝑦.𝑦(𝑉 , 𝑧.𝑁 )) → 𝐶 ([𝑉 /𝑥]𝑀 : 𝑧.𝑁 ), se 𝑦 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑉𝑁 )

(𝑖𝑑𝑣 ) 𝐶 (↑𝑉 ,𝑦.↑𝑦) →↑𝑉

(𝜎𝑣 ) 𝐶 (↑𝑉 ,𝑦.𝑁 ) → [𝑉 /𝑦]𝑁 , se 𝑉 não é abstração ou 𝑁 não é 𝑦-covalor

(𝜂𝑣 ) 𝜆𝑥.𝑦 (𝑥, 𝑧.↑𝑧) → 𝑦

onde𝐶 (𝑀 : 𝑥 .𝑁 ) ∈ Λ𝑄∗∗ pode ser visto como𝐶 (𝑀,𝑥.𝑁 ) e se define por recursão em𝑀 ∈ Λ𝑄∗∗
do seguinte modo:

𝐶 (↑𝑉 : 𝑥 .𝑁 ) = 𝐶 (↑𝑉 , 𝑥 .𝑁 )

𝐶 (𝑦 (𝑉 , 𝑧.𝑃) : 𝑥 .𝑁 ) = 𝑦 (𝑉 , 𝑧.𝐶 (𝑃 : 𝑥 .𝑁 ))

𝐶 (𝐶 (↑𝑉 ,𝑦.𝑃) : 𝑥 .𝑁 ) = 𝐶 (↑𝑉 ,𝑦.𝐶 (𝑃 : 𝑥 .𝑁 ))

A adição da regra (𝜂𝑣 ) pode ser justificada através da confluência do sistema.

Definição 78 (Relação compatível em 𝜆𝑄∗∗) . Uma relação binária 𝑅 ⊆ Λ2
𝑄∗∗ diz-se compatível se:

(𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅
(𝜆𝑥.𝑀, 𝜆𝑥 .𝑁 ) ∈ 𝑅 𝜉

(𝑉 ,𝑊 ) ∈ 𝑅
(↑𝑉 , ↑𝑊 ) ∈ 𝑅 ↑

(↑𝑉 , ↑𝑊 ) ∈ 𝑅
(𝐶 (↑𝑉 , 𝑥 .𝑃),𝐶 (↑𝑊,𝑥.𝑃)) 𝐶𝜈

(𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅
((𝐶 (↑𝑉 , 𝑥 .𝑀),𝐶 (↑𝑉 , 𝑥 .𝑁 ))

𝐶𝜇

(𝑉 ,𝑊 ) ∈ 𝑅
(𝑥 (𝑉 ,𝑦.𝑁 ), 𝑥 (𝑊,𝑦.𝑁 )) ∈ 𝑅 𝐴𝑝𝜈

(𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝑅
(𝑥 (𝑉 ,𝑦.𝑀), 𝑥 (𝑉 ,𝑦.𝑁 )) ∈ 𝑅

𝐴𝑝𝜇

Para simplificar a notação, utilizaremos𝑀 →𝑄∗∗ 𝑁 para representar𝑀 →𝛽𝑣𝑖𝑑𝑣𝜎𝑣𝜂 𝑁 . O mesmo

acontece para o fecho reflexivo e transitivo e para o fecho de congruência.

5.3.1 Correspondência equacional entre núcleos

Os mapas que vamos apresentar de seguida são inspirados nas propriedades que Dyckhoff e Lengrand

estabelecem entre os sistemas 𝜆𝑐 e 𝜆𝑄 em [6].
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Definição 79 (Tradução ♭). Seja (·)♭ : Λ𝑄∗∗ → Λ𝑐∗∗ o mapeamento definido por:

𝑥♭ = 𝑥

(𝜆𝑥.𝑀)♭ = 𝜆𝑥 .𝑀♭

(↑𝑉 )♭ = 𝑉 ♭

(𝑥 (𝑉 ,𝑦.𝑀))♭ = 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥𝑉 ♭ 𝑖𝑛 𝑀♭

(𝐶 (↑𝑉 ,𝑦.𝑀))♭ = 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 ♭ 𝑖𝑛 𝑀♭

Lema 11. Sejam 𝑉 ,𝑊 e𝑀 ∈ Λ𝑄∗∗ . Então,

(𝑖) ( [𝑉 /𝑥]𝑊 )♭ ↠𝑐∗∗ [𝑉 ♭/𝑥]𝑊 ♭;

(𝑖𝑖) ( [𝑉 /𝑥]𝑀)♭ ↠𝑐∗∗ [𝑉 ♭/𝑥]𝑀♭.

Demonstração. A prova segue por indução simultânea em𝑊 e𝑀 ∈ Λ𝑄∗∗ .

• Caso𝑊 = 𝑥 :

([𝑉 /𝑥]𝑥)♭ = 𝑉 ♭

= [𝑉 ♭/𝑥]𝑥

= [𝑉 ♭/𝑥]𝑥♭.

• Caso𝑊 = 𝑦:

( [𝑉 /𝑥]𝑦)♭ = 𝑦♭

= 𝑦

= [𝑉 ♭/𝑥]𝑦

= [𝑉 ♭/𝑥]𝑦♭.

• Caso𝑊 = 𝜆𝑦.𝑃 :

([𝑉 /𝑥] (𝜆𝑦.𝑃))♭ = (𝜆𝑦.[𝑉 /𝑥]𝑃)♭

= 𝜆𝑦.( [𝑉 /𝑥]𝑃)♭

↠𝑐∗∗ 𝜆𝑦.[𝑉 ♭/𝑥]𝑃♭, por H.I. em 𝑃 ,

= [𝑉 ♭/𝑥] (𝜆𝑦.𝑃♭)

= [𝑉 ♭/𝑥] (𝜆𝑦.𝑃)♭.
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• Caso𝑀 =↑𝑊 :

([𝑉 /𝑥] (↑𝑊 ))♭ = (↑ ([𝑉 /𝑥]𝑊 ))♭

= ( [𝑉 /𝑥]𝑊 )♭

↠𝑐∗∗ [𝑉 ♭/𝑥]𝑊 ♭, por H.I. em𝑊 ,

= [𝑉 ♭/𝑥] (↑𝑊 )♭.

• Caso𝑀 = 𝑦 (𝑊,𝑧.𝑃):

( [𝑉 /𝑥] (𝑦 (𝑊,𝑧.𝑃)))♭ = (𝑦 ([𝑉 /𝑥]𝑊,𝑧.[𝑉 /𝑥]𝑃))♭

= 𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦 ( [𝑉 /𝑥]𝑊 )♭ 𝑖𝑛 ([𝑉 /𝑥]𝑃)♭

↠𝑐∗∗ 𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦 [𝑉 ♭/𝑥]𝑊 ♭ 𝑖𝑛 [𝑉 ♭/𝑥]𝑃♭, por H.I. em𝑊 e 𝑃 ,

= [𝑉 ♭/𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑊 ♭ 𝑖𝑛 𝑃♭)

= [𝑉 ♭/𝑥] (𝑦 (𝑊,𝑧.𝑃))♭.

• Caso𝑀 = 𝑥 (𝑊,𝑧.𝑃):

( [𝑉 /𝑥] (𝑥 (𝑊,𝑧.𝑃)))♭ = (𝐶 (↑𝑉 , 𝑥 .𝑥 ( [𝑉 /𝑥]𝑊,𝑧.[𝑉 /𝑥]𝑃)))♭

= 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 ♭ 𝑖𝑛 (𝑥 ([𝑉 /𝑥]𝑊,𝑧.[𝑉 /𝑥]𝑃))♭

= 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 ♭ 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑥 ([𝑉 /𝑥]𝑊 )♭ 𝑖𝑛 [𝑉 /𝑥]𝑃)♭)

↠𝑐∗∗ 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 ♭ 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑥 [𝑉 ♭/𝑥]𝑊 ♭ 𝑖𝑛 [𝑉 ♭/𝑥]𝑃♭) ,

por H.I. em𝑊 e 𝑃 ,

→𝛽𝑙𝑒𝑡
𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉 ♭ [𝑉 ♭/𝑥]𝑊 ♭ 𝑖𝑛 [𝑉 ♭/𝑥]𝑃♭

= [𝑉 ♭/𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑥𝑊 ♭ 𝑖𝑛 𝑃♭)

= [𝑉 ♭/𝑥] (𝑥 (𝑊,𝑧.𝑃))♭.

• Caso𝑀 = 𝐶 (↑𝑊,𝑦.𝑃):

( [𝑉 /𝑥] (𝐶 (↑𝑊,𝑦.𝑃)))♭ = (𝐶 (↑ ([𝑉 /𝑥]𝑊 ), 𝑦.[𝑉 /𝑥]𝑃))♭

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = ( [𝑉 /𝑥]𝑊 )♭ 𝑖𝑛 ( [𝑉 /𝑥]𝑃)♭

↠𝑐∗∗ 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [𝑉 ♭/𝑥]𝑊 ♭ 𝑖𝑛 [𝑉 ♭/𝑥]𝑃♭, por H.I. em𝑊 e 𝑃 ,

= [𝑉 ♭/𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑦 =𝑊 ♭ 𝑖𝑛 𝑃♭)

= [𝑉 ♭/𝑥] (𝐶 (↑𝑊,𝑦.𝑃))♭.
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□

Lema 12. Sejam𝑀 e 𝑁 ∈ Λ𝑄∗∗ . Então,

(𝑀♭ : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ♭) = (𝐶 (𝑀 : 𝑥 .𝑁 ))♭.

Demonstração. A prova segue por indução em 𝑀 ∈ Λ𝑄∗∗ .

• Caso𝑀 =↑𝑉 :

(↑𝑉 )♭ : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ♭ = 𝑉 ♭ : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ♭

= 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 ♭ 𝑖𝑛 𝑁 ♭

= (𝐶 (↑𝑉 , 𝑥 .𝑁 ))♭

= (𝐶 (↑𝑉 : 𝑥 .𝑁 ))♭.

• Caso𝑀 = 𝑦 (𝑉 , 𝑧.𝑃):

(𝑦 (𝑉 , 𝑧.𝑃))♭ : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ♭ = 𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑉 ♭ 𝑖𝑛 𝑃♭ : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ♭

= 𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑉 ♭ 𝑖𝑛 (𝑃♭ : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ♭)

= 𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑉 ♭ 𝑖𝑛𝐶 (𝑃 : 𝑥 .𝑁 )♭, por H.I. em 𝑃 ,

= (𝑦 (𝑉 , 𝑧.𝐶 (𝑃 : 𝑥 .𝑁 )))♭

= (𝐶 (𝑦 (𝑉 , 𝑧.𝑃) : 𝑥 .𝑁 ))♭.

• Caso𝑀 = 𝐶 (↑𝑉 , 𝑧.𝑃):

(𝐶 (↑𝑉 , 𝑧.𝑃))♭ : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ♭ = 𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉 ♭ 𝑖𝑛 𝑃♭ : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ♭

= 𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉 ♭ 𝑖𝑛 (𝑃♭ : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ♭)

= 𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉 ♭ 𝑖𝑛𝐶 (𝑃 : 𝑥 .𝑁 )♭, por H.I. em 𝑃 ,

= (𝐶 (↑𝑉 , 𝑧.𝐶 (𝑃 : 𝑥 .𝑁 )))♭

= (𝐶 (𝐶 (↑𝑉 , 𝑧.𝑃) : 𝑥 .𝑁 ))♭.

□

Proposição 4. Sejam𝑀 e 𝑁 ∈ Λ𝑄∗∗ . Então,

𝑀 ↠𝑄∗∗ 𝑁 =⇒ 𝑀♭ =𝑐∗∗ 𝑁
♭.
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Demonstração. A prova segue por indução na relação 𝑀 ↠𝑄∗∗ 𝑁 .

• Caso 𝛽𝑣 :

Queremos mostrar que (𝐶 (↑ (𝜆𝑥.𝑀), 𝑦.𝑦(𝑉 , 𝑧.𝑁 )))♭ ↠𝑐∗∗ (𝐶 ( [𝑉 /𝑥]𝑀 : 𝑧.𝑁 ))♭, onde 𝑦 ∉

𝐿𝐼𝑉 (𝑉𝑁 ).

(𝐶 (↑ (𝜆𝑥 .𝑀), 𝑦.𝑦(𝑉 , 𝑧.𝑁 )))♭ = 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (↑ (𝜆𝑥.𝑀))♭ 𝑖𝑛 (𝑦 (𝑉 , 𝑧.𝑁 ))♭

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝜆𝑥.𝑁 ♭ 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑉 ♭ 𝑖𝑛 𝑁 ♭)

→𝛽𝑙𝑒𝑡
𝑙𝑒𝑡 𝑧 = (𝜆𝑥 .𝑀♭)𝑉 ♭ 𝑖𝑛 𝑁 ♭

→𝛽𝑣 [𝑉 ♭/𝑥] (𝑀♭) : 𝑙𝑒𝑡 𝑧 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ♭

↞𝑐∗∗ ( [𝑉 /𝑥]𝑀)♭ : 𝑙𝑒𝑡 𝑧 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ♭, pelo lema 11,

= (𝐶 ( [𝑉 /𝑥]𝑀 : 𝑧.𝑁 ))♭, pelo lema 12.

• Caso 𝑖𝑑𝑣 :

Queremos mostrar que (𝐶 (↑𝑉 ,𝑦. ↑𝑦))♭ ↠𝑐∗∗ (↑𝑉 )♭.

(𝐶 (↑𝑉 ,𝑦. ↑𝑦))♭ = 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (↑𝑉 )♭ 𝑖𝑛 (↑𝑦)♭

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 ♭ 𝑖𝑛 𝑦

→𝜂𝑙𝑒𝑡 𝑉 ♭

= (↑𝑉 )♭.

• Caso 𝜎𝑣 :

Queremos mostrar que (𝐶 (↑𝑉 ,𝑦.𝑁 ))♭ ↠𝑐∗∗ ( [𝑉 /𝑦]𝑁 )♭, se 𝑉 não é abstração ou 𝑁 não é

𝑦-covalor.

(𝐶 (↑𝑉 ,𝑦.𝑁 ))♭ = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 ♭ 𝑖𝑛 𝑁 ♭)

→𝜂𝑣 [𝑉 ♭/𝑦] (𝑁 ♭)

↞𝑐∗∗ ( [𝑉 /𝑦]𝑁 )♭, pelo lema 11.

• Caso 𝜂𝑣 :

Queremos mostrar que (𝜆𝑥.𝑦 (𝑥, 𝑧. ↑𝑧))♭ ↠𝑐∗∗ 𝑦♭.

(𝜆𝑥 .𝑦 (𝑥, 𝑧. ↑𝑧))♭ = 𝜆𝑥.(𝑦 (𝑥, 𝑧. ↑𝑧))♭

62



CAPÍTULO 5. CÁLCULO 𝜆𝑄

= 𝜆𝑥.(𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑥♭ 𝑖𝑛 𝑧♭)

= 𝜆𝑥.(𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑥 𝑖𝑛 𝑧)

→𝜂𝑙𝑒𝑡 𝜆𝑥.𝑦𝑥

→𝜂𝑣 𝑦

= 𝑦♭.

• Os outros casos, relativos ao fecho compatível e ao fecho reflexivo e transitivo da relação, seguem

por hipótese de indução.

□

Definição 80 (Tradução ♯). Seja (·)♯ : Λ𝑐∗∗ → Λ𝑄∗∗ o mapeamento definido recursivamente da

seguinte forma:

• Para cada 𝑀 ∈ Λ𝑐∗∗ ,𝑀♯ um termo de Λ𝑄∗∗ :

𝑉 ♯ =↑ (𝑉 ♮)

(𝑦𝑊 )♯ = 𝑦 (𝑊 ♮, 𝑧.𝑧♯)

(𝑉𝑊 )♯ = 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑦(𝑊 ♮, 𝑧.𝑧♯)), se 𝑉 é uma abstração

(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑁 )♯ = 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑥 .𝑁 ♯)

(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 𝑁 )♯ = 𝑦 (𝑊 ♮, 𝑥 .𝑁 ♯)

(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑁 )♯ = 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑦(𝑊 ♮, 𝑥 .𝑁 ♯)), se 𝑉 é uma abstração

• Para cada 𝑉 ∈ Λ𝑐∗∗ , 𝑉 ♮ um valor de Λ𝑄∗∗ :

𝑥 ♮ = 𝑥

(𝜆𝑥 .𝑀)♮ = 𝜆𝑥.𝑀♯

Lema 13. Sejam 𝑉 ,𝑊 e𝑀 ∈ Λ𝑐∗∗ . Então,

(𝑖) [𝑉 ♮/𝑥]𝑊 ♮ ↠𝑄∗∗ ( [𝑉 /𝑥]𝑊 )♮;

(𝑖𝑖) [𝑉 ♮/𝑥]𝑀♯ ↠𝑄∗∗ ([𝑉 /𝑥]𝑀)♯ .

Demonstração. A prova segue por indução simultânea em𝑊 e𝑀 ∈ Λ𝑐∗∗ .
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• Caso𝑊 = 𝑥 :

[𝑉 ♮/𝑥]𝑥 ♮ = [𝑉 ♮/𝑥]𝑥

= 𝑉 ♮

= ( [𝑉 /𝑥]𝑥)♮ .

• Caso𝑊 = 𝑦:

[𝑉 ♮/𝑥]𝑦♮ = [𝑉 ♮/𝑥]𝑦

= 𝑦

= 𝑦♮

= ( [𝑉 /𝑥]𝑦)♮ .

• Caso𝑊 = 𝜆𝑦.𝑃 :

[𝑉 ♮/𝑥] (𝜆𝑦.𝑃)♮ = [𝑉 ♮/𝑥] (𝜆𝑦.𝑃♯)

= 𝜆𝑦.[𝑉 ♮/𝑥]𝑃♯

↠𝑄∗∗ 𝜆𝑦.([𝑉 /𝑥]𝑃)♯, por H.I. em 𝑃 ,

= (𝜆𝑦.[𝑉 /𝑥]𝑃)♮

= ([𝑉 /𝑥] (𝜆𝑦.𝑃))♮ .

• Caso𝑀 =𝑊 :

[𝑉 ♮/𝑥]𝑊 ♯ = [𝑉 ♮/𝑥] (↑𝑊 ♮)

= ↑ ([𝑉 ♮/𝑥]𝑊 ♮)

↠𝑄∗∗ ↑ ([𝑉 /𝑥]𝑊 )♮, por H.I. em𝑊 ,

= ( [𝑉 /𝑥]𝑊 )♯ .

• Caso𝑀 = 𝑦𝑊 :

[𝑉 ♮/𝑥] (𝑦𝑊 )♯ = [𝑉 ♮/𝑥] (𝑦 (𝑊 ♮, 𝑧.𝑧♯))

= 𝑦 ( [𝑉 ♮/𝑥]𝑊 ♮, 𝑧.[𝑉 ♮/𝑥]𝑧♯)

= 𝑦 ( [𝑉 ♮/𝑥]𝑊 ♮, 𝑧.𝑧♯)
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↠𝑄∗∗ 𝑦 (( [𝑉 /𝑥]𝑊 )♮, 𝑧.𝑧♯), por H.I. em𝑊 ,

= (𝑦 [𝑉 /𝑥]𝑊 )♯

= ([𝑉 /𝑥] (𝑦𝑊 ))♯ .

• Caso𝑀 = 𝑥𝑊 :

– Se 𝑉 = 𝑦:

[𝑦♮/𝑥] (𝑥𝑊 )♯ = [𝑦♮/𝑥] (𝑥 (𝑊 ♮, 𝑧.𝑧♯))

= 𝐶 (↑𝑦♮, 𝑥 .𝑥 ( [𝑦♮/𝑥]𝑊 ♮, 𝑧.[𝑦♮/𝑥]𝑧♯))

= 𝐶 (↑𝑦, 𝑥 .𝑥 ([𝑦♮/𝑥]𝑊 ♮, 𝑧.[𝑦♮/𝑥]𝑧♯))

→𝜎𝑣 𝑦 ([𝑦♮/𝑥]𝑊 ♮, 𝑧.[𝑦/𝑥]𝑧♯)

= 𝑦 ([𝑦♮/𝑥]𝑊 ♮, 𝑧.𝑧♯)

↠𝑄∗∗ 𝑦 (( [𝑦/𝑥]𝑊 )♮, 𝑧.𝑧♯), por H.I. em𝑊 ,

= (𝑦 [𝑦/𝑥]𝑊 )♯

= ( [𝑦/𝑥] (𝑥𝑊 ))♯ .

– Se 𝑉 é uma abstração:

[𝑉 ♮/𝑥] (𝑥𝑊 )♯ = [𝑉 ♮/𝑥] (𝑥 (𝑊 ♮, 𝑧.𝑧♯))

= 𝐶 (↑𝑉 ♮, 𝑥 .𝑥 ([𝑉 ♮/𝑥]𝑊 ♮, 𝑧.[𝑉 ♮/𝑥]𝑧♯))

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑥 .𝑥 ( [𝑉 ♮/𝑥]𝑊 ♮, 𝑧.𝑧♯))

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑦( [𝑉 ♮/𝑥]𝑊 ♮, 𝑧.𝑧♯))

↠𝑄∗∗ 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑦(( [𝑉 /𝑥]𝑊 )♮, 𝑧.𝑧♯)), por H.I. em𝑊 ,

= (𝑉 [𝑉 /𝑥]𝑊 )♯

= ( [𝑉 /𝑥] (𝑥𝑊 ))♯ .

• Caso𝑀 =𝑊1𝑊2, onde𝑊1 é uma abstração:

[𝑉 ♮/𝑥] (𝑊1𝑊2)♯ = [𝑉 ♮/𝑥] (𝐶 (𝑊 ♯
1 , 𝑦.𝑦(𝑊

♮
2 , 𝑧.𝑧

♯)))

= 𝐶 ([𝑉 ♮/𝑥]𝑊 ♯
1 , 𝑦.𝑦([𝑉

♮/𝑥]𝑊 ♮
2 , 𝑧.[𝑉

♮/𝑥]𝑧♯))

= 𝐶 ([𝑉 ♮/𝑥]𝑊 ♯
1 , 𝑦.𝑦([𝑉

♮/𝑥]𝑊 ♮
2 , 𝑧.𝑧

♯))
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↠𝑄∗∗ 𝐶 (( [𝑉 /𝑥]𝑊1)♯, 𝑦.𝑦(( [𝑉 /𝑥]𝑊2)♮, 𝑧.𝑧♯)), por H.I. em𝑊1 e𝑊2,

= ( [𝑉 /𝑥]𝑊1 [𝑉 /𝑥]𝑊2)♯

= ( [𝑉 /𝑥] (𝑊1𝑊2))♯ .

• Caso𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 =𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ):

[𝑉 ♮/𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑦 =𝑊 𝑖𝑛 𝑁 )♯ = [𝑉 ♮/𝑥] (𝐶 (𝑊 ♯, 𝑦.𝑁 ♯))

= 𝐶 ( [𝑉 ♮/𝑥]𝑊 ♯, 𝑦.[𝑉 ♮/𝑥]𝑁 ♯)

↠𝑄∗∗ 𝐶 (( [𝑉 /𝑥]𝑊 )♯, 𝑦.([𝑉 /𝑥]𝑁 )♯), por H.I. em𝑊 e 𝑁 ,

= (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [𝑉 /𝑥]𝑊 𝑖𝑛 [𝑉 /𝑥]𝑁 )♯

= ( [𝑉 /𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑦 =𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ))♯ .

• Caso𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ):

[𝑉 ♮/𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 𝑁 )♯ = [𝑉 ♮/𝑥] (𝑦 (𝑊 ♮, 𝑧.𝑁 ♯))

= 𝑦 ( [𝑉 ♮/𝑥]𝑊 ♮, 𝑧.[𝑉 ♮/𝑥]𝑁 ♯)

↠𝑄∗∗ 𝑦 (( [𝑉 /𝑥]𝑊 )♮, 𝑧.( [𝑉 /𝑥]𝑁 )♯), por H.I. em𝑊 e 𝑁 ,

= (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦 [𝑉 /𝑥]𝑊 𝑖𝑛 [𝑉 /𝑥]𝑁 )♯

= ([𝑉 /𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ))♯ .

• Caso𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑥𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ):

– Caso 𝑉 = 𝑦:

[𝑦♮/𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑥𝑊 𝑖𝑛 𝑁 )♯ = [𝑦♮/𝑥] (𝑥 (𝑊 ♮, 𝑧.𝑁 ♯))

= 𝐶 (↑𝑦♮, 𝑥 .𝑥 ( [𝑦♮/𝑥]𝑊 ♮, 𝑧.[𝑦♮/𝑥]𝑁 ♯))

= 𝐶 (↑𝑦, 𝑥 .𝑥 ([𝑦♮/𝑥]𝑊 ♮, 𝑧.[𝑦♮/𝑥]𝑁 ♯))

→𝜎𝑣 𝑦 ([𝑦♮/𝑥]𝑊 ♮, 𝑧.[𝑦♮/𝑥]𝑁 ♯)

↠𝑄∗∗ 𝑦 (( [𝑦/𝑥]𝑊 )♮, 𝑧.([𝑦/𝑥]𝑁 )♯), por H.I. em𝑊 e 𝑁 ,

= (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦 [𝑦/𝑥]𝑊 𝑖𝑛 [𝑦/𝑥]𝑁 )♯

= ( [𝑦/𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑥𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ))♯ .
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– Caso 𝑉 é uma abstração:

[𝑉 ♮/𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑥𝑊 𝑖𝑛 𝑁 )♯ = [𝑉 ♮/𝑥] (𝑥 (𝑊 ♮, 𝑧.𝑁 ♯))

= 𝐶 (↑𝑉 ♮, 𝑥 .𝑥 ( [𝑉 ♮/𝑥]𝑊 ♮, 𝑧.[𝑉 ♮/𝑥]𝑁 ♯))

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑥 .𝑥 ([𝑉 ♮/𝑥]𝑊 ♮, 𝑧.[𝑉 ♮/𝑥]𝑁 ♯))

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑦([𝑉 ♮/𝑥]𝑊 ♮, 𝑧.[𝑉 ♮/𝑥]𝑁 ♯))

↠𝑄∗∗ 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑦(( [𝑉 /𝑥]𝑊 )♮, 𝑧.([𝑉 /𝑥]𝑁 )♯)),

por H.I. em𝑊 e 𝑁 ,

= (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉 [𝑉 /𝑥]𝑊 𝑖𝑛 [𝑉 /𝑥]𝑁 )♯

= ([𝑉 /𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑥𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ))♯ .

• Caso𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑧 =𝑊1𝑊2 𝑖𝑛 𝑁 ):

[𝑉 ♮/𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑧 =𝑊1𝑊2 𝑖𝑛 𝑁 )♯ = [𝑉 ♮/𝑥] (𝐶 (𝑊 ♯
1 , 𝑦.𝑦(𝑊

♮
2 , 𝑧.𝑁

♯)))

= 𝐶 ([𝑉 ♮/𝑥]𝑊 ♯
1 , 𝑦.𝑦( [𝑉

♮/𝑥]𝑊 ♮
2 , 𝑧.[𝑉

♮/𝑥]𝑁 ♯))

↠𝑄∗∗ 𝐶 (( [𝑉 /𝑥]𝑊1)♯, 𝑦.𝑦(( [𝑉 /𝑥]𝑊2)♮, 𝑧.( [𝑉 /𝑥]𝑁 )♯)),

por H.I. em𝑊1,𝑊2 e 𝑁 ,

= (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = [𝑉 /𝑥]𝑊1 [𝑉 /𝑥]𝑊2 𝑖𝑛 [𝑉 /𝑥]𝑁 )♯

= ([𝑉 /𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑧 =𝑊1𝑊2 𝑖𝑛 𝑁 ))♯ .

□

Lema 14. Seja𝑀 ∈ Λ𝑄∗∗ . Então,

𝐶 (𝑀 : 𝑦.↑𝑦) ↠𝑄∗∗ 𝑀.

Demonstração. A prova segue por indução em 𝑀 ∈ Λ𝑄∗∗ .

• Caso𝑀 =↑𝑉 :

𝐶 (↑𝑉 : 𝑦.↑𝑦) = 𝐶 (↑𝑉 ,𝑦.↑𝑦)

→𝑖𝑑𝑣 ↑𝑉 .

• Caso𝑀 = 𝑥 (𝑉 , 𝑧.𝑁 ):

𝐶 (𝑥 (𝑉 , 𝑧.𝑁 ) : 𝑦.↑𝑦) = 𝑥 (𝑉 , 𝑧.𝐶 (𝑁 : 𝑦.↑𝑦))

↠𝑄∗∗ 𝑥 (𝑉 , 𝑧.𝑁 ), por H.I. em 𝑁 .
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• Caso𝑀 = 𝐶 (↑𝑉 , 𝑥 .𝑁 ):

𝐶 (𝐶 (↑𝑉 , 𝑥 .𝑁 ) : 𝑦.↑𝑦) = 𝐶 (↑𝑉 , 𝑥 .𝐶 (𝑁 : 𝑦.↑𝑦))

↠𝑄∗∗ 𝐶 (↑𝑉 , 𝑥 .𝑁 ), por H.I. em 𝑁 .

□

Lema 15. Seja𝑀 e 𝑁 ∈ Λ𝑐∗∗ . Então,

𝐶 (𝑀♯ : 𝑥 .𝑁 ♯) ↠𝑄∗∗ (𝑀 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 )♯ .

Demonstração. A prova segue por indução em 𝑀 ∈ Λ𝑐∗∗ .

• Caso𝑀 = 𝑉 :

𝐶 (𝑉 ♯ : 𝑥 .𝑁 ♯) = 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑥 .𝑁 ♯)

= (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑁 )♯

= (𝑉 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 )♯ .

• Caso𝑀 = 𝑦𝑊 :

𝐶 ((𝑦𝑊 )♯ : 𝑥 .𝑁 ♯) = 𝐶 (𝑦 (𝑊 ♮, 𝑧.𝑧♯) : 𝑥 .𝑁 ♯)

= 𝑦 (𝑊 ♮, 𝑧.𝐶 (𝑧♯ : 𝑥 .𝑁 ♯))

= 𝑦 (𝑊 ♮, 𝑧.𝐶 (𝑧♯, 𝑥 .𝑁 ♯))

→𝜎𝑣 𝑦 (𝑊 ♮, 𝑧.[𝑧/𝑥]𝑁 ♯)

= 𝑦 (𝑊 ♮, 𝑥 .𝑁 ♯)

= (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 𝑁 )♯

= (𝑦𝑊 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 )♯ .

• Caso𝑀 = 𝑉𝑊 , onde 𝑉 é uma abstração:

𝐶 ((𝑉𝑊 )♯ : 𝑥 .𝑁 ♯) = 𝐶 (𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑦(𝑊 ♮, 𝑧.𝑧♯)) : 𝑥 .𝑁 ♯)

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝐶 (𝑦 (𝑊 ♮, 𝑧.𝑧♯) : 𝑥 .𝑁 ♯))

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑦(𝑊 ♮, 𝑧.𝐶 (𝑧♯ : 𝑥 .𝑁 ♯)))

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑦(𝑊 ♮, 𝑧.𝐶 (𝑧♯, 𝑥 .𝑁 ♯)))
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→𝜎𝑣 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑦(𝑊 ♮, 𝑧.[𝑧/𝑥]𝑁 ♯))

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑦(𝑊 ♮, 𝑥 .𝑁 ♯))

= (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑁 )♯

= (𝑉𝑊 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 )♯ .

• Caso𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑃):

𝐶 ((𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑃)♯ : 𝑥 .𝑁 ♯) = 𝐶 (𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑃♯) : 𝑥 .𝑁 ♯)

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝐶 (𝑃♯ : 𝑥 .𝑁 ♯))

↠𝑄∗∗ 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.(𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑁 )♯), por H.I. em 𝑃 ,

= (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 𝑖𝑛 (𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑁 ))♯

= (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 )♯ .

• Caso𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 𝑃):

𝐶 ((𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 𝑃)♯ : 𝑥 .𝑁 ♯) = 𝐶 (𝑦 (𝑊 ♮, 𝑧.𝑃♯) : 𝑥 .𝑁 ♯)

= 𝑦 (𝑊 ♮, 𝑧.𝐶 (𝑃♯ : 𝑥 .𝑁 ♯))

↠𝑄∗∗ 𝑦 (𝑊 ♮, 𝑧.(𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑁 )♯), por H.I. em 𝑃 ,

= (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 (𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑁 ))♯

= (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 )♯ .

• Caso𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑃), onde 𝑉 é uma abstração:

𝐶 ((𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑃)♯ : 𝑥 .𝑁 ♯) = 𝐶 (𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑦(𝑊 ♮, 𝑧.𝑃♯)) : 𝑥 .𝑁 ♯)

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝐶 (𝑦 (𝑊 ♮, 𝑧.𝑃♯) : 𝑥 .𝑁 ♯))

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑦(𝑊 ♮, 𝑧.𝐶 (𝑃♯ : 𝑥 .𝑁 ♯)))

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑦(𝑊 ♮, 𝑧.𝐶 (𝑃♯ : 𝑥 .𝑁 ♯)))

↠𝑄∗∗ 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑦(𝑊 ♮, 𝑧.(𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑁 )♯)),

por H.I. em 𝑃 ,

= (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 (𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑁 ))♯

= (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 )♯ .
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□

Proposição 5. Sejam𝑀 e 𝑁 ∈ Λ𝑐∗∗ . Então,

𝑀 ↠𝑐∗∗ 𝑁 =⇒ 𝑀♯ ↠𝑄∗∗ 𝑁
♯ .

Demonstração. A prova segue por indução na relação 𝑀 =𝑐∗∗ 𝑁 .

• Caso 𝛽𝑣 :

– Caso 𝐾 = [ ]:

Queremos mostrar que ((𝜆𝑥 .𝑀)𝑉 )♯ ↠𝑄∗∗ ([𝑉 /𝑥]𝑀)♯.

((𝜆𝑥.𝑀)𝑉 )♯ = 𝐶 ((𝜆𝑥 .𝑀)♯, 𝑦.𝑦(𝑉 ♮, 𝑧.𝑧♯))

→𝛽𝑣 𝐶 ([𝑉 ♮/𝑥]𝑀♯ : 𝑧.𝑧♯)

↠𝑄∗∗ 𝐶 (( [𝑉 /𝑥]𝑀)♯ : 𝑧.𝑧♯), pelo lema 13,

= 𝐶 (( [𝑉 /𝑥]𝑀)♯ : 𝑧. ↑𝑧)

↠𝑄∗∗ ([𝑉 /𝑥]𝑀)♯, pela lema 14.

– Caso 𝐾 = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑃):

Queremos mostrar que (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝜆𝑥 .𝑀)𝑉 𝑖𝑛𝑃)♯ ↠𝑄∗∗ ([𝑉 /𝑥]𝑀 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑃)♯.

(𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝜆𝑥 .𝑀)𝑉 𝑖𝑛 𝑃)♯ = 𝐶 ((𝜆𝑥.𝑀)♯, 𝑧.𝑧(𝑉 ♮, 𝑦.𝑃♯))

= 𝐶 (↑ (𝜆𝑥 .𝑀♯), 𝑧.𝑧(𝑉 ♮, 𝑦.𝑃♯))

→𝛽𝑣 𝐶 ( [𝑉 ♮/𝑥]𝑀♯ : 𝑦.𝑃♯)

↠𝑄∗∗ 𝐶 (( [𝑉 /𝑥]𝑀)♯ : 𝑦.𝑃♯), pelo lema 13,

↠𝑄∗∗ ( [𝑉 /𝑥]𝑀 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑃)♯, pelo lema 15.

• Caso 𝜂𝑣 :

Queremos mostrar que (𝜆𝑥.𝑉𝑥)♯ ↠𝑄∗∗ 𝑦♯, onde 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑉 ).

– Caso 𝑉 = 𝑦:

(𝜆𝑥.𝑦𝑥)♯ = ↑ (𝜆𝑥.(𝑦𝑥)♯)

= ↑ (𝜆𝑥.𝑦 (𝑥♯, 𝑧.𝑧♯))

70



CAPÍTULO 5. CÁLCULO 𝜆𝑄

= ↑ (𝜆𝑥.𝑦 (𝑥, 𝑧. ↑𝑧))

→𝜂𝑣 ↑𝑦

= 𝑦♯ .

– Caso 𝑉 = 𝜆𝑦.𝑃 :

(𝜆𝑥 .(𝜆𝑦.𝑃)𝑥)♯ = ↑ (𝜆𝑥.((𝜆𝑦.𝑃)𝑥)♯)

= ↑ (𝜆𝑥.𝐶 ((𝜆𝑦.𝑃)♯, 𝑧.𝑧(𝑥 ♮, 𝑢.𝑢♯)))

= ↑ (𝜆𝑥.𝐶 (↑ (𝜆𝑦.𝑃♯), 𝑧.𝑧(𝑥,𝑢.𝑢♯)))

→𝛽𝑣 ↑ (𝜆𝑥.𝐶 ([𝑥/𝑦]𝑃♯ : 𝑢.𝑢♯))

= ↑ (𝜆𝑥.𝐶 ([𝑥/𝑦]𝑃♯ : 𝑢. ↑𝑢))

↠𝑄∗∗ ↑ (𝜆𝑥.[𝑥/𝑦]𝑃♯)), pelo lema 14,

= ↑ (𝜆𝑦.𝑃♯)

= (𝜆𝑦.𝑃)♯ .

• Caso 𝛽𝑙𝑒𝑡 :

Queremos mostrar que (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 𝑖𝑛𝑀)♯ ↠𝑄∗∗ ([𝑉 /𝑥]𝑀)♯.

Ora, (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 𝑖𝑛𝑀)♯ = 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑥 .𝑀♯). Falta ver que 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑥 .𝑀♯) ↠𝑄∗∗ ( [𝑉 /𝑥]𝑀)♯.

Para aplicar a regra (𝜎𝑣 ), 𝑉 ♯ não pode ser abstração ou 𝑀♯ não pode ser 𝑥 -covalor, isto é, não

pode ser da forma ↑𝑥 ou 𝑥 (𝑊,𝑦.𝑁 ) com 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑊𝑁 ). Desta forma, é necessário estudar os

casos que se seguem.

– Caso 𝑉 é uma abstração e 𝑀 = 𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑥𝑊 𝑖𝑛 𝑁 , com 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑊𝑁 ):

𝐶 (𝑉 ♯, 𝑥 .(𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑥𝑊 𝑖𝑛 𝑁 )♯) = 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑥 .𝑥 (𝑊 ♮, 𝑧.𝑁 ♯))

= (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑁 )♯

= ([𝑉 /𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑥𝑊 𝑖𝑛 𝑁 )), pois 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑊𝑁 ).

– Caso 𝑉 é uma abstração e 𝑀 = 𝑥𝑊 , com 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑊 ):

𝐶 (𝑉 ♯, 𝑥 .(𝑥𝑊 )♯) = 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑥 .𝑥 (𝑊 ♮, 𝑧.𝑧♯))

= (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑧)♯

= ([𝑉 /𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑥𝑊 𝑖𝑛 𝑧)), pois 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑊 ).
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– Caso 𝑉 é uma abstração e 𝑀 = 𝑥 :

𝐶 (𝑉 ♯, 𝑥 .𝑥♯) = 𝐶 (↑ (𝑉 ♮), 𝑥 . ↑𝑥)

→𝑖𝑑𝑣 ↑ (𝑉
♮)

= 𝑉 ♯ .

– Caso contrário:

𝐶 (𝑉 ♯, 𝑥 .𝑀♯) = 𝐶 (↑ (𝑉 ♮), 𝑥 .𝑀♯)

→𝜎𝑣 [𝑉 ♮/𝑥]𝑀♯

↠𝑄∗∗ ([𝑉 /𝑥]𝑀)♯, pelo lema 13.

• Caso 𝜂𝑙𝑒𝑡 :

– Caso 𝐾 = [ ]:

Queremos mostrar que (𝑀 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑥)♯ ↠𝑄∗∗ (𝑀 : [ ])♯ = 𝑀♯.

* Caso𝑀 = 𝑉 :

(𝑉 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑥)♯ = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑥)♯

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑥 .𝑥♯)

= 𝐶 (↑ (𝑉 ♮), 𝑥 . ↑𝑥)

→𝑖𝑑𝑣 ↑ (𝑉
♮)

= 𝑉 ♯ .

* Caso𝑀 = 𝑦𝑊 :

(𝑦𝑊 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑥)♯ = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 𝑥)♯

= 𝑦 (𝑊 ♮, 𝑥 .𝑥♯)

= (𝑦𝑊 )♯ .

* Caso𝑀 = 𝑉𝑊 , onde 𝑉 é uma abstração:

(𝑉𝑊 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑥)♯ = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑥)♯

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑦(𝑊 ♮, 𝑥 .𝑥♯))

= (𝑉𝑊 )♯ .
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* Caso𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑁 ):

((𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑁 ) : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑥)♯ = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 𝑖𝑛 (𝑁 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑥))♯

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.(𝑁 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑥)♯)

↠𝑄∗∗ 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑁 ♯), por H.I. em 𝑁

= (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑁 )♯ .

* Caso𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ):

((𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ) : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑥)♯

= (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 (𝑁 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑥))♯

= 𝑦 (𝑊 ♮, 𝑧.(𝑁 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑥)♯)

↠𝑄∗∗ 𝑦 (𝑊 ♮, 𝑦.𝑁 ♯), por H.I. em 𝑁 ,

= (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 𝑁 )♯ .

* Caso𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ), onde 𝑉 é uma abstração:

((𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ) : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑥)♯

= (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 (𝑁 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑥))♯

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑧.𝑧(𝑊 ♮, 𝑦.(𝑁 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑥)♯))

↠𝑄∗∗ 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑧.𝑧(𝑊 ♮, 𝑦.𝑁 ♯)), por H.I. em 𝑁 ,

= (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑁 )♯ .

– Caso 𝐾 = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑃):

Queremos mostrar que (𝑀 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥 𝑖𝑛 𝑃))♯ ↠𝑄∗∗ (𝑀 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 =

[ ] 𝑖𝑛 𝑃)♯, onde 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝐾).

* Caso𝑀 = 𝑉 :

(𝑉 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥 𝑖𝑛 𝑃))♯ = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥 𝑖𝑛 𝑃))♯

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑥 .(𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥 𝑖𝑛 𝑃)♯)

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑥 .𝐶 (𝑥♯, 𝑦.𝑃♯))

→𝜎𝑣 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑥 .[𝑥/𝑦]𝑃♯)

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑃♯)
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= (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑃)♯

= (𝑉 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑃)♯ .

* Caso𝑀 = 𝑧𝑊 :

(𝑧𝑊 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥 𝑖𝑛 𝑃))♯ = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑧𝑊 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥 𝑖𝑛 𝑃))♯

= 𝑧 (𝑊 ♮, 𝑥 .(𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥 𝑖𝑛 𝑃)♯)

= 𝑧 (𝑊 ♮, 𝑥 .𝐶 (𝑥♯, 𝑦.𝑃♯))

→𝜎𝑣 𝑧 (𝑊 ♮, 𝑥 .[𝑥/𝑦]𝑃♯)

= 𝑧 (𝑊 ♮, 𝑦.𝑃♯)

= (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑧𝑊 𝑖𝑛 𝑃)♯

= (𝑧𝑊 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑃)♯ .

* Caso𝑀 = 𝑉𝑊 , onde 𝑉 é uma abstração:

(𝑉𝑊 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥 𝑖𝑛 𝑃))♯

= (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥 𝑖𝑛 𝑃))♯

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑧.𝑧(𝑊 ♮, 𝑥 .(𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥 𝑖𝑛 𝑃)♯))

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑧.𝑧(𝑊 ♮, 𝑥 .𝐶 (𝑥♯, 𝑦.𝑃♯)))

→𝜎𝑣 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑧.𝑧(𝑊 ♮, 𝑥 .[𝑥/𝑦]𝑃♯))

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑧.𝑧(𝑊 ♮, 𝑦.𝑃♯))

= (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑃)♯

= (𝑉𝑊 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑃)♯ .

* Caso𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑁 ):

((𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑁 ) : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥 𝑖𝑛 𝑃))♯

= (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉 𝑖𝑛 (𝑁 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑥))♯

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑧.(𝑁 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥 𝑖𝑛 𝑃))♯)

↠𝑄∗∗ 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑧.(𝑁 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑃)♯), por H.I. em 𝑁 ,

= (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉 𝑖𝑛 (𝑁 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑃))♯

= ((𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑁 ) : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑃)♯ .
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* Caso𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑢𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ):

((𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑢𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ) : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥 𝑖𝑛 𝑃))♯

= (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑢𝑊 𝑖𝑛 (𝑁 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑥))♯

= 𝑢 (𝑊 ♮, 𝑧.(𝑁 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥 𝑖𝑛 𝑃))♯)

↠𝑄∗∗ 𝑢 (𝑊 ♮, 𝑧.(𝑁 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑃)♯), por H.I. em 𝑁 ,

= (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑢𝑊 𝑖𝑛 (𝑁 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑃))♯

= ((𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑢𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ) : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑃)♯ .

* Caso𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ), onde 𝑉 é uma abstração:

((𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ) : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥 𝑖𝑛 𝑃))♯

= (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 (𝑁 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑥))♯

= 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑢.𝑢 (𝑊 ♮, 𝑧.(𝑁 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥 𝑖𝑛 𝑃))♯))

↠𝑄∗∗ 𝐶 (𝑉 ♯, 𝑢.𝑢 (𝑊 ♮, 𝑧.(𝑁 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑃)♯)), por H.I. em 𝑁 ,

= (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 (𝑁 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑃))♯

= ((𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ) : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑃)♯ .

• Os outros casos, que dizem respeito ao fecho reflexivo e transitivo, seguem por hipótese de indução.

□

Teorema 21 (Correspondência equacional). As traduções ♭ e ♯ formam uma correspondência equa-

cional entre 𝜆𝑄∗∗ e 𝜆𝑐∗∗ , isto é,

• 𝑀 ↠𝑄∗∗ 𝑁 =⇒ 𝑀♭ =𝑐∗∗ 𝑁
♭;

• 𝑀 ↠𝑐∗∗ 𝑁 =⇒ 𝑀♯ ↠𝑄∗∗ 𝑁
♯;

• 𝑀 ↠𝑄∗∗ (𝑀♭)♯;

• (𝑀♯)♭ ↠𝑐∗∗ 𝑀 .

Em particular,𝑀 = (𝑀♭)♯.
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Demonstração. A prova segue segundo a definição de correspondência equacional.

Os dois primeiros pontos são diretos pelas proposições 4 e 5, respetivamente.

Falta-nos então provar os dois últimos pontos. Mostraremos, primeiramente, que (𝑀♭)♯ = 𝑀 . Para

isso, é necessário ver que (𝑉 ♭)♮ = 𝑉 . A prova segue por indução simultânea em 𝑀 e 𝑉 ∈ Λ𝑄∗∗ .

• Caso 𝑉 = 𝑥 :

(𝑥♭)♮ = 𝑥 ♮ = 𝑥 .

• Caso 𝑉 = 𝜆𝑥.𝑃 :

((𝜆𝑥 .𝑃)♭)♮ = (𝜆𝑥 .𝑃♭)♮

= 𝜆𝑥 .(𝑃♭)♮

= 𝜆𝑥 .𝑃 , por H.I. em 𝑃 .

• Caso𝑀 =↑𝑉 :

((↑𝑉 )♭)♯ = (𝑉 ♭)♯

= ↑ ((𝑉 ♭)♮)

= ↑𝑉 , por H.I. em 𝑃 .

• Caso𝑀 = 𝑥 (𝑉 ,𝑦.𝑁 ):

((𝑥 (𝑉 ,𝑦.𝑁 ))♭)♯ = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥𝑉 ♭ 𝑖𝑛 𝑁 ♭)♯

= 𝑥 ((𝑉 ♭)♮, 𝑦.(𝑁 ♭)♯)

= 𝑥 (𝑉 ,𝑦.𝑁 ), por H.I. em 𝑉 e 𝑁 .

• Caso𝑀 = 𝐶 (↑𝑉 ,𝑦.𝑁 ):

((𝐶 (↑𝑉 ,𝑦.𝑁 ))♭)♯ = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 ♭ 𝑖𝑛 𝑁 ♭)♯

= 𝐶 ((𝑉 ♭)♯, 𝑥 .(𝑁 ♭)♯)

= 𝐶 (↑ ((𝑉 ♭)♮), 𝑥 .(𝑁 ♭)♯)

= 𝐶 (↑𝑉 ,𝑦.𝑁 ), por H.I. em 𝑉 e 𝑁 .
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Por fim, vamos mostrar que (𝑀♯)♮ ↠𝑐∗∗ 𝑀 . Para isso, é necessário ver que (𝑉 ♮)♭ ↠𝑐∗∗ 𝑉 . A

prova segue por indução simultânea em 𝑀 e 𝑉 ∈ Λ𝑐∗∗ .

• Caso 𝑉 = 𝑥 :

(𝑥 ♮)♭ = 𝑥♭ = 𝑥 .

• Caso 𝑉 = 𝜆𝑥.𝑃 :

((𝜆𝑥 .𝑃)♮)♭ = (𝜆𝑥.𝑃♯)♭

= 𝜆𝑥 .(𝑃♯)♭

↠𝑐∗∗ 𝜆𝑥 .𝑃 , por H.I. em 𝑃 .

• Caso𝑀 = 𝑉 :

(𝑉 ♯)♭ = (↑ (𝑉 ♮))♭

= (𝑉 ♮)♭

↠𝑐∗∗ 𝑉 , por H.I. em 𝑉 .

• Caso𝑀 = 𝑦𝑊 :

((𝑦𝑊 )♯)♭ = (𝑦 (𝑊 ♮, 𝑧.𝑧♭))♭

= 𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦 (𝑊 ♮)♭ 𝑖𝑛 (𝑧♯)♭

= 𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦 (𝑊 ♮)♭ 𝑖𝑛 𝑧

↠𝑐∗∗ 𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 𝑧, por H.I. em𝑊 ,

→𝜂𝑙𝑒𝑡 𝑦𝑊 .

• Caso𝑀 = 𝑉𝑊 , onde 𝑉 é uma abstração:

((𝑉𝑊 )♯)♭ = (𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑦(𝑊 ♮, 𝑧.𝑧♯)))♭

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝑉 ♯)♭ 𝑖𝑛 (𝑦 (𝑊 ♮, 𝑧.𝑧♯))♭

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝑉 ♯)♭ 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦 (𝑊 ♮)♭ 𝑖𝑛 (𝑧♯)♭)

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝑉 ♯)♭ 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦 (𝑊 ♮)♭ 𝑖𝑛 𝑧)

↠𝑐∗∗ 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 𝑧), por H.I. em 𝑉 e𝑊 ,
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→𝜂𝑙𝑒𝑡 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 𝑖𝑛𝑦𝑊

→𝜂𝑙𝑒𝑡 𝑉𝑊 .

• Caso𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑁 ):

((𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑁 )♯)♭ = (𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑁 ♯))♭

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝑉 ♯)♭ 𝑖𝑛 (𝑁 ♯)♭

↠𝑐∗∗ 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑁 , por H.I. em 𝑉 e𝑊 .

• Caso𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ):

((𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 𝑁 )♯)♭ = (𝑦 (𝑊 ♮, 𝑧.𝑁 ♯))♭

= 𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦 (𝑊 ♮)♭ 𝑖𝑛 (𝑁 ♯)♭

↠𝑐∗∗ 𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 𝑁 , por H.I. em 𝑉 e𝑊 .

• Caso𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ), onde 𝑉 é abstração:

((𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑁 )♯)♭ = (𝐶 (𝑉 ♯, 𝑦.𝑦(𝑊 ♮, 𝑧.𝑁 ♯)))♭

= 𝑙𝑒𝑡 𝑧 = (𝑉 ♯)♭ 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡𝑧 = 𝑦 (𝑊 ♮)♭ 𝑖𝑛 (𝑁 ♯)♭)

↠𝑐∗∗ 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡𝑧 = 𝑦𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ), por H.I.

em 𝑉 ,𝑊 e 𝑁 ,

→𝛽𝑙𝑒𝑡
𝑙𝑒𝑡 𝑧 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑁 .

□

5.3.2 Confluência dos núcleos

Sabendo que o cálculo computacional, 𝜆𝑐 , é confluente [13], vamos provar a confluência do núcleo 𝜆𝑐∗∗ .

Para isso, consideremos a tradução ∗ apresentada em [16].

Definição 81 (Tradução ∗). Seja (·)∗ : Λ𝑐 → Λ𝑐∗∗ o mapeamento definido recursivamente do

seguinte modo:

• Para cada 𝑀 ∈ Λ𝑐 , para cada 𝐾 ∈ 𝜆𝑐∗∗ ,𝑀 : 𝐾 um termo de 𝜆𝑐∗∗ :

𝑉 : 𝐾 = 𝐾 [𝑉 †]
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𝑀𝑁 : 𝐾 = 𝑀 : (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑥𝑁 : 𝐾)), se𝑀 não é valor

𝑉𝑁 : 𝐾 = 𝑁 : (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑉𝑥 : 𝐾)), se 𝑁 não é valor

𝑉𝑊 : 𝐾 = 𝐾 [𝑉 †𝑊 †]

(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑁 ) : 𝐾 = 𝑀 : (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑁 : 𝐾))

• Para cada 𝑉 ∈ Λ𝑐 , 𝑉 † um valor de 𝜆𝑐∗∗ :

𝑥† = 𝑥

(𝜆𝑥 .𝑀)† = 𝜆𝑥 .𝑀∗

Por fim, define-se:

𝑀∗ = 𝑀 : [ ] .

Lema 16. Sejam 𝑉 ,𝑊 e𝑀 ∈ Λ𝑐 . Então,

(𝑖) ( [𝑉 /𝑥]𝑊 )† = [𝑉 †/𝑥]𝑊 †;

(𝑖𝑖) [𝑉 †/𝑥] (𝑀 : 𝐾) = [𝑉 /𝑥]𝑀 : [𝑉 †/𝑥]𝐾.

Demonstração. A prova segue por indução simultânea em𝑊 e𝑀 ∈ Λ𝑐 .

• Caso𝑊 = 𝑥 :

([𝑉 /𝑥]𝑥)† = 𝑉 †

= [𝑉 †/𝑥]𝑥

= [𝑉 †/𝑥]𝑥†.

• Caso𝑊 = 𝑦:

( [𝑉 /𝑥]𝑦)† = 𝑦†

= 𝑦

= [𝑉 †/𝑥]𝑦

= [𝑉 †/𝑥]𝑦†

• Caso𝑊 = 𝜆𝑦.𝑃 :

([𝑉 /𝑥] (𝜆𝑦.𝑃))† = (𝜆𝑦.[𝑉 /𝑥]𝑃)†
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= 𝜆𝑦.([𝑉 /𝑥]𝑃)∗

= 𝜆𝑦.([𝑉 /𝑥]𝑃 : [ ])

= 𝜆𝑦.([𝑉 /𝑥]𝑃 : [𝑉 †/𝑥] [ ])

= 𝜆𝑦.[𝑉 †/𝑥] (𝑃 : [ ]), por H.I. em 𝑃 ,

= 𝜆𝑦.[𝑉 †/𝑥]𝑃∗

= [𝑉 †/𝑥] (𝜆𝑦.𝑃∗)

= [𝑉 †/𝑥] (𝜆𝑦.𝑃)†.

• Caso𝑀 = 𝑥 :

– Caso 𝐾 = [ ]:

[𝑉 †/𝑥] (𝑥 : [ ]) = [𝑉 †/𝑥]𝑥†

= [𝑉 †/𝑥]𝑥

= 𝑉 †

= 𝑉 : [ ]

= [𝑉 /𝑥]𝑥 : [ ]

= [𝑉 /𝑥]𝑥 : [𝑉 †/𝑥] ( [ ]) .

– Caso 𝐾 = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ):

[𝑉 †/𝑥] (𝑥 : 𝐾) = [𝑉 †/𝑥] (𝐾 [𝑥†])

= [𝑉 †/𝑥] (𝐾 [𝑥])

= [𝑉 †/𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥 𝑖𝑛 𝑁 )

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [𝑉 †/𝑥]𝑥 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 † 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁

= 𝑉 : (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁 )

= 𝑉 : (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [𝑉 †/𝑥] ( [ ]) 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁 )

= [𝑉 /𝑥]𝑥 : [𝑉 †/𝑥]𝐾.

• Caso𝑀 = 𝑧:
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– Caso 𝐾 = [ ]:

[𝑉 †/𝑥] (𝑧 : [ ]) = [𝑉 †/𝑥]𝑧†

= [𝑉 †/𝑥]𝑧

= 𝑧

= 𝑧†

= 𝑧 : [ ]

= [𝑉 /𝑥]𝑧 : [𝑉 †/𝑥] ( [ ]) .

– Caso 𝐾 = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ):

[𝑉 †/𝑥] (𝑧 : 𝐾) = [𝑉 †/𝑥] (𝐾 [𝑧†])

= [𝑉 †/𝑥] (𝐾 [𝑧])

= [𝑉 †/𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑧 𝑖𝑛 𝑁 )

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [𝑉 †/𝑥]𝑧 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑧 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁

= 𝑧 : (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁 )

= 𝑧 : (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [𝑉 †/𝑥] ( [ ]) 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁 )

= [𝑉 /𝑥]𝑧 : [𝑉 †/𝑥]𝐾.

• Caso𝑀 = 𝜆𝑧.𝑃 :

– Caso 𝐾 = [ ]:

[𝑉 †/𝑥] (𝜆𝑧.𝑃 : [ ]) = [𝑉 †/𝑥] (𝜆𝑧.𝑃)†

= [𝑉 †/𝑥] (𝜆𝑧.𝑃∗)

= 𝜆𝑧.[𝑉 †/𝑥]𝑃∗

= 𝜆𝑧.[𝑉 †/𝑥] (𝑃 : [ ])

= 𝜆𝑧.( [𝑉 /𝑥]𝑃 : [𝑉 †/𝑥] ( [ ])), por H.I. em 𝑃 ,

= 𝜆𝑧.( [𝑉 /𝑥]𝑃 : [ ])

= 𝜆𝑧.( [𝑉 /𝑥]𝑃)∗

= (𝜆𝑧.[𝑉 /𝑥]𝑃)†

81



CAPÍTULO 5. CÁLCULO 𝜆𝑄

= 𝜆𝑧.[𝑉 /𝑥]𝑃 : [ ]

= [𝑉 /𝑥] (𝜆𝑧.𝑃) : [𝑉 †/𝑥] ( [ ]) .

– Caso 𝐾 = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ):

[𝑉 †/𝑥] (𝜆𝑧.𝑃 : 𝐾) = [𝑉 †/𝑥] (𝐾 [(𝜆𝑧.𝑃)†])

= [𝑉 †/𝑥] (𝐾 [𝜆𝑧.𝑃∗])

= [𝑉 †/𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝜆𝑧.𝑃∗ 𝑖𝑛 𝑁 )

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [𝑉 †/𝑥] (𝜆𝑧.𝑃∗) 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝜆𝑧.[𝑉 †/𝑥]𝑃∗ 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝜆𝑧.[𝑉 †/𝑥] (𝑃 : [ ]) 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝜆𝑧.([𝑉 /𝑥]𝑃 : [𝑉 †/𝑥] ( [ ])) 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁 , por H.I. em 𝑃 ,

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝜆𝑧.([𝑉 /𝑥]𝑃 : [ ]) 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝜆𝑧.([𝑉 /𝑥]𝑃)∗ 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝜆𝑧.[𝑉 /𝑥]𝑃)† 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁

= 𝜆𝑧.[𝑉 /𝑥]𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁

= 𝜆𝑧.[𝑉 /𝑥]𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [𝑉 †/𝑥] ( [ ]) 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁

= [𝑉 /𝑥] (𝜆𝑧.𝑃) : [𝑉 †/𝑥]𝐾.

• Caso𝑀 =𝑊1𝑊2:

– Caso 𝐾 = [ ]:

[𝑉 †/𝑥] (𝑊1𝑊2 : [ ]) = [𝑉 †/𝑥] (𝑊 †1𝑊
†
2 )

= [𝑉 †/𝑥]𝑊 †1 [𝑉
†/𝑥]𝑊 †2

= ( [𝑉 /𝑥]𝑊1)†( [𝑉 /𝑥]𝑊2)†, por H.I. em𝑊1 e𝑊2,

= [𝑉 /𝑥]𝑊1 [𝑉 /𝑥]𝑊2 : [ ]

= [𝑉 /𝑥] (𝑊1𝑊2) : [𝑉 †/𝑥] ( [ ]) .

– Caso 𝐾 = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ):

[𝑉 †/𝑥] (𝑊1𝑊2 : 𝐾) = [𝑉 †/𝑥] (𝐾 [𝑊 †1𝑊
†
2 ])
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= [𝑉 †/𝑥] (𝐾 [𝜆𝑧.𝑃∗])

= [𝑉 †/𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑦 =𝑊 †1𝑊
†
2 𝑖𝑛 𝑁 )

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [𝑉 †/𝑥] (𝑊 †1𝑊
†
2 ) 𝑖𝑛 [𝑉

†/𝑥]𝑁

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [𝑉 †/𝑥]𝑊 †1 [𝑉
†/𝑥]𝑊 †2 𝑖𝑛 [𝑉

†/𝑥]𝑁

= 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = ([𝑉 /𝑥]𝑊1)†( [𝑉 /𝑥]𝑊2)† 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁 ,

por H.I. em𝑊1 e𝑊2,

= [𝑉 /𝑥]𝑊1 [𝑉 /𝑥]𝑊2 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁

= [𝑉 /𝑥]𝑊1 [𝑉 /𝑥]𝑊2 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [𝑉 †/𝑥] ( [ ]) 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥]𝑁

= [𝑉 /𝑥] (𝑊1𝑊2) : [𝑉 †/𝑥]𝐾.

• Caso𝑀 =𝑊𝑃 , onde 𝑃 não é valor:

[𝑉 †/𝑥] (𝑊𝑃 : 𝐾) = [𝑉 †/𝑥] (𝑃 : (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑊𝑦 : 𝐾)))

= [𝑉 /𝑥]𝑃 : [𝑉 †/𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑊𝑦 : 𝐾)), por H.I. em 𝑃 ,

= [𝑉 /𝑥]𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥] (𝑊𝑦 : 𝐾)

= [𝑉 /𝑥]𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 ( [𝑉 /𝑥] (𝑊𝑦) : [𝑉 †/𝑥]𝐾), por H.I. em 𝑦𝑊 ,

= [𝑉 /𝑥]𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 ( [𝑉 /𝑥]𝑊𝑦 : [𝑉 †/𝑥]𝐾)

= [𝑉 /𝑥]𝑊 [𝑉 /𝑥]𝑃 : [𝑉 †/𝑥]𝐾

= [𝑉 /𝑥] (𝑊𝑃) : [𝑉 †/𝑥]𝐾.

• Caso𝑀 = 𝑃𝑄 , onde 𝑃 não é valor:

[𝑉 †/𝑥] (𝑃𝑄 : 𝐾) = [𝑉 †/𝑥] (𝑃 : (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑦𝑄 : 𝐾)))

= [𝑉 /𝑥]𝑃 : [𝑉 †/𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑦𝑄 : 𝐾)), por H.I. em 𝑃 ,

= [𝑉 /𝑥]𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥] (𝑦𝑄 : 𝐾)

= [𝑉 /𝑥]𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 ( [𝑉 /𝑥] (𝑦𝑄) : [𝑉 †/𝑥]𝐾), por H.I. em 𝑦𝑊 ,

= [𝑉 /𝑥]𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑦 [𝑉 /𝑥]𝑄 : [𝑉 †/𝑥]𝐾)

= [𝑉 /𝑥]𝑃 [𝑉 /𝑥]𝑄 : [𝑉 †/𝑥]𝐾

= [𝑉 /𝑥] (𝑃𝑄) : [𝑉 †/𝑥]𝐾.

• Caso𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑃 𝑖𝑛 𝑁 ):

[𝑉 †/𝑥] ((𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑃 𝑖𝑛 𝑁 ) : 𝐾) = [𝑉 †/𝑥] (𝑃 : (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑁 : 𝐾)))
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= [𝑉 /𝑥]𝑃 : [𝑉 †/𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑁 : 𝐾))),

por H.I. em 𝑃 ,

= [𝑉 /𝑥]𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 [𝑉 †/𝑥] (𝑁 : 𝐾)

= [𝑉 /𝑥]𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 ([𝑉 /𝑥]𝑁 : [𝑉 †/𝑥]𝐾),

por H.I. em 𝑁 ,

= (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [𝑉 /𝑥]𝑃 𝑖𝑛 [𝑉 /𝑥]𝑁 ) : [𝑉 †/𝑥]𝐾

= [𝑉 /𝑥] (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑃 𝑖𝑛 𝑁 ) : [𝑉 †/𝑥]𝐾.

□

Lema 17. Seja 𝑉 e𝑀 ∈ Λ𝑐 . Então,

( [𝑉 /𝑥]𝑀)∗ = [𝑉 †/𝑥]𝑀∗.

Demonstração.

Ora, ([𝑉 /𝑥]𝑀)∗ = [𝑉 /𝑥]𝑀 : [ ]

= [𝑉 /𝑥]𝑀 : [𝑉 †/𝑥] ( [ ])

= [𝑉 †/𝑥] (𝑀 : [ ]), pelo lema 16,

= [𝑉 †/𝑥]𝑀∗.

□

Proposição 6. Sejam𝑀 e 𝑁 ∈ Λ𝑐 . Então,

𝑀 →𝑐 𝑁 =⇒ 𝑀∗ ↠𝑐∗∗ 𝑁
∗.

Demonstração. A prova segue por indução na relação 𝑀 →𝑐 𝑁 .

• Caso 𝛽𝑣 :

Queremos mostrar que ((𝜆𝑥.𝑀)𝑉 )∗ ↠𝑐∗∗ ( [𝑉 /𝑥]𝑀)∗.

((𝜆𝑥 .𝑀)𝑉 )∗ = (𝜆𝑥.𝑀)𝑉 : [ ]

= (𝜆𝑥.𝑀)†𝑉 †

= (𝜆𝑥.𝑀∗)𝑉 †
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→𝛽𝑣 [𝑉
†/𝑥]𝑀∗

= ( [𝑉 /𝑥]𝑀)∗, pelo lema 17.

• Caso 𝑖𝑑 :

Queremos mostrar que (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑥)∗ ↠𝑐∗∗ (𝑀)∗.

(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑥)∗ = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑥) : [ ]

= 𝑀 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑥 : [ ])

= 𝑀 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑥

→𝜂𝑙𝑒𝑡 𝑀 : [ ]

= 𝑀∗.

• Caso 𝑐𝑜𝑚𝑝:

Queremos mostrar que (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑁 ) 𝑖𝑛 𝑃)∗ ↠𝑐∗∗ (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑁 𝑖𝑛

𝑃))∗.

(𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑁 ) 𝑖𝑛 𝑃)∗ = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑁 ) 𝑖𝑛 𝑃) : [ ]

= (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑁 ) : (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑃 : [ ]))

= 𝑀 : (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑁 : (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑃 : [ ]))))

= 𝑀 : (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 ((𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑁 𝑖𝑛 𝑃) : [ ]))

= (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑁 𝑖𝑛 𝑃)) : [ ]

= (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑁 𝑖𝑛 𝑃))∗.

• Caso 𝑙𝑒𝑡𝑣 :

Queremos mostrar que (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 𝑖𝑛𝑀)∗ ↠𝑐∗∗ ([𝑉 /𝑥]𝑀)∗.

(𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 𝑖𝑛𝑀)∗ = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 𝑖𝑛𝑀) : [ ]

= 𝑉 : (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑀 : [ ]))

= 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 † 𝑖𝑛 (𝑀 : [ ])

= 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑉 † 𝑖𝑛 𝑀∗

→𝛽𝑙𝑒𝑡
[𝑉 †/𝑥]𝑀∗

= ( [𝑉 /𝑥]𝑀)∗, pelo lema 17.
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• Caso 𝑙𝑒𝑡1:

Queremos mostrar que (𝑀𝑁 )∗ ↠𝑐∗∗ (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑥𝑁 )∗, onde 𝑀 não é um valor.

(𝑀𝑁 )∗ = 𝑀𝑁 : [ ]

= 𝑀 : (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑥𝑁 : [ ]))

= 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑥𝑁 ) : [ ]

= (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑀 𝑖𝑛 𝑥𝑁 )∗.

• Caso 𝑙𝑒𝑡2:

Queremos mostrar que (𝑉𝑁 )∗ ↠𝑐∗∗ (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑉𝑥)∗, onde 𝑁 não é um valor.

(𝑉𝑁 )∗ = 𝑉𝑁 : [ ]

= 𝑁 : (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑉𝑥 : [ ]))

= 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑉𝑥) : [ ]

= (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑁 𝑖𝑛𝑉𝑥)∗.

• Caso 𝜂𝑣 :

Queremos mostrar que (𝜆𝑥.𝑉𝑥)∗ ↠𝑐∗∗ 𝑉 ∗, onde 𝑥 ∉ 𝐿𝐼𝑉 (𝑉 ).

(𝜆𝑥.𝑉𝑥)∗ = 𝜆𝑥 .(𝑉𝑥)∗

= 𝜆𝑥 .(𝑉𝑥 : [ ])

= 𝜆𝑥 .𝑉 †𝑥

→𝜂𝑣 𝑉 †

= 𝑉 : [ ]

= 𝑉 ∗.

□

Proposição 7. Seja𝑀 ∈ Λ𝑐 e 𝐾 ∈ Λ𝑐∗∗ . Então,

(𝑖) 𝑉 ↠𝑐 𝑉 †;

(𝑖𝑖) 𝐾 [𝑀] ↠𝑐 𝑀 : 𝐾.
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Demonstração. A prova segue por indução simultânea em 𝑀 ∈ Λ𝑐 e 𝐾 ∈ Λ𝑐∗∗ .

• Caso 𝑉 = 𝑥 :

𝑥 = 𝑥†.

• Caso 𝑉 = 𝜆𝑥.𝑃 :

𝜆𝑥.𝑃 ↠𝑐 𝜆𝑥 .𝑃 : [ ], por H.I. em 𝑃 ,

= 𝜆𝑥 .𝑃∗

= (𝜆𝑥 .𝑃)†.

• 𝑀 = 𝑉 :

– Caso 𝐾 = [ ]:

Queremos mostrar que 𝑉 ↠𝑐 𝑉 : [ ].

𝑉 = 𝑉 †, por H.I. em 𝑉 ,

= 𝑉 : [ ] .

– Caso 𝐾 = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ):

Queremos mostrar que 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑁 ↠𝑐 𝑉 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 .

𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 𝑖𝑛 𝑁 = 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 † 𝑖𝑛 𝑁 , por H.I. em V,

= 𝑉 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 .

• 𝑀 = 𝑉𝑊 :

– Caso 𝐾 = [ ]:

Queremos mostrar que 𝑉𝑊 ↠𝑐 𝑉𝑊 : [ ].

𝑉𝑊 ↠𝑐 𝑉 †𝑊 †, por H.I. em 𝑉 e𝑊 ,

= 𝑉𝑊 : [ ] .

– Caso 𝐾 = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ):

Queremos mostrar que 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ↠𝑐 𝑉𝑊 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 .

𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉𝑊 𝑖𝑛 𝑁 ↠𝑐 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉 †𝑊 † 𝑖𝑛 𝑁 , por H.I. em 𝑉 e𝑊 ,

= 𝑉𝑊 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 .
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• 𝑀 = 𝑉𝑄 , onde 𝑄 não é um valor:

– Caso 𝐾 = [ ]:

Queremos mostrar que 𝑉𝑄 ↠𝑐 𝑉𝑄 : [ ].

𝑉𝑄 →𝑙𝑒𝑡2 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑄 𝑖𝑛𝑉𝑥

↠𝑐 𝑄 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛𝑉𝑥 , por H.I. em 𝑄 ,

↠𝑐 𝑄 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑉𝑥 : [ ]), por H.I. em 𝑉 ,

= 𝑉𝑄 : [ ] .

– Caso 𝐾 = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ):

Queremos mostrar que 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉𝑄 𝑖𝑛 𝑁 ↠𝑐 𝑉𝑄 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 .

𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉𝑄 𝑖𝑛 𝑁 →𝑙𝑒𝑡2 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑄 𝑖𝑛𝑉𝑥) 𝑖𝑛 𝑁

→𝑐𝑜𝑚𝑝 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑄 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉𝑥 𝑖𝑛 𝑁 )

↠𝑐 𝑄 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑉𝑥 𝑖𝑛 𝑁 ), por H.I. em 𝑄 ,

↠𝑐 𝑄 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑉𝑥 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ), por H.I. em 𝑉 ,

= 𝑉𝑄 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 .

• 𝑀 = 𝑃𝑄 , onde 𝑃 não é um valor:

– Caso 𝐾 = [ ]:

Queremos mostrar que 𝑃𝑄 ↠𝑐 𝑃𝑄 : [ ].

𝑃𝑄 →𝑙𝑒𝑡1 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛 𝑥𝑄

↠𝑐 𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑥𝑄 , por H.I. em 𝑃 ,

↠𝑐 𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑥𝑄 : [ ]), por H.I. em 𝑄 ,

= 𝑃𝑄 : [ ] .

– Caso 𝐾 = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ):

Queremos mostrar que 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑃𝑄 𝑖𝑛 𝑁 ↠𝑐 𝑃𝑄 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 .

𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑃𝑄 𝑖𝑛 𝑁 →𝑙𝑒𝑡1 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛 𝑥𝑄) 𝑖𝑛 𝑁

→𝑐𝑜𝑚𝑝 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥𝑄 𝑖𝑛 𝑁 )
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↠𝑐 𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑥𝑄 𝑖𝑛 𝑁 ), por H.I. em 𝑃 ,

↠𝑐 𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑥𝑄 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ), por H.I. em 𝑄 ,

= 𝑃𝑄 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 .

• 𝑀 = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛𝑄):

– Caso 𝐾 = [ ]:

Queremos mostrar que 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛𝑄 ↠𝑐 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛𝑄 : [ ].

𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛𝑄 ↠𝑐 𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 𝑄 , por H.I. em 𝑃 ,

↠𝑐 𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑄 : [ ]), por H.I. em 𝑄 ,

= 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛𝑄 : [ ] .

– Caso 𝐾 = (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ):

Queremos mostrar que 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛𝑄) 𝑖𝑛 𝑁 ↠𝑐 (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛𝑄) : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 =

[ ] 𝑖𝑛 𝑁 .

𝑙𝑒𝑡 𝑦 = (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛𝑄) 𝑖𝑛 𝑁 →𝑐𝑜𝑚𝑝 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑄 𝑖𝑛 𝑁 )

↠𝑐 𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑙𝑒𝑡 𝑦 = 𝑄 𝑖𝑛 𝑁 ),

por H.I. em 𝑃 ,

↠𝑐 𝑃 : 𝑙𝑒𝑡 𝑥 = [ ] 𝑖𝑛 (𝑄 : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 ),

por H.I. em 𝑄 ,

= (𝑙𝑒𝑡 𝑥 = 𝑃 𝑖𝑛𝑄) : 𝑙𝑒𝑡 𝑦 = [ ] 𝑖𝑛 𝑁 .

□

Corolário 4. Seja𝑀 ∈ Λ𝑐 . Então,

𝑀 ↠𝑐 𝑀∗.

Demonstração. Segue diretamente da proposição 7, tomando 𝐾 = [ ]. □

Teorema 22 (Confluência de 𝜆𝑐∗∗ ). As relações do cálculo-𝜆𝑐∗∗ são confluentes.

Demonstração. Sejam𝑀 , 𝑁1 e 𝑁2 ∈ Λ𝑐∗∗ . Suponhamos que𝑀 ↠𝑐∗∗ 𝑁1 e𝑀 ↠𝑐∗∗ 𝑁2. Queremos

mostrar que existe 𝑃 ∈ Λ𝑐∗∗ tal que 𝑁1 ↠𝑐∗∗ 𝑃 e 𝑁2 ↠𝑐∗∗ 𝑃 .
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Ora, se𝑀 , 𝑁1 e 𝑁2 ∈ Λ𝑐∗∗ ⊆ Λ𝑐 , pelo que𝑀 ↠𝑐 𝑁1 e𝑀 ↠𝑐 𝑁2. Uma vez que 𝜆𝑐 é confluente,

existe 𝑄 ∈ Λ𝑐 tal que 𝑁1 ↠𝑐 𝑄 e 𝑁2 ↠𝑐 𝑄 . Daqui segue que 𝑄 ↠𝑐 𝑄∗, pela corolário 4. Então,

basta tomar 𝑃 = 𝑄∗.

Com efeito, de 𝑁1 ↠𝑐 𝑄 segue que 𝑁 ∗1 ↠𝑐∗∗ 𝑄
∗, pela proposição 6. Uma vez que 𝑁 ∗1 = 𝑁1 e

𝑄∗ = 𝑃 , então 𝑁1 ↠𝑐∗∗ 𝑃 .

Seguindo a mesma linha de pensamento, de 𝑁2 ↠𝑐 𝑄 segue que 𝑁2 ↠𝑐∗∗ 𝑃 . □

Neste capítulo definimos uma versão simplificada do cálculo de Dyckhoff-Lengrand, um sistema que

vimos ter origem na teoria da demonstração, bem como o seu núcleo e provámos que este forma uma

correspondência equacional com o núcleo do cálculo computacional.

Além disso, concluímos que 𝜆𝑐∗∗ é confluente, mas nada se pode concluir relativamente à confluência

de 𝜆𝑄∗∗ com os resultados obtidos. No entanto, é de notar que, se os núcleos formassem uma pré-

conexão de Galois entre si, o resultado sairia diretamente pelo teorema 4.
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Capítulo 6

Conclusão

Nesta dissertação, estudámos o cálculo-𝜆 e o cálculo de Plotkin e vimos como estes modelam linguagens

de programação call-by-value e call-by-name, respetivamente. De seguida, vimos como a linguagem call-

by-name simula a linguagem call-by-value e vice-versa. Posto isso, estudámos a extensão Sabry-Felleisen,

o cálculo computacional e o cálculo-𝜆𝑄 . Concluímos que os três sistemas são, de facto, completos para

a semântica CPS e, portanto, neste aspeto, são melhorias equivalentes do cálculo de Plotkin. Em [6],

Dyckhoff e Lengrand mostram que o cálculo-𝜆𝑄 é completo para a semântica CPS, pelo que não nos

dedicamos a estudar esse tópico neste trabalho.

Sabry e Wadler fazem notar que a extensão Sabry-Felleisen e o cálculo computacional provam as

mesmas igualdades, mas não provam as mesmas reduções, afirmando que o cálculo computacional

é preferível [16]. Isto pode ser observado pelos teoremas 18 e 19. Não conhecemos uma prova direta

deste facto. Com efeito, estudámos a relação entre ambos os sistemas e verificámos que formam uma

correspondência equacional.

No que diz respeito ao cálculo-𝜆𝑄 , Dyckhoff e Lengrand mostram que existe uma reflexão do cálculo

CPS no cálculo-𝜆𝑄 [16], tal como acontece no cálculo computacional. Dyckhoff e Lengrand provam ainda

que existe uma correspondência equacional entre o cálculo-𝜆𝑄 e o cálculo computacional, recorrendo,

para isso, ao cálculo CPS. Neste trabalho, estudámos diretamente a relação dos núcleos destes sistemas,

sendo que primeiramente simplificámos o cálculo-𝜆𝑄 e depois definimos o seu núcleo. De seguida, pro-

vámos que existe uma correspondência equacional entre o núcleo do cálculo-𝜆𝑄∗ e o núcleo do cálculo

computacional. Além disso, provámos que o núcleo do cálculo computacional é confluente, pelo que é

consistente.
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Infelizmente, devido à escassez do tempo, não conseguimos estudar a confluência da extensão Sabry-

Felleisen, pelo que consideramos fazê-lo no futuro, para termos de comparação com os outros sistemas.

Além disso, pretendemos continuar a estudar a relação entre o núcleo do cálculo computacional e o

núcleo do cálculo-𝜆𝑄∗ e descobrir se, efetivamente, existe uma pré-conexão de Galois entre os mesmos,

de forma a concluir que o cálculo-𝜆𝑄∗∗ é confluente.

Por fim, na abordagem de Plotkin, um programa é um termo fechado e, por vezes, é necessário

considerar termos abertos, isto é, termos com variáveis livres. A máquina abstrata do Coq, um assistente

de prova, considera termos abertos, por exemplo. A generalização da abordagem de Plotkin a termos

abertos levanta problemas imediatos, originando uma outra linha de investigação, que propõe outras

alternativas ao cálculo de Plotkin [1]. Posto isto, seria de igual forma interessante seguir esta nova linha

de investigação.
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