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Resumo

A esperanca de vida tem vindo a aumentar ao longo dos anos, sendo por isso necessario atualizar
as tabuas de mortalidade da populacéo portuguesa. Nestas constam indicadores bastante importantes
como a taxa de mortalidade e a esperanca média de vida e, através de algumas funcdes que constam nas
mesmas, € também possivel calcular as taxas vitalicias dos pensionistas de modo a realizar um calculo
mais correto das responsabilidades da companbhia.

O objetivo deste trabalho é construir tabuas geracionais, que modelem o comportamento da
populacdo portuguesa, e pretende-se também desenvolver modelos que permitam estimar os fatores a
serem utilizados para o calculo das pensdes vitalicias no ramo de Acidentes de Trabalho. Inicialmente
os dados a modelar sao referentes a populacao portuguesa e, em seguida, € efetuado o ajustamento
aos dados especificos do mercado segurador.

Com o objetivo de construir as tabuas de mortalidade, inicialmente é necessario modelar a
mortalidade, utilizando métodos como o Método Lee-Carter e o Modelo de Poisson (ou Extensado do
Método Lee-Carter). Para modelar e prever as séries temporais subjacentes as taxas de mortalidade,
sao utilizados modelos de previsdo de séries temporais paramétricos (Modelacdo ARIMA) e nao
paramétricos (Método de Holt).

Por fim, sdo modeladas as taxas de mortalidade da populacao da companhia, de modo a comparar as
taxas obtidas na populacéo portuguesa e na populacao da companhia, para entender se o comportamento
dos pensionistas ¢ semelhante ao da populacdo portuguesa. Esta comparacao é feita através do calculo
de medidas de avaliacdo, nomeadamente o EQM, o REQM, o EPAM, o EAM e a estatistica U de Theil.

Palavras-Chave: Acidentes de Trabalho, Tabuas de Mortalidade, INE, ASF, Método Lee-Carter,
ARIMA, Modelo de Poisson, Método de Holt.
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Abstract

Life expectancy has been increasing over the years and it is therefore necessary to update the mortality
tables for the Portuguese population. These tables contain very important indicators such as the mortality
rate and the life expectancy and through some functions that are included in them, it is also possible to
calculate the lifetime rates of pensioners in order to make a more accurate calculation of the company’s
liabilities.

The objective of this work is to build generational tables that model the behavior of the Portuguese
population and also to develop models that allow estimating the factors to be used to calculate the life
annuities in the Work Accidents branch. Initially, the data to be modeled refers to the Portuguese
population and, then, the adjustment is made to the specific data of the insurance market.

In order to construct the life tables, it is initially necessary to model mortality, using methods such
as the Lee-Carter Method and the Poisson Model (or Extension of the Lee-Carter Method). To model
and forecast the time series underlying the mortality rates, both parametric (ARIMA Modeling) and non-
parametric (Holt's Method) time series forecasting models are used.

Finally, the mortality rates of the company’s population are modeled, in order to compare the rates
obtained in the Portuguese population and in the company population, to understand if the behavior of
the pensioners is similar to that of the Portuguese population. This comparison is made by calculating
evaluation measures, namely the MSE, the RMSE, the MAPE, the MAE and Theil's U statistic.

Keywords: Work Accidents, Mortality Tables, INE, ASF, Lee-Carter Method, ARIMA, Poisson Model,
Holt Method.
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1 Introducao

Esta dissertacdo é realizada no ambito do Mestrado em Estatistica para Ciéncia de Dados da
Universidade do Minho, no contexto de um estagio curricular realizado na companhia de Seguros Ageas.
No espaco de uma década, em Portugal, verificou-se o aumento de 1,77 anos de vida para o total da
populacdo, nomeadamente, 1,90 anos para os homens e 1,48 anos para as mulheres. No triénio 2018-
2020, a esperanca de vida a nascenca foi estimada em 81,06 anos, sendo 78,07 anos para os homens e
83,67 anos para as mulheres (INE, 2021). O aumento da esperanca de vida tem um impacto significativo
na economia e, em particular, no setor segurador com consequéncias visiveis nas responsabilidades
assumidas pelas empresas de seguros.

A Autoridade de Supervisdo de Seguros e Fundos de Pensdes (ASF) é a autoridade nacional
responsavel pela regulacdo e supervisao, quer prudencial quer comportamental, da atividade
seguradora, resseguradora, de fundos de pensdes e da mediacao de seguros. A ASF tem por missao
garantir o bom funcionamento do mercado segurador e fundos de pensdes em Portugal, de forma a
contribuir para a garantia da protecdo dos tomadores de seguros, segurados, subscritores, participantes,
beneficiarios e lesados (ASF, 2015). Desde 1913 que esta fixada em lei, em Portugal, a obrigatoriedade
das entidades empregadoras repararem as consequéncias dos acidentes de trabalho sofridos pelos
seus trabalhadores. Mais tarde foi instituida a obrigatoriedade legal do seguro pelo risco de acidentes de
trabalho, visando assegurar aos trabalhadores por conta de outrem e aos seus familiares condicdes
adequadas de reparacao dos danos decorrentes de acidentes de trabalho (ASF, 2015).

0 estudo realizado neste trabalho insere-se no ramo de acidente de trabalho (seguros nado-vida) e
pretende-se, através dos dados da populacéo portuguesa e com os dados da empresa, construir tabuas
de mortalidade geracionais que modelem o comportamento da populacao portuguesa e dos
pensionistas da companhia. Tradicionalmente, os atuarios baseiam-se em tabuas contemporaneas (ou
de momento) para o calculo dos prémios de seguro, sendo que estas sdo construidas a partir de

quocientes de mortalidade estimados com base nas estimativas demograficas observadas num



determinado momento. Apesar desta abordagem ser simples e pragmatica, esta revela-se claramente
desajustada no caso em que a mortalidade evolui ao longo do tempo. Na pratica, os prémios calculados
a partir destes dados nao refletem o risco real dos pensionistas pelo que, em contexto de aumento da
longevidade, a realizacao do pricing nestes termos leva a uma subestimacao dos prémios. Em Portugal,
a construcao de tabuas de mortalidade geracionais ocorreu somente a partir do inicio da década de
2000, pelo Instituto Nacional de Estatistica, sendo que antes disso as companhias de seguros eram
"forcadas” a recorrerem a tabuas de mortalidade adotadas noutros paises como, por exemplo, em
Franca e Espanha. Note-se que, embora se trate de uma pratica permitida pelas autoridades de
supervisdo, a utilizacdo de uma lei de sobrevivéncia relativa a populacdo de um outro pais,
tendencialmente desajustada das condicdes demograficas observadas no pais em que é aplicada,
envolve naturalmente o risco de sobrestimacao da taxa de mortalidade da populacdo. Torna-se por isso
indispensavel a construcao de tabuas de mortalidade regulamentares, quer para a populacao em geral,

quer para as subpopulacdes de pessoas seguras e dos fundos de pensoes.

1.1 Companhia de Seguros Ageas

A companhia de seguros Ageas é uma empresa multinacional com representacdo em diversos paises
como a Bélgica, o Reino Unido, a Franca, a Turquia, Portugal e, ainda, nove paises da Asia, incluindo a
China, a Malasia, a Tailandia, a india, Filipinas e Vietnam. O principal objetivo da empresa é proporcionar
tranquilidade aos clientes quando estes mais necessitam e o seu papel, como seguradora, incide em
ajudar os clientes em todas as fases da sua vida a mitigar riscos relacionados a bens, sinistros, vida e
pensoes.

A operar em Portugal desde 2005, a Ageas aposta no pais como um dos principais mercados onde
se pretende desenvolver, através de parcerias fortes, e contribuindo para o desenvolvimento do pais e
da sociedade através da Fundacdo Ageas (Instituicdo Particular de Solidariedade Social (IPSS) fundada
em 1998, agregadora de pessoas e parceiros, que visa a prossecucao de fins de solidariedade social na
comunidade), ajudando os clientes a gerir, antecipar e proteger-se contra riscos e imprevistos, para que
possam viver o presente e o futuro com a maxima seguranca e serenidade.

O grupo Ageas Portugal é constituido por varias marcas comerciais: Ageas Seguros, Ageas Pensoes,
Médis, Ocidental e Seguro Direto, sendo um dos lideres no ranking segurador portugués. A Ageas Seguros

disponibiliza produtos a particulares nos ramos de saude, acidentes pessoais, automovel, viagens e lazer,



casa, acidentes de trabalho, casa e vida (dependem diretamente da vida ou morte da pessoa segura).

1.1.1 Ramo Acidentes de Trabalho

Um acidente de trabalho é aquele que se verifica no local e no tempo de trabalho e que produza direta
ou indiretamente lesao corporal, perturbacao funcional ou doenca de que resulte reducdo na capacidade
de trabalho, ou de ganho, ou a morte (ASF, 2015). Também sao considerados acidentes de trabalho: o
trajeto de ida e volta para o trabalho; entre o local de trabalho e o espaco de refeicao; entre o local que o

colaborador possa estar a trabalhar e o regresso para o seu trabalho habitual ou casa.

Como foi referido anteriormente, esta dissertacao enquadra-se no ambito do ramo de acidentes de
trabalho. Neste ambito, a companhia Ageas Seguros oferece seguros para trabalhadores independentes,
que trabalham por conta prépria e para empresas, de forma a proteger os empregados domésticos.
Estes seguros sao de cariz fundamental, visto que sdo seguros de carater obrigatorio para todos os
trabalhadores, como definido pela Constituicado da Republica Portuguesa na Lei n,° 100/97, de 13 de

setembro.

Relativamente aos seguros para empresas, a companhia garante o pagamento de baixas, pensoes
e subsidios, assisténcia médica e cirurgica, assisténcia medicamentosa e farmacéutica, cuidados de

enfermagem, hospitalizacao e servico de reabilitacdo.

1.2 Objetivos do Trabalho

O principal objetivo desta dissertacdo ¢, como foi referido anteriormente, construir tabuas de
mortalidade geracionais que modelem o comportamento da populacao portuguesa e dos pensionistas

da companhia, através dos dados da populacao portuguesa e dos dados da empresa.

Nesta dissertacao pretende-se desenvolver modelos que permitam estimar os fatores a serem usados
para o calculo das pensdes vitalicias no ramo de Acidentes de Trabalho, sendo que, inicialmente, sédo
modelados os dados referentes a populacdo portuguesa e, em seguida, sdo efetuados os ajustamentos

aos dados especificos da empresa.

De realcar que toda a analise estatistica efetuada nesta dissertacéo foi realizada através do software

R e do Microsoft Excel.



1.3 Estrutura do Trabalho

Nesta seccao é descrita a estrutura do trabalho. Esta dissertacdo encontra-se dividida em nove
capitulos.

No Capitulo 1 é realizado um breve enquadramento do tema do estudo, assim como uma breve
apresentacdo da empresa e a descricao dos principais objetivos que se pretendem alcancar.

No Capitulo 2 sdo descritos os tipos de tabuas de mortalidade existentes e as funcdes que as
constituem, bem como séo calculadas as respetivas funcoes.

No Capitulo 3 descrevem-se alguns métodos de ajustamento da taxa de mortalidade, nomeadamente,
0 Método Lee-Carter e 0o Modelo de Poisson. Neste Capitulo sdo apresentadas as equacdes de cada
método, bem como os parametros dos modelos e os métodos de estimacao e modelacéo utilizados em
cada um dos casos. No final do capitulo sdo também apresentadas algumas limitacoes observadas na
utilizacao desses métodos.

Nos Capitulos 4 e 5 sdo descritos os contetdos tedricos relacionados com os métodos de previsao
de séries temporais, mais concretamente os conceitos fundamentais sobre séries temporais, 0s
métodos que sao aplicados aos dados e as medidas de avaliacao utilizadas para selecionar o método
mais adequado ao estudo. A aplicacdo das metodologias descritas sdo apresentadas nos Capitulos 6 e
7. No Capitulo 6, inicialmente, é elaborada uma breve analise exploratoria dos dados da populacéo
portuguesa, com e sem distincao de sexo, seguindo-se a aplicacao do Método Lee-Carter e do Modelo
de Poisson. Por fim, é realizado um estudo comparativo da capacidade preditiva dos diferentes métodos
utilizados, através das medidas de avaliacao apresentadas. O Capitulo 7 também é referente aos dados
da populacao portuguesa, sendo que neste sao apresentadas algumas funcdes mais relevantes das
tabuas de mortalidade e a sua evolucédo ao longo do tempo, e também sao calculadas as taxas vitalicias
gue sao necessarias para que, posteriormente, sejam calculadas as pensdes vitalicias dos pensionistas.

O Capitulo 8 refere-se a aplicacdo das metodologias aos dados da companhia, sendo que inicialmente
é elaborada uma analise exploratéria dos dados que, tal como no caso da populacao portuguesa, €
realizada com e sem distincao de sexo. De seguida, sao calculadas as taxas de mortalidade de cada ano
e estas sao comparadas com as taxas obtidas para a populacédo portuguesa.

Por fim, no Capitulo 9 séo apresentadas as principais conclusdes do trabalho desenvolvido e sobre

0s resultados obtidos, assim como algumas sugestdes para trabalho futuro.



Capitulo 2

Tabuas de Mortalidade

A atividade seguradora é uma atividade indispensavel para o correto funcionamento da sociedade,
potencia a iniciativa empreendedora e a criacao de valor, protegendo as familias e as empresas face aos
riscos, salvaguardando e estabilizando a sua situacdo financeira (Batista, 2021).

Para ser possivel a realizacdo do seguro € necessario entender o comportamento da
populacao/pensionistas da companhia, através da esperanca média de vida, por sexo e idades, o nivel
de mortalidade e longevidade de uma populacado, entre outros. Para esta finalidade sao utilizadas as
tabuas de mortalidade, que sdo uma ferramenta estatistica utilizada por diversos especialistas como
demografos, atuarios, entre outros.

As tabuas de mortalidade sao um instrumento indispensavel para a ciéncia atuarial, uma vez que a
partir destas € possivel modelar o risco de morte de uma populacdo num exato momento. Uma tabua
de mortalidade ¢ um modelo estatistico que combina as taxas de mortalidade as diferentes idades,
transformando-as em quocientes de mortalidade. Através da associacdo de um conjunto de funcdes
basicas permite medir o fendmeno de mortalidade, deduzir as probabilidades de sobrevivéncia e a
esperanca média de vida (Carrilho & Patricio, 2004). Estas tém um relevante interesse no ramo atuarial
uma vez que complementam os calculos relativos as operacdes dos seguros e sao fundamentais para a
elaboracdo de projecdes demograficas para a populacéo.

Considera-se que as primeiras tabuas de mortalidade surgiram na época dos Césares, na antiga
Roma, com a chamada Tabua Ulpiana, datada do ano 220 (Bravo, 2007). Devido a falta de informacao
existente na altura, estas eram consideradas rudimentares e nado indicavam o verdadeiro
comportamento da mortalidade. A partir do momento em que se iniciou o processo de recolha de dados

sobre a mortalidade das populacdes, ja foi possivel construir tabuas de mortalidade mais rigorosas.



Deste modo, com base no numero de obitos registados nas paroquias de Londres, John Graunt
construiu a primeira tabua de mortalidade. A partir deste momento, e devido a algumas fragilidades
metodologicas existentes nas tabuas construidas por Graunt, foram varias as investigacoes elaboradas
em varios dominios da Demografia, como por exemplo por Jan de Witt (1671), primeiro-ministro
holandés, Edmund Halley (1693), entre outros. Apesar de todas as investigacoes e criacoes de tabuas
de mortalidade realizadas apés Graunt, somente em 1815 é que é elaborada a primeira tabua
considerada cientificamente correta, esta era apoiada em populacao e 6bitos classificados por idade,
referentes a duas paroquias da cidade britanica de Carlisle, no periodo 1779-1787. Desde entdo foram
divulgadas varias tabuas em varios paises.

Em Portugal, o INE publica tabuas de mortalidade desde 1930, porém nesta altura eram construidas
tabuas contemporaneas em vez de tabuas geracionais. A construcao das tabuas de mortalidade e o
calculo da esperanca média de vida da populacdo € um estudo estatistico que se realiza anualmente,
abrangendo toda a populacao de Portugal, com base em informacao proveniente de outras operacoes
estatisticas, da area da Demografia, desenvolvidas pelo INE (Coelho & Malta, 2014). Através de um estudo
realizado pelo INE, prevé-se que o indice de envelhecimento em Portugal quase duplicara, passando de
159 para 300 idosos por cada 100 jovens, em 2080, em resultado do decréscimo da populacao jovem

e do aumento da populacao idosa (INE, 2020).

2.1 Classificacao das Tabuas de Mortalidade
As tabuas de mortalidade podem ser classificadas quanto as geracoes utilizadas nas mesmas:

¢ Tabuas Contemporaneas (Transversais ou de Momento):
Baseiam-se na analise cross-section de uma geracao ficticia (normalmente composta por 100
000 individuos) que ¢ sujeita as taxas especificas de mortalidade observadas para cada idade (ou
grupos de idade) num dado ano (ou num periodo de tempo). Para a construcéo destas tabuas sdo
normalmente utilizadas estatisticas referentes a um curto periodo de tempo, no caso do numero

de obitos e da populacéao exposta ao risco.

¢ Tabuas Longitudinais (ou Geracionais):
Baseiam-se no calculo das taxas de mortalidade registadas por uma mesma geracao, isto &,

individuos nascidos no mesmo ano. A realizacao deste tipo de tabuas exige que as pessoas



sejam seguidas desde o momento do seu nascimento até a sua morte, ou seja, ao longo de toda

a sua vida. Este procedimento designa-se por analise longitudinal da mortalidade.

As tabuas de mortalidade podem também ser classificadas quanto a amplitude do intervalo de idades

no qual assenta a informacao:

* Tabuas Completas:
Contém dados para cada idade singular, isto &, idade ano a ano, desde o nascimento até ao limite

superior adotado;

¢ Tabuas Abreviadas:

Contém dados para grupos de idades quinquenais ou decenais.

Outra classificacdo possivel passa pela analise da idade em que o individuo passa a integrar a
populacao, ou seja, a idade com que este é selecionado. A partir desta é possivel construir tabuas
bidimensionais, em que os indices sao a idade de selecao e a duracao desde esse momento. Neste

caso podem ser distinguidas as seguintes tabuas:

¢ Tabuas Selecionadas:
As probabilidades sao tabuladas considerando a idade x do individuo e outras informacdes, por

exemplo, o tempo decorrido desde a realizacdo de uma apdlice de seguro;

¢ Tabuas Finais:
Correspondem a ultima coluna de uma tabua selecionada, ou seja, aguelas em que se admite que

o periodo de selecao deixa de ter efeito na mortalidade.

Por fim, as tabuas de mortalidade podem ser classificadas consoante o tempo cronoloégico utilizado

na elaboracao e apresentacao das mesmas:

¢ Tabuas Estaticas:

Sé&o tabuas unidimensionais onde todas as funcdes sao atribuidas apenas a idade biolégica z;

¢ Tabuas Dinamicas (ou Prospetivas):
Séo tabuas bidimensionais em que todas as funcdes da mesma sao indexadas, em linha, pela

idade biolégica x e, em coluna, pelo ano cronoldgico t.



Neste trabalho sao elaboradas tabuas geracionais, completas e dinamicas, uma vez que para cada
tabua ¢ utilizada a mesma geracao, ou seja, individuos que nascem no mesmo ano e estas sao calculadas
para cada idade singular, isto &, desde o nascimento até ao limite superior adotado, e para cada ano de

calendario.

2.2 Projecao de Tabuas de Mortalidade

Uma tabua de mortalidade ¢ um elemento de analise demografica que sintetiza um certo numero
de fungdes que permitem analisar, numa dada populacao, o fenémeno de mortalidade e deduzir a vida
média dessa populacdo (Carrilho & Patricio, 2004).

Uma tabua de mortalidade é constituida por seis funcdes basicas, que sao: q, [, d.., L, T, € €.
As trés primeiras funcdes sdo consideradas medidas de frequéncia ou de intensidade dos acontecimentos,
ja as restantes sdo medidas de duracao de tempo de vida de individuos, em anos.

Para ser possivel realizar o calculo de todas as funcoes, inicialmente, é necessario definir e calcular
a taxa de mortalidade. A taxa de mortalidade de um individuo para a idade = no ano ¢, m,;, € definida
como a relacéo entre o numero de mortes d,, +, registadas durante o ano civil ¢ para pessoas de idade

e 0 numero de pessoas expostas ao risco com idade z no ano ¢, £, ; (Russolillo, 2014),

o dz,t
Mgt =

7 Ex,t
No caso deste trabalho o nimero de pessoas expostas ao risco constitui 0 numero de pessoas a quem

(2.1)

esta a ser paga uma pensao.
Apds serem calculadas as taxas de mortalidade, é possivel calcular todas as funcdes basicas que

integram uma tabua de mortalidade:

* .. Quociente de mortalidade - probabilidade de um individuo com idade x falecer antes de atingir
aidade x +1

“ = Lallla (2.2)

1+ flwzm,)’
onde m,, representa a taxa de mortalidade, w,, indica o numero de idades presentes dentro de um

grupo (neste estudo serdo consideradas idades isoladas, logo w,, sera igual a 1) e f, é o nimero
médio de anos vividos dentro do intervalo [z, x 4 1] para pessoas que morrem com essa idade
(Russolillo, 2014) (sendo que f', = 1 — f, e assume-se que f, = % para todos os grupos

exceto quando = = 0, nesse caso f, = 0, 15 para homens e f, = 0, 16 para mulheres);
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¢ [..: Numero de sobreviventes a idade exata x - numero de individuos que sujeitos a mortalidade

de g, atingem a idade x, considerando uma geracao inicial de 100 000 nados-vivos

lor1 = l(1 — ¢2); (2.3)

* d,: Numero de obitos entre as idades exatas x e x + 1 - numero de dbitos da geracéo inicial

registados entre as idades re z + 1

e [,: Sobreviventes, em anos completos, entre as idades exatas « e x + 1 - total de anos completos

vividos pelos sobreviventes da geracao inicial entre as idades exatas t e x + 1

L,=—"%; (2.9)

e .. Anos completos ap6s a idade x - total de anos completos vividos pelos sobreviventes apos a
idade x

Tn

To = Lu; (2.6)

Ty

¢ ¢, Esperanca de vida a idade = - numero esperado de anos de vida futura dos individuos que

atingiram a idade =

(2.7)

I;
ey = —.
la

A titulo de exemplo, na Figura 2.1 esta disponivel um excerto da tabua de mortalidade Portuguesa de

2018-2020, para ambos o0s sexos, realizada pelo INE.
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Figura 2.1: Excerto da tabua de mortalidade Portuguesa de 2018-2020, para ambos os sexos, realizada pelo Instituto Nacional

de Estatistica (INE).
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Capitulo 3

Método Lee-Carter e Modelo de Poisson

(Extensao do Método Lee-Carter)

Neste capitulo sdo apresentados os dois métodos utilizados para obter as previsdes das taxas de
mortalidade, m, ;. Primeiramente, é definido o Método Lee-Carter e, posteriormente, o Modelo de Poisson

gue também pode ser denominado como a Extensado do Método Lee-Carter.

3.1 Metodo Lee-Carter

0O meétodo Lee-Carter (LC) foi um meétodo pioneiro para o calculo de previsdes das taxas de
mortalidade especificas por grupo etario e, consequentemente, para a esperanca de vida (Coelho,
2005). Este ¢ um método designado para a extrapolacdo das tendéncias e dos padrdes etarios da
mortalidade especificas por idade e grupo etario. Este método foi inicialmente aplicado a dados de
mortalidade da populacao dos EUA no periodo 1900-1989 com um horizonte de previséo de 76 anos e,
devido a qualidade dos resultados obtidos nas varia aplicacdes, tem vindo a ser aplicado em diversos
paises. Em Portugal este método também tem sido utilizado, sendo que as ultimas projecoes
publicadas pelo INE foram realizadas para o horizonte de 2080. Lee e Carter (R. D. Lee & Carter, 1992)
desenvolveram um método que define a decomposicao da mortalidade em duas parcelas: um modelo
demografico para a mortalidade, especifico para cada idade, e um indicador de tendéncia temporal, ao
qual sao aplicados métodos de séries temporais de maneira a projetar valores futuros para os
indicadores de mortalidade. O modelo demografico é estimado pela informacao ja existente da

mortalidade, onde se obtém dois indices referentes a idade e um indice referente ao ano. De seguida, o
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indice referente ao ano é modelado como uma série temporal e, posteriormente, projetado, obtendo-se
valores futuros de taxas de mortalidade.

Os autores destacam como virtudes deste novo método o facto de combinar um modelo demografico
rico, mas parcimonioso, com um modelo de séries temporais, permitindo obter intervalos probabilisticos
para as respetivas previsoes, e de se basear num conjunto de informacao histérica num horizonte temporal
relativamente longo. Contudo, referem que se trata de um método extrapolativo, ou seja, que se baseia
no comportamento da mortalidade no passado para prever o futuro, e embora tenha algumas vantagens
sobre outros métodos extrapolativos, partilha as fraquezas fundamentais da extrapolacédo. A estrutura e
a evolucao verificada nos dados histéricos poderao ndo se manter no futuro, podendo existir alteracoes
estruturais que em termos de previsao nao irdo ser contempladas (Coelho, 2005).

Antes de ser explicado o Método Lee-Carter, é necessario rever a definicdo da taxa de mortalidade.
Como foi explicado no Capitulo 2, a taxa de mortalidade é o quociente entre o numero de mortes, d ¢, €
0 numero de expostos ao risco, [, ¢, e indica o numero de obitos por 1000 habitantes de uma populacéo
num determinado intervalo de tempo, normalmente, um ano. Esta apresenta um comportamento inverso
a esperanca média de vida no momento de nascimento, uma vez que, quanto maior é a esperanca de
vida, menor é a taxa de mortalidade. A taxa de mortalidade habitualmente considera-se elevada quando
excede os 30%, moderada quando se situa entre os 15% e os 30% e baixa quando fica abaixo dos 15%
(Ferreira, 2012). Como era de esperar, esta taxa & mais elevada em paises nao desenvolvidos do que
em paises desenvolvidos.

0 método LC descreve a evolucdo da mortalidade e é definido pela representacao log-bilinear da taxa
de mortalidade

In(myy) = ap + Boke + €y, (3.1)
onde

* . -indica o nivel médio das taxas de mortalidade no tempo, para cada idade, isto €, descreve a

forma geral do perfil de mortalidade por idade;

* [, - representa as oscilacdes nas taxas de mortalidade na idade x, em resposta a alteracdes no
nivel geral de mortalidade k;. Ou seja, permite averiguar a sensibilidade de m, ; as variacdes de

Ky,

e L, - constitui o indice de nivel geral da mortalidade no ano t, isto ¢, identifica a tendéncia temporal

principal do nivel de mortalidade;
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* ¢, - representa o erro aleatorio do tipo ruido branco com média zero e variancia af, reflete as

influéncias historicas especificas a cada idade nao capturadas pelo modelo.

3.2 Extensao do Método Lee-Carter (Modelo de Poisson)

Uma das principais criticas apontadas ao Método Lee-Carter refere-se a hipotese de que os erros s@o
homocedasticos, ou seja, que apresentam variancia constante. Esta suposicao € bastante irrealista uma
vez que, devido a existéncia de um numero reduzido de 6bitos em idades avancadas, o logaritmo da taxa
de mortalidade é muito mais variavel nestas idades do que nas idades jovens (Bravo, 2007).

De forma a contornar este problema, (Brouhns et al., 2002) propuseram uma extensao do Método

LC, considerando que o numero de o6bitos segue uma distribuicdo de Poisson

D, ~ Poisson(fiztExt), (3.2)

com

Mzt = exp(ax + 6zkt)7 (33)

onde os parametros «,, S, e k; mantém, na sua esséncia, o significado originalmente atribuido pelo

Método Lee-Carter.

3.3 Ajustamento do Modelo Demografico

3.3.1 Meétodo Lee-Carter

Para o ajustamento do modelo demografico, Lee e Carter decidiram realizar uma aproximacdo ao
Método de Decomposicdao em Valores Singulares (SVD), procedendo a este ajustamento em duas fases.
Inicialmente serdo estimados os parametros «,, (5, e k; e, posteriormente, sera realizada uma
reestimacdo do parametro k;, para que o numero de 6bitos ajustado seja igual ao nimero de 6bitos
efetivamente verificado.

A estimacéo dos parametros v, (3, e k; é efetuada pelo método dos minimos quadrados, com a
decomposicao em valores singulares (SVD). O método SVD é aplicado a matriz dos logaritmos das taxas
depois de lhes ter sido subtraida a média temporal do logaritmo das taxas de mortalidade especificas por

idade.
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0 modelo 3.1 é sobreparametrizado, ou seja, 0 modelo é invariante a algumas transformacdes. Por

exemplo, dada uma constante ¢

{@xuﬁxakt} = {aacaﬂx/ca th}vc € R,C 7é 0 (34)
{ama ﬁxy kt} — {azp - Cﬁm ﬁxy kt + C}\V/C € R (35)

Uma vez que o sistema definido em 3.1 é indeterminado, & necessario impor condicdes adicionais.
Dessa forma, os autores do método LC adicionaram duas restricdes ao modelo de modo a obter apenas

uma unica solucao para a estimacao de cada parametro. Essas restricdes sao

Tmazx

> B=1, (3.6)

T=Tmim

tmaz

> k=0, (3.7)

t=tmim

onde Z,.in € Tmae representam, respetivamente, a idade inicial e a idade final e ¢,,,;,, € tnqz traduzem,
respetivamente, o ano inicial e o ano final.

Sob estes pressupostos é possivel realizar a estimacdo de cada parametro como

* Estimacao de o,
Z((ln(mx,t) - OA‘:D - Bm]%t)2 =0

x,t

tmax tmax
& E In(mg) = g (Qp + Buky)
t=tmin t=tmin
tmax tmax tmax
& E 0, = g In(mg) — E Boky
t=tmin t=tmin t=tmin
tmaz tmaz tmax
&, E 1= E In(my) — B g ky
t=tmin t=tmin t=tmin
t"LG/"L'
S (tmaz — tmin + 1) G = g In(mg)
t=tmin
tmaz

N 1
e 7 Z In(my.s), (3.8)

t=tmin

onde h =tnez — timin + 1.
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* Estimacao de £;

A A

> (In(may) — by — Boky)’ =0

x,t
Tmaz Tmazx Tmazx
= Z ln(mm = Z CYI+ Z Bxkt
T=Tmin T=Tmin T=Tmin
Tmax Tmax
& Z <ln(mm,t) - (3@) =k Z B
T=Tmin T=Tmin
Tmazx
& k=Y <ln(mx7t)—@z>. (3.9
T=Tmin

» Estimacao de [,

Cada Bm ¢ estimado através do método dos Minimos Quadrados, isto &, de forma a minimizar a seguinte

expressao

Z((ln(mx,t) - dz‘ - B:c]%t)Q- (310)

z,t

Derivando 3.10 em ordem a BI

t'maa:
A A ~

Z 2((ln(mx,t) - OAéx - Bmkt)<_kt> (311)

t=tmin

Para encontrar o minimo da funcao é necessario igualar a primeira derivada a zero

tmaz

t=tmin
tmax
~ _1 Z (ln(mx,t) — Oy — B:c]%t> (/k?t) = 0
t=tmin
tmax tmax
e Y hinmey) - a) = > B =0
t=tmin t=tmin

tmaz tmaz

<~ B\x Z /%,52: Z Ef(l”(mx,t)—@z)

t=tmin t=tmin

S R(n(me,) - a)
o B, = — . (3.12)

t=tmin
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e averiguar que a segunda derivada da funcao é sempre positiva.

Como as estimativas de «, (3, e k; foram calculadas a partir da matriz de logaritmos das taxas de
mortalidade e nao pela matriz das taxas de mortalidade, o nimero de obitos obtidos pela estimacao nao
coincide com o numero de dbitos observados, pelo que é necessario reestimar o parametro k;. Sendo
assim, Lee e Carter introduziram uma nova etapa para a estimacéo de k;, onde o ajustamento deste
parametro, utilizando &, e Bx estimados anteriormente, resulte no nimero total de 6bitos observados
para 0 ano em causa. Considerando,

Tmax

dy (3.13)

T=Tmin

como o total de ébitos observado em cada ano e

ln(mm) = dx + B:C]%t

d, R A
YEN ln(Emt) = ay + Boky

Tmazx

& dog= Y Epyexp(d, + Boky) (3.14)

T=Tmin

o numero de mortes estimadas. Os novos estimadores de k; obtém-se resolvendo a seguinte equacéo

Tmazx

Z [Ex,t exp(dy) emp(ﬁ’xl%t) — dx,t] = 0. (3.15)

T=Tmin

Para resolver este problema aplica-se o método iterativo de Newton-Raphson, tendo em conta os
valores brutos de k; estimados anteriormente. O método Newton-Raphson baseia-se no seguinte esquema

iterativo

F(k”)
R =g 2 (3.16)

onde F'(k;) representa a funcéo a anular.

3.3.2 Extensao do Método Lee-Carter (ou Modelo de Poisson)

Este método apresenta uma vantagem importante face ao método LC, uma vez que neste os

parametros sdo estimados pelo método de maxima verosimilhanca, sem necessidade de recorrer & SVD
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ou ao método de minimos quadrados. Posto isto, designa-se por A, ; 0 numero esperado de obitos na

idade x e no ano t, isto &,

At = E[Dy4) = Ery exp(on + Buke) (3.17)

e por d,; 0 respetivo valor esperado de D, ;.

A estimacao dos parametros sera realizada de forma a maximizar a funcao log-verosimilhanca dada

por
t T
max mazx )\ art exp )\x7t)
Hee k= {H Ll < det) >}
t tm’Ln r= mmln
tmaz Tmazx
- Y ¥ { e 1) = Ay = I (dey)| }
t=tmin T=Tmin
tmaz Tmax
- Z Z { ot IN(Eyy) + dyt (0 + Bukt) — Epy explay + Boke) — In [(dm)!} }
t tm’LTL = xmzn
tmax Tmazx
= Z Z {dzt Oy + ﬁxkt) Ea:,t exp(ax + Bxkt>} + C, (318)
t tmzn = Imzn
onde @ = (upire oy Qanan)y B = (Bayis s BTmaz), & = (ke sy kt,..) € C € UMA
constante.

Devido a presenca do termo bilinear 5,k; nao é possivel estimar o modelo proposto através da
aplicacao de um modelo linear generalizado. Para resolver este problema ¢ utilizado o método iterativo
de Goodman (baseado no algoritmo de Newton-Raphson) que é um método para estimar modelos log-
lineares com termos bilineares, sendo que em cada iteracao procura convergir para a estimativa de
maxima verosimilhanca do parametro a estimar. Este método consiste em, na iteracéo v + 1, estimar o

parametro 8, fixando os restantes parametros, isto ¢,

oL™ /90

ptn) — g _ 9L /00
82L0) /02’

(3.19)

onde L®) = L&) (§)),
Antes de se estimarem os parametros o, 3, e k;, comeca-se por definir os valores iniciais destes

(0

parametros como Ay ) = = 0, @A;E«O) =1le i%t(O) = 0 (Brouhns et al., 2002) e a atualizacao destes ¢

realizada da seguinte forma
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tmax |:d —E..ex A (V) A(V)]%(V)
t=tymin |2t vt €xp(Ga + Pa )
OA({(;/—I—I) _ éé:(pl/) .

_ Ytmas [Exte:cp(ax —i—B )]

t—tmzn

oy T ldey = By eap(@f™ 4 AR 42
Tl _ kt(u) min

=y B enp(@f ™ 4+ AR ()2

tmaz [dw,t — B,y eaz:p(ozggl’Jrl + ﬁ E+D) )} /%t(”“)

t=tmin

(3.20)

Bqurl) _ Bxu) .
tmaz |:E texp( V+1 /B(V)k(u+l)):| (kt(y+1))2

t=tmin

O critério de paragem consiste num pequeno incremento da funcdo de log-verosimilhanca, sendo que
o recomendado é da ordem de grandeza de 10~'°. Ao contrario do Método LC, quando os parametros
sao estimados pelo método de MV, o numero de dbitos observados e estimados sao iguais em cada idade
e ao longo do periodo de observacao, nao sendo necessario reestimar o parametro Et. As estimativas de
O, Bx e Et obtidas a partir do método de MV ndo garantem o cumprimento das restricdes 3.6 e 3.7,

pelo que é necessario introduzir uma reparametrizacao

SR B
t ;E%L e in P

onde k representa a média aritmética de Et, isto &,

_ 1 tmaz R
k=— ky. 3.22
ngt (3.22)
E ainda necessario respeitar a igualdade
by + Boky = o + ik, (3.23)

deduzindo que

. A Bx R _ Tmax R
> oamer  Ba 2

T=Tmin

= G+ Bk (324
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A estimacéo dos parametros o, (i e k; assegura as restricdes 3.6 e 3.7 e fornecem a mesma

estimativa do numero de dbitos c@c,t dado que &, + B,,:l%t = ol + Bik;.

3.4 Modelacao do Nivel Geral de Mortalidade

A tendéncia de mortalidade de um pais é capturada pelo parametro de variacao temporal k; do
modelo LC (Russolillo, 2014).

Depois de ajustar o modelo demografico, & necessario modelar o indice de nivel geral da
mortalidade, &;. Para isso, Lee e Carter utilizaram a metodologia de Box-Jenkins
(identificacao-estimacao-diagndstico) a série temporal dos valores do parametro k;. Lee e Carter
sugerem a utilizacdo de um modelo ARIMA(O,1,0), ou seja, um modelo de passeio aleatério com um

termo constante

ky =X+ ki1 + vy, vy ~ N(0,02) (3.25)

onde A representa a tendéncia (driffj, cujo estimador de maxima verosimilhanca é dado por

3 _ (Ei'maw_/k?tmin)
A = s —mins,

Nao obstante, o modelo ARIMA sugerido pelos autores pode nao ser o mais adequado para todos
o0s estudos, dessa forma é explicado no proximo capitulo em que consiste um modelo ARIMA e todos os
passos que constituem a metodologia Box-Jenkins.

Para além da metodologia Box-Jenkins, neste trabalho também ¢é utilizado o Método de Holt para
modelar o nivel geral de mortalidade, k;, que sera definido também no proximo capitulo. De realcar
que, a semelhanca do Método Lee-Carter, também na Extensdo do Método LC a modelacédo de k; sera

realizada pelas duas metodologias referidas anteriormente.

3.5 Limitacoes do método Lee-Carter e novos

desenvolvimentos

Como o método LC foi utilizado para estudos em varios paises, ou seja, foi aplicado em realidades
distintas daquelas para a qual foi originalmente concebido, as suas qualidades foram evidenciadas mas

as suas limitacdes foram questionadas. Este método apresenta varias vantagens como, por exemplo, 0
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facto de este incorporar um modelo demografico, que & simultaneamente rico e parcimonioso, com um
modelo de séries temporais, onde ¢é possivel obter intervalos de confianca para as previsdes. Através
deste modelo também ¢é possivel obter, de forma indireta, estimativas para um horizonte onde ainda néo
haja informacéo disponivel. A um outro nivel, o método LC permite contornar algumas das principais
limitacoes dos métodos paramétricos de projecdo. Em particular, o método LC reduz a complexidade do
problema, oferece uma solucao simples para a obtencado de intervalos de confianca e contorna o problema
da irregularidade dos parametros (Bravo, 2007).

Passado alguns anos da publicacdo do método de Lee-Carter, R. Lee (2000) e R. Lee & Miller
(2001) fizeram um balanco do comportamento do método LC original e suscitaram algumas questdes
relativamente ao comportamento temporal quase linear da mortalidade, a verificacdo da hipotese base
do modelo de que o vetor de coeficientes 3, se mantém fixo no tempo, as condicdes iniciais de previsao
do modelo, ao grau de incerteza incorporado pelo modelo e a adequacao dos intervalos de previsao. Em
relacdo ao comportamento da mortalidade, verificou-se que esta nem sempre apresentou uma forma
quase linear como aquela representada pela trajetoria de k;, no estudo feito nos EUA no periodo
1900-1989. Portanto, o comportamento da série k; ndo reflete uma propriedade fundamental do
comportamento historico da mortalidade. As condicdes iniciais da previsao do modelo também foram
questionadas uma vez que a medida que o horizonte de previsdo aumenta, as restantes fontes de
incerteza, especificamente os erros na estimacdo de [, e os erros de ajustamento do modelo
demografico, €, , tornam-se cada vez menos relevantes, sendo dominados pela incerteza associada a
k;. Quanto aos intervalos de previsdo surgiram também algumas duvidas, visto que estes néo refletem
a incerteza sobre se a especificacdo do modelo é correta, nem a incerteza se o futuro sera semelhante
ao passado. Os intervalos sdo considerados muito estreitos, depreciando a capacidade do modelo para
incorporar a incerteza sobre o futuro. Verificou-se também que as condi¢des iniciais para a previsédo nao
sao as mais corretas, dado que, para alguns grupos etarios, constata-se que existe uma quebra entre o
valor observado para a taxa de mortalidade no ultimo ano do periodo de analise e o primeiro valor da
previsao. Esta questao foi analisada por Bell (1997), sendo que se concluiu que o método LC tinha uma
melhor performance em termos de previsdo se se considerasse «, como o logaritmo da taxa de
mortalidade observada mais recente.

Com o decorrer dos anos foram desenvolvidas inimeras extensdes do método LC, tais como:

¢ Wilmoth (1993), com o objetivo de utilizar o método LC para a previsao da mortalidade por causa

de morte, desenvolveu um processo em que o ajustamento do modelo era realizado apenas numa
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etapa. O autor propde gque o ajustamento do modelo 3.1 seja feito pelo método dos minimos
quadrados ponderados, utilizando como ponderadores o nimero de dbitos observados por idade
e ano, usando diretamente a SVD ponderada. Qutra proposta feita por este autor foi realizar a
estimacdo do modelo aplicando o0 método da maxima verosimilhanca, especificando um modelo

probabilistico cujos parametros podem ser estimados por este método;

L. R. Carter (1996) propds a utilizacdo de modelos estruturais de séries temporais para a
modelacao do nivel geral de mortalidade, possibilitando que os parametros da equacao de

estimacao possam variar no tempo;

R. Lee & Miller (2001) sugeriram a alteracdo da reestimacao do parametro k;, sendo que este
seria reestimado de maneira a que o valor estimado para a esperanca de vida a nascenca seja

igual ao respetivo valor observado num determinado ano;

L. Carter & Prskawetz (2001) questionam a possibilidade do método LC contemplar alteracdes
temporais nos parametros o, € (3., isto &, a possibilidade dos padrdes etarios de mortalidade se

alterarem ao longo do tempo;

J. Wilmoth & Valkonen (2002) desenvolveram uma extensdo do método LC com a finalidade de
analisar os diferenciais de mortalidade entre idades e tempo, onde retinem um conjunto de

variaveis explicativas.
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Capitulo 4

Séries Temporais

Neste capitulo sdo apresentadas algumas nocles basicas de séries temporais e processos

estocasticos, necessarias para a compreensao deste trabalho.

4.1 Conceito de Série Temporal

Uma série temporal € uma sucessao de observacoes ordenadas no tempo. As séries temporais podem
ser continuas (Y;, t € R) ou discretas (Y;, t = 1,2,...,n) e podem ser também classificadas em
univariadas, quando sao constituidas por observacdes de uma so variavel, ou em multivariadas, quando
se observam mais do que uma variavel em cada instante. A analise de séries temporais tem como objetivo
descobrir 0 modelo que melhor descreve o comportamento dos dados, isto &, estabelecer uma equacao

em que a variabilidade dos dados ¢ explicada a partir:
¢ de funcdes deterministicas do tempo;
e do seu proprio passado ja observado;

e ¢, ainda, de outras variaveis que podem apenas representar erros de medicao, outras quantidade
que influenciam o fendmeno ou simplesmente fatores que desconhecemos e/ou que nao podemos

controlar.

Segundo alguns autores, uma série temporal pode apresentar quatro componentes de variacédo: a
tendéncia (7°), a componente sazonal (.5), a componente ciclica (C') e a componente irregular/residual

(E). Estas sao descritas como:
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A tendéncia (7') identifica a inclinacdo, positiva ou negativa, que certas séries apresentam ao
longo do tempo. Esta pode ser consequéncia do facto dos valores observados dependeram de

uma componente deterministica que é funcdo monotona do tempo;

* A componente sazonal (S) pode corresponder a um aumento ou decréscimo que ocorre

regularmente em periodos especiais do ano, originando oscilacdes que se repetem;

* A componente ciclica (C') corresponde a um padréo de flutuacdo que ndo apresenta uma
periodicidade definida, isto é, a sua duracado ndo é fixa e, portanto, o seu comprimento varia

frequentemente de ciclo para ciclo, nem apresenta uma causa atribuida a fatores "sazonais”;

* Acomponente irregular/residual (£) é a componente que contém qualquer variacao nao explicada

pelas componentes anteriores e representa o ruido aleatorio.

Considere-se que T} corresponde a tendéncia no tempo ¢, .S; &8 componente sazonal no tempo ¢, E; a
componente irregular no tempo ¢ e que a componente ciclica (C') encontra-se incorporada na tendéncia.

Alguns modelos habitualmente adotados sao:
* Modelo aditivo
Y, =T, + S + E; (4.1)
¢ Modelo Multiplicativo

Y;: — 1—;5 X St X Et~ (42)

Um modelo aditivo é apropriado quando a magnitude das oscilacbes sazonais nao varia com o nivel
da série. Contudo, se estas aumentam ou diminuem proporcionalmente com a tendéncia da série, entdo
0 modelo multiplicativo € o mais adequado (Makridakis et al., 1998).

Por vezes é necessario realizar uma transformacao dos dados, sendo que a mais utilizada é a
logaritmica, de forma a converter um modelo multiplicativo num modelo aditivo, isto &, aplicando a

transformacao logaritmica em 4.2 obtém-se
log(Y;) = log(T) + log(Sy) + log(Ey). (4.3)

Desta forma obtém-se um modelo multiplicativo através do ajustamento de um modelo aditivo ao
logaritmo dos dados, porém esta transformacao ndo deve ser aplicada a séries temporais com valores

negativos ou nulos.

23



Os modelos de decomposicao aditivo e multiplicativo ndo sdo os Unicos modelos para decompor uma
série temporal, a juncédo dos dois pode originar outros modelos que incluem relacdes tanto aditivas como
multiplicativas. Por exemplo, o resultado da combinacéo entre os dois modelos pode originar um modelo

multiplicativo com erros aditivos, ou seja,
)/t = E X St + Et. (44)

A decomposicdo de séries temporais pode ser feita de forma automatica no ambiente R, através
da funcao decompose do package stats. Esta permite avaliar as diversas componentes de uma série

temporal separadamente, ajudando a identificar o comportamento individual das mesmas.

4.2 Processos Estocasticos

Dado um processo estocastico {Y (¢),¢ € T}, uma série temporal € um conjunto de observagdes
do processo estocastico em instantes ¢4, ts,...,%,. Generalizando, considera-se t inteiro (i.e., t =
0,41,+£2,...) e as observacdes sao feitas em intervalos de tempo regulares, isto €, com a mesma

amplitude (Alpuim, 1998).

Definicdo 1. Um processo estocéstico € qualquer familia ou colecdo de varidveis aleatorias Y (t),t €
T, em que Y (t) é uma varidvel aleatoria (ou conjunto de varidveis aleatorias) com contradominio S,
denominado por espaco de estados. T € um conjunto de indices ordenados representando o tempo

(Alpuim & Ribeiro, 2003).

Ao conjunto de indices 7 da-se o nome de espaco de pardmetros e ao contradominio das variaveis
aleatérias Y (t) da-se o nome de espaco de estados, que se representa por S. Quanto & natureza de T,
se 7 = Zou T = N dizse que o processo ¢ de tempo discreto e se 7 = R ou, mais comummente,
T = R diz-se que o processo é de tempo continuo.

Existem duas formas de caracterizar um processo estocastico. A primeira € especificar a distribuicao
de probabilidade conjunta das suas n variaveis aleatorias (Y (¢1), ..., Y (¢,)) para todos os inteiros n
e pontos ty, . .., t,. Porém esta forma de caracterizar é de extrema dificuldade e na pratica néo é viavel.
Uma forma simples de descrever um processo estocastico é através dos momentos do processo, em
particular o primeiro (valor médio) e segundo momento (funcdo de autocovariancia), designados por

-u(t) = E[Y(t)], parat =0,£1,£2,...,
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(s ta) = E[(Y (t) — p(t)) (Y (t2) — plt2))] ¢ = 0,41, 42, ...

A varidncia o(t) = Var[Y ()] parat = 0,41,+2,..., é um caso particular da funcéo de
autocovariancia (quando t; = t»).

A série de valores observados, que compdem a série temporal, € considerada apenas uma realizacao
(ou trajetoria) de um processo estocastico, de entre todas as possiveis, ou seja, 0 processo estocastico é
um sé, porém as séries que este pode gerar sdo infinitas.

Os processos estocasticos podem ser estacionarios ou nao estacionarios. De seguida, sao
apresentados os dois tipos de estacionariedade (forte e fraca), alguns procedimentos que permitem
transformar processos nao estacionarios em estacionarios e outras ferramentas necessarias para
realizar a modelacdo de séries temporais, como as funcdes de autocorrelacdo (FAC), funcdes de

autocorrelacao parcial (FACP) e o processo de ruido branco.

4.2.1 Processos Estocasticos Estacionarios

Nas Definicdes 2 e 3 estdo apresentadas, segundo Menezes (2020), os conceitos de processo
estocastico estacionario (ou fortemente estacionario) e processo estocastico de 2° ordem (ou

fracamente estacionario).

Definicdo 2. Um processo estocastico Y (t),t € T diz-se estritamente estaciondrio se a distribuicdo

conjuntade (Y (t1), ..., Y (t,)) € igual a distribuicdo conjunta de (Y (t;+96), ..., Y (t,+9)) qualquer

que seja o n-tiplo (ty, ..., t,) e para qualquer ¢, i.e.,
F(Y(tl),...,Y(tn))(yla e Yn) = F(Y(t1+5),...,Y(tn+5))(yla 3 Yn) (4.9)
em todos os pontos (Y1, - - ., Yn)-

Defini¢cao 3. Um processo estocdstico{Y (t),t € T } diz-se estaciondrio de 2.7 ordem (ou fracamente
estacionario) se todos os momentos até a 2.? ordem de (Y (t1),...,Y (t,)) existem e sdo iguais aos
momentos correspondentes até a 2.7 ordem de (Y (t; + 6),...,Y (t, + 6)). Logo, num processo

fracamente estacionario:

1. o valor médio ndo depende de't, i.e., u(t) = u;

2. avaridncia ndo depende det, i.e., o*(t) = o?;
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3. a covaridncia de Y (t1) e Y (ty) depende apenas do desfasamento t, — ty, ie.,

CovlY (t1),Y (t2)] = v(|t2 — t]).

Nos préximos conceitos consideram-se apenas processos estacionarios de 2% ordem, designados por

processos estacionarios.

4.2.2 Funcoes de Autocovariancia, Autocorrelacao e Autocorrelacao

Parcial
Definicao 4. Para um processo estacionario, define-se a funcao de autocovariancia
Vs = Cov[Yy, Yers] = El(Y: — p) (Yers — 1)), (4.6)

que mede a intensidade com que covariam (se acompanham) pares de valores do processo separados

por um intervalo (lag) de amplitude s.

A funcao de autocovariancia vy, € definida para s € R se o processo € de tempo continuo e para
s € Z se for de tempo discreto, i.e.,, s = 0, £1, £2..... Além disso, esta funcao satisfaz as seguintes

propriedades:
1. 79 = Cov[Y,, Y;] = Var[Y,] = 0%
2. v = Y_s, 1.€., @ funcado é par e dispensa a representacao grafica para s < 0;

3. |7s| < v, como consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schwarz dada por |E(XY)| <

E(X?)E(Y?);
4. A funcao ~, é semidefinida positiva, i.e., para qualquer conjunto de numeros reais s, . . ., a;, €
instantes de tempo ¢, . . ., t,,
DY (|t — ) > 0. (4.7)
i=1 j=1

Definicao 5. A funcao de autocorrelacédo (FAC), para um processo estacionario, é definida por

COU[}/;H }/;rFS] _ CO’UD/;H S/t+s] _ E
VVarlY]Var[Ye Var[Yi] Yo'

Ps = COTTD/M th+s] = (48)

que mede a correlacao entre pares de valores do processo separados por um intervalo de amplitude s.
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Tal como no caso da funcao de autocovariancia, a funcéo de autocorrelacéo p, pode estar definida
para s € R ou para s € 7Z, consoante o processo for de tempo continuo ou discreto, respetivamente.

Além disso, esta funcao satisfaz as seguintes propriedades:
1. po=Corr[Y, Y] =1,
2. ps = p_s, i-e., a funcdo é par e dispensa a representacao grafica para k < 0;

3. |ps| < 1, como consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schwarz;

4. Afuncao ps € semidefinida positiva, i.e., para qualquer conjunto de numeros reais s, . . ., a, €
instantes de tempo ¢4, . . ., t,,
S aiap(lt; —t5]) > 0. (4.9)
i=1 j=1

O correlograma teorico é a representacdo grafica da FAC. A analise deste ajuda na identificacéo
de varias caracteristicas de uma série temporal e € um auxiliar na escolha do modelo que Ihe é mais
adequado. O aumento de s traduz-se no decréscimo de ¢, €, consequentemente, de 4, isto €, a memoria
desvanece ao longo do tempo. Ja quando s tende para +oo, ¢, e v, tendem ambos para zero.

Para além de estudar a correlacdo de uma forma global, por vezes também interessa estudar a

correlacao parcial entre Y; e Y;. s, quando se fixam as varidveis intermédias Y; 1, Yiio, ..., Yiis 1.

Definicdo 6. O conjunto de autocorrelagées parciais de desfasamento (lag) s é dado por {¢ss = s =

1,2,...} onde
P*
Gss = COTT[Xt, Xt+s’Xt+1’ Xito, ... 7Xt+s—1] = ||PS || (4.10)
e Pr é a matriz s X s de autocorrelagdes onde a lltima coluna é substituida por [py ps . .. ps}T. A
matriz P, é dada por ) )
L p1 p2 e psaa
P1 1 p1 o Ps—2
Pi=1 po p 1 - pes |- (4.11)
| Ps—1 Ps—2 0 Pl 1 ]

Esta funcéo satisfaz as seguintes propriedades:

L. o1 = p1;
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42
2. ¢ = 5

1—p})+p1(pi+p3—2p2)
3. — p3( 1 17P2
P33 (1—p2)(1+p2—2p3%)

4.2.3 Ruido Branco

Definicdo 7. Um processo estocastico {e;,t € Z} diz-se um processo puramente aleatdrio ou
processo de ruido branco quando é formado por uma sucessdo de varidveis aleatorias nao
correlacionadas e identicamente distribuidas, de média e varidncia constantes, i.e., um processo

estocastico diz-se um ruido branco se e s se satisfaz as seguintes condicoes:

~

. Elet] = pe (usualmente pi = 0);

2. Varle] = o

€’

3. Cov(e, €hs) =77, =0, s==£1,4£2,....
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Figura 4.1: Simulacao de um ruido branco e respetivas FAC e FACP empiricas.

Como a média e a funcédo de autocovariancia ndo dependem do tempo, o processo é estacionario

de segunda ordem. Se para além disso as variaveis aleatérias seguirem uma distribuicado Normal (i.e.,

28



€ ~ N(ue,of)), entdo o processo é designado de ruido branco Gaussiano. Um bom modelo de
previsao devera produzir erros de previsao com um comportamento analogo ao de um ruido branco,
dada a imprevisibilidade inerente ao ruido branco. A titulo de exemplo, na Figura 4.1 é apresentada uma

simulacao de um processo de ruido branco e as respetivas FAC e FACP empiricas.

4.2.4 Estimaciao dos parametros caracterizadores dos processos

estacionarios

Na modelacdo de uma série temporal é extremamente importante a estimacao de parametros que
caracterizem o processo estacionario subjacente. Os processos estacionarios sdo caracterizados pela
média 4, a varidncia o e as autocorrelacdes p,. Considerando um conjunto de n observagdes de um
processo estacionario Y; durante um certo periodo de tempo, ou seja, Y7, Ys, ..., Y,, podem utilizar-se

os estimadores classicos dos parametros

. _ 1 <&
. paraamedlauusarY:EZYt;

t=1
N . . 1 n—s _ _
* para a autocovariancia vy, usar v, = — g Y, = Y)(Y,s = Y);
n
t=1

Ys Y, =)V - Y
« para a autocorrelacdo p, usar j, = 1> = ==l ( L ) t_*SQ )
Yo > (Y =Y)

4.3 Processos Estocasticos Nao Estacionarios

Numa série estacionaria, os valores futuros serdo similares aos do passado e, por isso, a
estacionariedade é um importante pressuposto quando se pretende obter previsdes com base em
observacoes passadas. A maioria das séries temporais, na pratica, sao nao estacionarias. Um processo
pode ser nao estacionario por a média e/ou a variancia serem funcoes do tempo e ndo constantes.
Uma série estacionaria em média pode nao ser estacionaria em variancia. Para contornar este
problema pode recorrer-se a transformacdes que estabilizam a média e/ou variancia, de forma a
converter uma série temporal nao estacionaria numa série estacionaria. No caso de se estar perante
uma série nao estacionaria em média e em variancia, deve se proceder, primeiramente, a estabilizacdo

da variancia e, posteriormente, a estabilizacdo da média.
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Existem varios procedimentos que tém como objetivo a remocéo da tendéncia e da sazonalidade de
uma série temporal, permitindo que se atinja a estacionariedade. Estes métodos seguem os modelos de
decomposicdo abordados anteriormente e consistem na estimacao das componentes Tendéncia (7}) e
sazonalidade (S;) através de funcoes deterministicas (ou outras abordagens), de modo que a série, apos
a "remocao” dessas componentes, passe a ser bem modelada por um processo estacionario (Alpuim,
1998). Porém, em muitas séries temporais & possivel realizar outro tipo de transformacoes que permitem

transformar séries ndo estacionarias em estacionarias.

4.3.1 Transformacdes para a estacionariedade

Uma das formas que permite a estabilizacao da média consiste no uso de processos de diferenciacao,
que resultam da aplicacdo do operador diferenca V, definido como VY; = Y; — Y;_1, a série temporal
ndo estacionaria. Assim, se uma série, Y}, for ndo estacionaria, pode pensar-se em transforméa-la numa

série estacionaria, aplicando uma diferenciacao de primeira ordem, i.e.,
VY, =Y, —Y, 1, t=2,3,....n. (4.12)

Se a diferenciacéo de 1.% ordem nao for suficiente para obter uma série estacionaria, podem obter-se
as diferencas de 2° ordem, que correspondem as diferencas das primeiras diferencas da série original,

i.e.,
VY, =V(VY) = V(Y - Yi)) =Y, = 2Y; + Yi, t=3,4,...,n. (4.13)

0 operador de diferenciacdo de ordem d, para qualquer inteiro d > 1, consiste em diferenciar a série
d vezes, ou seja,

VY, =V(V"©Y,), t=d+1,....n (4.14)

De notar que a diferenciacao de uma série ja estacionaria é indesejavel e deve evitar-se. O objetivo
passa por determinar a série estacionaria obtida pela menor diferenciacdo, uma vez que a variancia
aumenta com a ordem de diferenciacdo. De uma forma geral, se a série transformada V%Y, é
estacionaria, entdo, para qualquer d > dy, a série V%Y, é também estaciondria, mas tem maior
variancia. Conclui-se, portanto, que se deve evitar a sobrediferenciacdo para nao introduzir variacao
indesejada na série transformada. Caso este procedimento seja adequado, as diferenciacbes de 1.% e

2.2 ordens devem ser suficientes para obter uma série estacionaria.
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Se uma série temporal é diferenciada uma vez e a série diferenciada é estacionaria, diz-se que a
série original ¢ integravel de ordem 1 e representa-se por I(1). Usualmente, se a série for diferenciada d
vezes, esta é integravel de ordem d ou I(d). Por convencdo, se d = 0, o processo /(0) é um processo
estacionario.

Para a estabilizacao da variancia de uma série nao estacionaria, pode ser utilizado um método de

transformacao parameétrica, mais conhecido como transformacdo de Box-Cox, que se baseia na seguinte

expressao
YA -1
t—  A#£0
7, =T(,) = A 4 : (4.15)
logy;, A=0

onde os valores de A estdo no intervalo [—1;1]. As transformacdes mais recorrentes encontram-se

sumariadas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Transformacoes usuais de Box-Cox.

A | Transformacéo
1| Zi =+
—-0,5 | Zy = \/LYT
0| Z; =logY,
0,5| Z, =Y,
117, =Y,

Porém, note-se que algumas destas transformacdes, nomeadamente a do logaritmo, apenas estao
definidas para séries temporais de valores positivos. Para contornar esta situacédo, pode-se encontrar
uma constante c tal que Y; 4+ ¢ > 0 e, posteriormente, aplicar as transformacoes.

Como foi referido anteriormente, a transformacao logaritmica permite converter o efeito sazonal
multiplicativo em aditivo, sendo por isso uma das transformacdes Box-Cox mais utilizadas. Esta
transformacao permite também estabilizar as diferencas entre os valores da série temporal, isto ¢, a sua
variancia, e pode ser utilizada para atenuar o efeito de possiveis outliers. De realcar que, sempre que se
aplica uma transformacéo aos dados, todas as previsdes geradas pelo modelo selecionado estardo nas
unidades transformadas. Por essa razao, depois de ajustado o modelo e estimados os parametros,

devem ser revertidas as transformacdes, de modo a obter previsdes nas unidades originais.
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Passeio aleatodrio

Considere-se o seguinte modelo de tendéncia estocastica,
Yi=Yi 1 +e, (4.16)

onde ¢; € um ruido branco. Este modelo é vulgarmente conhecido por modelo de passeio aleatorio
(random walk), uma vez que descreve a série no momento ¢ com base no seu valor passado (no momento
t — 1) mais um choque aleatdrio.

Em geral, os “passeios aleatorios” caracterizam-se por movimentos de tendéncia crescente ou
decrescente em periodos longos, seguidos de mudancas bruscas de sentido imprevisivel (Caiado,
2022). No entanto, uma vez que as aparentes tendéncias sdo apenas o resultado da existéncia de um
elevado numero de valores positivos em relacdo ao nimero de valores negativos (no caso de tendéncias
crescentes) ou vice-versa (no caso de tendéncias decrescentes), o valor médio de um processo aleatorio

é constante. Efetivamente, se Y; for conhecido, o modelo de passeio aleatdrio pode ser reescrito como
t

=Y+ ) e, (4.17)
=1

e, calculando o valor esperado de Y}, conclui-se que este € igual a Yj e, portanto, constante. Apesar disso,
0 modelo de passeio aleatdrio € um processo nao estacionario, uma vez que a sua variancia depende de
t (Enders, 2015). No entanto, aplicando uma transformacao, nomeadamente uma diferenciacao de 1.?

ordem, VY, = ¢, € possivel obter um ruido branco, que ¢ um processo estacionario.

Passeio Aleatorio Passeio Aleatorio: Diferenciagdo de 12 ordem

Tempo Tempo

Figura 4.2: Simulacao de um modelo de passeio aleatério e as suas diferencas de 1.% ordem.

Na Figura 4.2 pode observar-se uma série simulada com 100 observacdes de um modelo de passeio

aleatdrio, com €, um ruido branco Gaussiano de média nula e variancia unitaria, bem como o resultado
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da diferenciacdo de 1.7 ordem da mesma. O correlograma de um passeio aleatdrio apresenta correlacdes

positivas que decaem muito lentamente para zero.

Passeio aleatorio com drift

O modelo de passeio aleatorio com drift € uma extensao do modelo anterior, quando se adiciona um
termo constante ay, i.e.,

Yi=ao+ Y1 + e, (4.18)

onde €; € um ruido branco. Neste caso, considera-se que a tendéncia é parcialmente deterministica
e parcialmente estocastica. Por essa razao, o valor médio deste processo depende de ¢, ndo sendo
constante. De facto, se Y| for conhecido, o modelo de passeio aleatério com drift pode ser reescrito

como

t
Yi=Yy+at+ ) e, (4.19)
=1

1=

e, calculando o valor esperado de Y, conclui-se que este é igual a Yy + aot e, por isso, dependente
de t. Desta forma, também o modelo de passeio aleatério com drift € ndo estacionario, podendo ser
transformado em estacionario se se aplicar uma diferenciacao de 1.* ordem.

Na Figura 4.3 pode observar-se uma série simulada com 100 observacdes de um modelo de passeio
aleatério com drift, onde ¢; € um ruido branco Gaussiano de média nula e variancia unitaria e ag = 0,5,

bem como o resultado da diferenciacao de 1.2 ordem da mesma.

Passeio Aleatorio com drift Passeio Aleatorio com drift: Diferenciagdo de 1? ordem

40

30
|
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Tempo Tempo

Figura 4.3: Simulacdo de um modelo de passeio aleatério com drift e as suas diferencas de 1.? ordem.

Usualmente, neste tipo de processos, a tendéncia deterministica € dominante. No entanto, o aumento
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da variancia de €, ou a diminuicao do valor absoluto de ag podem mascarar a existéncia de uma tendéncia

deterministica (Enders, 2015).

4.3.2 Analise de estacionariedade

Para analisar a estacionariedade de uma série temporal, de uma forma, elementar, pode-se
representar graficamente os dados ao longo do tempo. Contudo, esta analise é subjetiva e, apesar de
util, deve ser confirmada através de testes estatisticos formais. Existem diversos testes para realizar
este estudo, estes baseiam-se, na sua maioria, em encontrar uma raiz unitaria. De acordo com a
literatura, deve-se utilizar mais do que um teste de raiz unitaria, de forma a avaliar a estacionariedade
da série. Alguns dos testes mais utilizados séo os testes de Dickey-Fuller (DF), Dickey-Fuller Aumentado
(Augmented Dickey Fuller, ADF), Phillips-Perron (PP) e Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS). No
caso dos testes DF, ADF e PP, a hipdtese a testar é a presenca de uma raiz unitaria, ou seja, a nao

estacionariedade, ja no caso do teste KPSS, a hipdtese nula é a estacionariedade.

Teste de Dickey-Fuller

Considere-se um processo definido por
Yi=0¢Yi1+e, —-1<o¢<1, (4.20)

onde ¢; é um ruido branco. Este processo é estacionario se |¢p| < 1 (trata-se de um processo
autorregressivo de ordem 1, como se vera na Seccdo 5.2). Porém, quando ¢ = 1 este processo é um
passeio aleatério, o que, como foi visto anteriormente, equivale a fazer uma diferenciacao de 1.% ordem.
Assim, se ¢ = 1, pode dizer-se que a série é ndo estacionaria.

O processo descrito pela equacao (4.20) pode ser escrito na forma das diferencas, ou seja,

Yi=0¢Yia+te & Y —Y1=0Y, 1 —Yi1+e (4.21)
& VY= (@-1)Yii+e (4.22)
& VY, =0Y 1 + e, (4.23)

onde § = ¢ — 1 e ¢; € um processo estacionario. Assim, as hipoteses para o teste DF em termos de o
sao dadas por

Hy:0=0wvs H : -2<6<0.
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De notar que, se & = 0 entdo Y; ~ I(1). Isto ¢, a série das primeiras diferencas € estacionaria e a
série original € um passeio aleatério. Se —2 < ¢ < 0, entdo o processo Y; é estacionario. Com base

nesta modificacdo, Dickey & Fuller (1979) propdem o teste
Hy:0=0wvs Hy:0<0O.

Se a hipotese Hy néo ¢ rejeitada entdo o processo Y; é ndo estacionario, i.e., Y; ~ I(1). No caso de
0 <Oentdop —1 < 0« ¢ < 1e, tendo em conta as condicdes de estacionariedade para este
processo, a série Y; é estacionaria.

Além da equacao (4.23), Dickey e Fuller consideram também duas equacdes alternativas:

VY, = ap+ Y1+ ¢, (4.24)

VY; = agp+ Cth + 5}/;_1 + €. (425)

A diferenca entre as trés equacoes reside, essencialmente, na presenca/auséncia de uma constante ag
e/ou de um termo deterministico a;¢. Assim, a rejeicao da hipdtese nula, Hy : 6 = 0, considerando a
equacao (4.24), implica que o processo Y; é estacionario de média ndo nula. No caso da equacéo (4.25),
a indicacdo é de que Y; ~ I(0) com uma tendéncia deterministica.

Ao aplicar o teste DF deve verificar-se se a sequéncia ¢; € ndo correlacionada, uma vez que, quando
este pressuposto ndo se verifica, estes testes tendem a exibir um fraco comportamento. Caso isso
aconteca, o teste DF nao pode ser aplicado e deve optar-se por uma versao do teste para ordens

superiores, ou seja, o teste ADF (Cordeiro, 2011).

Teste de Dickey-Fuller Aumentado

Muitas séries apresentam uma estrutura mais complexa do que a captada pelo modelo (4.20). Para
lidar com esses casos, surge uma variante do teste DF capaz de integrar modelos mais complexos. Esta
inovacao deve-se a Said & Dickey (1984) e, desde entdo, este tem sido um dos testes mais usados no
estudo da estacionariedade de séries temporais.

Considere-se um processo mais complexo que o apresentado em (4.20) definido por
Yi=0Yia + Yo+ -+ ¢pYi, + e (4.26)

Assim, repetindo o processo da (4.21) a (4.23), obtém-se

p—1
VY, =6Y1 4+ Y VY + e, (4.27)

Jj=1
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onded = >0 di— 1,7 = =30 ;110 VYij =Y ;—Yi;1ee éumruido branco. Esta
decomposicado separa o modelo (4.26) em dois termos: Y;_; e as p— 1 primeiras diferencas. No caso em
que Y; é I(1) (passeio aleatorio), esta separagdo envolve uma componente /(1) e p — 1 componentes
1(0) (estacionarias). Na terminologia comum, diz-se que o modelo original foi aumentado por p — 1
componentes de primeiras diferencas, dando origem & designacéo ADF(p — 1).

Para o modelo (4.27), a existéncia de uma raiz unitaria € garantida se Zle ¢;=1,ie,sed=0.

Assim, as hipoteses a testar séo, também neste caso,
Hy:6=0wvs H :0<0

e a nao rejeicdo da hipotese nula implica a nao estacionariedade de Y;. Uma vez que este teste € unilateral
a esquerda, a hipdtese nula é rejeitada a um nivel de significancia « se a estatistica de teste for inferior
ou igual ao quantil (1 — «/)100% da distribuicéo correspondente (valor critico).

Além da equacao (4.27) e a semelhanca do que acontece no teste DF, sdo propostas duas outras

equacoes
p—1
VY, = ag+0Yi1+ Y VY, +e (4.28)
j=1
p—1
VY, = at+at+0Yii+ > 3V +e. (4.29)
j=1

cuja diferenca reside, novamente, na presenca/auséncia de uma constante ag e/ou de um termo
deterministico a;t.
0O teste ADF apresenta um problema que ¢ a decisao de qual o nimero de termos a incluir na equacao

a ser testada, ou seja, o valor de p. Para isso podem ser utilizadas vérias estratégias, tais como:

1. Escolher o valor de p empiricamente. A ideia € incluir um nimero suficiente de termos de forma

que a estrutura dos residuos nao apresente correlacao;

2. Minimizar algum critério de informacdo como, por exemplo, o critério de informacdo de Akaike

(Akaike Information Criterion, AIC);

3. Usar aregra proposta por Ng & Perron (1995): primeiro, define-se um limite maximo para p, pmaz;
de seguida, calcula-se o teste ADF considerando p = pinqz; S€ 0 valor absoluto da estatistica ¢

para testar a significancia da diferenca de ordem p for maior do que 1,6, define-se p = Pras
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e prossegue-se com o teste; caso contrario, reduz-se p em uma unidade e repete-se o processo.

Para determinar p,,.. pode utilizar-se (proposta de Schwert (2002))

T\ VA
12 ( —
(100)

onde [z] representa a parte inteira de = € T' o numero de observacées. Esta sera a estratégia

Pmaz = s

adotada para definir o valor de p.

Independentemente da estratégia escolhida, o importante é averiguar se os residuos do modelo

apresentam um comportamento analogo ao de um ruido branco antes da aplicacao do teste.

Teste de Phillips-Perron

O teste de Phillips-Perron (PP) difere do teste ADF principalmente na estrutura permitida para os
erros, ¢;. Efetivamente, enquanto que o teste ADF exige que estes sejam independentes, o teste PP
permite que os erros sejam correlacionados e, possivelmente, heterocedasticos. Por isso, as equacoes
a testar sao iguais as apresentadas para o teste ADF, com a Unica diferenca que ¢; deixa de ser um
ruido branco. As hipéteses a testar sdo também semelhantes e, por isso, a rejeicao da hipdtese nula

implica a estacionariedade do processo.

Teste de KPSS
0 teste de KPSS, proposto por Kwiatkowski, Phillips, Schmidt e Shin, serve, tal como os anteriores,
para avaliar a estacionariedade de um processo. No entanto, neste caso, as hipoteses a testar sdo

diferentes, ou seja,
Hy : O processo ¢é estacionario vs H; : O processo é nao estacionario.

Se se considerar o processo Y, a equacao deste teste decompde Y; numa soma de trés componentes:

uma tendéncia deterministica (7}), um passeio aleatorio (y;) € um erro estacionario (u,), i.e.,

Y, Ty + pue + uy, (4.30)

Mt = -1t €, (4.31)
onde ¢; € um ruido branco. Este teste é unilateral a direita logo, a hipdtese nula é rejeitada a um nivel

de significancia « se a estatistica de teste for superior ou igual ao quantil (1 — «)100% da distribuicéo

correspondente (valor critico).
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Capitulo 5

Modelos de Previsao em Séries Temporais

Um modelo estatistico determina um processo gerador dos dados, que pode ser utilizado para obter
toda a distribuicdo de probabilidade para um momento futuro. Um modelo permite realizar previsdes
pontuais para um determinado horizonte temporal e também permite o calculo de previsdes intervalares,
isto ¢, intervalos de previsdo, para um nivel de confianca associado.

Um método de previsdo € um procedimento para calcular previsdes a partir de valores presentes e
passados. Como tal, pode ser simplesmente um algoritmo e nao depender de um modelo de probabilidade
subjacente ou, alternativamente, surgir da identificacdo de um modelo especifico para os dados fornecidos
e da localizacdo de previsdes condicionadas a esse modelo (Chatfield, 2000). A escolha do método pode
depender de muitas consideracdes como, por exemplo, do objetivo do calculo das previsdes, do tipo
de série temporal e a presenca/auséncia de componentes como a tendéncia e/ou a sazonalidade, a
dimensao da série temporal (n), o horizonte de previsao (h), o conhecimento e a experiéncia do analista
e, por fim, da disponibilidade dos programas informaticos.

De facto, existem diversos métodos de previsdo que podem ser aplicados a uma série temporal,
apresentando cada um as suas capacidades e limitacdes. Nesta dissertacédo sao estudadas duas

abordagens distintas: a metodologia classica de Box-Jenkins e a nao paramétrca de Holt.

5.1 Metodologia Box-Jenkins

Box & Jenkins (1970) introduziram os modelos SARIMA (Seasonal Autoregressive Integrated Moving
Average) de forma a modelar e prever séries temporais estacionarias e nédo estacionarias. Os modelos

SARIMA podem ser divididos em modelos mais simples, isto &, podem ser divididos em: modelo
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autorregressivo (autoregressive, AR), que considera que o comportamento da série pode ser explicado
através do seu passado; modelo de médias moveis (moving average, MA), que considera que a série
temporal é explicada a partir de uma sucessao de choques aleatorios; e, por ultimo, o modelo
autorregressivo e de médias moveis (autoregressive moving average, ARMA), que se trata de uma
combinacao dos dois modelos anteriores. Estes modelos apenas sao utéis para séries estacionarias,
sendo que no caso de séries nao estacionaria sao utilizados os modelos integrados (ARIMA) ou, para

séries que apresentem sazonalidade, os equivalentes sazonais (SARIMA).

A metodologia Box-Jenkins & um processo iterativo constituido por trés fases, a identificacao,
estimacao e diagnostico. Na primeira fase pretende-se identificar o modelo ARIMA mais apropriado
através da analise da representacdo grafica dos dados e das respetivas FAC e FACP empiricas. Na
segunda fase os parametros do modelo escolhido sdo estimados e, por fim, na terceira fase os
parametros sao avaliados quanto a sua significancia e é também avaliado o comportamento dos
residuos, mais concretamente se estes apresentam um comportamento analogo ao de um ruido branco.

Estas trés fases sdo aplicadas iterativamente até que o modelo final ndo possa ser melhorado.

Comparativamente com os métodos de alisamento exponencial, a maior vantagem dos modelos
ARIMA é que estes ttm em consideracdo uma das principais caracteristicas dos dados de séries
temporais, a dependéncia temporal, ou seja, a autocorrelacdo. Desta forma, afirma-se que os modelos
ARIMA séo apropriados quando se pode assumir que existe algum tipo de relacao entre o passado e o
futuro, contudo, isso torna-os pouco recomendados para realizar previsdes a longo prazo e/ou previsdes

de séries com mudancas bruscas de comportamento.

5.2 Modelos de Processos Estacionarios

Considera-se que uma série estacionaria fica completamente definida pelas suas funcées média,
variancia e de autocorrelacdo. Assim sendo, com a metodologia Box-Jenkins, pretende-se identificar um

modelo com base no comportamento da funcao de autocorrelacao empirica.

Os processos ARMA sao considerados como um grupo bastante variado e de grande fiabilidade no
que respeita @ modelacao de inimeras séries temporais estacionarias. Contudo, para a modelacao de

séries que apresentem oscilacdes bruscas ao longo do tempo, este tipo de processos torna-se insuficiente.
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5.2.1 Processo Autorregressivo de ordem p, AR(p)

Os processos autorregressivos baseiam-se no pressuposto de que a observacdo da variavel no instante
t se relaciona, de forma linear, com as observacoes nos instantes anteriores. Assim, o processo Y; diz-se

um processo autorregressivo de ordem p, AR(p), quando satisfaz a equagao
Yi=0Yia + Yo+ 4+ Yo p + €, (5.1)

onde ¢; € um ruido branco de média nula, independente de Y;_, paratodo o s > 1. De facto, Y; pode ser
vista como uma variavel dependente que € explicada através de uma regressao linear multipla, em que
as observacoes em p instantes anteriores funcionam como variaveis explicativas e ¢; sao os coeficientes
de cada Y;_;.

De forma alternativa, a representagdo de um processo AR(p) pode ser feita a partir do operador

atraso B?, que se define como sendo B*Y; = Y,_,. Com efeito, a equacdo (5.1) pode ser reescrita

como

®,(B)Y; = e, (5.2)
onde ®,(B) = 1— ¢1B — ¢ B* — - - - — ¢, BP & 0 polinémio autorregressivo de ordem p. Tendo em
consideracao as p raizes (reais ou complexas), Gl’l, G;l, cee G;l, da equacao caracteristica ®,(B) =

0, torna-se possivel fatorizar o polinomio autorregressivo do seguinte modo

®,(B) = ﬁu — G,B). (5.3)

i=1

Para que o processo seja estacionario é condicdo necessaria e suficiente que as raizes da equacao
caracteristica sejam todas de mddulo maior do que a unidade, ou seja, que |G;| < 1, para
1 = 1,2,...,p. Qualquer processo autorregressivo que seja estacionario é também invertivel, o que,
em termos praticos, significa que a dependéncia do passado se vai atenuando a medida que o passado
se torna mais remoto.

Portanto, se o processo Y; é um processo AR(p), entdo a sua funcdo de autocorrelagéo parcial,
¢ss, € igual a zero para todo 0 s > p. Assim, a FACP de um processo AR(p) apresenta, graficamente,
uma queda brusca para zero a partir do /ag p + 1, enquanto que a respetiva FAC tem um decaimento
exponencial ou sinusoidal amortecido para zero. Na Figura 5.1 encontra-se representado um processo

autorregressivo de ordem 2, AR(2), e as respetivas FAC e FACP empiricas.
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Simulagéo de um processo autorregressivo de ordem 2, AR(2)
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Figura 5.1: Simulacdo de um processo autorregressivo e as respetivas FAC e FACP empiricas.

5.2.2 Processo de Médias Moveis (MA)

Diz-se que o processo Y; é um processo de médias méveis de ordem g, MA(g), quando este assume
a expressao

Y;L =€+ 9161571 + 62@72 + -+ eqﬁtfq (54)

ou

Yy = 64(B)e, (5.9)

onde €; ¢ um ruido branco de média nula e ©,(B) = 1+ ;B + 6,B? + - - - + ,B7 ¢ o polinomio
de médias moveis de ordem ¢. Através destes processos, pretende-se exprimir Y; em termos de um
processo mais simples, como é o ruido branco. Desse modo, um processo de médias moéveis de ordem
q define-se, em cada instante £, como a média ponderada das g+ 1 observacdes de um processo de ruido
branco. Assim, gracas a estacionariedade inerente ao ruido branco, os processos de médias moveis sao
sempre estacionarios. Um processo de médias moveis € invertivel se puder ser escrito como um processo
autorregressivo estacionario de ordem infinita. Para garantir a invertibilidade do processo, basta que, a
semelhanca do que acontece no caso da estacionariedade de processos autorregressivos, as raizes da
equacao caracteristica @q(B) = 0 se encontrem todas fora do circulo unitario, isto &, sejam, em modulo,
todas superiores a 1 (Cowpertwait & Metcalfe, 2009).

Se o processo Y; é um processo MA(q), entéo a sua fungao de autocorrelacéo, ps, € igual a zero para
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todoo s > ¢, e, porisso, a FAC de um processo MA(q) apresenta, graficamente, uma queda brusca para
zero a partir do lag g + 1. No que respeita a FACP, esta exibe um decaimento exponencial ou sinusoidal
amortecido para zero tendo, portanto, a mesma estrutura que a FAC de um processo AR(q). Na Figura
5.2 encontra-se representado um processo de médias moveis de ordem 2, MA(2), e as respetivas FAC e

FACP empiricas.

Simulagdo de um processo de médias méveis de ordem 2, MA(2)
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Figura 5.2: Simulacdo de um processo de médias moveis e as respetivas FAC e FACP empiricas.

5.2.3 Processo Autorregressivo e de Médias Méveis, ARMA(p, ¢)

Os processos estacionarios e invertiveis podem ser representados de duas formas, através da forma
autorregressiva ou de médias moveis. Porém, pode acontecer que qualquer um destes processos tenha
uma representacao com um numero excessivo de parametros, o que pode conduzir a uma perda de
eficiéncia na sua estimacao (Caiado, 2022). Se assim se verificar, pode construir-se um modelo mais
parcimonioso que inclua tanto termos autorregressivos como de meédias moveis. Este modelo
corresponde ao modelo ARMA(p, q) que se designa por processo misto autorregressivo e de médias
moveis de ordens p e q.

Assim, o processo Y; diz-se um processo autorregressivo e de médias moveis de ordens p e g,

ARMA(p, q), se satisfaz a equacao

Y=Y+ + oY p+ e+ b1+ + 046 (5.6)
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OU a equacao

o,(B)Y, = 0,(B)e, (5.7)

onde €; € um ruido branco de média nula, independente de Y;_ paratodoos > 1, ®,(B) = 1 —
1 B—---—¢,B"eOy(B) =1+6,B+---+60,B9 séo os polindmios autorregressivos e de médias

moveis de ordens p e g, respetivamente.

A FAC e a FACP de um processo ARMA(p, q) resultam da combinacéo das respetivas funcées dos
processos AR(p) e MA(q). Recorde-se que a FAC de um processo MA(q) € insignificante a partir do
lag ¢ + 1, o mesmo acontecendo para a FACP de um processo AR(p) depois do lag p. De facto, uma
vez que o processo ARMA(p, ¢) é uma combinacéo dos processos AR(p) e MA(q), a estacionariedade e
a invertibilidade do processo ficam garantidas se as raizes das equacdes caracteristicas ®,(B) = 0 e
@q(B) = 0 sao, em mddulo, maiores do que a unidade. Como & evidente, estes processos generalizam
0s processos anteriormente mencionados e, por exemplo, um processo ARMA(p, 0) é equivalente a um

processo AR(p), o mesmo acontecendo com um ARMA(0, ¢) relativamente a um MA(q).

Na Figura 5.3 encontra-se representado um processo autorregressivo e de médias moveis, ARMA(2,2),

e as respetivas FAC e FACP empiricas.

Simulagdo de um processo ARMA(2,2)
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Figura 5.3: Simulacdo de um processo autorregressivo e de médias moveis e as respetivas FAC e FACP empiricas.
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5.3 Modelos de Processos Nao Estacionarios

Numa perspetiva pratica, a maioria das séries temporais é ndo estacionaria. Quando tal se verifica,
& necessaria a remocao, nos dados, das fontes de variacdo nao estacionarias como, por exemplo, a
tendéncia e a sazonalidade, de forma a possibilitar o ajustamento de um modelo estacionario. Como foi
referido anteriormente, se a série temporal observada for nao estacionaria na média, podem ser aplicadas
uma ou varias diferenciacdes @ mesma. Dessa forma, se se substituir Y; por V¢Y; na equacio (5.7),
obtém-se um modelo capaz de descrever séries estacionarias, ou seja, um modelo ARIMA. Este tipo
de modelo é designado como modelo “integrado”, visto que o modelo estacionario que é ajustado aos
dados diferenciados deve ser somado ou “integrado” de forma a devolver um modelo para os dados nao
estacionarios. De notar que estes modelos, a semelhanca dos modelos ARMA, podem ser generalizados

para incluir termos sazonais, dando origem aos modelos SARIMA.

5.3.1 Processo Autorregressivo Integrado de Médias Moéveis (ARIMA)

O processo Y; diz-se um processo autorregressivo e de médias moveis integrado, ARIMA(p, d, q),

quando assume a expressao

(1-¢pB—-—¢,B")Y1—-B)Y,=(1+6,B+--+0,B¢ (5.8)

ou
®,(B)V?Y; = 0,(B)e, (5.9)
onde V4, = (1 — B)dYt, com d > 1, é a série estacionaria depois de diferenciada d vezes,
®1,P2,...,¢, sa0 0s parametros autorregressivos, ¢q,0s,...,0, sao os parametros de médias

méveis e ,(B) e ©,(B) sdo os polindmios autorregressivos e de médias méveis regulares.

Dado que se trata de um processo ndo estacionario, um processo deste tipo apresenta uma FAC
com coeficientes positivos e decaimento muito lento para zero, pelo que através desta se identifica que
¢ necessario aplicar uma diferenciacdo. Na Figura 5.4 encontra-se representado um processo

autorregressivo e de médias moveis integrado, ARIMA(2, 1, 1), e as respetivas FAC e FACP empiricas.
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Figura 5.4: Simulagdo de um processo autorregressivo e de médias moveis integrado, ARIMA(2,1,1) e respetivas FAC e

FACP empiricas.

5.3.2 Processo Autorregressivo Integrado de Médias Moveis Sazonal

(SARIMA)

Nas séries temporais sazonais & previsivel que a componente sazonal esteja de alguma forma
relacionada com as componentes ndo sazonais. Isto significa que, se as observacdes vizinhas de uma
serie, Y;,Y;_1,Y,_o, ..., estdo relacionadas, € muito provavel que as observacdes vizinhas espacadas

em s unidades temporais, Y;,Y:_, Yi o4, ..., também estejam relacionadas. Por isso, pode
estender-se o processo ARIMA(p, d, ¢) a um processo multiplicativo integrado sazonal, que generaliza
todos os processos apresentados anteriormente e se representa por SARIMA(p, d, ¢) (P, D, Q).

Antes de mais é conveniente apresentar a no¢ao de diferenciacao sazonal. Uma diferenciacao sazonal
ndo é mais do que a diferenca entre a observacao no instante ¢ e a observacdo que ocorre s momentos
antes, ou seja, a observacao no instante t — s. Assim, quando uma série apresenta um comportamento

periodico repetitivo, pode-se aplicar uma diferenciacdo sazonal, isto &,
VY, =Y, - Y, = (1- B*)Y,. (5.10)

Como consequéncia, a série resultante desta diferenciacao corresponde @ mudanca entre observacoes
separadas por periodos de tempo s. Por exemplo, para uma série mensal, com s = 12, a série resultante

de uma diferenciacdo sazonal representa a mudanca que ocorre de ano para ano.
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De uma forma semelhante ao que acontece para a diferenciacéo (regular) apresentada anteriormente,
a diferenciacao sazonal pode ser aplicada a uma série D vezes, originando o operador de diferenciacéo

sazonal de ordem D, para qualquer inteiro D > 1, que se define por
VPY, = (1 - B%PY,. (5.11)

Deste modo, um processo Y, diz-se um processo autorregressivo e de médias moveis integrado

sazonal, SARIMA(p, d, q)(P, D, @), quando satisfaz a equacéo
®,(B)Np(B*)VVLY, = 0,(B)Hq(B*)e, (5.12)

em que ®,(B), Np(B*),0,(B) e Hy(B?®) sao os polindmios ja referidos, d e D séo as ordens de
diferenciacdo das partes regular e sazonal, respetivamente. Normalmente, a necessidade de uma
diferenciacdo sazonal pode ser indicada através da FAC de um processo, nomeadamente, quando esta
decai lentamente nos /ags multiplos de s e € insignificante nos restantes (Shumway & Stoffer, 2011).

Na Figura 5.5 encontra-se representado um processo SARIMA(2, 1,1)(1, 1, 1);2 e as respetivas FAC e

FACP empiricas.
Simulagio de um processo SARIMA[2,1,1)i1.1,1) de periodo 12
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Figura 5.5: Simulagéo de um processo autorregressivo e de médias méveis integrado sazonal, SARIMA(2,1,1)(1,1,1)12 €

respetivas FAC e FACP empiricas.
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5.4 Etapas da Metodologia Box-Jenkins

Nesta seccao sao explicadas com mais detalhe as etapas da metodologia Box-Jenkins, isto &, as
etapas de identificacdo, estimacao e diagndstico, no caso da escolha de um modelo ARIMA.

A primeira etapa consiste na identificagdo de um modelo ARIMA(p, d, q) que descreva a relagéo
existente entre as suas observacdes. Esta etapa compreende trés importantes passos na tentativa de

identificacéo dos valores inteiros d, p e q.

1. Representacao grafica da série e respetiva estacionarizacao
O estudo de uma série temporal deve iniciar-se pela analise detalhada da sua representacéo
grafica, de modo a identificar a existéncia ou nao de fontes de nao estacionariedade. Caso a série
em estudo ndo seja estacionaria, deve-se proceder a sua estacionarizacao através de uma
transformacao adequada: com vista a estabilizacdo da variancia recorrer a transformacdes
Box-Cox; para a eliminacao da tendéncia utiliza-se a diferenciacao regular. De notar que, caso a
estabilizacdo da variancia seja necessaria, esta deve ser efetuada antes de qualquer outra

transformacao.

2. Estimacao das FAC e FACP da série original
Analisa-se o comportamento das FAC e FACP da série original, uma vez que as conclusdes retiradas
podem ser Uteis para complementar a informacao obtida através da representacao grafica (passo

1), nomeadamente no que diz respeito a utilizacao de diferenciacoes.

3. Estimacao das FAC e FACP da série estacionaria e identificacao dos inteiros p e ¢
|dentificada a ordens de diferenciacéo, d, a escolha do modelo que descreve a série temporal s é
considerada concluida quando sao determinados os inteiros p e q. Para identificar esses inteiros
¢ efetuada a comparacédo do comportamento das FAC e FACP empiricas com o das FAC e FACP

tedrica.

Depois de identificados os modelos candidatos a descrever a série em estudo, segue-se a etapa de
estimacao dos seus parametros. Nesta fase € necessario recorrer a um software estatistico adequado,
uma vez que esta etapa requer a aplicacdo de um conjunto de métodos numéricos e de calculos
computacionais com alguma complexidade. As principais abordagens utilizadas para ajustar os modelos

dizem respeito a métodos de estimacao por maxima verosimilhanca ou a métodos de minimos
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guadrados. O meétodo de maxima verosimilhanca baseia-se na ideia de determinar os valores dos
parametros que tornam mais verosimil a ocorréncia de um conjunto de observacdes idénticas aquelas
de que efetivamente se dispde. Este método obtém estimativas dos parametros através de um processo
iterativo em que se maximiza a funcao de verosimilhanca dos estimadores (Box et al., 2016). Ja o
método dos minimos quadrados &, possivelmente, 0 método estatistico mais utilizado na estimacao de
modelos. Na Tabela 5.1 sdo apresentados os comportamentos das FAC e FACP dos modelos de

previsao, que permitem identificar os parametros p e ¢ do modelo.

Tabela 5.1: Padroes teoricos das FAC e FACP dos modelos de previsdo em séries temporais.

Processo FAC FACP
AR(p) Decresce exponencialmente para zero Anula-se a partir de
com ou sem oscilacdes um intervalo maior do que p
MA(q) Anula-se a partir de Decresce exponencialmente para zero
um intervalo maior do que ¢ com ou sem oscilacoes

ARMA(p, q) Decresce exponencialmente para zero  Decresce exponencialmente para zero

com ou sem oscilacoes com ou sem oscilagoes

Depois de identificado o modelo ARIMA e estimados os respetivos parametros, é necessario verificar
a adequacao do modelo, ou seja, a ultima fase do processo. A fase de diagnostico engloba duas etapas
importantes: a avaliacéo da qualidade das estimativas obtidas e a avaliacéo da qualidade do ajustamento
do modelo as observacoes da série em estudo.

Na primeira etapa & crucial analisar a significancia estatistica dos parametros estimados. Para tal, a
cada parametro, diga-se (3; (onde 2 = 1,...,m e m representa o nimero de parametros estimados),
deve ser aplicado um teste de hipéteses apropriado que avalie a necessidade (ou ndo) de incluir esse
parametro no modelo. Assim, interessa testar a hipotese de que [; é estatisticamente nulo, isto &,
Hy : B; = 0. Arejeicao desta hipotese acontece, a um nivel de significancia «, quando a estatistica
T associada ao coeficiente estimado for, em valor absoluto, superior ou igual ao quantil 1 — < de uma
distribuicao ¢ de Student com n — m graus de liberdade, (onde n representa o niimero de observacoes),
isto &,

A

IT| = f e =R T — (6.13)

Bi

De forma equivalente, a hipotese nula é rejeitada, a um nivel de significancia «, quando o valor de
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prova obtido & inferior ou igual a ««. Segundo Caiado (2022), tendo sempre presente o principio da
parcimoénia, devem incluirse no modelo apenas 0s parametros que possam considerar-se
significativamente diferentes de zero.

Relativamente a segunda etapa, ou seja, a avaliacao da qualidade do ajustamento do modelo ARIMA,
deve ser realizada uma analise do comportamento dos respetivos residuos. Caso os residuos apresentem
um comportamento analogo ao de um ruido branco, pode afirmar-se que o modelo estimado descreve
bem a série em estudo.

No caso de existir um modelo que nao satisfaca os critérios aplicados em alguma das duas etapas,

este deve ser rejeitado.

5.5 Analise dos Residuos

Apos efetuada a modelacao de uma série temporal, os residuos, que correspondem a informacao
nao captada pelo modelo, podem ser calculados através da diferenca entre os valores observados e os

valores estimados correspondentes, isto €,
e :Yt—Yt. (5.14)

Como foi referido anteriormente, um bom modelo deve gerar residuos com um comportamento
analogo ao de um ruido branco, ou seja, estes devem apresentar média nula e devem satisfazer o
pressuposto de nao correlacao. Adicionalmente, para a construcao de intervalos de previsao, torna-se
pertinente verificar se os residuos tém variancia constante e apresentam uma distribuicdo

aproximadamente Normal (Hyndman & Athanasopoulos, 2021).

5.5.1 Distribuicao Normal

A condicao de normalidade pode ser avaliada tanto por analise grafica, como por testes estatisticos
ou, idealmente, por ambos. No caso das representacdes graficas, as mais utilizadas sdo o histograma
e 0 QQ-plot. Para indicar a normalidade, o histograma deve apresentar um comportamento semelhante
ao da funcao densidade de uma distribuicdo Normal. Relativamente ao QQ-plot, visto que se trata de
uma representacao grafica dos quantis reais e dos teoricos, este deve apresentar um conjunto de pontos

gue se posicione mais ou menos sobre uma reta correspondente a bissetriz dos quadrantes impares,
(y=2).
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Para uma verificacdo mais rigorosa, os testes estatisticos mais usuais sao o teste de Shapiro-Wilk (para
amostras de pequenas dimensodes, geralmente com menos de 50 observacdes) e o teste de Lilliefors. Em

ambos os testes é testada a hipotese nula de que "os erros seguem uma distribuicao Normal”.

5.5.2 Nao Correlacao

No que diz respeito ao pressuposto de nao correlacao, este deve ser verificado tanto individualmente
como de forma conjunta. No caso individual, as autocorrelacdes do residuos podem ser avaliadas a partir
da observacdo da FAC, sendo que, se o modelo for apropriado, esta deve apresentar um comportamento
semelhante ao da FAC de um ruido branco, isto ¢, com autocorrelagcdes nao significativamente diferentes
de zero.

De forma a testar as autocorrelacdes de forma conjunta, pode recorrer-se a um teste de Portmanteau.
Dentro desta classe de testes, um dos mais utilizados € o teste de Ljung-Box, cuja estatistica de teste ()

¢ definida por

h A9
Q=nm+2)> L (5.15)

n—17j

j=1
e segue aproximadamente uma distribuicdo do Qui-Quadrado com h — m graus de liberdade (com h que
corresponde ao numero de autocorrelacdes a serem testadas e m ao nimero de pardmetros estimados).
No caso de se rejeitar a hipotese nula, Hy : p1 = ps = --- = p, = 0, conclui-se que 0 modelo
escolhido ndo é apropriado. Em relacdo ao valor de h, ndo existe um critério especifico para a sua
escolha, pelo que se apreende que a melhor abordagem passa por realizar o teste para varios valores

distintos.

5.5.3 Maédia Nula e Variancia Constante

A condicdo imposta @ média dos residuos pode ser facilmente analisada através do teste ¢ para o

valor médio. Neste teste rejeita-se a hipdtese de média nula se

[AVAL

> ti—gn-1, (5.16)

Se
onde € corresponde a média dos residuos, n a dimensao da amostra, s, ao desvio padrao dos residuos
eli—g;n—120 valor do quantil 1 — 5 de uma distribuicéo ¢ de Student com n — 1 graus de liberdade. De
forma equivalente, a hipétese de média nula é rejeitada, a um nivel de significancia «, quando o valor de

prova obtido ¢ inferior ou igual a . De notar que, este teste s6 deve ser aplicado quando os pressupostos

50



de normalidade e nao correlacao (independéncia, no caso de ndo se rejeitar a normalidade) se verificam.
No caso da estabilidade da variancia ou homocedasticidade, esta pode ser avaliada visualmente, através

da analise do grafico dos residuos ao longo do tempo.

5.6 Selecao dos Modelos

Na modelacao de uma série temporal pode existir mais do que um modelo que verifique os diferentes
critérios de avaliacao do diagndstico especificados anteriormente, tornando a tarefa de escolher o melhor
modelo mais complicada. Posto isto, devem procurar-se critérios de selecdo de modelos que ponderem
as estatisticas baseadas nos residuos do modelo ajustado.

Um critério admissivel para escolher o melhor modelo ARIMA poderia ser escolher o modelo que
fornece a menor soma dos quadrados dos erros (ou erro quadratico médio) ou o maior valor para a funcdo
de verosimilhanca. Contudo, esta abordagem nem sempre funciona, uma vez que, frequentemente, o erro
quadratico médio pode ser reduzido e a funcao de verosimilhanca aumentada simplesmente pelo aumento
do numero de parametros no modelo. De modo a contornar este problema, a funcéo de verosimilhanca
deve ser penalizada por cada parametro adicional no modelo, ou seja, se o parametro extra nao melhorar
o0 valor da funcéo de verosimilhanca mais do que o valor da penalizacao, esse parametro nao deve ser
acrescentado ao modelo (Makridakis et al., 1998).

S&o diversos os critérios, baseados na funcao de verosimilhanca, porém os mais utilizados sdo o
critério de informac&o de Akaike (AIC) e o critério de informacao Bayesiano (BIC, Bayesian Information

Criterion).

5.6.1 Critério de Informacao Akaike

Considere-se que um modelo com m = p + ¢ parametros foi ajustado a uma série com n
observacdes. Akaike (1974), com objetivo de avaliar a qualidade do ajustamento, introduziu um critério

baseado na quantidade de informacao, definido por
AIC = —2log L + 2m, (5.17)

onde L é a funcéo de verosimilhanca. De notar que nem todos os softwares estatisticos possuem a
capacidade de determinar o AIC ou a funcao de verosimilhanca L e, por essa razdo, nem sempre é

possivel encontrar o AlIC exato para um determinado modelo. Porém, uma aproximacao Uutil para o AIC ¢
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obtida através a aproximacao
—2log L ~ n(1 + log27) + nlogo?, (5.18)

onde o2 representa a variancia dos residuos. Esta variancia é facilmente estimada por qualquer software

estatistico, permitindo, assim, que o AIC possa ser encontrado aproximadamente através da formula
AIC =~ n(1 4+ log2n) + nlogé? + 2m. (5.19)

Por vezes, o primeiro termo em 5.19 é omitido por ser igual para todos os modelos.

0 AIC n&o tem muito significado por si sé e, por isso, s & util em comparacdo com o AIC de outro
modelo ajustado ao mesmo conjunto de dados. Desta forma deve escolher-se 0 modelo que tenha o
menor AIC, tendo em consideracdo que uma diferenca de valores de duas unidades (2) ou menos nao é
substancial. Nesses casos, deve optar-se pelo modelo mais simples, seja pela parcimonia, ou para obter

um melhor ajustamento do modelo.

5.6.2 Critério de Informacao Bayesiano

O critério de informacao Bayesiano, proposto por Schwarz (1978), é definido por
BIC = —2log L + mlog(n), (5.20)

onde L é a funcao de verosimilhanca, m é o numero de parametros do modelo e n é a dimenséo da
amostra.

Contrariamente ao AIC, o BIC depende da dimenséo da amostra (n) pelo que, para log(n) > 2, isto
¢, para uma amostra de dimensao superior a 7, a penalizacdo do BIC ¢ superior a penalizacado do AIC.
Por consequéncia, a minimizacao do BIC leva, em geral, a selecdo de modelos com um menor numero de
parametros do que os obtidos pela minimizacao do critério AlC, evitando, de certa forma, a sobrestimacao

do numero de componentes.

5.7 Previsao Pontual e Intervalar

Apds a escolha do modelo que melhor descreve a série temporal, podem ser calculadas as previsoes,
sejam estas pontuais ou intervalares. As previsdes pontuais podem ser facilmente determinadas através

da prépria expressdo do modelo escolhido. Efetivamente, de modo a obter previsdes a h-passos, isto
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¢, para um instante ¢ + h, basta calcular a esperanca condicionada aos valores observados, ou seja,
E[Y;11|Y1,Ys,...,Y;]. Iniciando o processo para uma previsdo a 1-passo, isto €, para h = 1, e
repetindo-o para h = 2. 3, .. ., é, entdo, possivel obter todas as previsdes pretendidas.

Os intervalos de previsdo usuais sdo construidos com base em estimativas do desvio padrao das
proprias previsdes. Partindo, assim, do pressuposto que os erros sao independentes e que seguem uma

distribuicdo Normal, a previsdo intervalar para o instante ¢ + h é dada por

(Gernie — 21-28n, Jerne + 21-26n) 4 (5.21)

onde z ¢ o quantil da distribuicao Normal padrao, 1 — « corresponde ao nivel de confianca do intervalo
e 0}, € a estimativa do desvio padrdo da previsdo para o passo h. Os niveis de confianca mais utilizados
em intervalos de previsao sdao 90%, 95% e 99%, aos quais correspondem valores de z iguais a 1,645,
1,960 e 2,576, respetivamente. Geralmente, os intervalos de previsdo aumentam conforme o horizonte

de previsdo, h, aumenta.

5.8 Métodos de Alisamento Exponencial

Os métodos de alisamento exponencial foram propostos por Holt (1957), Brown (1959) e Winters
(1960) no final da década de 1960. Ao contrario dos modelos ARIMA descritos anteriormente, os
métodos de alisamento exponencial sdo métodos nao paramétricos. Estes sao também utilizados para
fazer previsdo, porém sao considerados métodos de previsao adaptativos, uma vez que sdo capazes de
acompanhar mudancas no nivel, declive e/ou padrao sazonal. Por esta razdo sao considerados mais
eficientes quando sao aplicados a séries cujas componentes, tendéncia e sazonalidade, variam com o
tempo.

As previsOes produzidas por estes métodos sao consideradas médias ponderadas de observacoes
anteriores, com 0s pesos a decair exponencialmente a medida que as observacoes se tornam mais
distantes (Hyndman & Athanasopoulos, 2021). Por outras palavras, quanto mais recente é a
observacao, maior o peso que lhe sera atribuido. Estes métodos tém vindo a destacar-se devido a sua
versatilidade, rapidez, fiabilidade e facilidade de automatizacdo (Armstrong, 2001). Em comparacao
com outros métodos de previsao, estes sdo mais simples de utilizar, apresentam um baixo custo de
computacdo e uma facilidade de implementacdo em situacoes reais onde é necessario realizar previsoes

de varias séries simultaneamente. Porém, os métodos de alisamento exponencial também apresentam
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algumas desvantagens como, por exemplo, o facto de estes serem métodos nao paramétricos, o que
impossibilita a realizacao de inferéncias estatisticas de uma forma direta. Por esta razao, é necessario
ter em atencao a construcao e interpretacao de intervalos de previsao quando os erros de previsao nao

apresentarem um comportamento proximo de uma distribuicao Normal de média zero.

De acordo com as diferentes formas que a tendéncia e a sazonalidade podem assumir (nula, aditiva ou
multiplicativa), Pegels (1969) constroi uma primeira classificacdo dos métodos de alisamento exponencial.
Posteriormente, e como consequéncia dos trabalhos de Gardner & Mckenzie (1985), Hyndman et al.
(2002) e Taylor (2003), surgem novos métodos de alisamento exponencial, que levam ao alargamento
da classificacdo inicial proposta por Pegels. O aparecimento de uma componente “amortecida” resulta
na introducédo de dois novos tipos de tendéncia, que culminam numa nova classificacdo dos métodos

(Tabela 5.2).

Tabela 5.2: Classificacdo dos métodos de alisamento exponencial.

Componente Sazonalidade

Componente Tendéncia N (Nenhuma) A (Aditiva) M (Multiplicativa)
N (Nenhuma) N,N N,A N,M
A (Aditiva) AN AA AM
Aa (Aditiva amortecida) Aa,N Aa A Aa,M
M (Multiplicativa) M,N M,A M,M
Ma (Multiplicativa amortecida) Ma,N Ma,A Ma,M

Alguns dos métodos apresentados na Tabela 5.2 sdo conhecidos por outras designacoes, como por
exemplo o método da célula (N, V) é denominado por método de alisamento exponencial simples, a
célula (A, N) refere-se ao método linear de Holt e a célula (A,, V') ao método amortecido. Outro método
presente na Tabela 5.2 é 0 método aditivo de Holt-Winters na célula (A, A) e o método multiplicativo
de Holt-Winters na célula (A, M). As restantes entradas da Tabela correspondem a métodos que séo

pouco utilizados para previsao.

Na implementacao dos métodos de alisamento exponencial sao utilizadas varias notacdes que estao

apresentadas na Tabela 5.3.
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Tabela 5.3: Notacdes Utilizadas nos Métodos de Alisamento Exponencial.

Simb. Definicao Simb. Definicao

At Previsao a 1-passo para o instante ¢ h Horizonte de previsao

« Constante de alisamento associada ao nivel l; Nivel no instante ¢

15} Constante de alisamento associada ao declive by Declive no instante ¢

ol Constante de alisamento associada a sazonalidade | s; Fator sazonal no instante ¢
[0) Parametro de amortecimento da tendéncia S Periodo sazonal

5.8.1 Método de Alisamento Exponencial Simples

Como foi referido anteriormente, o método mais simples de todos ¢ o método de alisamento
exponencial simples (Simple Exponential Smoothing (SES)), desenvolvido por Brown (1959). Este
método é apropriado para séries que nao apresentem nem tendéncia nem padrdo sazonal. Neste
método considera-se que a previsao do periodo seguinte, Ytﬂ, € a previsao para o periodo corrente, Yt

ajustada através do respetivo erro de previsdo, e; = Y, — Y,, isto é,

Vi =Y +a(Y; - Y5), (5.22)

onde « é 0 parametro de alisamento que determina o peso dado a cada componente, e este varia entre
0 e 1. Para valores de o préximos de 0, a previséo de Y; .1 sofre um ajustamento muito reduzido e é
dado mais peso as observacdes mais distantes, ao invés de quando « toma valores préximos de 1, nesse

caso sofre um ajustamento substancial e ¢ dado mais peso as observacdes mais recentes.

A previsao de Y;., também pode ser escrita como

Vi1 = aY+ (1 - a)Y,, (5.23)

sendo considerada uma média pesada da previsao mais recente e da observacdo mais recente, uma vez
que se baseia no peso o dado a Y; e no peso (1 — «) dado a Yt 0 valor de « pode ser utilizado para
ajustar a sensibilidade do estimador a alteracdes no nivel da série, quanto maior for o valor de «, maior
é 0 peso atribuido a Y; e mais sensivel é a previsdo as mudancas no nivel (Wang, 2006).

Se se substituir na equacédo 5.23 o valor de }Aft poraY, 1+ (1 — a)fft,l obtém-se
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Vi1 = aY; + a(l—a)Y, 1+ (1 - 04)23%_1,

e, repetindo esse processo sucessivamente, tem-se

t—1
Vi=(1-a)YVi+a) (1-a)Y

i=0
onde se comprova que }A/Hl representa uma média movel pesada de todas as observacoes anteriores,
com pesos exponencialmente decrescentes (Hyndman & Athanasopoulos, 2021).

Existe ainda outra forma de representar a equacdo 5.22, utilizando a componente nivel, I;. Nesta

considera-se que o nivel da série (l;) é igual a previsao Y;. 1, e portanto

i =aY, + (1 —a)l_1eYp = 1. (5.24)

Uma das principais limitacbes dos métodos recursivos recai sobre a inicializacdo do processo.
Efetivamente, se uma nova previsédo depende sempre de uma previsao anterior, é fundamental iniciar o
processo com um valor pré-definido para a primeira previsdo. Posto isto, Makridakis et al. (1998)
propdem a utilizacdo da primeira observacdo como a previsao inicial, ou seja, Y1 = Y;. Outra
possibilidade ¢ utilizar a média dos primeiros quatro ou cinco valores da série temporal.

Relativamente a previsao para periodos futuros, a mais de um passo, constata-se que, uma vez que
este método é adequado apenas para séries sem tendéncia, sazonalidade ou qualquer outro tipo de

padrao subjacente, a funcéo de previsdo é “constante”, i.e., ;1 = Yy, comh =2,3,....

5.8.2 Meétodo Linear de Holt

Uma vez que o método de alisamento exponencial simples nao pode ser aplicado a séries que
apresentem tendéncia, Holt (1957) desenvolveu uma extensao do modelo anterior, adicionando uma
equacdo de atualizacdo para o declive. Assumindo b, como o estimador do declive no tempo t, o
método linear de Holt (ou apenas método de Holt) utiliza duas equacdes para realizar a atualizacdo das

componentes nivel e declive

Nivel: lt = O[}/t + (1 - O{) (lt—l + bt—1)7 (525)

Declive: bt = 5(lt — ltfl) + (1 — 5)bt,1, (526)
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onde [, representa a estimacao para o nivel da série no periodo ¢, b; é a estimacao do declive da série
no mesmo periodo ¢ e o e 3 apresentam valores compreendidos entre O e 1.
Para realizar previsdes a partir deste método € necessario adicionar um segundo termo, hb;, uma

vez que neste caso estamos perante séries com tendéncia. Sendo assim,

Previsdo: Y, ., =1, + hb;, h=1,2, ... (5.27)

Em relacdo a inicializacdo do processo, neste caso é necessario estimar [; e b;. Para esse fim,
Makridakis et al. (1998) recomendam que se defina Zl = Y] e, no caso de b; existem duas possibilidades,
by =Y, — Y o0ub, = (Yy — Y1)/3. Existe ainda outra alternativa que passa por utilizar a regresséo e,
através da aplicacao do método dos minimos quadrados, determinar Zl e 51 com base em alguns valores
iniciais da série temporal.

A semelhanca de Holt, Brown (1963) também propde um método de previsdo para séries com
tendéncia denominado método de alisamento exponencial duplo. Ao contrario do método de Holt, este
utiliza apenas uma constante de alisamento e aplica o0 método de alisamento exponencial duas vezes. A
implementacao do método de alisamento duplo de Brown € realizado através das seguintes equacdes

de atualizacéo

my = aY; + (1 — a)my_q, (5.28)

dt = amy + (1 — Oé)dtfl, (529)

onde m, corresponde a série de alisamento exponencial simples, d; a série de alisamento exponencial
duplo e «v a constante de alisamento.
As previsdes sao obtidas através da equacao 5.27, utilizada no método de Holt, porém considerando

novas estimativas para o nivel e declive
Nivel: [; = 2m; — d;, (5.30)

(67

Declive: b, = ] (my — dy. (5.31)

-«
Ao realizar a comparacao entre as equacdes 5.25 e 5.30, 5.26 e 5.31, constata-se que quando

« = 3, 0 método de Holt e 0 método de alisamento exponencial duplo séo equivalentes (Caiado, 2022).
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Posto isto, pode-se concluir que o método de alisamento exponencial duplo € um caso particular do

método de Holt.

5.8.3 Método de Holt-Winters

0 método de Holt apresentado anteriormente era designado para séries que apresentassem somente
tendéncia. Visto que algumas séries, para além de tendéncia, apresentam também sazonalidade, o
método de Holt foi expandido por Winters (1960) para ser aplicado nessas mesmas séries. Este método
foi intitulado como método de Holt-Winters e apresenta trés equacdes de atualizacdo, uma para o nivel,
outra para a tendéncia e outra para a sazonalidade. O método de Holt-Winters é constituido por dois
métodos distintos, dependendo se a sazonalidade se encontra na sua forma aditiva ou multiplicativa. Se
esta se apresentar na sua forma aditiva, 0 método adapta-se a séries com amplitude sazonal independente
ao nivel da série, por outro lado, se se apresentar na sua forma multiplicativa, o método ¢ utilizado em

séries cuja amplitude sazonal é proporcional ao nivel da série.

Método Aditivo de Holt-Winters

0 modelo de decomposicao aditivo define-se por

Yi=T,+ 5 +e. (5.32)

0 meétodo aditivo de Holt-Winters adapta-se a séries que apresentam uma amplitude sazonal
independente ao nivel da série. Este é menos utilizado do que o método multiplicativo e é constituido

pelas seguintes equacdes de atualizacao:

Nivel: [, = a(Y; —s;—s) + (1 — a)(li—1 + bi—1), (5.33)
Tendéncia: b, = 8(l; — l;_1) + (1 — B)b;_1, (5.34)
Sazonalidade: s, = y(Y; — ;) + (1 — v)s_s, (5.35)

onde 0 <y < 1.

As previsOes sao obtidas a partir da equacao
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Previsao: Yt+h =1l; + hb; + St sthts h=12, .., (5.36)

onde hf = [(h— 1) mod s] + 1.
Para se iniciar este método € necessario definir os valores iniciais do nivel, declive e os indices de

sazonalidade. Para tal utilizam-se as seguintes equacoes:

-1
ls=-)> Y, 5.37
- ; (5.37)
1 2s s
b= (D vi-Yov), (538)
i=s+1 i=1
=Y, —l,para i=1,..,s. (5.39)

Método Multiplicativo de Holt-Winters

0 modelo de decomposicao multiplicativo é definido por

Y;g = ﬂ X St + €. (540)

Ao contrario do método aditivo, 0 método multiplicativo de Holt-Winters é utilizado em séries cuja
amplitude sazonal & proporcional ao nivel da série. Este método é também composto por trés equacdes

de atualizacao

Y;
lt =« S i -+ (1 - Od)(lt,1 + bt—l), (541)
t—s
by =0 L+ 1li-1)+ (1 —05) by, (5.42)
Y,
Sp =7 l—t + (1 —7) s_s, (5.43)
t

e as previsdes sao obtidas através da equacao

Yien = (Lo +hby) s, yopt, h=1,2,.... (5.44)
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Para a inicializacdo deste método é necessario definir os valores iniciais do nivel, declive e para os

indices de sazonalidade através das seguintes equacoes

~ 1
ls=-> Y, 5.45
- ; (5.45)
1 2s s
b= (> vi-Yov), (5.46)
i=s+1 i=1
Y; .
S = Z—,pam 1=1,..,s. (5.47)

A escolha das constantes de alisamento «, 3 e v é obtida através de métodos numéricos de

otimizacdo de maneira a que o erro quadratico médio das previsdes a 1-passo seja minimo.

5.8.4 Outros Métodos de Alisamento Exponencial

Ao longo do tempo foram surgindo novas propostas de métodos para realizar a previsdo de séries
temporais. De acordo com alguns estudos realizados, 0 método linear de Holt tende a sobrepor-se aos
dados quando utilizado para previsao a longo prazo. Para contornar esse problema, Gardner e Mckenzie
(1985) introduziram um novo parametro ¢ ao método de Holt.

No caso das séries ndao sazonais, é introduzido o método de Holt-Winters com tendéncia aditiva

amortecida, referente a célula (A4,, N) da Tabela 5.2. Este método tem como equacoes de atualizacéo

Nivel: 1, = a Y, + (1 — a)(l_1 + ¢ by_1), (5.48)

Declive: bt = 5 (lt — lt—l) + (1 — B) ¢ bt—la (549)

onde «, 3 e ¢ variam entre O e 1.
Ja a previsdo a h-passos € obtida por
h
Previsdo: Y, , =1, + » ¢'b, h=1.2, .. (5.50)
=1

De notar que quando ¢ = 1, este método corresponde ao método linear de Holt.
No caso de séries sazonais, foram propostos dois métodos de tendéncia amortecida, o método de

Holt-Winters multiplicativo com tendéncia aditiva amortecida e o método de Holt-Winters aditivo com
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tendéncia aditiva amortecida, células (A,, M) e (A,, A) da Tabela 5.2, respetivamente. Constata-se ainda

que, quando ¢ = 1, estes métodos sdo equivalentes aos métodos multiplicativo e aditivo de Holt-Winters,

respetivamente.

Em relacao ao método de Holt-Winters aditivo com tendéncia aditiva amortecida, este apresenta as

seguintes equacoes de atualizacao e previsao

Nivel: [; = o (Y; — si—s) + (1 —a)(li—1 + @ bi—1),

Tendéncia: bt = B (lt — ltfl) + (1 — 5)¢ btfl,

Sazonalidade: s; = (Y; — ;) + (1 — ) s_s,

h
Previsao: )A/Hh =1+ Z 'b, + S¢_sints h=1,2,..,

=1

onde hf =[(h— 1) mod s] + 1.

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

Ja o método de Holt-Winters multiplicativo com tendéncia aditiva amortecida é constituido pelas

seguintes equacdes de atualizacao e previsao

Y,
Nivel: [, = « ¢

+ (1 —a)(li—1+ ¢ b)),

St—s

Tendéncia: b, = 3 (I, — ;1) + (1 — 8) ¢ by_1,

Y,
Sazonalidade: s; = v l—t + (1 —7) St—ss
t

h

Previsao: Y, = (I + > ¢'0) s,_, 4+, h=1.2,..,

=1

onde hf =[(h—1) mod s]+ 1.
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5.8.5 Intervalos de Previsao

Apds serem obtidas as previsdes pontuais, torna-se util construir um intervalo de previsao para cada
instante temporal. Os intervalos de previsdo sdo, normalmente, baseados na medida do erro quadratico

médio (EQM),

1 < 1< .
EQM = — > e = - > (Vi -V (5.59)
t=1 t=1

que constitui uma estimativa da variancia do erro de previsdo a 1-passo (i.e., com horizonte temporal de
uma unidade temporal). Se se admitir a hipétese de que os erros de previsdo tém distribuicdo
aproximadamente Normal de média zero, pode, entdo, construir-se um intervalo de previsao aproximado
para cada instante do tempo.

Posto isto, supondo a normalidade dos erros de previsao, segundo Makridakis et al. (1998), o intervalo

de previsdao a 1-passo para o instante ¢ pode ser obtido através da expressao

(f/;‘/ — Z1—a/2V EQM, Y + Z1—a/2V EQM> ;

onde z é o quantil da distribuicao Normal padrdo e 1 — o corresponde ao nivel de confianca do intervalo.

No caso do objetivo da previsao, no que se refere ao horizonte temporal, for de médio ao longo prazo,
devem ser calculadas previsdes a h-passos, utilizando apenas a informacao disponivel da série até ao
momento ¢. Assim sendo, a medida do EQM ¢ determinada com base nos erros de previsao a h-passos

e este é definido como

1 )
EQMuy = —— > (Y= Yun)®, (5.60)

onde A é o horizonte temporal. No caso da série temporal apresentar sazonalidade, a expresséo (5.60)
deve ser substituida por

n

S (- i)

=h+s

1

EQM(h):n—h—s+1t

em que s corresponde ao periodo sazonal.
Por fim, de modo a construir intervalos de previsdo empiricos (ou aproximados) multi-passos (h

unidades temporais) deve utilizar-se a expressao

(Vern = 21-a/2y/EQMa, Vin + 21a/21/EQMgs) ) (5.61)
6

2



5.9 Medidas de Avaliacao

Nesta seccao sdo apresentadas as medidas de avaliacao utilizadas de modo a proceder a avaliacao
da qualidade preditiva das metodologias aplicadas: uma medida dependente da escala, EQM, e a sua
correspondente na mesma escala dos dados, REQM; uma medida percentual, EPAM; uma medida
escalada, EAM; e uma medida alternativa, estatistica U de Theil.

O Erro Quadratico Médio (EQM), definido em 5.59, consiste no quadrado do valor médio dos desvios
entre os valores observados e as previsdes para os instantes 1,2, ..., n. Esta medida é caracterizada
pela dependéncia da escala dos dados e é calculada através do erro de previsdo a 1-passo, ¢; = Y; — ﬁ
Regularmente, a raiz do erro quadratico médio, REQM = \/EQ_M é preferida ao EQM, uma vez que esta
permite reduzir a grandeza dos valores para a mesma escala dos dados.

Ao realizar a comparacdo entre métodos de previsao, e visto que se Y, = Yt se obtém EQM =
0, admite-se que 0 método mais preciso é o que apresenta menor EQM e, consequentemente, menos
REQM. De notar que estas medidas descritas s@o mais sensiveis a presenca de outliers em comparacao,

por exemplo, ao Erro Absoluto Médio (EAM), que é definido por

—Y,|.

EAM = Z|et| =

O Erro Percentual Absoluto Médio (EPAM) consiste na percentagem média do erro de previsdo em

relacdo a grandeza das observacoes e, por esta razao, é considerada uma medida de erros percentuais,

definida como

n

1
EPAM = EZ

t=1

i - Y,

x 100 (%).

t

Tal como no EQM, note-se que se Y; = fft tem-se EPAM = 0% logo, quanto menor for o EPAM mais
preciso é o método de previsao.

Por ultimo, a Estatistica U de Theil que, a semelhanca do EQM, os erros sao elevados ao quadrado
e, dessa forma, é dado maior peso aos grandes erros em detrimento dos mais pequenos. Esta estatistica

¢ definida como

U= \/Z ft+1 - at+1) : (5.62)

o1 @t+1)
onde f; 11 = (}A/Hl Yi)/Yie a1 = (Yio1 — Yy) /Yy, e estas correspondem as mudancas relativas

prevista e real, respetivamente.
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Substituindo na expresséo (5.62) os valores de f;.1 e a;,1 obtém-se, numa verséo simplificada,
~ 2
n—1 (Y1 1-Yiqr1
t=1 Y:
n—1 (Y- |2
t=1 Y;

Analisando as expressdes acima, constata-se que:

U=

U=0se fir1 =asq,parat =1,2,...,n — 1,i.e., quando as previsdes sao exatas;

U= 1se f;1 =0, i.e., quando os erros de previsao do método adotado séo iguais aos erros
obtidos pelo método de referéncia. Neste caso, pode dizer-se que o método adotado e 0 método

de referéncia sao igualmente precisos;

e U > 1se f;11 se encontra na direcao oposta (sinais diferentes) de a; 1, uma vez que o numerador
sera maior do que o denominador. Neste caso, o0 método de previsao adotado € menos preciso

do que o método de referéncia e, portanto, nao deve ser o escolhido;

* U < 1se f;11 seencontra na mesma diregéo (sinais iguais) de a; 1. Assim, o método de previsao
adotado & mais preciso do que o método de referéncia e, portanto, deve ser o escolhido. Quanto

menor o valor de U, melhor é o método de previsao relativamente ao método de referéncia.

Tal como nas medidas de avaliacdo definidas anteriormente, considera-se que na comparacao entre

diferentes métodos de previsao, 0 mais preciso & o que apresenta o valor de U mais baixo.
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6 Método de Lee-Carter e Modelo de

Poisson para a Populacao Portuguesa

Ataxa de mortalidade é uma funcédo fundamental para o calculo das restantes funcdes presentes numa
tabua de mortalidade. De maneira a ajustar a taxa e obter previsdes desta para anos futuros é necessario
utilizar métodos para esse fim, para isso sao utilizados métodos como o Método de Lee-Carter e 0 Modelo
de Poisson. Neste capitulo é apresentada uma analise exploratéria dos dados da populacao portuguesa
e sao aplicados aos dados os métodos de ajustamento da taxa de mortalidade. Posteriormente, sao
construidas as tabuas de mortalidade para os anos em estudo e sdo também calculadas as taxas vitalicias

necessarias para mais tarde serem calculadas as pensoes vitalicias dos pensionistas.

6.1 Analise Descritiva dos Dados

Nesta seccao sao apresentados os dados utilizados da populacdo portuguesa e € realizada uma
breve analise dos mesmos em trés casos: no sexo masculino, feminino e sem distincdo de sexo. Todos
os dados utilizados neste estudo referentes a populacao portuguesa foram retirados da Human Mortality
Database (HMD). A HMD é o principal recurso mundial de dados cientificos sobre mortalidade nos
paises desenvolvidos. Este fornece estimativas detalhadas e harmonizadas de alta qualidade sobre
mortalidade e populacéo a investigadores, estudantes, jornalistas, analistas, e outros interessados na
longevidade humana (Database, 2022). Foram retiradas do site, https://www.mortality.org/, as bases
de dados referentes ao numero de mortes, d,:, e a exposicdo ao risco, F,,, durante os anos
1940-2020, com e sem distincdo de sexo. Para analisar o comportamento de cada série temporal
foram obtidas representacoes graficas como graficos de linhas e boxplots, para visualizar como se
distribuem os dados e para verificar se estes apresentam valores discrepantes, isto ¢, outliers. Para

além dos graficos foram também calculadas algumas estatisticas descritivas de cada série temporal.
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6.1.1 Caso 1: Sexo Masculino

Em relacdo ao numero de mortes observadas ao longo do tempo, nas Figuras A.1, A2, A3e A4
do Apéndice A estdo apresentadas as representacoes graficas de todos os anos do estudo e, a titulo de
exemplo, na Figura 6.6 estdo exibidos os graficos dos anos 1940, 1970, 2000 e 2020. Através desta
observa-se que nos anos 1940 e 1970 o numero de mortes é mais elevado em idades mais novas, isto
¢, entre os 0-5 anos, e entre os 50-80 anos apresenta valores elevados, mas ndo tanto como para as
idades iniciais. Passado alguns anos, nomeadamente nos graficos dos anos 2000 e 2020, é notorio o
decréscimo do numero de mortes na faixa etaria dos 0-5 anos e o aumento na faixa etaria dos 50-90
anos, sendo que o valor mais elevado dentro deste intervalo de tempo foi registado em 2020 na idade 84

anos.

1940 1970
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0 4000
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0 4000
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2000 2020
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Figura 6.6: Numero de mortes nos anos 1940, 1970, 2000 e 2020 - Sexo Masculino.

No que respeita a presenca de outliers, na Figura 6.7 constata-se que existem varios na maior parte
dos anos. Porém, depois de analisados separadamente, constatou-se que estes valores nao
correspondiam a erros, mas sim a valores extremos comparativamente com os restantes, sendo que,
por esta razdo, foram utilizados para o estudo. Mais detalhadamente, nos anos 1940 a 1982 as
observacoes consideradas como outliers correspondiam a idades entre os 0-2 anos, uma vez que nestes
anos a mortalidade infantil & nascenca era muito elevada devido a falta de condices da altura em
questao, como, por exemplo, a alimentacao, a habitacdo, o0 acesso aos cuidados médicos, a adequacao

e a qualidade dos servicos de salde, entre outros (Barreto et al., 2014). A partir de 1983 até 2020 os
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outliers correspondem a idades da faixa etaria 75-86 anos. Estes valores explicam-se uma vez que
nestas idades & normal existirem mais mortes devido a idade avancada ou até por doenca. De notar que
estes valores ja eram elevados entre os anos 1940-1982, porém, devido ao decréscimo de mortes em
idades iniciais (0-2 anos), estes valores apenas sao considerados outliers entre 1983-2020 uma vez que

sao mais discrepantes nestes anos do que nos anteriores.
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Figura 6.7: Boxplots do nimero de mortes nos anos 1940-2020 - Sexo Masculino.
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Figura 6.8: Zoom dos boxplots do nimero de mortes nos anos 1940-2020 - Sexo Masculino.

De forma a entender a dispersdo dos dados, na Figura 6.8 ¢ apresentado um zoom dos boxplots do
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numero de mortes e constata-se que todos os anos apresentam uma assimetria positiva, isto &, as caudas
direitas sdo muito mais alongadas do que as esquerdas. Observa-se também que a dispersao dos dados
tende a aumentar com o passar dos anos, atingindo o valor maximo em 2020.

Relativamente & exposicao ao risco, nas Figuras A.5, A.6, A.7 e A.8 do Apéndice A estao apresentados
os graficos obtidos com os dados de todos os anos do estudo, porém, como exemplo, sdo apresentados na
Figura 6.9 0 numero de expostos ao risco nos anos 1940, 1970, 2000 e 2020. Através desta observa-se
gue o comportamento dos dados é semelhante em 1940 e 1970, uma vez que decresce desde a idade O
até 90 anos, sendo que a partir desse momento € quase constante. Nos anos seguintes, nomeadamente
em 2000 e 2020, o maior valor deixa de ser na idade O anos e passa a ser nas faixas 20-30 e 40-50

anos, respetivamente.
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Figura 6.9: Numero de expostos ao risco nos anos 1940, 1970, 2000 e 2020 - Sexo Masculino.

Quanto a analise dos boxplots da exposicao ao risco de cada ano, a partir da Figura 6.10 observa-se
gue nesta variavel nao existem outliers. Em relacao a dispersao dos dados, o0 ano em que os dados sao
mais dispersos é 1962, que consequentemente é o ano onde se verifica 0 maior valor de exposicdo ao
risco na idade O anos e, em relacdo a simetria, todos os anos apresentam uma assimetria negativa, isto é,
a cauda esquerda é mais alongada do que a cauda direita, com a excecao dos dados dos anos 1940-1944
e 1948-1954 que sao assimétricos positivos. Através da mediana constata-se que desde 1980 até 2020
os valores de exposicao ao risco tém sido praticamente constantes e observa-se também que a dispersao

dos dados tem vindo a diminuir com o passar dos anos.
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Figura 6.10: Boxplots do nimero de expostos ao risco nos anos 1940-2020 - Sexo Masculino.

6.1.2 Caso 2: Sexo Feminino

O numero de mortes do sexo feminino de todos os anos do estudo pode ser observado a partir das
Figuras A.9, A.10, A.11 e A.12 do Apéndice A. Tendo como exemplo os anos 1940, 1970, 2000 e 2020,
através da Figura 6.11 observa-se que, tal como no caso anterior, 0 numero de mortes nos primeiros
anos (1940 e 1970) é mais elevado para idades entre 0-5 anos devido as razdes apresentadas no Caso
1. A partir de 2000 a reducéo do numero de mortes em idades iniciais foi mais acentuada, e os maiores
valores passaram a ser verificados na faixa etaria 80-90 anos. O maior valor observado foi em 2020 em

mulheres com idade igual a 88 anos.

Na analise dos boxplots da Figura 6.12 constata-se que estes dados apresentam mais outliers do
gue os dados do sexo masculino, no entanto, tal como os outliers dos dados do Caso 1, depois de
analisados um a um, estes também néo sao considerados erros mas sim valores extremos, sendo também
considerados no estudo. Neste caso a faixa etaria onde se encontram os outliers é mais ampla do que no
Caso 1, sendo esta dos 73 aos 95 anos. Isto pode ser explicado através da esperanca média de vida, uma
vez que as mulheres apresentam uma maior esperanca de vida do que os homens, logo tém tendéncia

a morrer com mais idade.
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Figura 6.11: Numero de mortes nos anos 1940, 1970, 2000 e 2020 - Sexo Feminino.
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Figura 6.12: Boxplots do nimero de mortes nos anos 1940-2020 - Sexo Feminino.

Na Figura 6.13 ¢é apresentado um zoom dos boxplots referentes ao numero de mortes, de forma
a analisar a dispersdo dos dados ao longo dos anos. Verifica-se que, em todos os anos do estudo, os
dados apresentam uma assimetria positiva, uma vez que a cauda direita € mais alongada do que a
cauda esquerda e, observa-se que a partir de 1960 a dispersao dos dados aumentou, tornando-se quase
constante ao longo dos restantes anos do estudo. Relativamente a mediana, constata-se que o nimero

de mortes diminuiu nos primeiros 20 anos e nos 60 anos seguintes este valor € muito semelhante.
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Figura 6.13: Zoom dos boxplots do numero de mortes nos anos 1940-2020 - Sexo Feminino.

A respeito da exposicdo ao risco, nas Figuras A.13, A.14, A.15 e A.16 do Apéndice A estao

apresentados os graficos de todos os anos do estudo. Na Figura 6.14, a titulo de exemplo, observa-se o

comportamento desta variavel nos anos 1940, 1970, 2000 e 2020 e deteta-se que em 1940 e 1970 o

maior valor de exposicao ao risco era referente a idade 5 e 6 anos, respetivamente, e esse valor

decrescia até aos 90 anos, sendo depois quase constante. Porém, nos ultimos anos do estudo, estes

valores sofreram algumas alteracdes, de modo que os maiores valores observados foram em mulheres

com 25 anos em 2000 e 44 anos em 2020.
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Figura 6.14: Numero de expostos ao risco nos anos 1940, 1970, 2000 e 2020 - Sexo Feminino.

71



Quanto a dispersao dos dados, na Figura 6.15 verifica-se que o ano que apresenta maior dispersao é o
ano 1962 e, tal como no sexo masculino, o maior valor ocorreu na idade O deste mesmo ano. Analisando
0s boxplots desta figura percebe-se que os dados de todos os anos apresentam assimetria negativa, com
a excecdo dos anos 2015-2020 que apresentam assimetria positiva, o que significa que, exceto nos anos
2015-2020, as caudas esquerdas sdo mais alongadas do que as caudas direitas. Quanto a dispersao dos
dados observa-se que esta diminui ao longo dos anos e, através da mediana, constata-se que o nimero
de expostos ao risco apresenta algumas oscilacées nos primeiros anos, porém nos Ultimos 20 anos este

numero tem sido praticamente constante.
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Figura 6.15: Boxplots do niumero de expostos ao risco nos anos 1940-2020 - Sexo Feminino.

6.1.3 Caso 3: Sem Distincao de Sexo

Nesta subseccao vao ser apresentados os dados sem distincao de sexo, ou seja, a juncao dos dois
casos anteriores. Nas Figuras A.17, A.18, A.19 e A.20 do Apéndice A estdo disponiveis os graficos
referentes ao numero de mortes ao longo de todos os anos do estudo. A titulo de exemplo, na Figura
6.16, estao apresentados os numeros de mortes ao longo das idades nos anos 1940, 1970, 2000 e
2020 e constata-se que esta variavel apresenta valor mais elevados nos primeiros anos do estudo (1940
e 1970), como ja seria expectavel depois de ser realizada a analise dos dois primeiros casos, e, nos
ultimos anos, em 2000 e 2020, a mortalidade em idades entre 75-91 anos passa a ser a mais elevada,
tendo atingido 0 maximo em 2020 em pessoas com 87 anos.

Relativamente a existéncia de outliers, na Figura 6.17 verifica-se que os dados apresentam valores
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discrepantes porém, como foi referido anteriormente, estes sao considerados como valores extremos.
Estes valores correspondem a idades iniciais desde 1940 até 1979 e, entre 1980-2020 estao

compreendidos na faixa etaria 75-91 anos.
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Figura 6.16: Numero de mortes nos anos 1940, 1970, 2000 e 2020 - Sem Distincao de Sexo.
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Figura 6.17: Boxplots do numero de mortes nos anos 1940-2020 - Sem Distincdo de Sexo.

De modo a analisar a dispersao dos dados, na Figura 6.18 ¢é apresentado o zoom dos boxplots do
numero de mortes e a partir desta constata-se que a dispersao dos dados aumentou ao longo dos anos,

porém através da mediana entende-se que o nimero de mortes diminuiu nos primeiros 20 anos e nos 60
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anos seguintes tem-se mantido praticamente constante. Relativamente a assimetria dos dados, observa-
se em todos 0s anos uma assimetria positiva, isto €, a cauda direita € mais alongada do que a cauda

esquerda.
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Figura 6.18: Zoom dos boxplots do numero de mortes nos anos 1940-2020 - Sem Distincdo de Sexo.

O comportamento do nimero de expostos ao risco ao longo dos anos do estudo pode ser observado
nas Figuras A.21, A.22, A.23 e A.24 do Apéndice A. Na Figura 6.19 estéo apresentados, como exemplo,
os graficos dos anos 1940, 1970, 2000 e 2020 e a partir desta & possivel constatar que em 1940 e
1970 este valor decresce de 0 a 90 anos, sendo que a partir dos 90 anos é quase constante. Em 2000
e 2020, o comportamento desta variavel altera-se ao longo dos anos, atingindo como valor maximo 24 e

44 anos, respetivamente.

Para estudar a distribuicao dos dados foram elaborados os boxplots representados na Figura 6.20
onde se observa que, a excecdo dos anos 1950-1954, os dados de todos os anos apresentam uma
assimetria negativa, ou seja, a cauda esquerda é mais alongada do que a cauda direita, e os dados que
apresentam uma maior amplitude séo referentes ao ano de 1962. Tal como nos casos anteriores, 0s
dados nado apresentam nenhum outlier. Constata-se também que a dispersao dos dados tem diminuido

ao longo dos anos e gue a exposicao ao risco tem sido praticamente constante nos Gltimos 40 anos.
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Figura 6.20: Boxplots do nimero de expostos ao risco nos anos 1940-2020 - Sem Distincdo de Sexo.

De forma a complementar as analises graficas apresentadas anteriormente, foram calculadas as
medidas descritivas de cada variavel para cada sexo e estas estdo apresentadas nas Tabelas A.1 e A.2
do Apéndice A. Para verificar a evolucéo de cada variavel ao longo do tempo, foram também calculados

cada sexo (Tabelas A.3 e A.4 do Apéndice A). Uma

os valores médios das mesmas em cada ano, para

vez que os valores obtidos sem distincao de sexo sdo a juncédo do sexo masculino e feminino, neste caso

sao apenas comparados os dois Ultimos.

75



Comparando os resultados do sexo masculino e feminino em relacdo a variavel de exposicdo ao
risco, constata-se que apesar do valor mais elevado ter sido atingido no sexo masculino, em média, o
sexo feminino apresenta valores superiores desta varidvel em comparacdo com o sexo masculino. Ao
analisar as tabelas referentes as médias de cada ano, observa-se tanto no sexo masculino como no
feminino, em geral, uma tendéncia crescente ao longo do dominio temporal, porém, nos anos 1970 e
2020 deteta-se um decréscimo desta variavel em ambos os sexos. De forma a analisar-se a dispersao
dos dados, foi calculado o desvio padrao e verifica-se que os dados do sexo masculino apresentam uma
maior variabilidade comparativamente com os do sexo feminino.

Relativamente ao numero de mortes, observa-se que, apesar do valor minimo observado ser igual
em ambos 0s sexos, 0 sexo masculino apresenta o valor mais elevado desta variavel e que, em média,
apresenta valores superiores em cada ano comparativamente com o sexo feminino, com a exce¢ao do
ano 2020. No que se refere a tendéncia observada desta variavel, no caso do sexo masculino, verifica-se
uma tendéncia decrescente entre 1940 e 1970 e a partir de 1980 verifica-se uma tendéncia crescente até
2020, existindo apenas uma quebra em 2010. No caso do sexo feminino observa-se um comportamento
semelhante, a Unica diferenca é que a tendéncia decrescente observa-se de 1940 a 1980 e a partir desse
ano a tendéncia passa a ser crescente até 2020, néo existindo nenhuma quebra durante esses anos. Por
fim, no que diz respeito a dispersdo dos dados, observa-se que os dados do sexo masculino apresentam

uma maior dispersdo em comparacdo com os do sexo feminino.

6.2 Aplicacao do Método Lee-Carter

Como foi mencionado no Capitulo 3, o Método Lee-Carter (LC) é aplicado aos dados para calcular as

previsdes das taxas de mortalidade e é definido por
In(mgy) = o + Boky + €4y

Este método foi utilizado nos dados dos trés casos abordados na Seccdo 6.1. Inicialmente foi
necessario ajustar o modelo demografico, ou seja, estimar os parametros da equacdo do modelo 3.1,
Q, B € ki, sendo que a, indica o nivel médio das taxas de mortalidade no tempo para cada idade =,
[, representa as oscilacdes nas taxas de mortalidade na idade x, em resposta a alteracdes no nivel
geral de mortalidade k; e k; constitui o indice de nivel geral da mortalidade no ano ¢t. Neste caso os

parametros foram estimados pelo método dos minimos quadrados com a decomposicdo em valores
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singulares (SVD). Nas Tabelas B.1, B.3, B.5 do Apéndice B encontram-se as estimativas dos parametros
a, € (3, nos casos com e sem distincdo de sexo. Uma vez que o parametro k; necessitou de ser
reestimado, devido as estimativas iniciais serem calculadas a partir da matriz de logaritmos das taxas de
mortalidade e nao pela matriz das taxas de mortalidade, apenas é relevante apresentar os resultados
dessa reestimacao, Tabelas B.2, B.4 e B.6 do Apéndice B. Nas Figuras 6.21, 6.22 e 6.23 observa-se 0
comportamento das estimativas de cada parametro ao longo das idades (de 0 a 100 anos), no caso de

ay e [3;, € ao longo do tempo (de 1940 a 2020), no caso de k;.
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Figura 6.21: Estimativas do nivel médio das taxas de mortalidade, «,, ao longo das idades 0-100 anos.
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Figura 6.22: Estimativas das oscilacdes nas taxas de mortalidade, (3., ao longo das idades 0-100 anos.
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Figura 6.23: Estimativas do nivel geral de mortalidade, k;, nos anos 1940-2020.

A curva dos &, apresenta um comportamento que ja se esperava, isto &, exibe valores mais elevados
de taxa de mortalidade para recém-nascidos, de seguida estes valores decrescem atingindo um valor
minimo nas idades 10 e 11 anos no caso dos Homens, 12 e 13 no caso das Mulheres e Sem Distincéo
de Sexo e, por fim, é notorio um crescimento até a idade 100 anos, sendo este o valor maximo deste
parametro nos 3 casos. Relativamente aos graficos das estimativas dos parametros ﬁw e /%t, inicialmente
verificam-se valores elevados de BI em idades jovens que revelam que quanto menor for a idade, maior
sera a sensibilidade a variacao de l%t e, ao longo das restantes idades este valor decresce. Outra conclusao
gue se pode retirar sobre os valores de ﬁx € que se estes valores forem baixos significa que as taxas
de mortalidade variam pouco quando o nivel geral de mortalidade se altera. Por fim, os valores de
l%t representam o nivel geral de mortalidade e estes apresentam uma tendéncia negativa ao longo dos
anos, com a excecdo do ano 2020 que, devido ao aparecimento da doenca por coronavirus (COVID-19),
apresentou uma tendéncia crescente, uma vez que uma consequéncia desta doenca é muitas vezes a

morte. Por esta razdo decidiu-se nao utilizar os dados do ano 2020 para projetar as tabuas de mortalidade.

6.3 Modelacao do Nivel Geral de Mortalidade - Modelacao
ARIMA

O objetivo deste estudo néo incluia a previsao de dados porém, no caso da empresa pretender realizar
previsdes da taxa de mortalidade, decidiu-se realizar a modelacdo do nivel geral de mortalidade de forma
a obter o melhor modelo de previsao para o caso do sexo masculino, feminino e sem distincao de sexo.

A evolucdo do nivel geral de mortalidade &, no tempo é uma série temporal e é necessario modelar
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0 comportamento da mesma e, posteriormente, realizar projecdes para ser possivel projetar a taxa de
mortalidade para anos futuros. Nesta seccdo utiliza-se a metodologia Box-Jenkins proposta por Lee-
Carter, contudo, apesar dos autores recomendarem a utilizacdo de um modelo ARIMA(O,1,0), foram
testados outros modelos para perceber qual seria 0 mais adequado. As séries temporais do indice &
foram analisadas em trés casos referentes ao tipo de sexo, isto €, sexo masculino, sexo feminino e sem
distincdo de sexo. Os dados originais foram divididos em dois conjuntos, um de treino (ou estimacao) e um
de teste (ou previsdo), com o intuito de avaliar a precisdo dos diferentes modelos de previsdo aplicados.
0 periodo de treino inclui as observacdes entre os anos 1940 e 2010, e o periodo de teste compreende

as observacdes de 2011 a 2019.

6.3.1 Identificacao do Modelo

Inicialmente, é necessario observar a série temporal da reestimacdo do parametro k;. Observando as
Figuras 6.24, 6.25 e 6.26 constata-se que as séries apresentam uma variancia quase constante porém,
nao sao constantes na média. Logo, a partir desta analise pode-se suspeitar que as séries sao nao
estacionarias. Outra conclusdo que pode ser retirada ap6s a observacdo das mesmas figuras é que
nenhuma das séries apresenta sazonalidade, isto é, nao apresenta nenhum padrao que se repete na
série temporal em periodos especificos, e por essa razao sera selecionado um modelo ARIMA e nao

SARIMA.
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Figura 6.24: Série temporal do parametro k; no periodo de treino (1940-2010) - Sexo Masculino.
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Figura 6.25: Série temporal do parametro k; no periodo de treino (1940-2010) - Sexo Feminino.

100

50

k t

1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

Ano

Figura 6.26: Série temporal do parametro k; no periodo de treino (1940-2010) - Sem Distincdo de Sexo.

Outra forma de averiguar a estacionariedade da série temporal passa por analisar a FAC empirica e
utilizar os testes ADF e KPSS. Nas Figuras 6.27, 6.28 e 6.29 é possivel observar que as FAC apresentam
um decaimento muito lento para zero a medida que &k (lag) aumenta, por isso confirma-se novamente

gue as séries sao nao estacionarias.
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-02 00 02 04 06 08 10
I
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Lag Lag

Figura 6.27: Funcgao de autocorrelagdo e de autocorrelacao parcial da série temporal do nivel geral de mortalidade - Sexo

Masculino.

80



FAC FACP

04 06 08 10

Partial ACF

ACF
-02 00 02 04 06 08 10
1

02 00 02

Lag Lag

Figura 6.28: Funcao de autocorrelacdo e de autocorrelacdo parcial da série temporal do nivel geral de mortalidade - Sexo

Feminino.

FAC FACP

1
04 06 08

Partial ACF

ACF
-02 00 02 04 06 08 10
I

02 00 02

Lag Lag

Figura 6.29: Funcéo de autocorrelacdo e de autocorrelacdo parcial da série temporal do nivel geral de mortalidade - Sem

Distincdo de Sexo.

Relativamente aos testes ADF e KPSS, para analisar se a série é estacionaria, a estatistica de teste
tera de ser inferior ao valor critico que, para um nivel de significancia de 5% ¢é -1,95 no teste ADF e
0,463 no teste KPSS. De realcar que caso o teste ADF indique que a série é ndo estacionaria e o teste
KPSS indique que a série ¢é estacionaria, considera-se que a série é estacionaria em tendéncia, ou seja,
a tendéncia precisa de ser removida para que a série seja rigorosamente estacionaria. No caso do sexo
masculino a estatistica de teste é igual a 0,7896 para o teste ADF e 0,7146 para o teste KPSS, no sexo
feminino as estatisticas de teste sdo 0,1558 no teste ADF e 0,1342 no teste KPSS e, no caso de sem
distincao de sexo as estatisticas de teste sdo 0,6642 para o teste ADF e 0,1024 para o teste KPSS. Assim,
pode-se concluir que, com um nivel de significancia de 5%, as séries sdo ndo estacionarias.

Uma vez que todas as séries sdo nao estacionarias, € necessario realizar diferenciagoes.

Primeiramente sera realizada uma primeira diferenciacdo e, de seguida, sera testada novamente a
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estacionariedade das séries através dos métodos utilizados anteriormente.

Nas Figuras 6.30, 6.31 e 6.32 encontram-se as séries apos a 1? diferenciacao e as respetivas FAC e
FACP empiricas. Apos a observacao destes graficos parece que as séries ja sao estacionarias, porém é
ainda necessario confirmar através dos testes ADF e KPSS. No caso do teste ADF as estatisticas de teste
sao-1,1335,-1,3025 e-1,2348 para o sexo masculino, feminino e sem distincao de sexo, respetivamente.
Relativamente ao teste KPSS, as estatisticas de teste sdo 0,1699, 0,0848 e 0,1148 no caso do sexo
masculino, feminino e sem distincdo de sexo, respetivamente. Tendo em atencdo o que foi referido
anteriormente sobre o caso de os dois testes levarem a diferentes conclusdées, podemos concluir que,
mesmo depois de ser realizada uma diferenciacao as séries e com um nivel de significancia de 5%, estas

continuam a ser ndo estacionarias. Por esta razo é necessario realizar mais uma diferenciacao (d=2).
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Figura 6.30: Série do nivel geral de mortalidade k; apos a 1° diferenciacao (d=1) e respetivas FAC e FACP estimadas - Sexo

Masculino.
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Figura 6.31: Série do nivel geral de mortalidade k; apos a 1? diferenciacéo (d=1) e respetivas FAC e FACP estimadas - Sexo

Feminino.
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Figura 6.32: Série do nivel geral de mortalidade k; apds a 1? diferenciacdo (d=1) e respetivas FAC e FACP estimadas - Sem

Distincdo de Sexo.

Os graficos das séries apés a 2% diferenciacdo e as respetivas FAC e FACP empiricas estdo

apresentadas nas Figuras 6.33, 6.34 e 6.35. Mais uma vez, a partir da analise grafica, parece que as

séries sao estacionarias, contudo é fundamental realizar os testes para confirmar. Depois de realizados

os testes ADF e KPSS foram obtidas as seguintes estatisticas de teste: -2,5201 (no sexo masculino),

-2,5356 (no sexo feminino) e -2,5953 (sem distincdo de sexo) no caso do teste ADF e 0,0471 (no sexo

masculino), 0,2029 (no sexo feminino) e 0,1740 (sem distincdo de sexo) no caso do teste KPSS. Sendo

assim, uma vez que todas as estatisticas de teste sao inferiores aos respetivos valores criticos, pode-se

concluir que, com um nivel de significancia de 5%, as séries sao estacionarias apds a 22 diferenciacao.
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Figura 6.33: Série do nivel geral de mortalidade k; apos a 2? diferenciacéo (d=2) e respetivas FAC e FACP estimadas - Sexo

Masculino.
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Figura 6.34: Série do nivel geral de mortalidade k; apos a 2? diferenciacéo (d=2) e respetivas FAC e FACP estimadas - Sexo

Feminino.
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Figura 6.35: Série do nivel geral de mortalidade k; apds a 2° diferenciacdo (d=2) e respetivas FAC e FACP estimadas - Sem

Distincao de Sexo.

Apos concluida a primeira sub-etapa da identificacdo do modelo, falta apenas escolher as ordens p
e ¢ de modo a ajustar um modelo ARIMA. Para a escolha das ordens p e ¢ do modelo, foi utilizado o
algoritmo Hyndman-Khandakar (Hyndman & Athanasopoulos, 2021) que consiste em considerar quatro
modelos iniciais, ARIMA(0,d,0), ARIMA(2,d,2), ARIMA(1,d,0) e ARIMA(0,d,1), e, destes quatro modelos,
aquele que apresentar o menor AlC e BIC é considerado como o "modelo atual”, que sera posteriormente
comparado com variacoes desse mesmo modelo que apresentam variacoes de +1 nas ordens p e g.
0 modelo escolhido sera aquele que apresentar um menor AIC e BIC, sendo que podera ser o “modelo

atual” ou uma das suas variacoes.
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Nas Tabelas 6.4, 6.5 e 6.6 estdo apresentados os modelos “concorrentes” de cada fase do algoritmo
e os respetivos parametros, sendo que a ordem d € sempre igual a 2 uma vez que foram necessarias
duas diferenciacdes em cada série para as tornar estacionarias. Na 1% fase do algoritmo os modelos
que apresentam um menor valor de AIC e BIC sdo ARIMA(0,2,1) tanto no sexo masculino, como no sexo
feminino e no caso sem distincao de sexo. Depois de realizadas as variacbes deste modelo em cada um
dos casos (2° fase do algoritmo), os modelos mais adequados sao ARIMA(1,2,1) para o sexo masculino

e sem distincdo de sexo e, no caso do sexo feminino, o modelo ARIMA(O,2,1).

Tabela 6.4: Identificacdo das ordens do modelo ARIMA - Sexo Masculino.

Fase do Algoritmo Modelo 01 103 0, 0, AIC BIC
ARIMA(0,2,0) - - - - 425,88 428,12
] ARIMA(2,2,2)  -0,45* 0,00 -0,75* -0,13* 371,564 382,71
1 Fase ARIMA(1,2,0)  -0,68 - - - 387,06 391,53
ARIMA(0,2,1) - - -1,00 - 371,54 376,01
ARIMA(0,2,2) - - -1,23 0,36 367,99 374,69
2% Fase ARIMA(1,2,1) 0,34 - -0,88 - 367,65 374,36
ARIMA(L,2,2)  0,32* - -1,56 0,76 369,18 378,11

* 0 coeficiente ndo ¢ estatisticamente significativo, para um nivel de significancia o = 5%.

Tabela 6.5: Identificacdo das ordens do modelo ARIMA - Sexo Feminino.

~ ~ ~ ~

Fase do Algoritmo Modelo 01 103 0, 0, AIC BIC
ARIMA(0,2,0) - - - - 437,66 439,89
. ARIMA(2,2,2)  -1,03 -0,27 0,23* 0,77 38588 397,05
1 rase ARIMA(1,2,0)  -0,62 - - - 406,66 411,13
ARIMA(0,2,1) - - -1,00 - 384,82 389,29
ARIMA(0,2,2) - - -1,24 0,24 383,31 390,01
2% Fase ARIMA(L,2,1)  -0,24* - -1,00 - 383,13 389,83
ARIMA(1,2,2) -0,26* -  0,98* -0,02* 38513 394,06

* 0 coeficiente ndo é estatisticamente significativo, para um nivel de significancia o« = 5%.

85



Tabela 6.6: Identificacdo das ordens do modelo ARIMA - Sem Distingdo de Sexo.

Fase do Algoritmo Modelo 01 0o 0, 0, AIC BIC
ARIMA(0,2,0) - - - - 425,78 428,02
] ARIMA(2,2,2)  -0,10* 0,17* -1,12* 0,12* 372,16 383,33
" Fase ARIMA(1,2,0) 0,67 - - - 386,70 391,17
ARIMA(0,2,1) - - -1,00 - 371,77 376,23
ARIMA(0,2,2) - - -1,20 0,31* 369,69 376,39
2% Fase ARIMA(1,2,1) 033 - -0,89 - 368,870 375,57
ARIMA(1,2,2) 0,39 - -162 083 370,42 379,36

* 0 coeficiente nao é estatisticamente significativo, para um nivel de significancia o = 5%.

6.3.2 Avaliacao do Modelo

Para validar os modelos escolhidos na subseccao anterior so falta verificar a significancia estatistica
dos parametros estimados e se os residuos da estimacao apresentam um comportamento analogo ao de
um ruido branco Gaussiano.

Na Tabela 6.7 estao apresentados os parametros de cada modelo para cada sexo. Através da analise

dos mesmos constata-se que todos os parametros sao significativos, para um nivel de significancia de 5%

Tabela 6.7: Modelos ARIMA mais adequados para cada caso.

~ ~

Sexo Modelo q§1 452 6, 6, AIC BIC
Masculino ARIMA(1,2,1) 0,34 - -0,88 - 367,65 374,36
Feminino ARIMA(0,2,1) - - -100 - 384,82 389,29

Sem Distincdo  ARIMA(1,2,1) -0,33 - -0,89 368,87 375,57

Para finalizar esta etapa falta apenas analisar o comportamento dos residuos dos modelos, para
verificar se estes apresentam um comportamento analogo ao de um ruido branco Gaussiano. Para isso
sdo utilizados os testes de Ljung-Box para testar a independéncia dos residuos e o teste tde Student para
testar o valor médio.

No caso do sexo masculino, o histograma da Figura 6.36 sugere que os residuos da série apresentam

uma distribuicao ligeiramente assimétrica a esquerda porém, mediante o teste Lilliefors, a hipétese nula
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de normalidade nao é rejeitada, tendo como valor de prova 0,648. Uma vez que a normalidade nao foi
rejeitada, é possivel testar se os residuos apresentam valor médio nulo a partir do teste ¢, resultando num
valor de prova igual a 0,199. Além disso, através da representacao grafica da série dos residuos, estes
parecem oscilar uniformemente em torno de zero, o que leva a crer que a variancia é constante. Sendo
assim, conclui-se que nao ha evidéncia estatistica para rejeitar a hipotese de que os residuos apresentam
uma distribuicao Normal de média nula e variancia constante. O ultimo pressuposto a ser testado é o da
nao correlacao através do teste de Ljung-Box que tem como hipdtese nula a correlacdo nula dos residuos,
ou seja, a independéncia dos mesmos. Com o valor de prova obtido no teste, 0,122, com um nivel de
significancia de 5% nao se rejeita a hipotese nula, ou seja, verifica-se a independéncia dos erros. Posto

isto, pode-se considerar que 0 modelo escolhido é adequado aos dados.
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Figura 6.36: Série dos residuos da série do nivel geral de mortalidade apos ajustamento do modelo ARIMA e respetivo

histograma, FAC e FACP estimadas - Sexo Masculino.

Relativamente ao sexo feminino e sem distincdo de sexo, estes casos ndo sao tdo simples quanto o
primeiro. Nas Figuras 6.37 e 6.38 & possivel verificar gue em ambos o0s casos os residuos apresentam
uma distribuicao ligeiramente assimétrica a esquerda, porém nao é suficiente para que a partir do teste
Lilliefors se rejeite a hipotese nula de normalidade, sendo que o valor de prova obtido neste teste séo
0,150 no caso do sexo feminino e 0,865 no caso sem distincao de sexo. Contudo, no teste de Ljung-Box,
a hipotese de correlacao nula entre os residuos é rejeitada com valores de prova 0,003 no sexo feminino
e 0,021 no caso sem distincao de sexo, sendo por isso necessario recorrer ao modelo ARIMA alternativo

em ambos 0s casos.
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Figura 6.37: Série dos residuos da série do nivel geral de mortalidade apos ajustamento do modelo ARIMA e respetivo

histograma, FAC e FACP estimadas - Sexo Feminino.
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Figura 6.38: Série dos residuos da série do nivel geral de mortalidade apos ajustamento do modelo ARIMA e respetivo

histograma, FAC e FACP estimadas - Sem Distincdo de Sexo.

A escolha do modelo alternativo consiste em escolher o segundo modelo com menor AIC e BIC e

com parametros estatisticamente significativos. Para o sexo feminino, o modelo alternativo ¢ o modelo
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ARIMA(1,2,0) (Tabela 6.5) e para o caso sem distincdo de sexo € o modelo ARIMA(0,2,1) (Tabela 6.6). Nas
Figuras 6.39 e 6.40 apresenta-se a representacao grafica dos residuos de cada modelo e os respetivos
histograma, FAC e FACP. Através do histograma da Figura 6.39 constata-se que os residuos apresentam
uma distribuicdo assimétrica a esquerda mais acentuada do que no caso do histograma apresentado na
Figura 6.40. Porém, utilizando o teste Lilliefors, prova-se que a hipotese de normalidade néo é rejeitada
em nenhum dos casos, tendo como valores de prova 0,068 no caso do sexo feminino e 0,864 no caso
sem distincdo de sexo. Em relacao a existéncia de correlacdo entre os residuos, através do teste Ljung-
Box, verifica-se novamente que existe correlacdo em ambos os casos, apresentando como valor de prova
0,007 (sexo feminino) e 0,0001 (sem distincao de sexo). Apesar da normalidade e do valor médio nulo
serem verificados em ambos 0s casos, uma vez que existe correlacdo entre os residuos, nenhum dos

modelos pode ser utilizado para modelacao nem previsao.

Posto isto, foram testados os modelos seguidos com menor AIC e BIC. No caso do sexo feminino sé
foi possivel testar o modelo ARIMA(0,2,0) uma vez que os restantes apresentavam coeficientes
estatisticamente nao significativos. Ja no caso sem distincdo de sexo foram testados os modelos
ARIMA(1,2,2), ARIMA(1,2,0) e ARIMA(0,2,0). Em todos os modelos as hipoteses de normalidade e de
valor médio nulo ndo foram rejeitadas, porém a hipotese de existéncia de correlacdo entre os residuos

foi sempre verificada.
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Figura 6.39: Série dos residuos da série do nivel geral de mortalidade apds ajustamento do modelo ARIMA e respetivo

histograma, FAC e FACP - Sexo Feminino.
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Figura 6.40: Série dos residuos da série do nivel geral de mortalidade apos ajustamento do modelo ARIMA e respetivo

histograma, FAC e FACP - Sem Distincdo de Sexo.

Uma vez que nenhum dos modelos obtidos seguindo o algoritmo Hyndman-Khandakar (Hyndman &
Athanasopoulos, 2021) verifica os pressupostos necessarios, é utilizada outra forma para identificar os
parametros p e ¢ do modelo, através das representacdes graficas da FAC e FACP das Figuras 6.34 e 6.35.
Através destas é possivel reconhecer-se o comportamento de um modelo AR(4), ou, alternativamente, de
um MA(1), tanto no sexo feminino como no caso sem distincdo de sexo. No entanto, para além destes
modelos, também foram ajustados modelos “vizinhos” para uma escolha mais cuidada.

Nas Tabelas 6.8 e 6.9 estdo apresentados os modelos estudados para cada um dos casos e 0s
respetivos valores de AIC e BIC. Mediante os resultados observa-se que, para ambos 0s sexos, 0s modelos
que apresentam menores valores de AlC e BIC sao os modelos ARIMA(2,2,3). Desta forma falta apenas

averiguar se os residuos de cada modelo verificam os pressupostos pretendidos.

Tabela 6.8: Identificacdo das ordens do modelo ARIMA - Sexo Feminino.

~ ~ ~ ~ ~

Modelo b1 bo b3 o 0, 0y 0, AIC BIC
ARIMA(1,2,3) 0,81 - - - 208 134 -026* 38688 398,05
ARIMA(2,2,3) -1,63 -0,98 - - 054 0,60 -094 377,60 391,01
ARIMA(3,2,2)  0,04* 0,06* -0,03* - -128 028 - 389,06 40246
ARIMA(4,2,1) 0,58 0,39 0,42 044 058 - - 38271 396,12

* 0 coeficiente ndo é estatisticamente significativo, para um nivel de significancia o« = 5%.
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Tabela 6.9: Identificacdo das ordens do modelo ARIMA - Sem Distingdo de Sexo.

~ ~

~

Modelo b1 S M R ) 0y 05 AIC BIC
ARIMA(1,2,3)  -0,40* - - - 0,78 -0,03* -0,19* 37152 382,69
ARIMA(2,2,3) -1,63 098 - - 051 -0,60 -0,91 361,57 374,98
ARIMA(3,2,2) 037 -0,01* -041 - -167 100 - 36440 377,81
ARIMA(4,2,1)  -0,69 -0,38* -0,47 -0,47 0,46 - - 36502 37843

distribuicao ligeiramente assimétrica porém, esta nao € significativa para que a hipotese de normalidade

* 0 coeficiente nao é estatisticamente significativo, para um nivel de significancia o = 5%.

Apds a observacao das Figuras 6.41 e 6.42 constata-se que os residuos parecem apresentar uma

seja rejeitada através do teste Lilliefors (valor de prova igual a 0,369 no caso do sexo feminino e 0,862

no caso sem distincdo de sexo), com um nivel de significancia de 5%. Relativamente a independéncia

dos residuos e ao valor médio dos mesmos, através do teste de Ljung-Box verifica-se que os residuos
sao independentes no caso do sexo feminino, com um valor de prova igual a 0,170, e 0,231 para o0 sexo

feminino e sem distincdo de sexo, respetivamente, e, através do teste t constata-se que os residuos

apresentam um valor médio nulo (valor de prova igual a 0,645 no sexo feminino e 0,379 no caso sem

distincdo de sexo).

Por fim, a partir da observacao do grafico dos residuos, estes parecem oscilar

uniformemente em torno de zero, o que leva a crer que a variancia é constante.

Residuo

FAC

Figura 6.41: Série dos residuos da série do nivel geral de mortalidade apds ajustamento do modelo ARIMA e respetivo

Representagéo Grafica

wn -
= -

w

P AR

Frequéncia Relativa

T T
1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000

Ano

T
2010

04 08

FACP

02
1

Lag

histograma, FAC e FACP estimadas - Sexo Feminino.
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Figura 6.42: Série dos residuos da série do nivel geral de mortalidade apos ajustamento do modelo ARIMA e respetivo

histograma, FAC e FACP estimadas - Sem Distincdo de Sexo.

Visto que foram verificados todos os pressupostos, & obter realizar as estimativas pontuais (no periodo
de treino) e as previsdes pontuais e intervalares (no periodo de teste) de cada caso, apresentadas nas
Figuras 6.43, 6.44 e 6.45. Estas sugerem que a qualidade preditiva de cada modelo € melhor na série de
treino do que na série de teste e isso pode ser comprovado através das medidas de avaliacédo calculadas

para cada um dos casos e representadas na Tabela 6.10.
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Figura 6.43: Previsdes (no periodo de teste), pontuais e intervalares (95%), e estimativas pontuais (no periodo de treino) obtidas

através do modelo ARIMA, sobrepostas a série do nivel geral de mortalidade - Sexo Masculino.

92



Kt
0
Il

-50

——  Série observada
——  Estimativas
——  Previsfes
******** Intervalos de previsdo (95%)
T T T T —
1840 1960 1980 2000 2020

-100
1

Figura 6.44: Previsdes (no periodo de teste), pontuais e intervalares (95%), e estimativas pontuais (no periodo de treino) obtidas

através do modelo ARIMA, sobrepostas a série do nivel geral de mortalidade - Sexo Feminino.
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Figura 6.45: Previsdes (no periodo de teste), pontuais e intervalares (95%), e estimativas pontuais (no periodo de treino) obtidas

através do modelo ARIMA, sobrepostas a série do nivel geral de mortalidade - Sem Distincdo de Sexo.

Relativamente aos intervalos de previsdo, no caso do sexo feminino 8 das 9 observacdes
correspondentes a série de teste pertencem ao mesmo, sendo que a taxa de cobertura é igual a
88,89%, ou seja, inferior a esperada (95%) e, nos casos do sexo masculino e sem distincao de sexo, a
taxa de cobertura de cada um é 100%, ou seja, todas as observacdes de cada série de teste pertencem

ao respetivo intervalo de previsao.
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Tabela 6.10: Medidas de avaliacao calculadas para a série do nivel geral de mortalidade, no periodo de treino (1940 a 2010)

e no periodo de teste (2011 a 2019), com base nos resultados obtidos na aplicacdo do Método de Holt.

Sexo EQM REQM EPAM EAM U-Theil
Masculino 10,427 3,229 0,315 2,617 0,600
Feminino 10,310 3,211 0,116 2,529 0,742 Periodo de Treino

Sem Distincdo 8,192 2,862 0,126 2,230 0,326
Masculino 39,199 6,261 0,065 4,579 1,111
Feminino 47,209 6,871 0,070 6,500 1,321 Periodo de Teste
Sem Distincdo 14,457 3,802 0,039 3,333 1,266

6.4 Modelacao do Nivel Geral de Mortalidade - Método de Holt

Tal como foi referido na Seccéo 5.8, 0 método de alisamento exponencial mais indicado para séries
gue nado apresentam sazonalidade, o caso presente neste estudo, ¢ o Método de Holt ou Método Linear
de Holt. Na Tabela 6.11 estdo apresentadas as estimativas iniciais para as constantes de alisamento
e para o nivel e declive, para cada sexo. Relativamente a constante de alisamento associada ao nivel,
&, observa-se que, para todos os sexos, este valor é elevado, o que indica que é dado mais peso as
observacdes mais recentes do que as mais distantes e que o nivel muda rapidamente com a finalidade
de capturar a série de alta tendéncia. Ja os valores da constante de alisamento associada ao declive, ﬁ
dos trés casos sao bastante proximos de 0, isto sugere que a tendéncia quase nao muda com o tempo,

ou seja, que o declive num dado instante fica determinado, quase na totalidade, pelo valor no instante

anterior.

Tabela 6.11: Estimativas iniciais para o nivel e declive e estimativas das constantes de alisamento, resultantes da aplicacdo

do Método de Holt a série temporal do nivel geral de mortalidade k; produzido a partir do Método Lee-Carter.

Sexo Estimativas

o] B Z1 61
Masculino 0,642 0,114 83,832 -1,829
Feminino 0,786 10,0001 117,167 2,773

Sem Distincdo 0,722 0,072 93,828 -2,368
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Nas Figuras 6.46, 6.47 e 6.48 encontram-se as representacdes graficas das estimativas pontuais
no periodo de treino e as previsdes pontuais e intervalares do periodo de teste. Observando apenas as
figuras, parece que as estimativas sdo melhores do que as previsdes e isso pode ser comprovado através

do calculo das medidas de avaliacdo para ambos os periodos.
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Figura 6.46: Previsdes (no periodo de teste), pontuais e intervalares (95%), e estimativas pontuais (no periodo de treino) obtidas

através do Método de Holt, sobrepostas a série do nivel geral de mortalidade - Sexo Masculino.
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Figura 6.47: Previsdes (no periodo de teste), pontuais e intervalares (95%), e estimativas pontuais (no periodo de treino) obtidas

através do Método de Holt, sobrepostas a série do nivel geral de mortalidade - Sexo Feminino.
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Figura 6.48: Previsdes (no periodo de teste), pontuais e intervalares (95%), e estimativas pontuais (no periodo de treino) obtidas

através do Método de Holt, sobrepostas a série do nivel geral de mortalidade - Sem Distingcdo de Sexo.

Na Tabela 6.12 estao apresentadas as medidas de avaliacao calculadas e, com base nas mesmas, é

possivel comprovar a premissa anterior, uma vez que as medidas de avaliacdo tém valores menores na

série de treino do que na série de teste. Apesar das medidas de avaliacao apresentarem valores elevados

no periodo de teste, todas as observacoes da série de teste pertencem aos intervalos de previsao nos trés

casos de estudo, tendo por isso uma taxa de cobertura de 100%.

Tabela 6.12: Medidas de avaliacao calculadas para a série do nivel geral de mortalidade, no periodo de treino (1940 a 2010)

e no periodo de teste (2011 a 2019), com base nos resultados obtidos na aplicacdo do Método de Holt.

Sexo EQM REQM EPAM EAM U-Theil
Masculino 10,487 3,238 0,293 2,636 0,607
Feminino 13,090 3,618 0,122 2,854 0,517 Periodo de Treino
Sem Distincdo 10,732 3,276 0,144 2611 0,484
Masculino 73,374 8,507 0,081 6,686 1,520
Feminino 39,187 6,260 0,063 5,858 1,214 Periodo de Teste
Sem Distincdo 25,883 5,088 0,038 3,372 1,676
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6.5 Extensao do Método Lee-Carter ou Modelo de Poisson

Como foi referido no Capitulo 3, a extensdo do Método Lee-Carter foi proposta devido aos autores do
mesmo acreditarem que o ajustamento dos parametros através do método dos minimos quadrados via
SVD nao era o mais correto. Posto isto, a Unica diferenca entre o Método Lee-Carter e a sua extensao
€ que no ultimo método considera-se que o numero de obitos segue uma distribuicdo de Poisson e os
parametros do mesmo sao estimados utilizando o método de maxima verosimilhanca. Nesta seccao sado
apresentados todos os resultados deste método e é feita a comparacao entre a extensao e o Método

Lee-Carter.

Tal como o Método Lee-Carter, este método também foi aplicado aos dados descritos na Seccao
6.1, com e sem distincao de sexo. A primeira etapa € o0 ajustamento do modelo demografico, realizado
através do método de maxima verosimilhanca. Nas Figuras 6.49, 6.50, 6.51, 6.52, 6.53 e 6.54 estao
representadas as estimativas dos parametros da equacao do modelo 3.1, o, 3. e k;, obtidas através do
método dos minimos quadrados (Método LC) e através do método de maxima verosimilhanca (Extenséo
do Método LC). Apos a observacdo das mesmas, constata-se que o parametro a,, € praticamente igual
em todos os sexos, utilizando ambos os métodos. Ja os parametros (3, e k;, apesar de apresentarem
um comportamento semelhante ao longo do tempo, exibem valores bastante diferentes, sendo que estes

valores sdo mais dispares quando se trata do parametro k;.

Posto isto pode-se afirmar que, tal como na seccdo 6.2, a curva dos ¢, apresenta um
comportamento expectavel, apresentando em ambos os métodos valores minimos nas idades 10 e 11
anos no caso do sexo masculino e 12 e 13 anos nos casos do sexo feminino e sem distincao de sexo e
valores maximos na idade 100 anos. Em relacdo ao parametro Bx utilizando a Extensao do Método LC,
em idades iniciais o valor deste parametro ¢ mais elevado, mais no sexo masculino e no caso sem
distincdo de sexo, significando que nestes casos a sensibilidade a variacao do parametro l%t ¢ ainda
mais elevada do que aplicando o Método LC. Relativamente ao comportamento do parametro l%t, tal
como no método anterior, este apresenta uma tendéncia decrescente, porém é o parametro em que
existem mais diferencas associadas ao tipo de método aplicado. Tal como foi referido na seccéo 6.2, o
ano 2020 nao é considerado para a projecdo, uma vez que é considerado um ano atipico, com valores

muito mais elevados de mortes.
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6.6 Modelacao do Nivel Geral de Mortalidade - Modelacao
ARIMA

Tal como no Método Lee-Carter, o parametro k; necessita de ser modelado para posteriormente ser
possivel realizar projecdes do mesmo. A série original também foi dividida em duas subséries, a série
de treino que contém as observacdes dos anos 1940 a 2010 e a série de teste que é constituida pelas
observacdes dos anos 2011 a 2019, de forma a realizar o processo de modelacédo e previsao desta série.
Outra nota importante é que cada série foi analisada consoante o sexo, ou seja, para o sexo masculino,

feminino e sem distincao de sexo.

6.6.1 Identificacao do Modelo

A primeira subetapa para a identificacdo do modelo passa por perceber se as séries sao
estacionarias ou ndo. Nas Figuras 6.55, 6.56 e 6.57 estdo representadas as séries da estimativa do
parametro l%t para cada sexo. Com base nas mesmas constata-se que as séries temporais parecem
apresentar estacionariedade na variancia e ndao na média, uma vez que todas apresentam uma

tendéncia decrescente ao longo do tempo. Assim, as séries sao nao estacionarias.
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Figura 6.55: Série temporal do nivel geral de mortalidade k; no periodo de treino (1940-2010) - Sexo Masculino.
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Figura 6.56: Série temporal do nivel geral de mortalidade &; no periodo de treino (1940-2010) - Sexo Feminino.
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Figura 6.57: Série temporal do nivel geral de mortalidade k; no periodo de treino (1940-2010) - Sem Distincdo de Sexo.

Para confirmar se as séries sdo realmente nao estacionarias também € possivel analisar a FAC
empirica das mesmas e realizar os testes ADF e KPSS que testam a estacionariedade de uma série.
Nas Figuras 6.58, 6.59 e 6.60 observa-se que a FAC empirica das trés séries apresenta um decaimento
lento para zero a medida que o lag aumenta, isto indica que as séries sdo nao estacionarias. Para
rejeitar a hipétese de ndo estacionariedade através dos testes ADF e KPSS é necessario que as
estatisticas de teste sejam menores do que os valores criticos que, para um nivel de significancia de 5%,
sao -1,95 e 0,463, respetivamente. No teste ADF sdo obtidas as seguintes estatisticas de teste, 0,942
no caso do sexo masculino, 0,799 para o sexo feminino e 0,841 no caso sem distincao de sexo. Ja para
o teste KPSS as estatisticas de teste sdo 0,710 no sexo masculino, 0,712 no sexo feminino e 0,712

sem distincdo de sexo. Uma vez que todas as estatisticas de teste sdo inferiores aos respetivos valores
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criticos, comprova-se que as séries sao nao estacionarias, sendo que é necessario realizar a primeira

diferenciacao e, de seguida, testar novamente a estacionariedade das mesmas.
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Figura 6.58: Funcao de autocorrelacdo e de autocorrelacdo parcial da série temporal do nivel geral de mortalidade - Sexo

Masculino.
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Figura 6.59: Funcao de autocorrelacdo e de autocorrelacao parcial a série temporal do nivel geral de mortalidade - Sexo

Feminino.
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Figura 6.60: Funcao de autocorrelacdo e de autocorrelacdo parcial a série temporal do nivel geral de mortalidade - Sem

Distincao de Sexo.
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Nas Figuras 6.61, 6.62 e 6.63 estao apresentadas as séries apos a 12 diferenciacao e as respetivas
FAC e FACP estimadas. Através da observacdo da representacao grafica dos residuos, a média parece

ainda nao ser constante, sendo talvez necessario realizar outra diferenciacao na série.

Para testar se realmente as séries ja sdo estacionarias sdo utilizados novamente os testes ADF e KPSS.
No primeiro teste as estatisticas de teste obtidas sao 0,7337 no caso do sexo masculino, 0,4884 no sexo
feminino e 0,5648 no caso sem distincdo de sexo. No teste KPSS as estatisticas de teste sédo 0,063
(sexo masculino), 0,0412 (sexo feminino) e 0,0508 (sem distincao de sexo). Mediante as estatisticas
de teste obtidas no teste ADF nao se rejeita a hipotese nula de nao estacionariedade em nenhum dos
casos, porém a partir das estatisticas de teste obtidas no teste KPSS a hipétese nula de estacionariedade
nao é rejeitada em nenhum dos casos. Como foi referido na Subseccao 6.3.1, no caso dos dois testes
apresentarem conclusdes diferentes como neste caso, considera-se que a série é nao estacionaria, logo

& necessario realizar mais uma diferenciacao (d=2) em cada uma das séries.

&
o
3
=
w
ai]
2 -
5 o |

' T T T T T T T T

1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010
Time
FAC(d=1) FACP(d=1)

@ ] w e
W T 2 o |||||||. N
Qe o _______ = |
< oI B = Jd ]

< [ —— g o]

=] 1 1 T 1 1 1 1

0 5 10 15 5 10 15
Lag Lag

Figura 6.61: Série do nivel geral de mortalidade k; apos a 1? diferenciacéo (d=1) e respetivas FAC e FACP estimadas - Sexo

Masculino.
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Figura 6.62: Série do nivel geral de mortalidade k; apos a 1° diferenciacao (d=1) e respetivas FAC e FACP estimadas - Sexo

Feminino.
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Figura 6.63: Série do nivel geral de mortalidade k; apds a 1? diferenciacdo (d=1) e respetivas FAC e FACP estimadas - Sem

Distincao de Sexo.

Apds realizada a 27 diferenciacdo a cada série sdo obtidas as representacoes graficas e a FAC e
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FACP estimadas apresentadas nas Figuras 6.64, 6.65 e 6.66. Apos a analise da representacdo grafica
dos residuos de cada uma das séries, ja € possivel observar que as séries apresentam média constante

em todos os casos, contudo é necessario realizar os testes ADF e KPSS para confirmar.
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Figura 6.64: Série do nivel geral de mortalidade k; apds a 2? diferenciacéo (d=2) e respetivas FAC e FACP estimadas - Sexo

Masculino.
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Figura 6.65: Série do nivel geral de mortalidade k; apos a 2? diferenciacédo (d=2) e respetivas FAC e FACP estimadas - Sexo

Feminino.
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Depois de aplicados os testes ADF e KPSS sdo obtidas as estatisticas de teste -2,795 e 0,192 no
sexo masculino, -3,149 e 0,207 no sexo feminino e -2,962 e 0,206 no caso sem distincao de sexo,
respetivamente. A partir destes resultados, com um nivel de significancia de 5%, conclui-se que em ambos
os testes as séries sao consideradas estacionarias. Como as séries ja sao estacionarias, é possivel passar

para a segunda subetapa, a escolha das ordens p e ¢ do modelo ARIMA.
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Figura 6.66: Série do nivel geral de mortalidade k; apds a 22 diferenciacdo (d=2) e respetivas FAC e FACP estimadas - Sem

Distincao de Sexo.

Para a segunda subetapa foi utilizado, tal como na Subseccéo 6.3.1, o algoritmo Hyndman-Khandakar
(Hyndman & Athanasopoulos, 2021). Nas Tabelas 6.13, 6.14 e 6.15 estao apresentados os modelos
considerados em cada fase do algoritmo e os respetivos valores de AIC e BIC. De notar que em todos os
modelos a ordem d € igual a 2, uma vez que para todos os casos foi necessario realizar duas diferenciacoes
para as séries se tornarem estacionarias. Na 1? fase do algoritmo os modelos que apresentam menores
valores de AIC e BIC sao ARIMA(O,2,1) para os trés casos. Apos serem realizadas as variacoes deste
modelo, ou seja, a 27 fase do modelo, os modelos mais adequados sdo ARIMA(O,2,2) tanto no sexo

masculino, como no feminino e no caso sem distincdo de sexo.
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Tabela 6.13: Identificacdo da ordem do modelo ARIMA - Sexo Masculino.

Fase do Algoritmo Modelo 01 o)) 0, 0, AIC BIC
ARIMA(0,2,0) - - - - 426,33 428,56
] ARIMA(2,2,2) 0,07 0,07 -169 0,74 350,37 361,54
1 Fase ARIMA(0,2,1) - - -0,95 - 364,13 368,60
ARIMA(1,2,0)  -0,70 - - - 384,25 388,71
ARIMA(0,2,2) - - -1,39 0,49 348,81 355,52
2% Fase ARIMA(1,2,1)  -0,48 - -0,90 - 350,78 357,48
ARIMA(1,2,2)  0,05* - -1,57 0,72 348,57 357,50

* 0 coeficiente nao é estatisticamente significativo, para um nivel de significancia o = 5%.

Tabela 6.14: Identificacdo da ordem do modelo ARIMA - Sexo Feminino.

Fase do Algoritmo Modelo 01 103 0, 0, AIC BIC
ARIMA(0,2,0) - - - - 488,57 490,80
. ARIMA(2,2,2) -1,20 -0,46 -0,38* -0,49* 399,27 410,44
1 rase ARIMA(0,2,1) - - 0,98 - 420,21 424,68
ARIMA(1,2,0)  -0,75 - - - 434,14 438,61
ARIMA(0,2,2) - - -1,57 0,69 397,16 403,86
2% Fase ARIMA(L,2,1)  -0,58 - 0,93 - 397,20 403,91
ARIMA(1,2,2) 0,36 - -1,25  0,33* 397,49 406,43

* 0 coeficiente ndo é estatisticamente significativo, para um nivel de significancia o« = 5%.

107



Tabela 6.15: Identificacao da ordem do modelo ARIMA - Sem Distin¢ao de Sexo.

Fase do Algoritmo Modelo g51 103 0, 0, AIC BIC
ARIMA(0,2,0) - - - - 452,11 454,34
] ARIMA(2,2,2)  -1,18 -0,45 -0,33* -0,50* 369,72 380,89
1 Fase ARIMA(0,2,1) - - 0,96 - 386,42 390,89
ARIMA(1,2,0) 0,73 - - - 402,94 407,41
ARIMA(0,2,2) - - -1,55 0,69 36597 372,67
2% Fase ARIMA(L,2,1)  -0,54 - 0,91 - 367,83 374,53
ARIMA(L,2,2) -0,10* - -1,47 0,60 367,78 376,71

* 0 coeficiente nao é estatisticamente significativo, para um nivel de significancia o = 5%.

6.6.2 Avaliacao do Modelo

Nesta etapa os modelos escolhidos anteriormente sao testados para verificar se estes sdo realmente
0s mais adequados para cada caso. Para isso é necessario analisar a significancia estatistica dos
parametros estimados e averiguar se o0s residuos do modelo apresentam um comportamento
semelhante ao de um ruido branco Gaussiano.

Na Tabela 6.16 estdo apresentados os modelos ARIMA escolhidos na subseccao anterior e através
desta verifica-se que os parametros de todos os modelos sao estatisticamente significativos, com um nivel

de significancia de 5%.

Tabela 6.16: Modelos ARIMA mais adequados para cada caso.

~ ~

Sexo Modelo &; ¢» 6, 6, AIC  BIC
Masculino ARIMA(0,2,2) - - -1,39 049 34881 35552
Feminino ARIMA(0,2,2) - - -157 069 397,16 403,86

Sem Distincdo  ARIMA(0,2,2) - -1,55 0,69 365,97 372,67

Posto isto falta apenas analisar o comportamento dos residuos de cada modelo, sendo que é
necessario verificar se existe correlacdo entre os residuos, através do teste de Ljung-Box, e se estes
apresentam valor médio nulo, por aplicacdo do teste t.

Antes de mais, nas Figuras 6.67, 6.68 e 6.69 estao apresentadas as séries dos residuos, o respetivo
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histograma e a FAC e FACP de cada sexo. Em relacao a distribuicdo dos residuos, através dos histogramas
constata-se que nos trés casos estes apresentam uma distribuicdo assimétrica a esquerda, tal como
aconteceu nas séries expostas na Subseccao 6.3.2, contudo esta assimetria nao ¢ significativa, sendo que,
através do teste Lilliefors, a hipdtese de normalidade nao foi rejeitada em nenhum dos casos, tendo como
valores de prova 0,962 no caso do sexo masculino, 0,974 no sexo feminino e 0,936 no caso sem distincao
de sexo. Visto que a normalidade nao foi rejeitada, é possivel testar, através do teste t, se os residuos
apresentam valor médio nulo. Depois de aplicado este teste sdo obtidos os valores de prova 0,070, 0,175
e 0,176 nos casos sexo masculino, feminino e sem distincdo de sexo, respetivamente, ou seja, nao se
rejeita a hipotese de média nula em nenhum dos casos, com um nivel de significancia de 5% Assim sendo,
falta apenas averiguar se os residuos séo ou nao correlacionados. Para isso é utilizado o teste Ljung-Box
gue tem como valores de prova 0,787 (sexo masculino), 0,475 (sexo feminino) e 0,648 (sem distincdo
de sexo), logo em nenhum dos casos o0s residuos sao correlacionados. Depois de realizados todos os
testes necessarios conclui-se que os residuos dos modelos apresentados anteriormente para cada caso
exibem um comportamento analogo ao de um ruido branco Gaussiano, ou seja, sdo considerados modelos

adequados.

Representacio Grafica Histograma

7‘

=

0.10

Frequéncia Relativa
0.00

Residuo
8 -4 0 4

T T T T T T T T | — T 1
1940 1960 1980 2000 -10 5 0 5
Ano Residuo
FAC FACP
° B —
o = ] o o | | | . |
L o 2 o T [ T [T
. o~ ] 1 : | 1 | 1 J_ | | E : ‘; ‘
o +t--———-mmeeee L [ E e E
T T T T < T T T
0 5 10 15 5 10 15
Lag Lag

Figura 6.67: Série dos residuos da série do nivel geral de mortalidade k; apds ajustamento do modelo ARIMA e respetivo

histograma, FAC e FACP estimadas - Sexo Masculino.
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Representacio Grafica Histograma
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Figura 6.68: Série dos residuos da série do nivel geral de mortalidade k; apds ajustamento do modelo ARIMA e respetivo

histograma, FAC e FACP estimadas - Sexo Feminino.
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Figura 6.69: Série dos residuos da série do nivel geral de mortalidade k; apos ajustamento do modelo ARIMA e respetivo

histograma, FAC e FACP estimadas - Sem Distincdo de Sexo.

Depois de realizada a avaliacao do modelo e concluindo-se que os modelos ARIMA escolhidos em
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cada um dos casos sao adequados, torna-se plausivel a realizacdo de estimativas e previsdes para um

periodo de tempo. Neste caso sao efetuadas estimativas pontuais para o periodo de treino (1940-2010)

e previsdes pontuais e intervalares para o periodo de teste (2011-2019), sendo que estas podem ser

observadas nas Figuras 6.70, 6.71 e 6.72, para cada um dos casos. Através das figuras compreende-se

que a qualidade preditiva dos modelos € superior na série de treino do que na série de teste. Isto pode

ser comprovado através do calculo de medidas de avaliacdo nos dois periodos distintos, sendo que estas

estdo apresentadas na Tabela 6.17. Através dos valores obtidos comprova-se o que foi dito anteriormente,

uma vez que os valores das medidas de avaliacao sao mais elevados nas séries de teste do que nas de

treino. Ainda que estas medidas sejam elevadas na série de teste, todas as 9 observacdes de cada série

encontram-se no intervalo de previsao, isto €, a taxa de cobertura ¢ igual a 100% nos trés casos.
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Figura 6.70: Previsdes (no periodo de teste), pontuais e intervalares (95%), e estimativas pontuais (no periodo de treino) obtidas

através do modelo ARIMA, sobrepostas a série do nivel geral de mortalidade - Sexo Masculino.
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Figura 6.71: Previsdes (no periodo de teste), pontuais e intervalares (95%), e estimativas pontuais (no periodo de treino) obtidas

através do modelo ARIMA, sobrepostas a série do nivel geral de mortalidade - Sexo Feminino.
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Figura 6.72: Previsdes (no periodo de teste), pontuais e intervalares (95%), e estimativas pontuais (no periodo de treino) obtidas

através do modelo ARIMA, sobrepostas a série do nivel geral de mortalidade - Sem Distincdo de Sexo.

Tabela 6.17: Medidas de avaliacao calculadas para a série do nivel geral de mortalidade, no periodo de treino (1940 a 2010)

e no periodo de teste (2011 a 2019), com base nos resultados obtidos na aplicacdo da Modelacao ARIMA.

Sexo EQM REQM EPAM EAM U-Theil
Masculino 7,872 2,806 0,702 2,256 2,018
Feminino 15,718 3965 0,132 3,105 0,783 Série de Treino
Sem Distinggo 10,027 3,167 0,160 2,556 1,256
Masculino 39,465 6,282 0,055 5,065 1,578
Feminino 103,118 10,155 0,069 8,411 2,037 Série de Teste

Sem Distincdo 92,248 9,605 0,079 8,042 2,291

6.7 Modelacao do Nivel Geral de Mortalidade - Método de Holt

Uma vez que também nao é possivel reconhecer sazonalidade nas séries do nivel geral de mortalidade
calculadas através da Extensado do Método LC, o método de alisamento exponencial mais adequado é
novamente o Método Linear de Holt (ou Método de Holt). Na Tabela 6.18 estao expostas as estimativas
iniciais para o nivel e declive e as estimativas das constantes de alisamento. Comparativamente com os
resultados obtidos na Tabela 6.11, os valores da constante de alisamento associada ao nivel neste caso,
&, sdo bem menores do que os observados na Seccao 6.4 e, como estes se encontram mais perto de O
do que de 1, constata-se que é dado mais peso as observacdes mais distantes. Em relacédo aos valores
da constante de alisamento associada ao declive, B, estes continuam a ser valores baixos e proximos de

0, logo a tendéncia quase ndo muda ao longo do tempo.
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Tabela 6.18: Estimativas iniciais para o nivel e declive e estimativas das constantes de alisamento, resultantes da aplicacao

do Método de Holt ao parametro k; produzido a partir da Extensdo do Método Lee-Carter.

Sexo Estimativas

a B I by
Homens 0,272 0,158 73,839 -1,125
Mulheres 0,280 0,116 108,229  -2,199

Sem Distincdo 0,284 0,140 85,736 -1,540

Nas Figuras 6.73, 6.74 e 6.75 estao representadas as estimativas pontuais e as previsdes pontuais
e intervalares para cada um dos casos. Apos a observacao das mesmas, repara-se que a qualidade
preditiva & superior no periodo de treino do que no periodo de teste. Esta premissa pode ser comprovada
a partir do calculo de medidas de avaliacao para cada periodo, sendo que estas estao presentes na Tabela
6.19. E notdrio que existe uma grande diferenca nos valores das medidas calculadas nos dois periodos,
na medida em que estes valores séo bastante superiores no periodo de teste, comparativamente com os
do periodo de treino. Nao obstante, apesar destes resultados, as observacoes das trés séries de teste

estdo inseridos nos respetivos intervalos de previsao, apresentando uma taxa de cobertura de 100%.
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Figura 6.73: Previsdes (no periodo de teste), pontuais e intervalares (95%), e estimativas pontuais (no periodo de treino) obtidas

através do Método de Holt, sobrepostas a série do nivel geral de mortalidade - Sexo Masculino.
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Figura 6.74: Previsdes (no periodo de teste), pontuais e intervalares (95%), e estimativas pontuais (no periodo de treino) obtidas

através do Método de Holt, sobrepostas a série do nivel geral de mortalidade - Sexo Feminino.
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Figura 6.75: Previsdes (no periodo de teste), pontuais e intervalares (95%), e estimativas pontuais (no periodo de treino) obtidas

através do Método de Holt, sobrepostas a série do nivel geral de mortalidade - Sem Distin¢cdo de Sexo.

Tabela 6.19: Medidas de avaliacao calculadas para a série do nivel geral de mortalidade, no periodo de treino (1940 a 2010)

e no periodo de teste (2011 a 2019), com base nos resultados obtidos na aplicacdo do Método de Holt.

Sexo EQM REQM EPAM EAM U-Theil
Masculino 7,573 2,752 0,725 2,239 3,334
Feminino 15,696 3,962 0,134 3,126 0,817 Periodo de Treino
Sem Distincdo 10,014 3,164 0,162 2,557 1,309
Masculino 96,111 9,804 0,089 8224 2510
Feminino 119,475 10,930 0,075 9,116 2,197 Periodo de Teste
Sem Distincdo 100,895 10,045 0,083 8,441 2,399
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6.8 Método Lee-Carter vs. Extensao do Método Lee-Carter

Nesta seccdo sdo comparados os métodos de modelacao, ARIMA e Método de Holt, utilizados para
modelar o nivel geral de mortalidade calculado a partir do Método Lee-Carter e da Extensdo do Método
Lee-Carter (Modelo Poisson), com a finalidade de perceber qual é o mais adequado para a situacao em

estudo.

6.8.1 Modelacao ARIMA

Para ser feita a comparacao entre os modelos escolhidos nas seccoes anteriores, é necessario utilizar
alguns critérios como os valores de AIC e BIC dos modelos e as medidas de avaliacao calculadas tanto
na série de treino como na série de teste, que sdo o EQM, REQM, EPAM, EAM e a estatistica de U-Theil.

No caso do sexo masculino foi possivel encontrar um modelo através do algoritmo
Hyndman-Khandakar (Hyndman & Athanasopoulos, 2021) que cumprisse todos o0s pressupostos
pretendidos em ambos os métodos. Na Tabela 6.20 estdo apresentados os modelos mais adequados
para cada método e os respetivos parametros e valores de AIC e BIC e na Tabela 6.21 estdo as cinco

medidas de avaliacdo calculadas para a série de treino e para a série de teste em ambos os métodos.

Tabela 6.20: Modelos ARIMA mais adequados para cada método - Sexo Masculino.

~ ~

Método Modelo b1 b 6 6,  AIC BIC
Lee-Carter ARIMA(1,2,1) -0,34 - -0,88 - 367,65 374,36
Extensao de Lee-Carter ARIMA(0,2,2) - - -1,39 0,49 348,81 355,52

Tabela 6.21: Medidas de avaliacao calculadas para a série do nivel geral de mortalidade, no periodo de treino (1940 a 2010) e

no periodo de teste (2011 a 2019), com base nos resultados obtidos na aplicacdo da Modelacao ARIMA - Sexo Masculino.

Método EQM REQM EPAM EAM U-Theil
Lee-Carter 10,427 3,229 0,315 2,617 0,600
Série de Treino
Extensdo de Lee-Carter 7,872 2,806 0,702 2,256 2,018
Lee-Carter 39,199 6,261 0,055 4579 1,111

Série de Teste
Extensdo de Lee-Carter 39,465 6,282 0,055 5,065 1,578

Através dos valores de AIC e BIC presentes na primeira tabela, constata-se que o modelo identificado
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a partir da série temporal obtida pela Extensdo do Método LC apresenta valores menores nestas duas
medidas, sendo por isso considerado como mais adequado para modelacdo, comparativamente com o
modelo considerado para a série temporal obtida através do Método LC. Relativamente as medidas de
avaliacdo calculadas nas séries de treino e de teste de ambos os métodos, constata-se o que foi referido
anteriormente, uma vez que se verifica que o modelo que explica melhor o comportamento dos dados
(série de treino) é o resultante da Extensao do Método LC. Porém, em relacao a previsao (série de teste),
este € 0 modelo que apresenta piores resultados. Este resultado é bastante comum dado que o modelo
gue melhor se ajusta aos dados historicos pode nao ser o melhor para gerar previsdes (Chatfield, 2000).

Como o objetivo deste trabalho é encontrar o0 modelo mais adequado para realizar previsdes para
anos futuros, optou-se por testar o comportamento das previsdes de todos os modelos que apresentavam
coeficientes estatisticamente significativos, utilizando tanto a série de nivel geral de mortalidade obtida
através do Método Lee-Carter como a obtida através da Extensdo do Método Lee-Carter. Para isso, as
previsdes obtidas através de cada modelo sédo comparadas com as observacdes originais da série de teste,
onde sao calculadas as respetivas medidas de avaliacao, de forma a encontrar o modelo que apresenta
menores valores das mesmas. Na Tabela 6.22 sao apresentadas as medidas de avaliacao obtidas em

cada modelo.

Tabela 6.22: Medidas de avaliacéo calculadas para a série do nivel geral de mortalidade no periodo de teste (2011-2019),

com base nos resultados obtidos na aplicacdo da Modelacdo ARIMA - Sexo Masculino.

Modelo EQM REQM EPAM EAM U-Theil Método
ARIMA(0,2,0) 16,085 4,011 0,039 3,520 1,000
ARIMA(1,2,0) 7,638 2,764 0,024 2,155 0,646
ARIMA(0,2,1) 9,227 3,038 0,028 2,515 0,725 Extensdo do Método LC
ARIMA(0,2,2) 39,465 6,282 0,055 5,065 1,578
ARIMA(1,2,1) 12,874 3,588 0,031 2,803 0,864

ARIMA(0,2,0) 55,415 7,444 0,068 5,674 1,326
ARIMA(1,2,0) 26,018 5,101 0,051 4,257 1,006
ARIMA(0,2,1) 12,086 3,476 0,035 2,889 0,684 Método LC
ARIMA(0,2,2) 76,283 8,734 0,083 6,889 1,561
ARIMA(1,2,1) 39,199 6,261 0,055 4,579 1,111
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Mediante os valores presentes na tabela anterior constata-se que os modelos que apresentam
menores valores sao resultantes da série de nivel geral de mortalidade obtida através da Extensao do
Método LC (Modelo de Poisson), sendo que o modelo que apresenta melhores resultados é o
ARIMA(1,2,0), porém é ainda necessario avaliar se os residuos produzidos pelo modelo verificam os
pressupostos pretendidos. Para isso, tal como nas Subseccoes 6.3.2 e 6.6.2, & necessario testar a
independéncia dos residuos e se estes apresentam valor médio nulo e variancia constante. Na Figura
6.76 observa-se que os residuos apresentam uma distribuicdo ligeiramente enviesada a esquerda,
sendo que o teste Lilliefors sera importante para testar se os residuos apresentam uma distribuicao
Normal ou nao. Este teste obteve como valor prova 0,277 logo, com um nivel de significancia de 5%, a
hipotese de normalidade nao é rejeitada. Em relacdo ao valor médio nulo, o valor de prova obtido no
teste t € 0,681 e, quanto a independéncia dos residuos, utilizando o teste Ljung-Box, o valor de prova é
0,030 logo, apesar da hipotese de valor médio nulo nao ser rejeitada, verifica-se que ha correlacéo entre

os residuos, pelo que este modelo nao é considerado adequado.
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Figura 6.76: Série dos residuos da série do nivel geral de mortalidade k; apds ajustamento do modelo ARIMA e respetivo

histograma, FAC e FACP estimadas - Sexo Masculino.

Posto isto é considerado o modelo alternativo, ou seja, o0 modelo que apresenta os segundos menores

valores de medidas de avaliacdo que neste caso ¢ o modelo ARIMA(0,2,1). Tal como no modelo anterior,
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¢ indispensavel analisar o comportamento dos residuos produzidos pelo mesmo. Mediante o histograma
da Figura 6.77 repara-se que, tal como no modelo anterior, os residuos apresentam uma distribuicao
relativamente enviesada a esquerda, porém o valor de prova obtido no teste Lilliefors é 0,884, logo a
hipotese de normalidade néo é rejeitada. O teste t obteve como valor de prova 0,078 e o teste Ljung-Box
obteve 0,005, por isso, mais uma vez, com um nivel de significancia de 5%, a hipotese de valor médio néao
é rejeitada mas constata-se a existéncia de correlacao entre os residuos. Deste modo é necessario recorrer

ao modelo seguinte que apresenta menores medidas de avaliacao, ou seja, 0 modelo ARIMA(1,2,1).
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Figura 6.77: Série dos residuos da série do nivel geral de mortalidade k; apds ajustamento do modelo ARIMA e respetivo

histograma, FAC e FACP estimadas - Sexo Masculino.

Os graficos necessarios para a analise dos residuos do modelo ARIMA(1,2,1) estdo representados na
Figura 6.78 e a partir do histograma presente nesta verifica-se mais uma vez que os residuos apresentam
uma distribuicdo assimétrica a esquerda, porém esta nao ¢ suficiente para que a hipdtese de normalidade
seja rejeitada no teste Lilliefors (valor de prova igual a 0,971). A hipotese de valor médio nulo também n&o
¢ rejeitada, sendo que o valor de prova obtido no teste t € 0,064 e através da analise grafica constata-se
que os residuos oscilam uniformemente em torno de zero, o que leva a crer que a variancia é constante.
Por ultimo, a hipotese de independéncia entre os residuos, testada pelo teste Ljung-Box, também nao é

rejeitada, apresentando como valor de prova 0,823. Sendo assim, com um nivel de significancia de 5%,
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comprova-se que os residuos do modelo ARIMA(1,2,1) apresentam um comportamento semelhante ao
de um ruido branco Gaussiano e, por isso, este modelo é adequado para realizar previsdes. Na Figura
6.79 encontra-se a representacdo grafica das estimativas pontuais no periodo de treino e as previsoes
pontuais e intervalares do periodo de teste utilizando o modelo testado anteriormente e, através desta,
observa-se que as 9 observacdes originais que constituem a série de teste encontram-se compreendidas

no intervalo de previsao, isto &, a taxa de cobertura é de 100%.
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Figura 6.78: Série dos residuos da série do nivel geral de mortalidade apos ajustamento do modelo ARIMA e respetivo

histograma, FAC e FACP - Sexo Masculino.
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Figura 6.79: Previsdes (no periodo de teste), pontuais e intervalares (95%), e estimativas pontuais (no periodo de treino) obtidas

através do modelo ARIMA, sobrepostas a série do nivel geral de mortalidade - Sexo Masculino.
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Relativamente ao sexo feminino, na Tabela 6.23 estdo descritos os modelos ARIMA considerados
adequados para modelacao, utilizando cada um dos métodos, e os respetivos valores de AIC e BIC.
Atendendo aos valores de AIC e BIC presentes na tabela constata-se que o modelo identificado para a
série temporal obtida através do Método Lee-Carter apresenta melhores valores de AIC e BIC, isto &,
valores mais reduzidos, por essa razao € considerado como mais adequado para modelacao do que o
modelo identificado para a série temporal obtida através da Extensao do Método LC. Na Tabela 6.24 s&o
apresentadas as medidas de avaliacao calculadas na série de treino e na série de teste de ambos os
modelos, com o intuito de verificar se 0 modelo escolhido explica tao bem o comportamento dos dados
na série de treino como realiza as previsdes na série de teste. As medidas declaradas na tabela indicam
que o modelo da série temporal obtida através da aplicacdo do Método Lee-Carter é o mais preciso tanto

para a série de treino como para a série de teste.

Tabela 6.23: Modelos ARIMA mais adequados para cada método - Sexo Feminino.

~ ~ ~

Método Modelo b1 by b3 by 6 O, 63  AIC BIC
Lee-Carter ARIMA(2,2,3) -1,63 -098 - - 054 060 -094 377,60 391,01
Extensdo de LC ARIMA(0,2,2) - - - - 157 069 - 397,16 403,36

Tabela 6.24: Medidas de avaliacao calculadas para a série do nivel geral de mortalidade, no periodo de treino (1940 a 2010)

e no periodo de teste (2011 a 2019), com base nos resultados obtidos na aplicacdo da Modelacdo ARIMA - Sexo Feminino.

Método EQM REQM EPAM EAM U-Theil
Lee-Carter 10,310 3,211 0,116 2,529 0,742
Extensdo de Lee-Carter 15,718 3,965 0,132 3,105 0,783
Lee-Carter 47,209 6,871 0,070 6,500 1,321
Extensdo de Lee-Carter 103,118 10,155 0,069 8,411 2,037

Série de Treino

Série de Teste

Porém, tal como foi referido anteriormente, o modelo mais adequado para ajustar os dados pode
ndo ser o mais adequado para prever observacoes futuras. Por essa razdo, também no sexo feminino, ¢
testado se existe um modelo mais adequado para realizar previsdes, utilizando tanto a série de nivel
geral de mortalidade obtida através do Método Lee-Carter como a obtida através da Extensdo do Método
Lee-Carter. Em ambos os casos foram testados apenas os modelos que apresentavam coeficientes

estatisticamente significativos e estes foram comparados através do calculo de medidas de avaliacéo
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entre as previsdes obtidas e as observacdes originais (Tabela 6.25).

Tabela 6.25: Medidas de avaliacéo calculadas para a série do nivel geral de mortalidade no periodo de teste (2011-2019),

com base nos resultados obtidos na aplicacdo da Modelagao ARIMA - Sexo Feminino.

Modelo EQM REQM EPAM EAM U-Theil Método

ARIMA(0,2,0) 14,532 3,812 0,027 3,222 0,705
ARIMA(1,2,0) 13,106 3,620 0,023 2,690 0,667
ARIMA(0,2,1) 31,792 5638 0,043 5083 1118 Extensao do Método LC
ARIMA(0,2,2) 103,118 10,155 0,069 8411 2,037
ARIMA(1,2,1) 12,370 3,517 0,023 2,713 0,645
ARIMA(2,2,3) 47,209 6,871 0,070 6,500 1,321
ARIMA(4,2,1) 36,445 6,037 0,054 5008 1,172

Método LC

Através da analise da Tabela 6.25 observa-se que os modelos aplicados a série do nivel geral de
mortalidade calculado a partir da Extensao do Método LC apresentam, no geral, uma melhor qualidade
preditiva comparativamente com os modelos da série temporal obtida através do Método Lee-Carter,
sendo que o modelo que o modelo que apresenta menores medidas de avaliacido é o modelo
ARIMA(1,2,1). Posto isto falta apenas averiguar se os residuos do modelo verificam os pressupostos
pretendidos. Mediante a Figura 6.80 verifica-se que os residuos do modelo apresentam uma
distribuicao ligeiramente assimétrica a esquerda porém, através do teste de Lilliefors a hipotese de
normalidade nao é rejeitada com um valor de prova igual a 0,136. Relativamente a independéncia dos
residuos e ao valor médio, o primeiro pressuposto é testado através do teste de Ljung-Box, onde se
conclui, com um valor de prova igual a 0,721, que os residuos sdo nao correlacionados, ja o segundo
pressuposto ¢ testado a partir do teste f, obtendo-se um valor de prova igual a 0,072, ou seja, 0s
residuos apresentam valor médio nulo. O ultimo pressuposto que falta averiguar € a variancia constante
e, através do grafico dos residuos observa-se que estes oscilam uniformemente em torno de zero, o que
leva a crer que a variancia é constante. Assim sendo, pode-se considerar que este modelo é adequado
aos dados. Posto isto, na Figura 6.81 observa-se a representacdo grafica das das estimativas pontuais
no periodo de treino e as previsdes pontuais e intervalares do periodo de teste utilizando o modelo
mencionado anteriormente e constata-se que a taxa de cobertura é igual a 100%, o que indica que a

totalidade das observacdes originais da série de teste estdo incluidas no intervalo de previsao.
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Representacgio Grafica Histograma
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Figura 6.80: Série dos residuos da série do nivel geral de mortalidade apos ajustamento do modelo ARIMA e respetivo

histograma, FAC e FACP estimadas - Sexo Feminino.
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Figura 6.81: Previsdes (no periodo de teste), pontuais e intervalares (95%), e estimativas pontuais (no periodo de treino) obtidas

através do modelo ARIMA, sobrepostas a série do nivel geral de mortalidade - Sexo Feminino.

Por fim, no caso sem distincdo de sexo, tal como nos anteriores, foram comparados os dois modelos
obtidos através da aplicacdo do Método LC e a sua Extensdo, sendo que os respetivos parametros de
cada modelo e os valores de AIC e BIC estdo apresentados na Tabela 6.26. Mediante esta verifica-se
que o modelo obtido a partir do Método Lee-Carter apresenta o menor valor de AIC, contudo o modelo

obtido através da Extensdo do Método Lee-Carter exibe o menor valor de BIC. Uma vez que a partir desta
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tabela nao é retirada nenhuma conclusao, sao calculadas as medidas de avaliacao para a série temporal
no periodo de treino e no periodo de teste e, consoante os resultados obtidos, verifica-se qual ¢ 0 modelo
mais adequado tanto para estimacao como para previsao. Estes resultados estao apresentados na Tabela
6.27 e através desta constata-se que o Método Lee-Carter apresenta melhores resultados, ou seja, é 0

mais preciso tanto no periodo de treino como no periodo de teste, sendo por isso 0 modelo mais adequado

dos dois apresentados.

Tabela 6.26: Modelos ARIMA mais adequados para cada método - Sem Distincdo de Sexo.

~ ~ ~

Método Modelo b1 by b3 by O by O AIC BIC
Lee-Carter ARIMA(2,2,3) -163 098 - - 051 060 -091 361,57 37498
Fxtensio de LC ARIMA(0,2,2) - - - - 15 069 - 36597 37267

Tabela 6.27: Medidas de avaliacao calculadas para a série do nivel geral de mortalidade, no periodo de treino (1940 a 2010)
e no periodo de teste (2011 a 2019), com base nos resultados obtidos na aplicacdo da Modelacdo ARIMA - Sem Distincao

de Sexo.

Método EQM REQM EPAM EAM U-Theil

Lee-Carter 8,192 2,862 0,126 2,230 0,326

Série de Treino
Extensdo de Lee-Carter 10,027 3,167 0,160 2,556 1,256

Lee-Carter 14,457 3,802 0,039 3,333 1,266
Extensdo de Lee-Carter 92,248 9,605 0,079 8,042 2,291

Série de Teste

Contudo, como foi referido anteriormente, o melhor modelo para modelar os dados nem sempre é
0 mais adequado para realizar previsdes €, por essa razao, neste caso também foram testados todos
os modelos que apresentavam coeficientes estatisticamente significativos no caso da série de nivel geral
de mortalidade obtida através do Método Lee-Carter tal como na obtida através da Extensdo do Método
Lee-Carter, com o intuito de verificar qual ¢ o mais adequado para realizar previsdes. Para isso, como
forma de comparacao, foram calculadas as medidas de avaliacdo entre as previsdes obtidas em cada

modelo com as observacdes originais (Tabela 6.28).
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Tabela 6.28: Medidas de avaliacéo calculadas para a série do nivel geral de mortalidade no periodo de teste (2011-2019),

com base nos resultados obtidos na aplicacdo da Modelacdo ARIMA - Sem Distincao de Sexo.

Modelo EQM REQM EPAM EAM U-Theil Método
ARIMA(0,2,0) 11,420 3,379 0,028 2,723 0,755
ARIMA(1,2,0) 8,394 2,897 0,024 2,329 0,624
ARIMA(0,2,1) 15,153 3,893 0,033 0,891 0,646 Extensao do Método LC
ARIMA(0,2,2) 92,248 9,605 0,079 8,042 2,291
ARIMA(1,2,1) 10,628 3,260 0,027 2,639 0,713
ARIMA(2,2,3) 14,457 3,802 0,039 3,333 1,266 Método LC

Na Tabela 6.28 verifica-se que os modelos aplicados a série do nivel geral de mortalidade obtida a
partir da aplicacdo da Extensdo do Método LC, no geral, exibem uma qualidade preditiva melhor do que
0 modelo da série temporal obtida através do Método LC e, 0 modelo que apresenta a melhor qualidade
preditiva ¢ o modelo ARIMA(1,2,0), sendo ainda necessario testar os pressupostos dos residuos do

mesmo.
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Figura 6.82: Série dos residuos da série do nivel geral de mortalidade apos ajustamento do modelo ARIMA e respetivo

histograma, FAC e FACP estimadas - Sem Distincdo de Sexo.

Para o pressuposto da normalidade e do valor médio igual a zero foram utilizados os testes de Lilliefors

e o teste ¢, respetivamente, sendo que no primeiro foi obtido um valor de prova igual a 0,505 e no
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segundo igual a 0,685, ou seja, a hipotese de normalidade e de valor médio nulo nao sao rejeitadas. Ja
0 pressuposto de independéncia entres os residuos foi testado através do teste de Ljung-Box, obtendo-se
um valor de prova igual a 0,013, ou seja, os residuos sao correlacionados. Por esta razdo este modelo

nao é considerado adequado aos dados.

Posto isto, terdo de ser testados os pressupostos dos residuos do modelo alternativo, que neste caso
¢ o modelo ARIMA(1,2,1). Na Figura 6.83 estéo apresentados os graficos necessarios para a analise dos
residuos do modelo. Através do histograma da respetiva figura constata-se que os residuos apresentam
uma distribuicao ligeiramente assimétrica a esquerda, porém através do teste de Lilliefors a hipotese de
normalidade n&o é rejeitada (valor de prova igual a 0,487). Relativamente ao valor médio nulo, através do
teste ¢, a hipotese nula nao é rejeitada com um valor de prova igual a 0,068 e o pressuposto da variancia
constante pode ser observado através do grafico dos residuos que indica que estes oscilam uniformemente
em torno de zero, presumindo que a variancia é constante. O ultimo pressuposto verificado é a existéncia
de independéncia entre os residuos com um valor de prova igual a 0,787 no teste de Ljung-Box. Portanto,
depois de todos os pressupostos serem verificados, podemos concluir que o modelo ¢ adequado aos
dados e realizar as previsdes através deste modelo. Estas estdo apresentadas na Figura 6.84, onde se
observa que as 9 observacdes que compdem a série de teste encontram-se inseridas no intervalo de

previsao (taxa de cobertura igual a 100%).
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Figura 6.84: Previsdes (no periodo de teste), pontuais e intervalares (95%), e estimativas pontuais (no periodo de treino) obtidas

através do modelo ARIMA, sobrepostas a série do nivel geral de mortalidade - Sem Distincdo de Sexo.

Em suma, os modelos aplicados a série do nivel geral de mortalidade obtida a partir da aplicacao da

Extensdo do Método LC apresentam uma qualidade preditiva melhor nos trés casos estudados, sendo o

modelo mais adequado para realizar previsdes o modelo ARIMA(1,2,1).

6.8.2 Meétodo de Holt

Neste tipo de modelacdo os modelos obtidos sao comparados também através das medidas de

avaliacao calculadas no periodo de treino e no periodo de teste, ou seja, através do EQM, REQM, EPAM,

EAM e estatistica de U-Theil.

Tabela 6.29: Medidas de avaliacao calculadas para a série do nivel geral de mortalidade, no periodo de treino (1940 a 2010)

e no periodo de teste (2011 a 2019), com base nos resultados obtidos na aplicacdo do Método de Holt - Sexo Masculino.

Método EQM REQM EPAM EAM U-Theil
Lee-Carter 10,487 3,238 0,293 2,636 0,607
Série de Treino
Extensdo de Lee-Carter 7,573 2,752 0,725 2,239 3,334
Lee-Carter 73,374 8,507 0,081 6,686 1,520
Série de Teste
Extensdo de Lee-Carter 96,111 9,804 0,089 8,224 2,510

Na Tabela 6.29 estao apresentadas as medidas de avaliacdo calculadas no periodo de treino e no

periodo de teste de ambas as séries e a partir destas constata-se que o modelo que melhor estima a série
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do nivel geral de mortalidade no periodo de treino (1940-2010) é o modelo da série temporal obtida pela
aplicacao da Extensao do Método Lee-Carter porém, para o periodo de teste (2011-2019), o modelo da
série temporal obtida pela aplicacado do Método Lee-Carter é o que apresenta melhores resultados.
Relativamente ao sexo feminino, as medidas de avaliacdo calculadas para ambos os periodos e para
ambos os métodos sao apresentadas na Tabela 6.30 e, mediante estas, observa-se que o modelo da série
temporal obtida pelo Método Lee-Carter apresenta melhores resultados tanto na série de treino como na

série de teste, comparativamente com o outro modelo.

Tabela 6.30: Medidas de avaliacao calculadas para a série do nivel geral de mortalidade, no periodo de treino (1940 a 2010)

e no periodo de teste (2011 a 2019), com base nos resultados obtidos na aplicacdo do Método de Holt - Sexo Feminino.

Método EQM REQM EPAM EAM U-Theil
Lee-Carter 13,090 3,618 0,122 2,854 0,517
Extensdo de Lee-Carter 15,696 3,962 0,134 3,126 0,817

Série de Treino

Lee-Carter 39,187 6,260 0,063 5,858 1,214
Extensdo de Lee-Carter 119,475 10,930 0,075 9,116 2,197

Série de Teste

Por ultimo, para o caso sem distincdo de sexo, sao apresentadas as cinco medidas de avaliacao na
Tabela 6.31 e através destas observa-se que, em relacdo a série de treino, a série temporal obtida através
da Extensdo do Método Lee-Carter apresenta melhores resultados em 3 das 5 medidas, ja no periodo
de teste 0 modelo que apresenta melhores resultados em todas as medidas de avaliacéo ¢ o modelo da

série temporal obtida a partir do Método Lee-Carter.

Tabela 6.31: Medidas de avaliacao calculadas para a série do nivel geral de mortalidade, no periodo de treino (1940 a 2010)

e no periodo de teste (2011 a 2019), com base nos resultados obtidos na aplicacdo do Método de Holt - Sexo Feminino.

Método EQM REQM EPAM EAM U-Theil
Lee-Carter 10,732 3,276 0,144 2,611 0,484
Extensdo de Lee-Carter 10,014 3,164 0,162 2,557 1,309

Série de Treino

Lee-Carter 25,883 5,088 0,038 3,372 1,676

Série de Teste
Extensdo de Lee-Carter 100,895 10,045 0,083 8,441 2,399

Concluindo, em todos os casos seria melhor optar pelo método de Holt aplicado a série do nivel geral

de mortalidade obtida através do Método Lee-Carter para realizar previsdes, pois este apresenta uma
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melhor qualidade preditiva na série de teste.

6.8.3 Modelacao ARIMA vs. Método de Holt

Depois de encontrados os modelos mais adequados aos dados utilizando os métodos de previsao
paramétricos e nao-paramétricos, falta somente averiguar qual dos dois & preferencial para realizar
previsdes para anos futuros. Para isso, sdo comparadas as medidas de avaliacdo obtidas em cada um
nos trés casos distintos. Na Tabela 6.32 encontram-se as medidas de avaliacdo dos modelos do sexo
masculino, feminino e sem distincao de sexo. Através destas constata-se que os modelos produzidos
pela modelacao ARIMA sao mais precisos do que os produzidos pelo método de Holt nos trés casos
estudados, uma vez que apresentam valores menores em todas as medidas de avaliacao calculadas.
Relativamente a taxa de cobertura dos intervalos de previsdo, em todos os casos a taxa de cobertura é
igual a 100%, ou seja, todas as observacoes da série original estao inseridas no respetivo intervalo de

previsao.

Tabela 6.32: Medidas de avaliacéo calculadas para a série do nivel geral de mortalidade, no periodo de teste (2011 a 2019),

com base nos resultados obtidos na aplicacdo da Modelacao ARIMA e Método de Holt.

Modelacago EQM REQM EPAM EAM U-Theil Sexo
ARIMA 12,874 3,588 0,031 2,803 0,864

Masculino
Holt 72,374 8,507 0,081 6,686 1,520
ARIMA 12,370 3,517 0,023 2,713 0,645

Feminino
Holt 39,187 6,260 0,063 5858 1,214
ARIMA 10,628 3,260 0,027 2,639 0,713

Sem Distincao
Holt 25,883 5,088 0,038 3,372 1,676

128



7 Tabuas de Mortalidade da Populacao

Portuguesa

Apds modelado e previsto o nivel geral de mortalidade torna-se possivel calcular a taxa de mortalidade
definida por In(m,:) = o, + Boke + €4 €, posteriormente, todas as funcdes basicas que integram
uma tabua de mortalidade que séo descritas no Capitulo 2.

Foram construidas as tabuas de mortalidade desde 1940 até 2019, com e sem distincdo de sexo,
elaboradas a partir do ajustamento da taxa de mortalidade proveniente da estimacao dos parametros
tanto do Método Lee-Carter como da Extensdo do Método Lee-Carter (Modelo de Poisson), com o intuito
de mais tarde serem comparadas com as tabuas de mortalidade realizadas com os dados da companbhia.
No Apéndice D, a titulo de exemplo, estdo representadas as tabuas de mortalidade de 1970 para o sexo
masculino, feminino e sem distincao de sexo, utilizando as duas metodologias para o ajustamento da taxa
de mortalidade.

As funcdes mais relevantes para a empresa das tabuas de mortalidade sdo a taxa de mortalidade,
mg.., € a esperanca de vida, e,. Nas Figuras 7.85, 7.86 e 7.87 esta representada a evolucao da taxa
de mortalidade nos anos 1940, 1950, 1960, 1970, 1980, 1990, 2000, 2010 e 2019, para cada sexo e
para os modelos aplicados a todas as idades. Observa-se que o comportamento da taxa de mortalidade é
semelhante no caso do sexo masculino e feminino, isto &, da idade O até aos 5 anos, aproximadamente,
apresenta um decréscimo, tornando-se quase constante até aos 55 anos e, de seguida, observa-se um
aumento até aos 100 anos. Os valores mais elevados desta taxa em idades iniciais nos primeiros anos do
estudo sao explicados na Seccdo 6.1 e, tal como é referido nessa seccao, a mortalidade infantil diminuiu
ao longo dos anos. Por essa razao é que se observa uma diminuicdo nas taxas de mortalidade em idades
iniciais ao longo dos anos de estudo. Constata-se também que existem oscilacdes menos acentuadas, ao
longo das idades, na taxa de mortalidade ajustada pela Extensdo do Método Lee-Carter e que, em geral,

os valores da taxa de mortalidade sdo mais elevados no caso da utilizacdo do Método Lee-Carter para o
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ajustamento da mesma, apesar de n&o existir uma diferenca muito notdria entre os dois métodos.
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Figura 7.85: Evolucéo da taxa de mortalidade - Sexo Masculino.
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Figura 7.86: Evolucao da taxa de mortalidade - Sexo Feminino.
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Figura 7.87: Evolucao da taxa de mortalidade - Sem Distin¢éo de Sexo.

Nas Figuras 7.88, 7.89 e 7.90 sdo apresentadas as curvas relativas a esperanca de vida nos anos
1940, 1950, 1960, 1970, 1980, 1990, 2000, 2010 e 2019 para cada sexo, utilizando novamente os
diferentes métodos de ajustamento da taxa de mortalidade. Apos a observacdo das mesmas constata-se
gue a curva da esperanca de vida ao longo do tempo apresenta um comportamento inverso ao da taxa de
mortalidade, isto €, no caso da esperanca de vida, esta diminui a medida que a idade aumenta, enquanto
gue a taxa de mortalidade aumenta com o aumento da idade, o que ja era expectavel. Nos primeiros anos
da analise (1940 e 1950) observa-se que, para idades iniciais, a esperanca de vida apresenta valores
menores comparativamente com os Ultimos anos da analise. Isto verifica-se devido ao elevado numero
de mortes observadas na altura, como ja foi referido anteriormente, sendo que, como ocorriam mais
mortes nestas idades, a esperanca de vida torna-se mais reduzida. Visto que, com o passar dos anos, a
mortalidade infantil em Portugal diminuiu para valores bastante baixos, a esperanca de vida em idades
iniciais tornou-se mais elevada. Por exemplo, utilizando a Extensdo do Método Lee-Carter, em 1940
a esperanca de vida de uma pessoa acabada de nascer seria de 52 anos, enquanto que uma pessoa
gue nasceu em 2019 teria uma esperanca de vida de, aproximadamente, 82 anos. Posto isto, pode-se
afirmar que a esperanca de vida é inversamente proporcional ao niumero de mortes, isto é, a medida que

o numero de mortes aumenta, a esperanca de vida diminui e vice-versa. E possivel também verificar que
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ao longo dos anos a esperanca de vida tem vindo a aumentar para todas as idades, sendo que s6 a partir

dos 90 anos é que a mesma é muito semelhante em todos os anos do estudo.
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Figura 7.88: Evolucéo da esperanca de vida - Sexo Masculino.
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Figura 7.89: Evolucao da esperanca de vida - Sexo Feminino.
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Figura 7.90: Evolucéo da esperanca de vida - Sem Distincdo de Sexo.

Antes de se efetuar a comparacédo dos métodos de ajustamento utilizados, é necessario referir que o
objetivo da aplicacdo destes métodos é encontrar o método que produz os menores valores de esperanca
de vida, para que as taxas vitalicias, que irdo ser abordadas na Seccao 7.1, apresentem valores mais
reduzidos. Ao realizar a comparacao dos resultados obtidos entre os dois métodos utilizados, constata-
se que a esperanca de vida calculada através da taxa de mortalidade ajustada pelo Método Lee-Carter
€ menor comparativamente com a calculada através do outro método, contudo é de realcar que as

diferencas existentes entre as esperancas de vida obtidas pelos dois métodos nao sdo muito expressivas.

7.1 Calculo das Pensoes Vitalicias

Um dos objetivos deste trabalho é desenvolver modelos que permitam estimar os fatores necessarios
para o calculo das pensdes vitalicias do ramo de acidentes de trabalho. Este tipo de pensdes sao aplicadas
a clientes que apresentem uma reducao na capacidade de trabalho ou de ganho do trabalhador e sao
pagas consoante o grau de incapacidade do mesmo.

O calculo destas pensdes é obtido pela formula de matematica financeira apresentada em 7.1, onde
e, representa a esperanca de vida, T'E a taxa de encargos e T, a taxa vitalicia. A taxa vitalicia consiste

no fator que ira ser aplicado a pensao anual do sinistrado, isto é, ao valor anual que o mesmo recebe pela
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incapacidade que sofreu, de modo a calcular a pensao vitalicia do mesmo. Ja a taxa de encargos consiste
numa percentagem que a propria companhia aplica sobre as provisdes matematicas para fazer face aos
custos que a mesma dispde com a gestao das pensdes. Por uma questao de simplificacao, neste estudo,
esta sera assumida como constante e igual a 0% para todos os calculos e, assim a taxa vitalicia é dada

por

13
T, = <ex + ﬁ> x (1+TE). 7.1)

Neste trabalho foram calculadas as taxas vitalicias para cada tipo de sexo desde 1940 até 2019,
utilizando cada um dos métodos de modelacao da taxa de mortalidade referidos nas Seccdes 6.2 e 6.5.
A titulo de exemplo, no Apéndice E estao apresentadas as tabelas referentes as taxas vitalicias calculadas
para cada tipo de sexo no ano 1970. Uma vez que o calculo da taxa depende do valor da esperanca
de vida, é expectavel que os métodos de modelacdo que apresentaram esperancas de vida menores
apresentem também taxas com valores menores, comparativamente com as restantes.

De forma a entender os valores obtidos e identificados nas tabelas do Apéndice E, consideremos
uma situacao hipotética. Um homem que tenha nascido em 1970 e que apresente uma pensao anual
igual a 12 000 €, caso tenha sofrido um acidente de trabalho, sera criada uma provisdo de 268 272
€ para 0 mesmo, no caso de ser utilizada a tabua de mortalidade de 1970 calculada através da taxa
de mortalidade obtida pela Extensdo do Método Lee-Carter, ou de 276 156 €, no caso de ser utilizada a
tabua de mortalidade de 1970 calculada através da taxa de mortalidade obtida pelo Método Lee-Carter.
Isto significa que se fosse utilizada a tabua de mortalidade obtida através da taxa de mortalidade ajustada
pelo Método Lee-Carter, ao invés da obtida a partir da taxa de mortalidade ajustada pela Extensdo do

Método Lee-Carter, observava-se um impacto de 2,9%.

Tabela 7.33: Calculo de uma penséo vitalicia.

Método Taxa Vitalicia Pensao Anual Pensao Vitalicia
(73) (P) (T x P)
Lee-Carter 23,013 12 000 € 276 156 €
Extensdo de LC 22,356 12000 € 268 272 €
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8 Aplicacao aos Dados da Seguradora

Para além de observar o comportamento da populacdo portuguesa, é também necessario entender
0 comportamento da populacdo da companhia, para entender se o comportamento é semelhante nas
duas populacdes. Para tal, neste capitulo é realizada inicialmente uma analise exploratoria dos dados da
companhia e, posteriormente, sao calculadas as taxas de mortalidade para que possam ser comparadas

com as obtidas anteriormente com os dados da populacdo portuguesa.

8.1 Analise Descritiva dos Dados

Nesta seccao sao apresentados os dados da seguradora utilizados, relativos ao niumero de mortes e a
exposicao ao risco nos anos 2007-2021. Tal como nos dados da populacao portuguesa, é feita a analise
dos dados com e sem distingdo de sexo através de graficos de linhas, para averiguar o comportamento
de cada série temporal, e de seguida sao elaborados boxplots para observar a distribuicao dos dados e

se estes apresentam valores discrepantes.

8.1.1 Caso 1: Sexo Masculino

Relativamente ao nimero de pessoas expostas ao risco em cada ano, através da Figura 8.91 observa-
Se que a curva apresenta uma tendéncia muito semelhante ao longo dos anos, sendo que em todos os
anos este valor atinge o valor maximo na faixa etaria dos 40-65 anos. A Unica diferenca é que este valor
maximo tende, com o passar dos anos, a ser atingido em idades cada vez maiores, por exemplo, em
2007 a idade que apresentava uma maior exposicdo ao risco era 49 anos, em 2014 era 54 anos e, por
fim, em 2021 era 62 anos.

Na Figura 8.92 sao apresentados os boxplots de cada ano e a partir destes constata-se que os

referentes aos anos 2020 e 2021 apresentam um outlier cada. Porém, depois de analisados,
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reconhece-se que estes nao sao considerados erros mas sim

representam o valor maximo de cada conjunto de observacdes.
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Figura 8.91: Numero de Expostos ao Risco nos Anos 2007-2021 - Sexo Masculino.
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Figura 8.92: Boxplots do Numero de Expostos ao Risco nos Anos 2007-2021 - Sexo Masculino.

No que diz respeito ao numero de mortes, entre os anos 2009 e 2021 o comportamento ao longo da

idade é muito semelhante, sendo que o pico maximo apresenta-se na faixa etaria dos 65-90 anos, com

a excecao do ano 2016 em que o valor maximo ¢é atingido aos 60 anos. Os anos 2007 e 2008 foram os

anos onde se observaram menos numeros de mortes.
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Com o intuito de averiguar a existéncia de outliers nos dados, foram elaborados os boxplots
apresentados na Figura 8.94. Mediante esta observa-se que a maior parte dos dados apresentam
valores discrepantes, contudo estes valores nao sao considerados erros, sao considerados valores
extremos. Isto acontece devido a existéncia de varios valores nulos em varias idades, o que faz com que

estes valores sejam considerados como extremos.
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8.1.2 Caso 2: Sexo Feminino

Tal como no primeiro caso, a curva do numero de expostos ao risco no caso do sexo feminino
apresenta um comportamento semelhante ao longo dos anos, como se pode observar na Figura 8.95,
alterando apenas o valor maximo em cada ano. Através da figura constata-se que a idade onde existe
um maior valor desta variavel vai aumentando com o tempo, sendo que no ano 2007 o maior valor era

observado em mulheres com 57 anos, em 2014 com 61 anos e em 2021 com 64 anos.

No que respeita a existéncia de outliers, através da Figura 8.96 observa-se apenas a existéncia
destes nos anos 2016 e 2021 e, apos a analise dos mesmos, verifica-se que estes sdo apenas valores
extremos que correspondem ao maximo dos respetivos anos. Mediante a mesma figura também é
possivel averiguar a distribuicdo dos dados e percebe-se que 0 ano que apresenta uma maior dispersao
dos dados é o ano 2016 e constata-se também que, em todos os anos, as observacdes apresentam
uma distribuicdo assimétrica a direita, ou seja, uma assimetria positiva que ocorre quando o valor da

mediana é mais proximo do valor do 1° quartil.
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Figura 8.95: Numero de Expostos ao Risco nos Anos 2007-2021 - Sexo Feminino.
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Figura 8.96: Boxplots do Numero de Expostos ao Risco nos Anos 2007-2021 - Sexo Feminino.

Relativamente ao numero de mortes observa-se que este valor € inferior na maior parte dos anos,
comparativamente com os valores do sexo masculino, e que, em geral, a faixa etaria onde se verifica um
maior numero de mortes é entre os 70 e 100 anos. O elevado numero de outliers visiveis nos boxplots
da Figura 8.94 deve-se a existéncia de diversos valores nulos na maior parte das idades, o que faz com
gue nas idades onde se observam valores positivos essas observacdes sejam consideradas como valores

extremos.
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Figura 8.97: Numero de Mortes nos Anos 2007-2021 - Sexo Feminino.

139



= [e]
w7 o] =] o o] =] =] =] o o]
1]
=
o
=
o™ - L=l =] =] o o o o - - (=) o o]
| |
1 1
1 1
1 1
1 1
— - o o L=l =] =] o o o o =] o o o

T T T T T T T T T T T T T T T
2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021

Ano

Figura 8.98: Boxplots do Nimero de Mortes nos Anos 2007-2021 - Sexo Feminino.

8.1.3 Caso 3: Sem Distincao de Sexo

O terceiro e ultimo caso é quando nao é feita a distincao entre sexos, ou seja, € o total das observacoes
mencionadas anteriormente. Neste caso, e em relacdo ao niimero de expostos ao risco, na Figura 8.99
¢ possivel observar o comportamento desta variavel ao longo do tempo e da idade, onde se constata que
0 comportamento da mesma é semelhante ao longo dos anos, isto é, apresenta valores menores entre
as faixas etarias dos 0-40 anos e dos 65-100 anos e entre a faixa etaria dos 40-65 anos é onde atinge o

maximo, sendo que este varia ao longo do tempo.

Quanto a existéncia de outliers, neste caso nao existem valores extremos. Na Figura 8.100 também
é possivel verificar como se distribuem os dados ao longo dos anos e observa-se que 0 ano que apresenta
uma maior dispersdo € o ano 2011 e que as observacdes de todos os anos apresentam uma distribuicao

assimeétrica a direita, ou seja, uma assimetria positiva.
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Figura 8.100: Boxplots do Nimero de Expostos ao Risco nos Anos 2007-2021 - Sem Distin¢ao de Sexo.

Em relacao ao numero de mortes e através da Figura 8.101, percebe-se que nao foram verificadas

tantas mortes nos anos 2007 e 2008, comparativamente com os restantes anos, e que o valor maximo

atingido varia muito de ano para ano, sendo que a faixa etaria que compreende todos estes valores é a

dos 70-95 anos.

Na Figura 8.102 observa-se que existe um grande numero de outliers em todos os anos contudo,

como ja foi referido anteriormente, isto acontece devido ao elevado numero de observacdes nulas que

existem em cada ano, fazendo com que os valores mais elevados sejam considerados como extremos e
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ndo como erros. O elevado numero de observacdes nulas faz também com que a distribuicdo dos dados
em muitos anos seja assimétrica positiva e com mediana igual a zero, como acontece nos anos 2007,

2008, 2010, 2012, 2013, 2018, 2019, 2020 e 2021.
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Figura 8.102: Boxplots do Nimero de Mortes nos Anos 2007-2021 - Sem Distincao de Sexo.

Por fim, de modo a completar a analise grafica apresentada anteriormente, foram calculadas algumas
medidas descritivas aos dados da exposicao ao risco e do numero de mortes de cada sexo (Tabelas F.1 e

F.2 do Apéndice A). Com o mesmo intuito foram também calculadas as médias anuais de cada variavel
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para averiguar o comportamento das mesmas ao longo do tempo e estas estao disponiveis nas Tabelas
F.3 e F.4 do Apéndice A.

Relativamente a exposicao ao risco, através da Tabela F.1 do Apéndice A observa-se que 0 sexo
masculino apresenta um valor maximo superior e que este ultrapassa o dobro do valor maximo do sexo
feminino. Além disso, em média, o numero de expostos ao risco do sexo masculino é superior ao do sexo
feminino ao longo do periodo de estudo e observa-se que, no sexo masculino, os dados apresentam uma
tendéncia crescente entre 2007-2010 e 2019-2021 e uma tendéncia decrescente entre 2011-2018, ja
no sexo feminino verifica-se uma tendéncia crescente entre 2007-2011 e nos restantes anos observa-
se um comportamento irregular, ou seja, observam-se decréscimos seguidos de aumentos e vice versa.
Para verificar a dispersao dos dados, através dos valores da variancia constata-se que os dados do sexo
masculino apresentam uma variabilidade muito superior & dos dados do sexo feminino.

No que respeita ao numero de mortes, como foi referido anteriormente, verifica-se a existéncia de
valores nulos em muitas idades, sendo que, no caso do sexo feminino, pelo menos 75% das
observacdes correspondem a valores nulos, ja no caso do sexo masculino, 75% das observacdes estdo
situadas abaixo de 1. Observando as médias das observacdes de cada ano, verifica-se em ambos 0s
sexos um comportamento irregular, ou seja, nao apresentam uma tendéncia linear ao longo dos anos,
porém, em média,0 numero de mortes do sexo masculino é superior ao numero do sexo feminino. Por
ultimo, verifica-se que os dados do sexo masculino apresentam uma variabilidade maior do que os

dados do sexo feminino.
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8.2 Tratamento de Dados - Médias Moveis e Médias Moveis

Ponderadas

Como foi referido na Seccao 8.1, um dos problemas dos dados da companhia é a existéncia de
valores nulos em muitas idades relativas a varios anos. Para ultrapassar este problema, foram
propostas duas abordagens: a utilizacdo de Médias Moveis e Médias Moveis Ponderadas. A Unica
diferenca entre as duas metodologias € que na utilizacdo das Médias Moveis é atribuido o mesmo peso
para todas as observacdes, enquanto que na utilizacdo das Médias Moveis Ponderadas é atribuido um
peso diferente consoante a aproximacdo ao valor que se pretende estimar. Para ser mais facil de
entender, na Tabela 8.34 estao apresentadas as equacdes utilizadas em cada um dos métodos, onde
X, representa a observacdo correspondente ao ano ¢ ou idade 7. Neste caso, inicialmente, estes
métodos foram utilizados com um periodo de 5 anos e, posteriormente, com um periodo de 5 idades,

tanto nos dados relativos a exposicao ao risco como ao numero de mortes.

Tabela 8.34: Equacdes das Médias Moveis e Médias Moveis Ponderadas.

Médias Moveis X ; = (XZ;Q + Xifl + XZ + Xz'+1 + XZ+2)/5
Médias Moveis Ponderadas X | = (1X; o +2X; ; +3X; +2X,,1 + 1X,.2)/9

Depois de transformados os dados originais através das duas metodologias acima mencionadas,
foram calculadas as taxas de mortalidade através da equacdo d,:/E, . As taxas de mortalidade
calculadas através das Médias Moveis e Médias Moveis Ponderadas, para cada ano e para cada sexo,
estdo apresentadas nas Figuras 8.103, 8.104 e 8.105. Através destas constata-se que nos trés casos o
comportamento da taxa de mortalidade é semelhante, sendo que esta apresenta menores valores para
idades entre 0 e 70 anos e valores maiores para idades superiores a 70 anos. Comparando o sexo
masculino com o sexo feminino, observa-se que, no geral, o sexo feminino apresenta uma taxa de
mortalidade superior ao longo dos anos. Relativamente as metodologias utilizadas para combater o
problema dos valores nulos existentes em alguns anos, nao se observam grandes diferencas nos valores

das taxas de mortalidade calculadas em cada um dos casos.
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Figura 8.103: Evolucao da taxa de mortalidade calculada através das Médias Méveis (linha preta) e Médias Méveis Ponderadas

(linha laranja) - Sexo Masculino.
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Figura 8.104: Evolucao da taxa de mortalidade calculada através das Médias Méveis (linha preta) e Médias Méveis Ponderadas

(linha laranja) - Sexo Feminino.
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Figura 8.105: Evolucao da taxa de mortalidade calculada através das Médias Méveis (linha preta) e Médias Méveis Ponderadas

(linha laranja) - Sem Distincao de Sexo.

De forma a analisar se o comportamento dos pensionistas ¢ semelhante ao comportamento da
populacdo portuguesa, é necessario comparar as taxas de mortalidade obtidas em cada um dos casos
através do calculo de medidas de avaliacdo. Uma vez que os dados da companhia apresentam um
numero de observacées bem mais reduzido do que os dados da populacao portuguesa, para realizar a
comparacao com os dados da populacao portuguesa, decidiu-se utilizar como dados da companhia as
médias das observacdes dos anos 2015, 2016, 2017 e 2018, tanto no caso dos dados obtidos por

Médias Mdveis como a partir de Médias Moveis Ponderadas. Depois de tratados os dados, a titulo de
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exemplo, estes foram comparados com as taxas de mortalidade do ano 1997 da populacao portuguesa.

Nas Figuras 8.106 e 8.108 apresentam-se as curvas das taxas de mortalidade de cada ano e de cada
populacéo para todas as idades, ja nas Figuras 8.107 e 8.109 estao apresentadas as mesmas curvas
porém somente dos 25 aos 65 anos, sendo que esta é a faixa etaria que contém mais pensionistas
no ramo de acidentes de trabalho. Fazendo a comparacao entre a curva relativa a taxa de mortalidade
da populacao da companhia com as curvas relativas as taxas de mortalidade da populacao portuguesa,
observa-se que o comportamento das curvas em ambos 0s sexos &€ semelhante até aos 75 anos € a
partir desta idade é onde se observam mais diferencas. Contudo, comparando o comportamento das
curvas nas Figuras 8.107 e 8.109, constata-se que a curva relativa ao sexo masculino apresenta um
comportamento mais idéntico a curva relativa a populacao portuguesa, comparativamente com a curva

do sexo feminino.

Isto pode ser explicado devido a existéncia de mais dados da companhia no caso do sexo masculino
comparativamente com o sexo feminino. Na Figura 8.110 observa-se a comparacdo entre as
frequéncias relativas dos dados da exposicdo ao risco existentes da populacdo portuguesa e da
populacéo da companhia em ambos o0s sexos. Através desta constata-se que, relativamente aos dados
da companhia, no caso do sexo masculino existem mais dados do que no sexo feminino e que as faixas
etarias que apresentam uma maior quantidade da dados, em ambos o0s sexos, sao referentes aos 40-65
anos, que por sua vez € a faixa etaria onde se observam mais semelhancas tanto na Figura 8.107 como

na Figura 8.109.

nortalidade
talidad

Taxa de m

Figura 8.106: Comparacéo entre a média das taxas de mortalidade de 2015-2018 da populacao da companhia e as taxas de

mortalidade de 1997 da populacédo portuguesa - Sexo Masculino.
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Figura 8.107: Comparacao entre a média das taxas de mortalidade de 2015-2018 da populacdo da companhia e as taxas de

mortalidade de 1997 da populacédo portuguesa entre os 25 e 65 anos - Sexo Masculino.
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Figura 8.108: Comparacao entre a média das taxas de mortalidade de 2015-2018 da populacdo da companhia e as taxas de

mortalidade de 1997 da populacédo portuguesa - Sexo Feminino.
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Figura 8.109: Comparacao entre a média das taxas de mortalidade de 2015-2018 da populacao da companhia e as taxas de

mortalidade de 1997 da populacéo portuguesa entre os 25 e 65 anos - Sexo Feminino.
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Figura 8.110: Comparacéo da frequéncia relativa dos dados da exposicdo ao risco da populacdo portuguesa e da populacdo

da companhia, no sexo masculino (a esquerda) e no sexo feminino (a direita).

Para realizar uma melhor andlise da comparacéo das curvas, nas Tabelas G.1, G.2, G.3, G.4, G.5,
G.6, G.7 e G.8 do Apéndice G estdo apresentadas as medidas de avaliacdo calculadas por faixas etarias,
utilizando tanto as taxas de mortalidade da populacdo da companhia calculadas através de Médias Moveis
como de Médias Moveis Ponderadas e as taxas de mortalidade da populacao portuguesa obtidas pelo
Método Lee-Carter e pela Extensao do Método Lee-Carter, com distincao de sexo. Com base nas mesmas
constata-se que, tanto no sexo masculino como no sexo feminino, as medidas de avaliacao sao superiores
a partir dos 75 anos. Relativamente a faixa etaria que apresenta menores medidas de avaliacdo, observa-
se que no sexo masculino corresponde a faixa dos 40-50 anos, ja no sexo feminino corresponde aos
50-60 anos. Através destas tabelas observa-se também que as medidas de avaliacdo apresentam valores
mais baixos quando calculadas entre as taxas de mortalidade da companhia e as taxas da populacéo
portuguesa obtidas pela Extensdo do Método Lee-Carter.

No que se refere ao tipo de metodologia utilizada nos dados da companhia, verifica-se que, no caso
do sexo masculino, as medidas calculadas com as taxas de mortalidade obtidas através das Médias
Moveis apresentam valores inferiores quando comparadas com as calculadas a partir das taxas obtidas
pelas Médias Mdveis Ponderadas. Porém, no sexo feminino, constata-se o contrario, ou seja, as
medidas de avaliacdo sdao mais reduzidas quando a comparacao € realizada com os dados da
companhia obtidos pelas Médias Moveis Ponderadas. De realcar que as medidas obtidas sao muito
semelhantes comparando ambas as metodologias. Por tudo o que foi referido, pode-se concluir que o

comportamento dos pensionistas ¢ semelhante ao comportamento da populacao portuguesa.
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9 Conclusao

Este trabalho centrou-se na construcao de tabuas de mortalidade da populacdo portuguesa e no
calculo de taxas vitalicias dos pensionistas, mais precisamente no ramo de acidentes de trabalho. A
construcdo das tabuas de mortalidade foi realizada através de dados entre os anos 1940-2019
referentes ao nimero de mortes e ao numero de expostos ao risco, com e sem distincdo de sexo. Para
o calculo de todas as funcdes que constituem uma tabua de mortalidade & necessario, inicialmente,
ajustar a taxa de mortalidade de cada idade e para isso foram utilizados dois métodos, o Método
Lee-Carter e 0 Modelo de Poisson (ou Extensdo do Método Lee-Carter).

Apesar do objetivo deste trabalho nao ser a previsao de dados, como trabalho complementar foram
utilizados dois tipos de modelacao para modelar e prever o nivel geral de mortalidade obtido através do
Método Lee-Carter e do Modelo de Poisson, de modo a obter um modelo que explicasse melhor os dados
e que pudesse ser utilizado pela empresa para realizar previsdes para anos futuros. Para isso foi utilizada
a modelacdo ARIMA e o Método de Holt. Depois de comparados os modelos obtidos através das duas
metodologias, constata-se que apesar das taxas de cobertura dos intervalos de previsédo serem iguais a
100% em todos os casos, 0s modelos produzidos pela modelacao ARIMA sao mais precisos do que 0s
produzidos pelo Método de Holt. Por essa razdo sera mais vantajoso utilizar a modelacdo ARIMA para
realizar previsdes do nivel geral de mortalidade e, consequentemente, da taxa de mortalidade.

Depois de aplicados os dois métodos e calculadas as restantes funcdes da tabua de mortalidade,
constata-se que a esperanca de vida calculada através da taxa de mortalidade ajustada pelo Método Lee-
Carter € menor na maior parte das idades e dos anos, comparativamente com a calculada através da
Extensdo do Método Lee-Carter. Neste caso o método preferivel € aquele que produz uma esperanca de
vida menor, uma vez que isso ira resultar em menores taxas vitalicias, ou seja, numa menor pensao que
sera paga ao pensionista no caso de este ter sofrido um acidente de trabalho. Contudo, é necessario
realcar que as diferencas existentes entre as esperancas de vida obtidas pelos dois métodos nao séo

muito expressivas.

151



Como foi referido ao longo do trabalho, um dos objetivos era efetuar um ajustamento de tudo aquilo
que foi referido anteriormente aos dados especificos do mercado segurador. Para isso, com os dados
fornecidos pela empresa, foram calculadas as taxas de mortalidade de cada idade entre os anos 2007 e
2021. Visto que os dados fornecidos apresentavam bastantes idades com valores nulos, decidiu-se utilizar
as metodologias de Médias Mdveis e Médias Mdveis Ponderadas para contornar esta situacao. Depois
de tranformados os dados originais, foram calculadas as taxas de mortalidade e, de forma a entender
se o comportamento da populacdo da companhia era semelhante ao da populacado portuguesa, foram
calculadas cinco medidas de avaliacao e através destas observam-se conclusdes diferentes relativamente
ao sexo masculino e feminino. No caso do sexo masculino, verificam-se valores menores das respetivas
medidas quando estas sao calculadas com as taxas de mortalidade da companhia obtidas pelas Médias
Moveis e as taxas da populacdo portuguesa obtidas pela Extensdo do Método Lee-Carter. Ja no sexo
feminino as medidas de avaliacdo sdo menores quando sao comparadas as taxas de mortalidade da
companhia obtidas pelas Médias Moéveis Ponderadas e as taxas da populacdo portuguesa obtidas pela
Extensdo do Método Lee-Carter.

Em suma, relativamente a utilizacdo do Método Lee-Carter ou a sua Extensado para o ajustamento
da taxa de mortalidade, devido ao Método Lee-Carter nao conseguir prever acontecimentos bruscos que
possam acontecer no futuro, como por exemplo, o aparecimento de algum virus ou doenca, alguma
catastrofe natural, faz com que a Extensdo do Método Lee-Carter seja o método mais indicado. Outra
vantagem da Extensao do Método LC face ao Método LC, que o torna mais atrativo em aplicacdes atuariais,
é o facto de este ser um método flexivel, isto &, este pode ser expandido de modo a considerar o impacto
sobre a mortalidade de outras variaveis explicativas que ndo apenas a idade ou o tempo cronoloégico, por

exemplo, a profissao, o grau de incapacidade, o nivel de rendimento, entre outros.

9.1 Sugestoes para Trabalho Futuro

Nesta seccdo sado evidenciadas algumas questées que surgiram depois de realizar este trabalho e
gue podem ser estudadas numa futura investigacao.

Ao realizar a analise dos dados, tanto da populacao portuguesa como da companhia, foi notéria a
presenca de varios outliers, mais especificamente nos dados referentes ao numero de mortes. Apesar de
estes nao serem considerados erros mas sim valores extremos, seria indicado realizar o tratamento dos

mesmos, de modo a reduzir o ruido que estes provocam nos dados. Outra questao importante recai sobre
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a longevidade dos sinistrados, mais concretamente a presenca ou nao de incapacidade. Deste modo, seria
adequado estudar a longevidade dos sinistrados consoante a incapacidade que estes apresentassem, de
forma a comparar o comportamento da populacdo "saudavel” (i.e. sem qualquer tipo de incapacidade)
e dos incapacitados.

Relativamente aos dados da companhia e as metodologias adotadas para combater os varios valores
nulos presentes nos mesmos, propde-se a utilizacao de outros métodos de agregacao de dados, de modo
a entender se os métodos utilizados usualmente pela empresa, ou seja, 0 método de Médias Moveis e
Médias Mdveis Ponderadas, sao os mais adequados ou nao para contornar este problema.

Como foi referido ao longo do trabalho, a esperanca de vida tem vindo a aumentar ao longo dos anos
e esta tem tendéncia a aumentar nos proximos anos. Por esta razao, os resultados obtidos neste trabalho
s80 viaveis a curto prazo, sendo por isso necessario realizar este estudo anualmente, de forma a que as
tabuas de mortalidade estejam sempre atualizadas. Relativamente a utilizacao do Método Lee-Carter e
do Modelo de Poisson, para o ajustamento da taxa de mortalidade, é necessario averiguar se a dimensao
dos dados utilizada neste estudo para a aplicacao dos dois métodos € a mais indicada ou nao, ou seja,
se € necessario truncar os dados em alguns anos de acordo com os dados existentes da companhia ou
se podem ser utilizados todos os dados disponiveis como foi realizado neste estudo.

Por fim, em relacdo a comparacdo das curvas da taxa de mortalidade da populacao portuguesa e da
populacdo da companhia, no presente trabalho foram calculadas algumas medidas de avaliacdo de
modo a entender se 0 comportamento de ambas as curvas era semelhante. Outra forma de realizar
esta comparacao seria através da aplicacdo de modelos relacionais, sendo que estes procuram
estabelecer uma relacdo entre o comportamento de duas varidveis, que neste caso seriam a
mortalidade da populacdo portuguesa e da populacdo da companhia. Outra questdo que também
poderia ser estudada era a analise e o tratamento quer da cauda inferior quer da superior dos dados,
uma vez que nas caudas se observam mais dissemelhancas quando sdo comparadas as duas curvas da

taxa de mortalidade referidas anteriormente.
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Apéndice A

Analise Descritiva
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Figura A.24: Numero de Expostos ao Risco nos Anos 2001-2020, Sem Distin¢cédo de Sexo.

Tabela A.1: Medidas descritivas dos dados de exposicéo ao risco dos trés casos de estudo.

Medida Descritiva Sexo Masculino Sexo Feminino Sem Distincao de Sexo

inicio

fim

n° de observacoes

minino
1° quartil
meédia
mediana
3° quartil
maximo

desvio padrao

1940
2020
8991
0
7475,265
40830,880
47921,460
64990,280
106015,900
29681,170

1940

2020

8991

0

14042,480
44371,570
52980,100
68740,450
100419,800
29011,210

1940

2020

8991

0

21800,660
85202,450
101711,530
133588,790
206435,670
58520,760
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Tabela A.2: Medidas descritivas dos dados de numero de mortes dos trés casos de estudo.

Medida Descritiva Sexo Masculino Sexo Feminino Sem Distincao de Sexo

inicio

fim

n° de observacoes

minino
1° quartil
média
mediana
3° quartil

maximo

desvio padrao

1940

2020

8991

0
72,090
478,652
233,220
681,890
14965,900

1940

2020

8991

0
46,000
453,360
177,000
597,275
12880,600

792,602

748,987

1940
2020
8991
0
138,000
932,0126
430,000
1305,495
27846,500
1516,955

Tabela A.3: Médias anuais (de 10 em 10 anos) dos dados de exposicdo ao risco dos trés casos de estudo.

Ano Sexo Masculino Sexo Feminino Sem Distincao de Sexo
1940 33322,590 36095,250 69417,840
1950 36465,390 39386,420 75851,810
1960 38288,700 41743,180 80031,870
1970 37141,990 41087,410 78229,400
1980 42437,640 45736,350 88173,990
1990 43426,320 46728,390 90154,710
2000 44751,990 48042,500 92794,500
2010 45614,980 49763,670 95378,650
2020 43785,350 48997,120 92782,470
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Tabela A.4: Médias anuais (de 10 em 10 anos) dos dados de numero de mortes dos trés casos de estudo.

Ano Sexo Masculino Sexo Feminino Sem Distincao de Sexo

1940 548,919 536,541 1085,459
1950 471,765 454,341 926,107
1960 434,325 421,595 855,919
1970 426,703 411,973 838,676
1980 446,225 407,775 854,000
1990 479,216 446,622 925,838
2000 495,703 453,523 949,225
2010 488,463 466,076 954,540
2020 552,882 558,450 1111,332
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Apéndice B

Estimacao dos Parametros (Método

Lee-Carter)

Tabela B.1: Estimacdo dos Parametros «,. e (3, do Método Lee-Carter (Sexo Masculino).

Inicio da Tabela

Idade iy Ba
0 -3,749 0,028
1 5,755 0,036
2 6,355 0,032
3 6,794 0,029
4 7,048 0,027
5 7,251 0,025
6 7,457 0,026
7 7,452 0,023
8 7,610 0,023
9 7,644 0,022
10 7,667 0,020
11 7,642 0,019
12 7,667 0,019
13 7,584 0,018
14 7,398 0,017
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Continuacao da Tabela B.1

Idade a, Bz
15 -7,185 0,015
16 -6,937 0,014
17 -6,804 0,015
18 -6,589 0,013
19 -6,499 0,012
20 -6,455 0,012
21 6,424 0,012
22 6,416 0,012
23 -6,401 0,012
24 -6,367 0,013
25 -6,351 0,012
26 -6,329 0,012
27 -6,308 0,012
28 6,260 0,012
29 -6,260 0,011
30 -6,206 0,011
31 6,194 0,011
32 -6,133 0,011
33 -6,077 0,011
34 -6,021 0,010
35 -5,960 0,010
36 -5,926 0,011
37 -5,866 0,010
38 -5,789 0,010
39 -5,733 0,009
40 -5,638 0,009
41 -5,612 0,008
42 -5,487 0,009
43 -5,437 0,008
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Continuacao da Tabela B.1

Idade a, Bz
44 -5,358 0,008
45 -5,270 0,008
46 -5,222 0,007
47 -5,145 0,007
48 -5,036 0,007
49 -4,976 0,007
50 -4,872 0,007
51 -4,861 0,005
52 -4,735 0,006
53 -4,654 0,006
54 -4,592 0,006
55 -4,505 0,006
56 -4,434 0,007
57 -4,362 0,006
58 -4,269 0,006
59 -4,208 0,006
60 -4,075 0,007
61 -4,064 0,005
62 -3,932 0,007
63 -3,846 0,007
64 -3,769 0,007
65 -3,668 0,007
66 -3,590 0,007
67 -3,506 0,007
68 -3,392 0,007
69 -3,338 0,006
70 -3,171 0,008
71 -3,157 0,006
72 -2,996 0,008
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Continuacao da Tabela B.1

Idade a, Bz
73 -2,909 0,007
74 -2,804 0,007
75 -2,683 0,008
76 -2,603 0,007
77 -2,492 0,007
78 -2,367 0,007
79 2,317 0,006
80 -2,203 0,007
81 -2,185 0,005
82 2,036 0,006
83 -1,949 0,005
84 -1,835 0,005
85 -1,732 0,005
86 -1,655 0,004
87 -1,574 0,004
88 -1,456 0,005
89 -1,415 0,003
90 -1,289 0,004
91 -1,317 0,001
92 -1,180 0,002
93 -1,127 0,001
94 -1,078 0,001
95 -0,992 0,001
96 -0,905 0,001
97 -0,879 0,000
98 -0,752 0,003
99 0,762 0,000
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100+ 0,706 -0,001

Fim da Tabela

Tabela B.2: Estimacdo do Parametro k; do Método Lee-Carter (Sexo Masculino).

Inicio da Tabela

Ano k?t

1940 78,479
1941 84,694
1942 83,495
1943 79,933
1944 77,371
1945 74,183
1946 72,312
1947 66,047
1948 63,332
1949 65,133
1950 57,358
1951 55,605
1952 48,019
1953 40,606
1954 38,549
1955 38,216
1956 39,963
1957 39,220
1958 29,112
1959 32,953
1960 27,273
1961 31,421
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Continuacao da Tabela B.2

Ano k?t

1962 29,032
1963 28,077
1964 28,165
1965 23,267
1966 24,803
1967 23,383
1968 19,618
1969 21,583
1970 18,435
1971 22,591
1972 13,805
1973 16,264
1974 13,460
1975 16,847
1976 16,183
1977 9,794
1978 8,587
1979 5,164
1980 5,478
1981 3,505
1982 0,160
1983 0,613
1984 -1,517
1985 -3,870
1986 -7,176
1987 -8,181
1988 -6,239
1989 9,139
1990 9,606
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Continuacao da Tabela B.2

Ano k?t

1991 -5,638
1992 -10,232
1993 -12,263
1994 -18,423
1995 -17,013
1996 -18,051
1997 21,420
1998 21,628
1999 -26,784
2000 -29,969
2001 -33,203
2002 -36,291
2003 -43,066
2004 -46,282
2005 -49,055
2006 -52,580
2007 -60,348
2008 -66,279
2009 65,421
2010 -68,957
2011 -70,554
2012 -77,505
2013 -77,088
2014 -80,565
2015 -80,297
2016 -87,920
2017 -83,003
2018 90,454
2019 -84,231
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Continuacao da Tabela B.2

~

Ano k;
2020 -30,608
Fim da Tabela

Tabela B.3: Estimacdo dos Parametros «;, e (3, do Método Lee-Carter (Sexo Feminino).

Inicio da Tabela

Idade iy Ba
0 -3,937 0,023
1 5,881 0,031
2 6,573 0,028
3 6,975 0,024
4 7,282 0,023
5 7,512 0,021
6 -7,589 0,019
7 7,765 0,019
8 7,873 0,018
9 7,942 0,017
10 7,950 0,015
11 7,998 0,016
12 8,010 0,016
13 7,954 0,016
14 7,835 0,016
15 7,682 0,014
16 7,609 0,015
17 7,577 0,015
18 7,465 0,015
19 7,398 0,014
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Continuacao da Tabela B.3

Idade Oy Ba
20 7,319 0,014
21 7,318 0,015
22 7,290 0,015
23 7,247 0,015
24 7,198 0,014
25 7,211 0,015
26 7,177 0,015
27 -7,100 0,014
28 7,091 0,014
29 7,049 0,013
30 6,963 0,013
31 -6,945 0,012
32 6,886 0,013
33 6,803 0,012
34 6,764 0,012
35 6,668 0,011
36 6,632 0,011
37 6,579 0,011
38 6,469 0,011
39 6,412 0,009
40 6,314 0,010
41 6,324 0,008
42 6,179 0,009
43 6,165 0,008
44 6,088 0,008
45 -5,988 0,008
46 -5,936 0,007
47 5,870 0,007
48 5,749 0,008
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Continuacao da Tabela B.3

Idade Oy Ba
49 -5,729 0,007
50 -5,596 0,008
51 -5,593 0,006
52 -5,456 0,007
53 -5,406 0,007
54 5,351 0,007
55 5,254 0,007
56 5,176 0,007
57 5,125 0,007
58 -5,006 0,007
59 -4,967 0,007
60 4,775 0,009
61 -4,803 0,006
62 4,647 0,008
63 -4,553 0,008
64 -4,449 0,008
65 -4,325 0,008
66 4,242 0,008
67 4,144 0,008
68 -4,002 0,008
69 -3,949 0,007
70 3,715 0,009
71 -3,723 0,007
72 -3,520 0,008
73 -3,418 0,008
74 3,278 0,008
75 3,124 0,008
76 -3,030 0,007
77 2,916 0,007
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Continuacao da Tabela B.3

Idade Oy Ba
78 -2,752 0,008
79 -2,694 0,006
80 2,535 0,007
81 -2,548 0,004
82 2,362 0,005
83 2,274 0,005
84 2,142 0,005
85 -2,000 0,005
86 -1,919 0,004
87 -1,831 0,003
88 -1,706 0,004
89 -1,661 0,002
90 -1,481 0,004
91 -1,540 0,000
92 -1,398 0,001
93 -1,343 0,001
94 -1,264 0,000
95 -1,128 0,002
96 -1,068 0,001
97 0,999 0,001
98 -0,860 0,002
99 0,886 0,000

100+ 0,773 0,000
Fim da Tabela
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Tabela B.4: Estimacédo do Parametro k; do Método Lee-Carter (Sexo Feminino).

Inicio da Tabela

Ano l%t
1940 106,529
1941 113,724
1942 113,920
1943 108,118
1944 103,923
1945 99,990
1946 98,677
1947 92,568
1948 87,491
1949 89,576
1950 79,164
1951 77,815
1952 68,997
1953 58,329
1954 55,963
1955 54,696
1956 55,969
1957 55,145
1958 42,263
1959 42,864
1960 37,435
1961 41,048
1962 36,956
1963 34,332
1964 35,494
1965 27,736
1966 28,284
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Continuacao da Tabela B.4

Ano k?t

1967 25,589
1968 21,322
1969 21,936
1970 19,159
1971 22,069
1972 11,928
1973 14,920
1974 10,898
1975 10,212
1976 12,390
1977 3,229
1978 1,816
1979 -1,551
1980 -3,194
1981 -4,961
1982 -8,385
1983 -10,050
1984 -11,096
1985 -16,108
1986 -16,401
1987 -17,331
1988 21,674
1989 -23,011
1990 -20,824
1991 -20,356
1992 -26,653
1993 -25,881
1994 -28.789
1995 -31,409
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Continuacao da Tabela B.4

~

Ano k;

1996 -30,547
1997 -32,038
1998 -32,542
1999 -38,676
2000 -45,347
2001 -49,389
2002 -48,622
2003 -51,611
2004 -58,144
2005 -63,988
2006 -67,048
2007 -71,637
2008 -73,302
2009 -74,634
2010 -75,423
2011 -83,683
2012 -83,440
2013 -88,883
2014 -95,702
2015 96,514
2016 -99,127
2017 -98,894
2018 -88,798
2019 -94,626
2020 91,794

Fim da Tabela
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Tabela B.5: Estimacédo dos Parametros ., e 3, do Método Lee-Carter (Sem Distingao de Sexo).

Inicio da Tabela

Idade Oy Ba
0 -3,835 0,026
1 5,809 0,034
2 6,440 0,031
3 6,872 0,027
4 7,138 0,026
5 7,351 0,023
6 7,511 0,023
7 7,572 0,022
8 7,701 0,020
9 7,762 0,019
10 7,778 0,018
11 7,784 0,017
12 7,801 0,018
13 7,747 0,018
14 7,575 0,017
15 7,383 0,015
16 7,189 0,014
17 7,090 0,015
18 6,908 0,013
19 6,826 0,013
20 6,774 0,013
21 6,751 0,013
22 6,739 0,013
23 6,719 0,013
24 6,685 0,013
25 6,676 0,013
26 6,650 0,013
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Continuacao da Tabela B.5

Idade Oy Ba
27 6,614 0,013
28 6,579 0,013
29 6,569 0,012
30 6,507 0,012
31 6,498 0,011
32 6,437 0,012
33 6,374 0,011
34 6,326 0,011
35 6,255 0,011
36 6,220 0,011
37 6,165 0,010
38 6,077 0,010
39 6,023 0,009
40 5,928 0,010
41 5,915 0,008
42 -5,785 0,009
43 5,747 0,008
44 5,670 0,008
45 5,579 0,008
46 5,530 0,007
47 5,458 0,007
48 -5,345 0,007
49 -5,300 0,007
50 5,187 0,007
51 5,179 0,006
52 -5,050 0,007
53 4,981 0,006
54 4,922 0,007
55 -4,832 0,007
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Continuacao da Tabela B.5

Idade Oy Ba
56 4,760 0,007
57 4,697 0,006
58 4,596 0,007
59 4,544 0,006
60 -4,389 0,008
61 4,396 0,006
62 4,255 0,007
63 4,168 0,007
64 -4,083 0,007
65 -3,973 0,008
66 -3,896 0,008
67 -3,809 0,007
68 -3,685 0,008
69 3,635 0,007
70 -3,438 0,009
71 -3,439 0,006
72 3,262 0,008
73 3,170 0,008
74 -3,052 0,008
75 2,917 0,008
76 2,833 0,007
77 2,724 0,007
78 2,582 0,008
79 2,531 0,006
80 2,397 0,008
81 2,401 0,005
82 2,234 0,006
83 2,150 0,005
84 2,028 0,005
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Continuacao da Tabela B.5

Idade Oy Ba
85 -1,905 0,005
86 -1,827 0,004
87 -1,746 0,004
88 -1,626 0,004
89 -1,585 0,002
90 -1,425 0,004
91 -1,477 0,000
92 -1,339 0,002
93 -1,287 0,001
94 -1,218 0,001
95 -1,096 0,002
96 -1,030 0,001
97 0,971 0,001
98 0,832 0,003
99 0,857 0,000

100+ 0,742 0,000
Fim da Tabela

Tabela B.6: Estimacdo do Parametro k; do Método Lee-Carter (Sem Distingdo de Sexo).

Inicio da Tabela

Ano k?t

1940 88,552
1941 95,233
1942 94,719
1943 90,107
1944 86,934
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Continuacao da Tabela B.6

~

Ano k;

1945 83,103
1946 81,722
1947 75,503
1948 71,710
1949 73,852
1950 64,653
1951 63,280
1952 55,150
1953 46,340
1954 44,269
1955 43,738
1956 45,217
1957 44,476
1958 33,166
1959 35,709
1960 30,136
1961 34,174
1962 31,082
1963 29,497
1964 30,298
1965 24,050
1966 25,414
1967 23,351
1968 19,555
1969 20,900
1970 18,061
1971 21,708
1972 12,267
1973 15,029
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Continuacao da Tabela B.6

Ano k?t
1974 12,066
1975 14,392
1976 14,450
1977 6,975
1978 5,927
1979 2,455
1980 1,993
1981 0,757
1982 -2,846
1983 -3,910
1984 -4,937
1985 -8,587
1986 -10,292
1987 -11,104
1988 -11,387
1989 -13,740
1990 -13,362
1991 -10,373
1992 -15,151
1993 -16,807
1994 -21,429
1995 21,510
1996 21,377
1997 -24,556
1998 -25,010
1999 -30,220
2000 -34,626
2001 -37,618
2002 -40,256
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Continuacao da Tabela B.6

~

Ano k;

2003 -45,379
2004 -50,235
2005 -54,309
2006 -57,296
2007 -63,615
2008 -66,926
2009 -69,113
2010 -71,444
2011 -76,402
2012 -78,083
2013 -81,294
2014 -86,011
2015 -86,630
2016 91,682
2017 -88,710
2018 -87,587
2019 -89,165
2020 -88,993

Fim da Tabela
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Apéndice C

Estimacao dos Parametros (Extensao do

Método Lee-Carter ou Modelo de Poisson)

Tabela C.1: Estimacédo dos Parametros o, e (3, da Extensao do Método Lee-Carter (Sexo Masculino).

Inicio da Tabela

Idade ay Be
0 -3,715 0,028
1 6,111 0,047
2 6,722 0,043
3 -7,058 0,036
4 -7,226 0,032
5 -7,386 0,028
6 -7,522 0,027
7 -7,499 0,024
8 -7,650 0,024
9 -7,664 0,022
10 -7,675 0,020
11 -7,661 0,019
12 -7,662 0,018
13 -7,555 0,017
14 -7,385 0,017
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Continuacao da Tabela C.1

Idade a, Bz
15 -7,146 0,014
16 -6,867 0,012
17 -6,697 0,012
18 -6,505 0,011
19 -6,418 0,011
20 -6,379 0,011
21 -6,349 0,011
22 -6,341 0,011
23 -6,334 0,012
24 6,311 0,012
25 -6,296 0,011
26 -6,275 0,011
27 -6,253 0,011
28 6,210 0,011
29 6,211 0,010
30 -6,156 0,010
31 -6,149 0,009
32 -6,089 0,010
33 -6,035 0,010
34 -5,988 0,009
35 -5,930 0,010
36 -5,889 0,010
37 -5,837 0,009
38 -5,764 0,010
39 -5,715 0,008
40 -5,620 0,009
41 -5,601 0,007
42 -5,475 0,008
43 -5,428 0,007
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Continuacao da Tabela C.1

Idade a, Bz
44 -5,349 0,008
45 -5,262 0,008
46 -5,217 0,007
47 -5,142 0,006
48 -5,032 0,007
49 -4,974 0,006
50 -4,871 0,007
51 -4,859 0,005
52 -4,735 0,006
53 -4,654 0,006
54 -4,590 0,006
55 -4,503 0,006
56 -4,433 0,006
57 -4,360 0,006
58 -4,268 0,006
59 -4,204 0,006
60 -4,075 0,007
61 -4,057 0,005
62 -3,930 0,006
63 -3,843 0,007
64 -3,766 0,007
65 -3,665 0,007
66 -3,586 0,007
67 -3,501 0,007
68 -3,388 0,007
69 -3,328 0,006
70 -3,168 0,008
71 -3,145 0,006
72 -2,993 0,007
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Continuacao da Tabela C.1

Idade a, Bz
73 -2,904 0,007
74 -2,799 0,007
75 -2,681 0,007
76 -2,596 0,007
77 2,487 0,007
78 -2,364 0,007
79 -2,304 0,006
80 -2,201 0,007
81 2,170 0,005
82 -2,033 0,006
83 -1,943 0,005
84 -1,833 0,005
85 -1,732 0,005
86 -1,653 0,004
87 -1,568 0,004
88 -1,457 0,004
89 -1,410 0,003
90 -1,294 0,004
91 -1,296 0,002
92 -1,174 0,002
93 -1,120 0,002
94 -1,076 0,001
95 -0,995 0,002
96 -0,907 0,001
97 -0,870 0,001
98 -0,717 0,002
99 -0,753 0,001
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100+ 0,664 -0,001

Fim da Tabela

Tabela C.2: Estimacdo do Parametro k; da Extensao do Método Lee-Carter (Sexo Masculino).

Inicio da Tabela

Idade ke

1940 67,356
1941 73,426
1942 70,375
1943 68,295
1944 66,251
1945 63,266
1946 63,022
1947 58,867
1948 58,044
1949 60,846
1950 54,533
1951 53,639
1952 53,200
1953 51,094
1954 46,742
1955 48,827
1956 48,612
1957 49,159
1958 43,796
1959 46,290
1960 41,565
1961 46,681
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Continuacao da Tabela C.2

Idade ke
1962 41,742
1963 39,065
1964 38,065
1965 34,648
1966 35,612
1967 32,174
1968 31,206
1969 31,835
1970 30,224
1971 30,977
1972 20,713
1973 22,971
1974 20,373
1975 21,729
1976 19,985
1977 14,606
1978 11,481
1979 6,870
1980 7,079
1981 4,792
1982 0,097
1983 0,079
1984 -1,038
1985 -2,400
1986 6,661
1987 9,919
1988 9,259
1989 -14,108
1990 11,236
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Continuacao da Tabela C.2

~

Idade k;

1991 -10,432
1992 -15,709
1993 -14,146
1994 23,761
1995 21,817
1996 -20,373
1997 -25,712
1998 27,010
1999 -28,796
2000 -34,300
2001 -38,073
2002 -40,208
2003 -43,282
2004 -51,976
2005 -50,839
2006 -58,758
2007 -63,409
2008 67,138
2009 -71,207
2010 -73,690
2011 -80,946
2012 -80,114
2013 -83,974
2014 90,563
2015 90,967
2016 90,575
2017 -95,858
2018 93,990
2019 99,655
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Continuacao da Tabela C.2

~

Idade k;
2020 -88,313
Fim da Tabela

Tabela C.3: Estimacao dos Parametros ., e [3,, da Extensdo do Método Lee-Carter (Sexo Feminino).

Inicio da Tabela

Idade iy Ba
0 3,862 0,020
1 6,055 0,0318
2 6,808 0,030
3 7,205 0,026
4 7,437 0,024
5 7,630 0,022
6 7,731 0,020
7 7,867 0,019
8 7,970 0,018
9 8,073 0,018
10 8,064 0,017
11 8,063 0,016
12 8,108 0,017
13 8,048 0,017
14 7,887 0,016
15 7,763 0,016
16 7,665 0,016
17 7,661 0,017
18 7,567 0,017
19 7,483 0,017
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Continuacao da Tabela C.3

Idade a, Bz
20 -7,422 0,017
21 -7,387 0,016
22 -7,390 0,017
23 -7,332 0,017
24 7,258 0,016
25 -7,275 0,016
26 -7,217 0,016
27 -7,145 0,015
28 -7,138 0,015
29 -7,073 0,014
30 -6,990 0,014
31 -6,954 0,012
32 -6,902 0,013
33 -6,804 0,012
34 -6,762 0,011
35 -6,665 0,011
36 -6,628 0,011
37 -6,573 0,010
38 -6,464 0,010
39 -6,405 0,009
40 -6,307 0,009
41 -6,318 0,007
42 -6,171 0,008
43 -6,161 0,008
44 -6,081 0,007
45 -5,981 0,007
46 -5,933 0,007
47 -5,866 0,006
48 5,747 0,007
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Continuacao da Tabela C.3

Idade a, Bz
49 -5,729 0,006
50 -5,594 0,007
51 -5,591 0,005
52 -5,455 0,006
53 -5,405 0,006
54 -5,350 0,006
55 -5,254 0,006
56 -5,175 0,006
57 -5,124 0,006
58 -5,006 0,007
59 -4,965 0,006
60 -4,776 0,008
61 -4,799 0,006
62 -4,648 0,007
63 -4,552 0,007
64 -4,448 0,007
65 -4,326 0,007
66 -4,241 0,007
67 4,142 0,007
68 -4,002 0,007
69 -3,939 0,006
70 -3,715 0,008
71 -3,710 0,006
72 -3,518 0,007
73 -3,413 0,007
74 -3,271 0,007
75 -3,121 0,007
76 -3,023 0,007
77 -2,908 0,006
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Continuacao da Tabela C.3

Idade a, Bz
78 2,748 0,007
79 -2,679 0,006
80 -2,534 0,006
81 -2,529 0,004
82 -2,356 0,005
83 -2,264 0,005
84 2,134 0,005
85 -1,998 0,005
86 -1,911 0,004
87 -1,822 0,004
88 -1,702 0,004
89 -1,645 0,003
90 -1,480 0,003
91 -1,514 0,002
92 -1,387 0,002
93 -1,333 0,002
94 -1,258 0,001
95 -1,128 0,002
96 -1,068 0,001
97 -1,006 0,001
98 -0,867 0,002
99 -0,900 0,001

100+ -0,780 0,000
Fim da Tabela
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Tabela C.4: Estimacdo do Parametro k; da Extensao do Método Lee-Carter (Sexo Feminino).

Inicio da Tabela

Idade ke
1940 98,464
1941 107,544
1942 103,243
1943 99,473
1944 95,138
1945 91,436
1946 91,606
1947 86,004
1948 83,780
1949 87,827
1950 78,496
1951 77,551
1952 75,829
1953 70,992
1954 65,608
1955 69,405
1956 69,670
1957 69,237
1958 60,021
1959 63,378
1960 57,110
1961 63,977
1962 56,278
1963 53,243
1964 52,163
1965 46,427
1966 47,889
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Continuacao da Tabela C.4

Idade ke

1967 42,917
1968 41,911
1969 43,731
1970 40,422
1971 40,735
1972 27,813
1973 31,899
1974 27,524
1975 25,548
1976 24,713
1977 15,509
1978 14,336
1979 8,254
1980 6,262
1981 3,798
1982 -3,096
1983 1,797
1984 5,110
1985 7,956
1986 11,421
1987 -15,982
1988 17,167
1989 -23,603
1990 -17,384
1991 -18,973
1992 28,015
1993 24,967
1994 -36,992
1995 -34,920
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Continuacao da Tabela C.4

~

Idade k;

1996 -35,582
1997 -40,105
1998 -42,515
1999 -44,005
2000 51,233
2001 -56,247
2002 -58,666
2003 -58,095
2004 -73,992
2005 -70,355
2006 -86,540
2007 -86,806
2008 90,940
2009 94,136
2010 98,228
2011 -107,401
2012 -105,256
2013 -112,688
2014 -120,606
2015 -118,115
2016 -120,332
2017 -125,767
2018 -125,156
2019 -130,427
2020 -116,581

Fim da Tabela
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Tabela C.5: Estimacao dos Parametros «,, e (3, da Extensao do Método Lee-Carter (Sem Distingéo de Sexo).

Inicio da Tabela

Idade fa 78 Ba
0 -3,777 0,025
1 -6,075 0,040
2 -6,755 0,037
3 7,124 0,032
4 -7,319 0,029
5 -7,493 0,029
6 -7,616 0,024
7 -7,657 0,022
8 -7,789 0,021
9 -7,837 0,021
10 -7,842 0,019
11 -7,833 0,018
12 -7,849 0,018
13 -7,768 0,018
14 -7,592 0,017
15 -7,389 0,015
16 -7,163 0,014
17 -7,035 0,013
18 -6,864 0,013
19 -6,783 0,012
20 -6,740 0,013
21 -6,713 0,013
22 -6,705 0,013
23 -6,690 0,013
24 -6,657 0,013
25 -6,648 0,013
26 6,617 0,012
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Continuacao da Tabela C.5

Idade Oy Ba
27 6,585 0,012
28 6,553 0,012
29 6,541 0,011
30 6,477 0,012
31 6,469 0,010
32 6,411 0,011
33 6,346 0,011
34 6,302 0,010
35 6,234 0,010
36 6,195 0,010
37 6,145 0,010
38 6,061 0,010
39 6,010 0,009
40 5,914 0,009
41 -5,908 0,007
42 5,775 0,008
43 5,741 0,007
44 5,663 0,007
45 5,572 0,008
46 5,527 0,007
47 5,456 0,006
48 5,342 0,007
49 -5,300 0,006
50 5,186 0,007
51 5,178 0,005
52 -5,049 0,006
53 -4,981 0,006
54 4,921 0,006
55 4,832 0,006

209



Continuacao da Tabela C.5

Idade Oy Ba
56 -4,759 0,006
57 -4,696 0,006
58 -4,595 0,006
59 4,542 0,006
60 -4,389 0,007
61 -4,391 0,005
62 4,255 0,007
63 4,166 0,007
64 -4,081 0,007
65 -3,972 0,007
66 -3,894 0,007
67 -3,805 0,007
68 -3,683 0,007
69 -3,683 0,006
70 -3,438 0,008
71 -3,428 0,006
72 -3,260 0,007
73 3,166 0,007
74 -3,047 0,007
75 2,915 0,008
76 2,827 0,007
77 2,719 0,007
78 -2,579 0,007
79 2,519 0,006
80 -2,396 0,007
81 -2,384 0,005
82 -2,229 0,006
83 2,142 0,005
84 -2,023 0,005
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Continuacao da Tabela C.5

Idade Oy Ba
85 -1,904 0,005
86 -1,823 0,004
87 -1,739 0,004
88 -1,624 0,004
89 -1,573 0,003
90 -1,426 0,004
91 -1,452 0,002
92 -1,330 0,002
93 -1,278 0,002
94 -1,213 0,001
95 -1,097 0,002
96 -1,032 0,002
97 -0,978 0,001
98 0,837 0,002
99 0,871 0,001

100+ -0,760 0,000
Fim da Tabela

Tabela C.6: Estimacao do Parametro k; da Extensao do Método Lee-Carter (Sem Distingdo de Sexo).

Inicio da Tabela

Idade E

1940 78,041
1941 85,288
1942 81,696
1943 79,005
1944 76,129
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Continuacao da Tabela C.6

Idade ke

1945 72,877
1946 72,781
1947 68,042
1948 66,762
1949 70,076
1950 62,626
1951 61,722
1952 60,881
1953 57,753
1954 53,010
1955 55,841
1956 55,754
1957 55,962
1958 49,148
1959 52,058
1960 46,693
1961 52,568
1962 46,530
1963 43,760
1964 42,712
1965 38,407
1966 39,575
1967 35,512
1968 34,548
1969 35,628
1970 33,404
1971 33,948
1972 22,578
1973 25,637
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Continuacao da Tabela C.6

Idade ke
1974 22,363
1975 22,612
1976 21,197
1977 14,282
1978 11,977
1979 6,801
1980 6,170
1981 4,031
1982 -1,594
1983 -1,010
1984 -2,988
1985 -4,964
1986 8,756
1987 12,358
1988 -12,339
1989 17,738
1990 13,492
1991 -13,523
1992 -20,180
1993 -18,096
1994 28,416
1995 -26,367
1996 25,732
1997 -30,691
1998 32,374
1999 -33,918
2000 40,014
2001 44,172
2002 46,448
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Continuacao da Tabela C.6

~

Idade k;
2003 -47,970
2004 -59,467
2005 -57,234
2006 68,321
2007 70,998
2008 -74,820
2009 -78,471
2010 -81,393
2011 -89,329
2012 -87,706
2013 92,981
2014 99,921
2015 99,066
2016 99,680
2017 -104,979
2018 -103,490
2019 -108,826
2020 96,561
Fim da Tabela
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Apéndice D

Tabuas de Mortalidade

Tabela D.1: Tabua de Mortalidade de 1970 elaborada através da taxa de mortalidade ajustada pela Extensao do Método Lee-

Carter - Sexo Masculino.

Inicio da Tabela

Idade M31970  Gx,1970 21970 dz.1970 L 1970 Tw,1970 €2,1970
0 0,05715 0,0545 0,00001 5450,348 95367,204 6342711,384 63,427
1 0,00926 0,00922 94549,652 871,569 94113,868 6247344,179 66,075
2 0,00435 0,00434 93678,083 406,721 93474,722 6153230,312 65,685
3 0,00257 0,00257 93271,362 239,749 93151,487 6059755,589 64,969
4 0,00189 0,00189 93031,613 175,879 92943,674 5966604,102 64,135
5 0,00145 0,00145 92855,734 134,684 92788,393 5873660,428 63,256
6 0,00122 0,00122 92721,0561 113,192 92664,455 5780872,036 62,347
7 0,00115 0,00115 92607,858 106,128 92554,795 5688207,581 61,423
8 0,00097 0,00097 92501,731 89,763  92456,849 5595652,787 60,492
9 0,00091 0,00091 92411,968 83,683 92370,126 5503195,937 59,551
10 0,00086 0,00085 92328,284 78,915 92288,827 5410825,812 58,604
11 0,00084 0,00084 92249,37 77,581  92210,579 5318536,985 57,654
12 0,00082 0,00082 92171,789 75,502 92134,038 5226326,405 56,702
13 0,00088 0,00088 92096,286 80,987 92055,793 5134192,368 55,748
14 0,00102 0,00102 92015,299 94,101 91968,249 5042136,575 54,797
15 0,0012 0,00119 91921,198 109,813 91866,291 4950168,326 53,852
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Continuacao da Tabela D.1

Idade mw,1970 Qw,1970 iw,1970 dm,1970 Lw,1970 Tw,1970 éw,1970
16 0,0015 0,0015 91811,384 137,688 91742,54 4858302,035 52,916
17 0,00175 0,00175 91673,696 160,591 91593,4 4766559,495 51,995
18 0,00206 0,00206 91513,105 188,482 91418,864 4674966,095 51,085
19 0,00224 0,00224 91324,622 204,711 91222,267 4583547,231 50,19
20 0,00235 0,00235 91119911 214,065 91012,878 4492324964 49,301
21 0,00244 0,00243 90905,846 221,22  90795,235 4401312,086 48,416
22 0,00249 0,00248 90684,625 225,338 90571,957 4310516,851 47,533
23 0,00252 0,00252 90459,288 227,941 90345,317 4219944,894 46,65
24 0,00259 0,00259 90231,347 233,474 90114,61 4129599,577 45,767
25 0,00257 0,00257 89997,873 230,88 89882,433 4039484,967 44,884
26 0,0026  0,0026 89766,993 232,967 89650,51 3949602,534 43,998
27 0,00264 0,00264 89534,026 236,348 89415,852 3859952,024 43,112
28 0,00278 0,00278 89297,678 248,072 89173,642 3770536,172 42,224
29 0,00271 0,00271 89049,606 241,07 88929,071 3681362,53 41,341
30 0,00288 0,00288 88808,536 255,495 88680,788 3592433,459 40,451
31 0,00284 0,00283 88553,041 250,963 88427,559 3503752,671 39,567
32 0,00309 0,00309 88302,078 272,715 88165,721 3415325,112 38,678
33 0,00325 0,00325 88029,363 285,75 87886,488 3327159,391 37,796
34 0,00332 0,00332 87743,613 290,912 87598,157 3239272,903 36,917
35 0,00356 0,00355 87452,701 310,481 87297,46 3151674,746 36,039
36 0,00371 0,0037 8714222 322,514 86980,963 3064377,285 35,165
37 0,00387 0,00386 86819,705 335,476 86651,968 2977396,323 34,294
38 0,0042 0,00419 86484,23 362,05 86303,205 2890744,355 33,425
39 0,00425 0,00424 86122,18 364,863 85939,748 2804441,15 32,564
40 0,00474 0,00473 85757,317 405,69  85554,472 2718501,402 31,7
41 0,0046 0,00459 85351,627 391,618 85155818 2632946,93 30,848
42 0,00541 0,0054 84960,009 458,652 84730,683 2547791,111 29,988
43 0,00548 0,00547 84501,358 461,968 84270,373 2463060,428 29,148
44 0,00597 0,00596 84039,389 500,464 83789,157 2378790,055 28,306
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Continuacao da Tabela D.1

Idade mw,1970 Qw,1970 iw,1970 dm,1970 Lw,1970 Tw,1970 éw,1970
45 0,00655 0,00652 83538,926 545,004 83266,423 2295000,897 27,472
46 0,00662 0,00659 82993,921 547,343  82720,25 2211734,474 26,649
47 0,00708 0,00706 82446,578 582,067 82155,545 2129014,224 25,823
48 0,00799 0,00796 81864,512 651,878 81538,573 2046858,679 25,003
49 0,00831 0,00827 81212,634 671,972 80876,648 1965320,106 24,2
50 0,0094 0,00935 80540,662 753,457 80163,934 1884443,458 23,397
51 0,00903 0,00899 79787,205 717,289 79428,561 1804279,524 22,614
52 0,01055 0,01049 79069916 829,43  78655,201 1724850,963 21,814
53 0,01129 0,01123 78240,486 878,708 77801,132 1646195,762 21,04
54 0,01215 0,01208 77361,778 934,579 76894,488 1568394,63 20,274
55 0,01326 0,01317 76427,199 1006,873 75923,762 1491500,142 19,515
56 0,0143  0,0142 75420,325 1070,949 74884,851 1415576,38 18,769
57 0,01515 0,01504 74349,377 1118,159 73790,297 1340691,529 18,032
58 0,01685 0,01671 73231,218 1223,353 72619,541 1266901,231 17,3
59 0,01775 0,0176 72007,865 1267,188 71374,271 1194281,69 16,585
60 0,02091 0,0207 70740,677 1464,033 70008,66 1122907,419 15,874
61 0,02025 0,02005 69276,644 1388,991 68582,148 1052898,759 15,198
62 0,02382 0,02354 67887,653 1597,892 67088,707 984316,61 14,499
63 0,02609 0,02576 66289,761 1707,459 65436,031 917227,904 13,837
64 0,02828 0,02789 64582,302 1800,902 63681,851 851791,872 13,189
65 0,03144 0,03095 62781,401 1943,063 61809,869 788110,021 12,553
66 0,03409 0,03352 60838,337 2039,397 59818,639 726300,152 11,938
67 0,03682 0,03615 58798,94 2125,584 57736,148 666481,513 11,335
68 0,04188 0,04102 56673,356 2324,561 55511,076 608745,365 10,741
69 0,04347 0,04255 54348,795 2312,326 53192,632 553234,289 10,179
70 0,05316 0,05178 52036,47 2694,629 50689,155 500041,657 9,609
71 0,05191 0,0506 49341,841 2496,541 48093,571 449352,502 9,107
72 0,06269 0,06079 468453  2847,531 45421,535 401258,931 8,566
73 0,06781 0,06558 43997,769 2885,547 42554,996 355837,396 8,088
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Continuacao da Tabela D.1

Idade mw,1970 Qw,1970 iw,1970 dac,1970 Lw,1970 Tw,1970 éw,1970
74 0,07541 0,07267 41112,222 2987,701 39618,372 313282,401 7,62
75 0,08544 0,08194 38124,521 3123,886 36562,578 273664,029 7,178
76 0,09185 0,08781 35000,635 3073,52 33463,875 237101,451 6,774
77 0,10258 0,09758 31927,114 3115,388 30369,42 203637,577 6,378
78 0,11701 0,11054 28811,726 3184,845 27219,304 173268,157 6,014
79 0,12037 0,11353 25626,881 2909,527 24172,118 146048,853 5,699
80 0,13539 0,1268 22717,354 2880,647 21277,03 121876,735 5,365
81 0,13338 0,12504 19836,707 2480,416 18596,499 100599,705 5,071
82 0,15522 0,14404 17356,291 2499,969 16106,307 82003,206 4,725
83 0,1676  0,15464 14856,322 2297,433 13707,606 65896,9 4,436
84 0,1877  0,1716 12558,889 2155,095 11481,342 52189,294 4,156
85 0,20689 0,18749 10403,794 1950,627 9428,481 40707,952 3,913
86 0,21883 0,19724 8453,167 1667,34 7619,497 31279,471 3,7
87 0,23761 0,21238 6785,827 1441,147 6065,253 23659,974 3,487
88 0,26598 0,23476  5344,68 12547 4717,33 17594,721 3,292
89 0,26885 0,23699  4089,98 969,279 3605,34 12877,391 3,149
90 0,30542 0,26496 3120,701 826,862 2707,27 9272,051 2,971
91 0,29117 0,25417 2293,839 583,018 2002,33 6564,781 2,862
92 0,33346  0,2858 1710,821 488,96 1466,341 4562,451 2,667
93 0,34663 0,29543 1221,861 360,972 1041,375 3096,109 2,534
94 0,35402 0,30078 860,889 258,94 731,419 2054,734 2,387
95 0,38699 0,32425 601,949 195,182 504,358 1323,315 2,198
96 0,4223 0,34868 406,767 141,831 335,852 818,957 2,013
97 0,43124 0,35475 264,936 93,985 217,944 483,105 1,823
98 0,52371 0,41503 170,951 70,95 135,476 265,162 1,551
99 0,4787 0,38625 100,001 38,626 80,688 129,686 1,297

100 0,50525 0,40335 61,375 24,756 48,997 0 0
Fim da Tabela
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Tabela D.2: Tabua de Mortalidade de 1970 elaborada através da taxa de mortalidade ajustada pelo Método Lee-Carter - Sexo

Masculino.

Inicio da Tabela

Idade mw,1970 %:,1970 lw,1970 dm,1970 Lw,1970 Ta:,1970 éa:,1970
0 0,03962 0,03833 0,00001 3832,888 96742,045 6602040,677 66,02
1 0,0062 0,00618 96l167,112 594,738 95869,743 6505298,631 67,646
2 0,00314 0,00314 95572,373 299,653 95422,547 6409428,889 67,064
3 0,00192 0,00192 95272,72 182,594 95181,423 6314006,342 66,273
4 0,00143 0,00143 95090,127 135,85 95022,201 6218824918 65,399
5 0,00112 0,00111 94954,276 105,833 94901,36 6123802,717 64,492
6 0,00093 0,00093 94848,443 88,182 94804,352 6028901,357 63,564
7 0,00089 0,00089 94760,262 84,592  94717,966 5934097,005 62,622
8 0,00076 0,00076  94675,67 71,732 94639,803 5839379,039 61,678
9 0,00071 0,00071 94603,937 67,439 94570,218 5744739,236 60,724
10 0,00068 0,00068 94536,498 64,224  94504,386 5650169,018 59,767
11 0,00068 0,00068 94472,274 64,035 94440,256 5555664,632 58,807
12 0,00066 0,00066 94408,239 62,433 94377,023 5461224,376 57,847
13 0,00071 0,00071 94345806 67,087 94312,263 5366847,353 56,885
14 0,00084 0,00084 94278,72 79,215  94239,112 5272535,09 55,925
15 0,001 0,001  94199,505 94,485 94152,262 5178295,978 54,972
16 0,00126 0,00126 94105,02 118,381 94045,829 5084143,716 54,026
17 0,00146 0,00146 93986,638 137,476 93917,9  4990097,887 53,094
18 0,00173 0,00173 93849,162 162,346 93767,989 4896179,987 52,171
19 0,00189 0,00189 93686,816 176,923 93598,355 4802411,997 51,26

20 0,00198 0,00198 93509,893 184,814 93417,487 4708813,643 50,356
21 0,00204 0,00203 93325,08 189,801 93230,179 4615396,156 49,455
22 0,00205 0,00205 93135,278 190,72  93039,918 4522165,977 48,555
23 0,00208 0,00208 92944,558 193,542 92847,788 4429126,058 47,653
24 0,00217 0,00217 92751,017 201,363 92650,335 4336278,271 46,752
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Continuacao da Tabela D.2

Idade mw,1970 Qw,1970 iw,1970 dm,1970 Lw,1970 Tw,1970 €1970
25 0,00217 0,00217 92549,653 200,913 92449,197 4243627936 45,852
26 0,00221 0,00221 92348,741 204,194 92246,644 4151178,739 44,951
27 0,00225 0,00225 92144,547 207,366 92040,864 4058932,095 44,05
28 0,00237 0,00237 91937,181 218,028 91828,167 3966891,231 43,148
29 0,00234 0,00234 91719,153 214,48 91611,913 3875063,064 42,249
30 0,00249 0,00248 91504,673 227,125 91391,11 3783451,151 41,347
31 0,00248 0,00248 91277,548 226,081 91164,507 3692060,041 40,449
32 0,00268 0,00267 91051,467 243,479 90929,727 3600895,533 39,548
33 0,00282 0,00281 90807,988 255,431 90680,272 3509965,806 38,653
34 0,00292 0,00291 90552,557 263,828 90420,643 3419285,534 37,76
35 0,00311 0,00311 90288,729 280,558 90148,45 3328864,891 36,869
36 0,00325 0,00324 90008,171 291,725 89862,308 3238716,441 35,982
37 0,00342 0,00341 89716,446 306,062 89563,415 3148854,132 35,098
38 0,0037 0,00369 89410,383 329,848 89245,459 3059290,718 34,216
39 0,00382 0,00381 89080,535 339,553 88910,759 2970045,259 33,341
40 0,00423 0,00422 88740,982 374,603 88553,681 2881134,5 32,467
41 0,00422 0,00421 88366,38 372,294 88180,233 2792580,819 31,602
42 0,00488 0,00487 87994,086 428,129 87780,021 2704400,586 30,734
43 0,00503 0,00502 87565,956 439,437 87346,238 2616620,565 29,882
44 0,00546 0,00545 87126,52 474,72 86889,16  2529274,327 29,03
45 0,00598 0,00596 86651,799 516,445 86393,577 2442385,168 28,186
46 0,00615 0,00613 86135,355 528,034 85871,338 2355991,591 27,352
47 0,00661 0,00659 85607,321 564,205 85325,218 2270120,253 26,518
48 0,00742 0,00739 85043,116 628,745 84728,743 2184795,034 25,69
49 0,00778 0,00775 8441437 654,439 84087,151 2100066,291 24,878
50 0,00874 0,0087 83759,931 728,939 83395,462 2015979,14 24,069
51 0,00855 0,00851 83030,993 706,838 82677,573 1932583,678 23,275
52 0,00989 0,00984 82324,154 810,088 81919,11 1849906,105 22,471
53 0,01064 0,01058 81514,066 862,649 81082,741 1767986,995 21,689
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Continuacao da Tabela D.2

Idade mw,1970 Qw,1970 iw,1970 dm,1970 Lw,1970 Tw,1970 €1970
54 0,01139 0,01132 80651,417 913,103 80194,865 1686904,254 20,916
55 0,01244 0,01236 79738,313 985,628 79245,499 1606709,389 20,15
56 0,01338 0,01329 78752,686 1046,741 78229,315 1527463,889 19,396
57 0,01423 0,01412 77705944 1097,589 77157,149 1449234,574 18,65
58 0,01576 0,01564 76608,355 1198,136 76009,287 1372077,425 17,91
59 0,0166 0,01646 75410,219 1241,443 74789,497 1296068,138 17,187
60 0,01942 0,01923 74168,776 1426,24 73455,655 1221278,641 16,466
61 0,01893 0,01875 72742,535 1364,193 72060,439 1147822,985 15,779
62 0,02217 0,02192 71378,342 1564,793 70595,946 1075762,547 15,071
63 0,02421 0,02393 69813,549 1670,297 68978,401 1005166,601 14,398
64 0,02621 0,02587 68143,252 1762,951 67261,776 936188,2 13,739
65 0,0291 0,02869 66380,3 1904,186 65428,207 868926,424 13,09
66 0,03151 0,03102 64476,114 1999,869 63476,179 803498,217 12,462
67 0,03401 0,03344 62476,245 2089,309 61431,59 740022,038 11,845
68 0,03858 0,03785 60386,936 2285,879 59243,997 678590,447 11,237
69 0,03994 0,03916 58101,057 2275,323 56963,396 619346,45 10,66
70 0,04877 0,0476 55825,734 2657,555 54496,956 562383,055 10,074
71 0,04761 0,0465 53168,179 2472,451 51931,953 507886,098 9,552
72 0,05763 0,05601 50695,728 2839,587 49275934 455954,145 8,994
73 0,06233 0,06045 47856,141 2892,694 46409,794 406678,211 8,498
74 0,06922 0,0669 44963,447 3008,209 43459,342 360268,417 8,012
75 0,07867 0,07569 41955,237 3175,544 40367,465 316809,075 7,551
76 0,08421 0,08081 38779,693 3133,818 37212,784 276441,61 7,129
77 0,09425 0,09000 35645,875 3208,306 34041,722 239228,826 6,711
78 0,10765 0,10215 32437,569 3313,465 30780,837 205187,104 6,326
79 0,10983 0,10411 29124,104 3032,148 27608,03 174406,267 5,988
80 0,12587 0,11842 26091,956 3089,784 24547,064 146798,237 5,626
81 0,12245 0,11538 23002,172 2654,075 21675,134 122251,173 5,315
82 0,14472 0,13495 20348,096 2746,057 18975,068 100576,039 4,943
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Continuacao da Tabela D.2

Idade mw,1970 Qw,1970 iw,1970 dac,1970 Lw,1970 Tw,1970 €1970
83 0,15612 0,14482 17602,039 2549,09 16327,494 81600,971 4,636
84 0,17623 0,16196 15052,949 2437901 13833,999 65273,477 4,336
85 0,19544 0,17804 12615,048 2245984 11492,056 51439,478 4,078
86 0,20737 0,18789 10369,064 1948,248 939494 39947,422 3,853
87 0,22373 0,20122 8420,816 1694,46  7573,586 30552,482 3,628
88 0,25388 0,22528 6726,356 1515,327 5968,693 22978,896 3,416
89 0,25573 0,22674 5211,029 1181,554 4620,252 17010,204 3,264
90 0,29647 0,25819 4029,475 1040,389  3509,28 12389,952 3,075
91 0,27183 0,2393  2989,086 715,294  2631,439 8880,671 2,971
92 0,31902 0,27514 2273,792 625,604 1960,99 6249,232 2,748
93 0,33115 0,28411 1648,189 468,261 1414,058 4288,242 2,602
94 0,34446 0,29385 1179,928 346,726  1006,565 2874,183 2,436
95 0,3789 0,31855 833,202 265,415 700,495 1867,619 2,241
96 0,41358 0,34271 567,787 194,585 470,495 1167,124 2,056
97 0,41844 0,34604 373,202 129,144 308,63 696,629 1,867
98 0,49604 0,39746 244,059 97,004 195,556 387,999 1,59
99 0,47018 0,38069 147,054 55,982 119,063 192,443 1,309
100 0,48223 0,38855 91,072 35,386 73,379 0 0
Fim da Tabela

Tabela D.3: Tabua de Mortalidade de 1970 elaborada através da taxa de mortalidade ajustada pela Extensdo do Método Lee-

Carter - Sexo Feminino.

Inicio da Tabela

Idade

21970

.

L, 1970

T 1970

M,1970 qz,1970 dz,1970 €4,1970
0 0,04668 0,04492  0,00001  4491,955 96226,758 7000690,988 70,007
1 0,00848 0,00845 95508,045 806,695 95104,698 6904464,23 72,292
2 0,00373 0,00372 94701,35 352,561  94525,095 6809359,533 71,904
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Continuacao da Tabela D.3

Idade mw,1970 qm,1970 i$,1970 dw,1970 L:c,1970 Tm,197o éw,1970
3 0,00216 0,00216 94348,84 203,724 94246978 6714834,437 71,17
4 0,00155 0,00155 94145,116 146,191 94072,02 6620587,459 70,323
5 0,00116 0,00116 93998,925 108,814 93944518 6526515,439 69,432
6 0,00098 0,00098 93890,111 92,357 93843,933 6432570,921 68,512
7 0,00084 0,00084 93797,754 78,972  93758,268 6338726,989 67,579
8 0,00072 0,00072 93718,782 67,914 93684,825 6244968,721 66,635
9 0,00066 0,00066 93650,867 61,525 93620,105 6151283,896 65,683
10 0,00062 0,00062 93589,343 57,947 93560,369 6057663,791 64,726
11 6e-04 6e-04  93531,396 56,437 93503,177 5964103,422 63,766
12 6e-04 6e-04 93474959 56,253  93446,833 5870600,245 62,804
13 0,00064 0,00064 93418,706 59,731 93388,841 5777153,412 61,842
14 0,00072 0,00072 93358,976 67,295  93325,329 5683764,571 60,881
15 8e-04 8e-04  93291,681 75,027 93254,168 5590439,242 59,924
16 9e-04 9e-04  93216,654 83,58 93174,865 5497185,074 58,972
17 0,00094 0,00094 93133,075 87,369 93089,39  5404010,21 58,025
18 0,00104 0,00104 93045,706 97,121  92997,145 5310920,82 57,079
19 0,0011 0,0011 92948,584 102,432 92897,368 5217923,675 56,138
20 0,00117 0,00117 92846,153 108,876 92791,714 5125026,307 55,199
21 0,0012 0,0012 92737,276 111,07 92681,741 5032234,592 54,263
22 0,00125 0,00125 92626,206 115,594 92568,409 4939552,851 53,328
23 0,00128 0,00128 92510,612 118,353 92451,435 4846984,442 52,394
24 0,00134 0,00134 92392,259 124,148 92330,185 4754533,006 51,46
25 0,00133 0,00133 92268,111 122,356 92206,933 4662202,822 50,529
26 0,00139 0,00139 92145,755 127,853 92081,828 4569995,889 49,595
27 0,00145 0,00145 92017,901 133,494 91951,155 4477914,061 48,664
28 0,00147 0,00147 91884,408 135,218 91816,799 4385962,906 47,733
29 0,00146 0,00146 91749,19 134,164 91682,108 4294146,108 46,803
30 0,00161 0,00161 91615,026 147,377 91541,338 4202464 45,871
31 0,00153 0,00153 91467,649 140,229 91397,535 4110922,662 44,944
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Continuacao da Tabela D.3

Idade mw,1970 qm,1970 i$,1970 dw,1970 L:c,1970 Tm,197o éw,1970
32 0,00168 0,00168 91327,42 153,522 91250,659 4019525,128 44,012
33 0,0018 0,0018 91173,898 163,996 91091,9 3928274,469 43,086
34 0,00183 0,00183 91009,902 166,274 90926,765 3837182,569 42,162
35 0,00197 0,00197 90843,628 178,975 90754,14 3746255,804 41,239
36 0,00205 0,00204 90664,653 185,267 90572,019 3655501,664 40,319
37 0,00211 0,00211 90479,386 190,773 90383,999 3564929,645 39,4
38 0,00234 0,00234 90288,613 211,371 90182,927 3474545,646 38,483
39 0,00235 0,00235 90077,242 211,651 89971,416 3384362,718 37,572
40 0,00265 0,00264 89865,591 237,534 89746,824 3294391,302 36,659
41 0,00243 0,00242 89628,057 217,242 89519,436 3204644,478 35,755
42 0,00291 0,00291 89410,815 260,252 89280,689 3115125,043 34,841
43 0,00286 0,00286 89150,563 254,913 89023,106 3025844,354 33,941
44 0,00306 0,00305 88895,649 271,463 88759,918 2936821,248 33,037
45 0,0034 0,00339 88624,186 300,835 88473,769 2848061,33 32,136
46 0,00346 0,00346 88323,351 305,217 88170,742 2759587,562 31,244
47 0,00362 0,00361 88018,134 317,655 87859,306 2671416,819 30,351
48 0,00418 0,00417 87700,479 366,01 87517,474 2583557,513 29,459
49 0,00416 0,00415 87334,469 362,504 87153,217 2496040,038 28,58
50 0,00491 0,0049 86971,965 426,353 86758,789 2408886,821 27,697
51 0,00465 0,00463 86545,613 401,115 86345,055 2322128,032 26,831
52 0,00555 0,00554 86144,498 477,039 85905,978 2235782977 25,954
53 0,00576 0,00574 85667,459 491,862 85421,527 2149876,999 25,096
54 0,00612 0,0061 85175,596 519,396 84915,898 2064455,471 24,238
55 0,00676 0,00674 84656,201 570,526 84370,937 1979539,573 23,383
56 0,00734 0,00731 84085,674 614,829 83778,26 1895168,635 22,539
57 0,00761 0,00758 83470,846 632,437 83154,627 1811390,375 21,701
58 0,00873 0,00869 82838,409 720,143 82478,337 1728235,748 20,863
59 0,00885 0,00881 82118,266 723,591 81756,47 1645757,411 20,041
60 0,01152 0,01145 81394,675 931,942 80928,704 1564000,941 19,215
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Continuacao da Tabela D.3

Idade mw,1970 qm,1970 i$,1970 dw,1970 L:c,1970 Tm,197o éw,1970
61 0,01031 0,01025 80462,733 824,96  80050,253 1483072,237 18,432
62 0,0127 0,01262 79637,772 1005,373 79135,086 1403021,984 17,618
63 0,01394 0,01385 78632,399 1088,799 78088 1323886,898 16,836
64 0,01544 0,01532  77543,6  1187,833 76949,684 1245798,899 16,066
65 0,01784 0,01768 76355,768 1350,213 75680,661 1168849,215 15,308
66 0,01916 0,01898 75005,555 1423,785 74293,662 1093168,553 14,575
67 0,02097 0,02076  73581,77 1527,285 72818,127 1018874,891 13,847
68 0,02459 0,02429 72054,484 1750,464 71179,252 946056,764 13,13
69 0,02506 0,02475 70304,02 1740,238 69433,901 874877,511 12,444
70 0,03404 0,03347 68563,782 2294,867 67416,349  805443,61 11,747
71 0,03123 0,03075 66268,915 2037,825 65250,003 738027,261 11,137
72 0,03973 0,03895 64231,091 2502,121 62980,03 672777,258 10,474
73 0,04352 0,0426 61728,969 2629,395 60414,272 609797,228 9,879
74 0,04993 0,04871 59099,574 2878917 57660,115 549382,957 9,296
75 0,05943 0,05772 56220,657 3244,859 54598,227 491722,841 8,746
76 0,06364 0,06168 52975,798 3267,44 51342,078 437124,614 8,251
77 0,07079 0,06837 49708,358 3398,712 48009,001 385782,536 7,761
78 0,08447 0,08105 46309,645 3753,25 44433,02 337773,535 7,294
79 0,08619 0,08263 42556,395 3516,361 40798,215 293340,515 6,893
80 0,10313 0,09808 39040,034 3828,928 37125,571 252542,3 6,469
81 0,09558 0,09122 35211,107 3211,915 33605,149 215416,729 6,118
82 0,11606 0,1097 31999,192 3510,262 30244,061 181811,58 5,682
83 0,12479 0,11746  28488,93 3346,396 26815,732 151567,519 5,32
84 0,14229 0,13284 25142534 3339,96 23472,554 124751,787 4,962
85 0,16342 0,15108 21802,575 3293,867 20155,641 101279,233 4,645
86 0,17418 0,16023 18508,708 2965,582 17025917  81123,592 4,383
87 0,18685 0,17088 15543,126 2656,074 14215,089  64097,675 4,124
88 0,21149 0,19127 12887,052 2464,883 11654,61 49882,586 3,871
89 0,2157 0,1947 10422,168 2029,223 9407,557 38227,976 3,668
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Continuacao da Tabela D.3

Idade mw,1970 dm,1970 l:n,1970 dw,1970 L:c,1970 Tm,1970 éw,1970
90 0,26098 0,23086 8392,945 1937,586 7424,153 28820,419 3,434
91 0,23553 0,21072  6455,36  1360,266 5775,227 21396,267 3,314
92 0,27146 0,23902 5095,094 1217,827  4486,18 15621,04 3,066
93 0,28096 0,24635 3877,267 955,171  3399,681 11134,86 2,872
94 0,30004 0,2609  2922,095 762,384  2540,903 7735,179 2,647
95 0,34792 0,29637 2159,711 640,068  1839,677 5194,276 2,405
96 0,36487 0,30858 1519,643 468,928  1285,179 3354,598 2,207
97 0,3844 0,32243 1050,715 338,784 881,322 2069,42 1,97
98 0,45446 0,37032 711,93 263,639 580,111 1188,097 1,669
99 0,42089 0,34772 448,291 155,878 370,352 607,987 1,356
100 0,46103 0,37466 292,413 109,556 237,635 0 0

Fim da Tabela

Tabela D.4: Tabua de Mortalidade de 1970 elaborada através da taxa de mortalidade ajustada pelo Método Lee-Carter - Sexo

Feminino.

Inicio da Tabela

Idade mw,1970 qm,1970 l:v,1970 dw,1970 L:c,1970 Ta},1970 éac,1970
0 0,03027 0,02952  0,00001  2952,115 97520,223 7312296,503 73,123
1 0,00503 0,00502 97047,885 487,153 96804,308 7214776,28 74,342
2 0,0024 0,0024 96560,731 231,94 96444761 7117971,972 73,715
3 0,00149 0,00149 96328,792 143,633 96256,975 7021527,211 72,891
4 0,00108 0,00108 96185,158 103,554 96133,381 6925270,236 71,999
5 0,00082 0,00082 96081,604 79,214 96041,997 6829136,854 71,076
6 0,00073 0,00073  96002,39 69,644  95967,569 6733094,857 70,135
7 0,00061 0,00061 95932,747 58,962  95903,266 6637127,289 69,185
8 0,00054 0,00054 95873,785 51,656  95847,957 6541224,023 68,227
9 0,00049 0,00049 95822,129 47,154  95798,552 6445376,066 67,264
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Continuacao da Tabela D.4

Idade mw,1970 qm,1970 i$,1970 dw,1970 L:c,1970 Tm,197o éw,1970
10 0,00047 0,00047 95774975 45,426  95752,262 6349577,514 66,297
11 0,00046 0,00046 95729,549 43,631 95707,733 6253825,252 65,328
12 0,00045 0,00045 95685917 43,249  95664,293 6158117,519 64,358
13 0,00048 0,00048 95642,669 45,525 95619,906 6062453,226 63,386
14 0,00054 0,00053 95597,143 51,134 95571,577 5966833,319 62,416
15 0,00061 0,00061  95546,01 57,837 95517,091 5871261,743 61,45
16 0,00066 0,00066 95488,173 62,87 95456,738 5775744,651 60,486
17 0,00069 0,00069 95425,303 65,508 95392,549 5680287,913 59,526
18 0,00076 0,00076 95359,795 72,611  95323,489 5584895,365 58,567
19 0,00081 0,00081 95287,184 76,882  95248,743 5489571,875 57,611
20 0,00086 0,00086 95210,302 82,012 95169,296 5394323,132 56,657
21 0,00088 0,00088 95128,29 83,723  95086,428 5299153,836 55,705
22 0,00091 0,00091 95044,567 86,199  95001,467 5204067,408 54,754
23 0,00094 0,00094 94958,368 89,334 94913,701 5109065,941 53,803
24 0,00099 0,00099 94869,034 93,585  94822,241 5014152,24 52,853
25 0,00098 0,00098 94775,448 92,554  94729,171 4919329,999 51,905
26 0,00103 0,00103 94682,894 97,15 94634,319 4824600,828 50,955
27 0,00108 0,00108 94585,744 102,4 94534,543 4729966,509 50,007
28 0,0011 0,0011 94483,343 103,617 94431,535 4635431,965 49,061
29 0,00112 0,00112 94379,726 105,776 94326,838 4541000,431 48,114
30 0,00122 0,00122 9427395 115,207 94216,346 4446673,593 47,168
31 0,00121 0,00121 94158,743 113,867 94101,809 4352457,247 46,225
32 0,0013 0,0013 94044,876 122,268 93983,742 4258355,438 45,28
33 0,0014 0,0014 93922,608 131,475 93856,87 4164371,696 44,338
34 0,00145 0,00144 93791,133 135,491 93723,387 4070514,826 43,4
35 0,00157 0,00157 93655,641 147,07 93582,106 3976791,439 42,462
36 0,00163 0,00163 93508,571 152,722  93432,21 3883209,332 41,528
37 0,00171 0,00171 93355,849 159,429 93276,135 3789777,122 40,595
38 0,0019 0,0019 93196,42 176,625 93108,107 3696500,987 39,664
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Continuacao da Tabela D.4

Idade mw,1970 qm,1970 i$,1970 dw,1970 L:c,1970 Tm,197o éw,1970
39 0,00197 0,00197 93019,795 182,974 92928,308 3603392,88 38,738
40 0,00219 0,00219 92836,821 202,987 92735,328 3510464,572 37,813
41 0,0021 0,0021 92633,834 194,123 92536,773 3417729,244 36,895
42 0,00246 0,00246 92439,712 226,942 92326,241 3325192,471 35,971
43 0,00247 0,00247 92212,77 227,606 92098,967 3232866,231 35,059
44 0,00265 0,00264 91985,164 243,162 91863,583 3140767,264 34,144
45 0,00294 0,00293 91742,002 269,083 91607,46 3048903,681 33,233
46 0,00305 0,00305 91472919 278,571 91333,633 2957296,221 32,33
47 0,00322 0,00322 91194,348 293,196 91047,75 2865962,588 31,427
48 0,00368 0,00367 90901,152 334,054 90734,125 2774914,838 30,527
49 0,00371 0,00371 90567,098 335,679 90399,258 2684180,713 29,637
50 0,00431 0,0043 90231,419 388,159 90037,339 2593781,455 28,746
51 0,0042 0,00419 89843,259 376,336 89655,091 2503744,116 27,868
52 0,00491 0,0049 89466,923 438,626 89247,61 2414089,025 26,983
53 0,00514 0,00512 89028,297 456,244 88800,174 2324841,416 26,114
54 0,00544 0,00543 88572,052 480,591 88331,756 2236041,241 25,245
55 0,00601 0,00599 88091,461 527,571 87827,675 2147709,485 24,38
56 0,00651 0,00648 87563,889 567,831 87279,974 2059881,81 23,524
57 0,00679 0,00677 86996,059 589,045 86701,536 1972601,836 22,675
58 0,00773 0,0077 86407,014 665,445 86074,291 1885900,3 21,826
59 0,00792 0,00789 85741,569 676,538 85403,3 1799826,008 20,991
60 0,00997 0,00992 85065,031 843,693 84643,185 1714422,708 20,154
61 0,00924 0,0092 84221,338 77493 83833,873 1629779,524 19,351
62 0,01117 0,0111 83446,407 926,521 82983,147 1545945,651 18,526
63 0,01225 0,01218 82519,886 1004,934 82017,419 1462962,504 17,729
64 0,01358 0,01349 81514,952 1099,481 80965,211 1380945,085 16,941
65 0,01556 0,01544 80415,471 1241,664 79794,639 1299979,874 16,166
66 0,01678 0,01664 79173,807 1317,617 78514,998 1220185,235 15,411
67 0,0184 0,01824 77856,19 1419,858 77146,261 1141670,237 14,664
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Continuacao da Tabela D.4

Idade mw,1970 qm,1970 i$,1970 dw,1970 L:c,1970 Tm,197o éw,1970
68 0,02144 0,02122 76436,332 1621,759 75625,453 1064523,976 13,927
69 0,022 0,02176 74814,573 1628,148 74000,499 988898,523 13,218
70 0,0292 0,02878 73186,425 2106,543 72133,154 914898,024 12,501
71 0,02743 0,02706 71079,882 1923,358 70118,203  842764,87 11,857
72 0,03464 0,03405 69156,524 2354,802 67979,123 772646,667 11,172
73 0,03802 0,03731 66801,722 2492,515 65555,464 704667,544 10,549
74 0,04356 0,04263 64309,206 2741,726 62938,343 639112,08 9,938
75 0,05168 0,05038 61567,48 3101,532 60016,714 576173,736 9,358
76 0,05563 0,05412 58465,948 3164,2 56883,848 516157,022 8,828
77 0,06206 0,06019 55301,748 3328,819 53637,339 459273,174 8,305
78 0,07392 0,07128 51972,929 3704,86 50120,499 405635,835 7,805
79 0,07552 0,07277 48268,07 3512,348 46511,895 355515,336 7,365
80 0,09146 0,08746 44755,721 3914,374 42798,534  309003,44 6,904
81 0,08494 0,08148 40841,347 3327,63 39177,532 266204,906 6,518
82 0,10436 0,09918 37513,718 3720,701 35653,367 227027,374 6,052
83 0,1123 0,10633 33793,016 3593,131 31996,45 191374,007 5,663
84 0,12857 0,12081 30199,885 3648,342 28375,714 159377,556 5,277
85 0,14922 0,13886 26551,543 3686,937 24708,075 131001,842 4,934
86 0,15867 0,14701 22864,606 3361,356 21183,928 106293,768 4,649
87 0,1714 0,15787 19503,25 3078,984 17963,758 85109,84 4,364
88 0,19521 0,17785 16424,266 2921,03 14963,751 67146,082 4,088
89 0,19743 0,17969 13503,236 2426,397 12290,038 52182,33 3,864
90 0,24564 0,21877 11076,84 2423,263 9865,208 39892,292 3,601
91 0,21564 0,19465 8653,577 1684,447 7811,353 30027,084 3,47
92 0,25415 0,2255 6969,13  1571,508 6183,375 22215,731 3,188
93 0,26466 0,23373 5397,621 1261,589 4766,827 16032,355 2,97
94 0,28486 0,24935 4136,033 1031,303 3620,381 11265,528 2,724
95 0,33494 0,28689 3104,729 890,729  2659,365 7645,147 2,462
96 0,35141 0,29889 2214,001 661,75 1883,126 4985,782 2,252
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Continuacao da Tabela D.4

Idade mw,1970 dm,1970 i$,1970 dw,1970 L:c,1970 Tm,197o éw,1970
97 0,37402 0,31509 1552,251 489,1 1307,701 3102,657 1,999
98 0,44216 0,3621  1063,151 384,97 870,666 1794,956 1,688
99 0,41381 0,34287 678,181 232,526 561,918 924,29 1,363
100 0,45965 0,37375 445,655 166,565 362,372 0 0

Fim da Tabela

Tabela D.5: Tabua de Mortalidade de 1970 elaborada através da taxa de mortalidade ajustada pela Extensao do Método Lee-

Carter - Sem Distin¢éo de Sexo.

Inicio da Tabela

L, 1970

T, 1970

Idade mw,1970 qm,1970 l:v,1970 dw,1970 ém,1970
0 0,05194 0,05062  0,00001  5062,494 97468,753 6667713,816 66,677
1 0,00886 0,00882 94937,506 837,331 94518,841 6570245,063 69,206
2 0,00404 0,00403 94100,176 379,019 93910,666 6475726,222 68,817
3 0,00236 0,00236 93721,157 221,304 93610,504 6381815,556 68,094
4 0,00172 0,00172 93499,852 161,077 93419,314 6288205,052 67,254
5 0,00131 0,00131 93338,776 121,841 93277,855 6194785,738 66,369
6 0,0011 0,0011 93216,935 102,686 93165,592 6101507,882 65,455
7 0,001 0,001 93114,249 92,831 93067,833 6008342,291 64,527
8 0,00085 0,00085 93021,418 78,954 92981,94 5915274,457 63,59
9 0,00079 0,00078 92942,463 72,954  92905,986 5822292,517 62,644
10 0,00074 0,00074 92869,509 68,658 92835,18 5729386,531 61,693
11 0,00072 0,00072 92800,851 67,225 92767,238 5636551,351 60,738
12 0,00072 0,00072 92733,626 66,376  92700,438 5543784,113 59,782
13 0,00076 0,00076  92667,25 70,826  92631,837 5451083,675 58,824
14 0,00088 0,00088 92596,424 81,367 92555,74  5358451,838 57,869
15 0,00101 0,00101 92515,056 93,781  92468,166 5265896,098 56,919
16 0,00122 0,00122 92421,275 112,988 92364,781 5173427,933 55,977
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Continuacao da Tabela D.5

Idade mw,1970 qm,1970 i$,1970 dw,1970 L:c,1970 Tm,197o éw,1970
17 0,00138 0,00138 92308,287 127,402 92244,586 5081063,151 55,044
18 0,0016 0,0016 92180,884 147,468 92107,15 4988818,566 54,12
19 0,00172 0,00171 92033,416 157,756 91954,538 4896711,416 53,206
20 0,0018 0,0018 9187566 165,634 91792,843 4804756,877 52,296
21 0,00185 0,00185 91710,026 169,836 91625,108 4712964,034 51,39
22 0,00191 0,00191 91540,19 174,97  91452,705 4621338,926 50,484
23 0,00194 0,00193 91365,22 176,708 91276,866 4529886,221 49,58
24 0,002 0,00199 91188,512 181,779 91097,622 4438609,355 48,675
25 0,00198 0,00198 91006,733 180,129 90916,668 4347511,733 47,771
26 0,00203 0,00203 90826,603 183,945 90734,631 4256595,065 46,865
27 0,00208 0,00207 90642,659 187,963 90548,677 4165860,435 45,959
28 0,00215 0,00215 90454,696 194,608 90357,392 4075311,757 45,054
29 0,0021 0,0021 90260,088 189,403 90165,386 3984954,366 44,15
30 0,00226 0,00226 90070,685 203,557 89968,906 3894788,979 43,241
31 0,00219 0,00218 89867,128 196,162 89769,047 3804820,073 42,338
32 0,00239 0,00239 89670,966 213,996 89563,968 3715051,026 41,43
33 0,00252 0,00252  89456,97 225,22 89344,36  3625487,058 40,528
34 0,00257 0,00256 89231,75 228,862 89117,319 3536142,699 39,629
35 0,00275 0,00274 89002,888 244,308 88880,734 3447025,38 38,729
36 0,00286 0,00285 88758,58 253,342 88631,909 3358144,646 37,835
37 0,00297 0,00296 88505,238 262,182 88374,146 3269512,737 36,941
38 0,00324 0,00324 88243,055 285,502 88100,304 3181138,591 36,05
39 0,00326 0,00326 87957,553 286,691 87814,207 3093038,287 35,165
40 0,00366 0,00365 87670,861 319,959 87510,882 3005224,08 34,278
41 0,00347 0,00346 87350,902 302,201 87199,801 2917713,198 33,402
42 0,00411 0,0041 87048,701 356,847 86870,277 2830513,397 32,516
43 0,00411 0,0041 86691,854 355,796 86513,956 2743643,119 31,648
44 0,00444 0,00443 86336,057 382,597 86144,759 2657129,164 30,777
45 0,00489 0,00488 85953,46 419,354 85743,783 2570984,405 29,911
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Continuacao da Tabela D.5

Idade mw,1970 qm,1970 i$,1970 dw,1970 L:c,1970 Tm,197o éw,1970
46 0,00496 0,00494 85534,106 422,839 85322,687 2485240,622 29,056
47 0,00525 0,00524 85111,267 445,682 84888,426 2399917,935 28,197
48 0,00598 0,00596 84665,585 504,646 84413,262 2315029,509 27,343
49 0,00611 0,00609 84160,939 512,393 83904,742 2230616,247 26,504
50 0,00702 0,00699 83648,546 584,939 83356,076 2146711,505 25,663
51 0,00669 0,00667 83063,607 554,236 82786,489 2063355,429 24,841
52 0,00789 0,00785 82509,371 648,081 82185,331 1980568,94 24,004
53 0,00834 0,0083  81861,29 679,5 81521,54 1898383,609 23,19
54 0,00891 0,00887 81181,791 720,447 80821,567 1816862,069 22,38
55 0,00976 0,00972 80461,343 781,882 80070,402 1736040,502 21,576
56 0,01054 0,01049 79679,461 835,665 79261,628 1655970,099 20,783
57 0,01106 0,011 78843,796 867,419 78410,086 1576708,471 19,998
58 0,01244 0,01236 77976,377 964,006 77494,374 1498298,385 19,215
59 0,01289 0,0128 77012,371 986,088 76519,327 1420804,011 18,449
60 0,01579 0,01567 76026,283 1191,258 75430,654 1344284,684 17,682
61 0,01477 0,01466 74835,025 1097,444 74286,303 1268854,031 16,955
62 0,01769 0,01754 73737,581 1293,309 73090,927 1194567,728 16,2
63 0,01936 0,01918 72444,272 1389,197 71749,673 1121476,801 15,481
64 0,02113 0,02091 71055,075 1485,481 70312,334 1049727,128 14,773
65 0,02385 0,02357 69569,594 1639,643 68749,773 979414,793 14,078
66 0,0257 0,02537 67929,951 1723,543 67068,18 910665,021 13,406
67 0,02786 0,02747 66206,408 1818,861 65296,978 843596,841 12,742
68 0,03205 0,03155 64387,547 2031,258 63371,918 778299,863 12,088
69 0,0329 0,03237 62356,29 2018,408 61347,086 714927,945 11,465
70 0,04222 0,04135 60337,882 2494,788 59090,488 653580,859 10,832
71 0,03988 0,0391 57843,094 2261,435 56712,377 594490,371 10,278
72 0,04927 0,04809 55581,66 2672,782 54245269 537777,994 9,675
73 0,0535 0,0521 52908,878 2756,777 51530,489 483532,725 9,139
74 0,06027 0,0585 50152,1 2934,088 48685,057 432002,236 8,614
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Continuacao da Tabela D.5

Idade mw,1970 qm,1970 i$,1970 dw,1970 L:c,1970 Tm,197o éw,1970
75 0,06991 0,06755 47218,013 3189,381 45623,322 383317,179 8,118
76 0,07477 0,07208 44028,632 3173,564 42441,85  337693,857 7,67
77 0,08313 0,07981 40855,068 3260,598 39224,769 295252,007 7,227
78 0,0969 0,09242 37594,47 3474,625 35857,157 256027,239 6,81
79 0,09892 0,09426 34119,845 3216,008 32511,841 220170,082 6,453
80 0,11475 0,10852 30903,837 3353,657 29227,009 187658,241 6,072
81 0,10872 0,10312 27550,18 2840,875 26129,742 158431,232 5,751
82 0,12937 0,12151 24709,305 3002,429 23208,09 132301,49 5,354
83 0,13892 0,12989 21706,875 2819,612 20297,069 109093,4 5,026
84 0,15684 0,14543 18887,263 2746,858 17513,834 88796,33 4,701
85 0,17688 0,16251 16140,405 2622,998 14828906 71282,496 4,416
86 0,18756 0,17148 13517,407 2317,987 12358,413 56453,59 4,176
87 0,20149 0,18305 11199,419 2050,006 10174,416  44095,177 3,937
88 0,2266 0,20354 9149,414 1862,272 8218,277 33920,761 3,707
89 0,22992 0,20621 7287,141 1502,7 6535,791 25702,483 3,527
90 0,27222 0,2396  5784,441 1385,979 5091,452 19166,692 3,313
91 0,24932 0,22168 4398,462 975,059  3910,933 14075,24 3,2
92 0,28615 0,25033 3423,403 856,984 2994911 10164,308 2,969
93 0,29579 0,25768  2566,42 661,314  2235,762 7169,396 2,794
94 0,31181 0,26975 1905,105 513,908 1648,151 4933,634 2,59
95 0,35585 0,3021  1391,197 420,277 1181,058 3285,483 2,362
96 0,37649 0,31684 970,92 307,629 817,105 2104,424 2,167
97 0,39338 0,32872 663,291 218,037 554,272 1287,319 1,941
98 0,46716 0,3787 445,254 168,619 360,944 733,047 1,646
99 0,43156 0,35496 276,635 98,195 227,538 372,102 1,345
100 0,46866 0,37969 178,44 67,751 144,565 0 0

Fim da Tabela
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Tabela D.6: Tabua de Mortalidade de 1970 elaborada através da taxa de mortalidade ajustada pelo Método Lee-Carter - Sem

Distincdo de Sexo.

Inicio da Tabela

T 1970

Idade mw,1970 qa:,1970 l:c,1970 dw,1970 Lw,1970 é95,1970
0 0,03472 0,03413 0,00001  3413,039 98293,48 6957026,355 69,57
1 0,00559 0,00557 96586,961 538,435 96317,744 6858732,875 71,011
2 0,00278 0,00278 96048,526 266,554  95915,25 6762415,131 70,406
3 0,0017 0,0017 95781,973 162,857 95700,544 6666499,882 69,601
4 0,00126 0,00126 95619,116 120,343 95558,944 6570799,337 68,718
5 0,00098 0,00098 95498,773 93,253  95452,146 6475240,393 67,804
6 0,00083 0,00083  95405,52 78,757  95366,141 6379788,247 66,87
7 0,00076 0,00076 95326,763 72,35 95290,588 6284422,106 65,925
8 0,00065 0,00065 95254,413 62,234  95223,296 6189131,518 64,975
9 0,00061 0,00061 95192,179 57,6 95163,379 6093908,222 64,017
10 0,00058 0,00058 95134,579 55,1 95107,028 5998744,843 63,055
11 0,00057 0,00057 95079,478 54,255  95052,351 5903637,815 62,092
12 0,00056 0,00056 95025,223 53,411 94998,518 5808585,464 61,127
13 0,00059 0,00059 94971,812 56,49 94943,567 5713586,947 60,161
14 0,00069 0,00069 94915,322 65,711  94882,467 5618643,38 59,196
15 0,00081 0,00081 94849,611 77,106  94811,058 5523760,913 58,237
16 0,00098 0,00098 94772,504 92,42 94726,294 5428949,855 57,284
17 0,00109 0,00109 94680,084 103,39 94628,389 5334223,561 56,339
18 0,00127 0,00127 94576,694 120,124 94516,632 5239595,172 55,4
19 0,00137 0,00137 94456,57 129,434 94391,853 5145078,54 54,47
20 0,00144 0,00144 94327,136 135,772  94259,25 5050686,687 53,544
21 0,00148 0,00148 94191,364 139,168 94121,78 4956427,438 52,621
22 0,0015 0,0015 94052,196 140,857 93981,767 4862305,658 51,698
23 0,00153 0,00153 93911,338 143,501 93839,588 4768323,891 50,775
24 0,00159 0,00159 93767,838 148,97 93693,353 4674484,303 49,852
25 0,00159 0,00159 93618,868 148,789 93544,473 4580790,95 48,93
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Continuacéo da Tabela D.6

Idade mw,1970 qm,1970 i$,1970 dw,1970 L:c,1970 Tm,197o éw,1970
26 0,00164 0,00163 93470,079 152,776 93393,691 4487246,477 48,007
27 0,00168 0,00168 93317,303 156,773 93238,917 4393852,785 47,085
28 0,00175 0,00174 93160,53 162,531 93079,265 4300613,869 46,163
29 0,00174 0,00174 92998 161,412 92917,293 4207534,604 45,243
30 0,00186 0,00186 92836,587 172,442 92750,366 4114617,31 44,321
31 0,00184 0,00184 92664,145 170,3 92578,996 4021866,944 43,403
32 0,00198 0,00198 92493,846 183,287 92402,202 3929287,948 42,482
33 0,0021 0,0021 92310,559 193,413 92213,852 3836885,746 41,565
34 0,00217 0,00217 92117,145 199,694 92017,298 3744671,894 40,651
35 0,00232 0,00232 91917,452 213,333 91810,785 3652654,596 39,738
36 0,00242 0,00242 91704,118 221,565 91593,335 3560843,811 38,83
37 0,00254 0,00253 91482,553 231,793 91366,656 3469250,475 37,923
38 0,00277 0,00276 91250,76 252,161 91124,679 3377883,819 37,018
39 0,00286 0,00286 90998,598 259,887 90868,655 3286759,14 36,119
40 0,00317 0,00316 90738,711 287,172 90595,125 3195890,485 35,221
41 0,00311 0,00311 90451,539 281,241 90310,919 3105295,36 34,331
42 0,00361 0,0036 90170,298 324,963 90007,817 3014984,441 33,437
43 0,00369 0,00369 89845,335 331,12 89679,775 2924976,624 32,556
44 0,00398 0,00398 89514,215 355,888 89336,271 2835296,849 31,674
45 0,00438 0,00437 89158,327 389,295 88963,68 2745960,578 30,799
46 0,00452 0,00451 88769,032 400,283 88568,891 2656996,898 29,932
47 0,00482 0,00481 88368,749 424,731 88156,384 2568428,008 29,065
48 0,00544 0,00543 87944,018 477,378 87705,329 2480271,624 28,203
49 0,00562 0,00561 87466,64 490,458 87221,411 2392566,294 27,354
50 0,00639 0,00637 86976,182 553,864 86699,251 2305344,883 26,505
51 0,00624 0,00622 86422,319 537,485 86153,576 2218645,632 25,672
52 0,00724 0,00722 85884,834 619,75  85574,959 2132492,056 24,83
53 0,0077 0,00767 85265,084 654,261 84937,954 2046917,097 24,007
54 0,0082 0,00817 84610,823 691,101 84265,273 1961979,143 23,188
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Continuacéo da Tabela D.6

Idade mw,1970 qm,1970 i$,1970 dw,1970 L:c,1970 Tm,197o éw,1970
55 0,00898 0,00894 83919,722 750,645 83544,4 1877713,87 22,375
56 0,00968 0,00963 83169,078 800,888 82768,634 1794169,47 21,573
57 0,01021 0,01016 82368,19 836,948 81949,716 1711400,836 20,777
58 0,01141 0,01135 81531,242 925,361 81068,562 1629451,12 19,986
59 0,01187 0,0118 80605,882 951,362 80130,201 1548382,558 19,209
60 0,0143 0,0142 79654,519 1131,048 79088,995 1468252,358 18,433
61 0,01363 0,01354 78523,471 1062,889 77992,027 1389163,362 17,691
62 0,01615 0,01602 77460,582 1240,757 76840,204 1311171,336 16,927
63 0,01763 0,01748 76219,825 1331,962 75553,844 1234331,132 16,194
64 0,01922 0,01903 74887,863 1425,365 74175,181 1158777,288 15,473
65 0,02162 0,02139 73462,498 1571,303 72676,847 1084602,107 14,764
66 0,02329 0,02302 71891,195 1654,937 71063,727 101192526 14,076
67 0,02527 0,02495 70236,258 1752,454 69360,031 940861,534 13,396
68 0,02893 0,02852 68483,804 1953,058 67507,275 871501,503 12,726
69 0,02973 0,0293 66530,746 1949,093  65556,2 803994,227 12,085
70 0,03772 0,03702 64581,653 2391,02 63386,143 738438,028 11,434
71 0,03599 0,03535 62190,633 2198,506 61091,38 675051,885 10,855
72 0,04433 0,04337 59992,128 2601,571 58691,342 613960,504 10,234
73 0,04817 0,04704 57390,557 2699,432 56040,841 555269,162 9,675
74 0,05415 0,05273 54691,125 2883,604 53249,323 499228,321 9,128
75 0,06281 0,06089 51807,522 3154,761 50230,141 445978,998 8,608
76 0,06719 0,065  48652,761 3162,593 47071,465 395748,856 8,134
77 0,07481 0,07211 45490,168 3280,405 43849,966 348677,391 7,665
78 0,08717 0,08353 42209,763 3525,934 40446,796 304827,426 7,222
79 0,08867 0,0849 38683,829 3284,394 37041,632 264380,63 6,834
80 0,10442 0,09924 35399,435 3513,146 33642,862 227338,998 6,422
81 0,0984 0,09379 31886,289 2990,596 30390,991 193696,136 6,075
82 0,11862 0,11197 28895,693 3235,569 27277,908 163305,146 5,652
83 0,12733 0,11971 25660,123 3071,739 24124,254 136027,238 5,301
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Continuacéo da Tabela D.6

Idade mw,1970 dm,1970 i$,1970 dw,1970 L:c,1970 Tm,197o éw,1970
84 0,14448 0,13475 22588,385 3043,687 21066,541 111902,984 4,954
85 0,16436 0,15188 19544,698 2968,487 18060,454  90836,443 4,648
86 0,17418 0,16022 16576,211 2655907 15248,257  72775,988 4,39
87 0,18734 0,1713 13920,304 2384,513 12728,047 57527,731 4,133
88 0,2125 0,19209 11535,791 2215,939 10427,822  44799,684 3,884
89 0,2139 0,19324 9319,852 1800,938 8419,383 34371,862 3,688
90 0,26006 0,23013 7518914 1730,356 6653,736 25952,479 3,452
91 0,23018 0,20642 5788,558 1194,868 5191,125 19298,743 3,334
92 0,2705 0,23828 4593,691 1094,569 4046,406 14107,618 3,071
93 0,28053 0,24602 3499,122 860,868  3068,688 10061,212 2,875
94 0,29878 0,25995 2638,254 685,811  2295,349 6992,524 2,65
95 0,34545 0,29457 1952,443 575,127 1664,88 4697,175 2,406
96 0,36573 0,30919 1377,317 425,854 1164,389 3032,295 2,202
97 0,38489 0,32277 951,462 307,104 797,91 1867,906 1,963
98 0,45685 0,3719 644,358 239,634 524,541 1069,996 1,661
99 0,42747 0,35219 404,724 142,54 333,454 545,455 1,348
100 0,47341 0,3828 262,183 100,363 212,002 0 0

Fim da Tabela
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Apéndice E

Calculo das Taxas Vitalicias

Tabela E.1: Calculo das taxas vitalicias de 1970 obtidas a partir da tdbua de mortalidade de 1970 elaborada através da taxa

de mortalidade ajustada pela Extensao do Método Lee-Carter - Sexo Masculino.

Inicio da Tabela

Idade Iz 1970 dz 1970 T 1970 €x1970 Taxas Vitalicias
0 100000 5450,348 6342711,384 63,427 63,969
1 94549,652 871,569 6247344,179 66,075 66,617
2 93678,083 406,721 6153230,312 65,685 66,227
3 93271,362 239,749  6059755,589 64,969 65,511
4 93031,613 175,879 5966604,102 64,135 64,677
5 92855,734 134,684 5873660,428 63,256 63,798
6 92721,051 113,192 5780872,036 62,347 62,889
7 92607,858 106,128 5688207,581 61,423 61,965
8 92501,731 89,763  5595652,787 60,492 61,034
9 92411,968 83,683  5503195,937 59,551 60,093
10 92328,284 78,915  5410825,812 58,604 59,146
11 92249,37 77,581  5318536,985 57,654 58,196
12 92171,789 75,502  5226326,405 56,702 57,244
13 92096,286 80,987  5134192,368 55,748 56,29
14 92015,299 94,101  5042136,575 54,797 55,339
15 91921,198 109,813 4950168,326 53,852 54,394
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Continuacao da Tabela E.1

.

Idade Iz 1970 Ciw’197() Tw’1970 €x,1970 Taxas Vitalicias
16 91811,384 137,688 4858302,035 52,916 53,458
17 91673,696 160,591 4766559,495 51,995 52,537
18 91513,105 188,482 4674966,095 51,085 51,627
19 91324,622 204,711 4583547,231 50,19 50,732
20 91119,911 214,065 4492324964 49,301 49,843
21 90905,846 221,22 4401312,086 48,416 48,958
22 90684,625 225,338 4310516,851 47,533 48,075
23 90459,288 227,941 4219944,894 46,65 47,192
24 90231,347 233,474  4129599,577 45,767 46,309
25 89997,873 230,88  4039484,967 44,884 45,426
26 89766,993 232,967 3949602,534 43,998 44,54
27 89534,026 236,348 3859952,024 43,112 43,654
28 89297,678 248,072 3770536,172 42,224 42,766
29 89049,606 241,07  3681362,53 41,341 41,883
30 88808,536 255,495 3592433,459 40,451 40,993
31 88553,041 250,963 3503752,671 39,567 40,109
32 88302,078 272,715 3415325,112 38,678 39,22
33 88029,363 285,75  3327159,391 37,796 38,338
34 87743,613 290,912  3239272,903 36,917 37,459
35 87452,701 310,481 3151674,746 36,039 36,581
36 87142,22 322,514 3064377,285 35,165 35,707
37 86819,705 335,476  2977396,323 34,294 34,836
38 86484,23 362,05 2890744,355 33,425 33,967
39 86122,18 364,863 2804441,15 32,564 33,106
40 85757,317 405,69 2718501,402 31,7 32,242
41 85351,627 391,618  2632946,93 30,848 31,39
42 84960,009 458,652 2547791,111 29,988 30,53
43 84501,358 461,968 2463060,428 29,148 29,69
44 84039,389 500,464 2378790,055 28,306 28,848
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Continuacao da Tabela E.1

.

Idade Iz 1970 Ciw’197() Tw’1970 €x,1970 Taxas Vitalicias
45 83538,926 545,004  2295000,897 27,472 28,014
46 82993,921 547,343 2211734,474 26,649 27,191
47 82446,578 582,067 2129014,224 25,823 26,365
48 81864,512 651,878 2046858,679 25,003 25,545
49 81212,634 671,972 1965320,106 24,2 24,742
50 80540,662 753,457  1884443,458 23,397 23,939
51 79787,205 717,289 1804279,524 22,614 23,156
52 79069,916 829,43  1724850,963 21,814 22,356
53 78240,486 878,708 1646195,762 21,04 21,582
54 77361,778 934,579  1568394,63 20,274 20,816
55 76427,199 1006,873 1491500,142 19,515 20,057
56 75420,325 1070,949 1415576,38 18,769 19,311
57 74349,377 1118,159 1340691,529 18,032 18,574
58 73231,218 1223,353 1266901,231 17,3 17,842
59 72007,865 1267,188 1194281,69 16,585 17,127
60 70740,677 1464,033 1122907,419 15,874 16,416
61 69276,644 1388,991 1052898,759 15,198 15,74
62 67887,653 1597,892  984316,61 14,499 15,041
63 66289,761 1707,459 917227,904 13,837 14,379
64 64582,302 1800,902 851791,872 13,189 13,731
65 62781,401 1943,063 788110,021 12,553 13,095
66 60838,337 2039,397 726300,152 11,938 12,48
67 58798,94 2125,584 666481,513 11,335 11,877
68 56673,356 2324,561 608745,365 10,741 11,283
69 54348,795 2312,326  553234,289 10,179 10,721
70 52036,47 2694,629 500041,657 9,609 10,151
71 49341,841 2496,541 449352502 9,107 9,649
72 46845,3 2847,531 401258931 8,566 9,108
73 43997,769 2885,547 355837,396 8,088 8,63
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Continuacao da Tabela E.1

.

Idade I2.1070 d 1970 Ty1070  €s1070 Taxas Vitalicias
74 41112222 2987,701 313282,401 7,62 8,162
75 38124521 3123886 273664,029 7,178 7,72
76 35000,635 307352 237101,451 6,774 7,316
77 31927,114 3115388 203637,577 6,378 6,92
78 28811,726  3184,845 173268,157 6,014 6,556
79 25626,881 2909527 146048,853 5,699 6,241
80 22717,354  2880,647 121876,735 5,365 5,907
81 19836,707  2480,416 100599,705 5,071 5,613
82 17356,291  2499,969 82003206 4,725 5,267
83 14856,322  2297,433 658969 4,436 4,978
84 12558,889 2155095 52189,294 4,156 4,698
85 10403,794  1950,627  40707,952 3,913 4,455
86 8453,167 1667,34  31279,471 37 4,242
87 6785,827 1441,147  23659,974 3,487 4,029
88 5344,68 12547 17594721 3,292 3,834
89 4089,98 969,279  12877,391 3,149 3,691
90 3120,701 826,862  9272,051 2,971 3,513
91 2293,839 583,018  6564,781 2,862 3,404
92 1710,821 48896 4562451 2,667 3,209
93 1221,861 360,972  3096,109 2,534 3,076
94 860,889 258,94 2054734 2,387 2,929
95 601,949 195,182 1323315 2,198 2,74
96 406,767 141,831 818957 2,013 2,555
97 264,936 93,985 483,105 1,823 2,365
98 170,951 70,95 265,162 1,551 2,093
99 100,001 38,626 129,686 1,297 1,839

100 61,375 24,756 0 0 0,542
Fim da Tabela
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Tabela E.2: Calculo das taxas vitalicias de 1970 obtidas a partir da tabua de mortalidade de 1970 elaborada através da taxa

de mortalidade ajustada pelo Método Lee-Carter - Sexo Masculino.

Inicio da Tabela

Idade Iz 1970 dz.1970 T 1970 €z1970 Taxas Vitalicias
0 100000 3832,888 6602040,677 66,02 66,562
1 96167,112 594,738 6505298,631 67,646 68,188
2 95572,373 299,663  6409428,839 67,064 67,606
3 95272,72 182,594  6314006,342 66,273 66,815
4 95090,127 135,85  6218824,918 65,399 65,941
5 94954,276 105,833  6123802,717 64,492 65,034
6 94848,443 88,182  6028901,357 63,564 64,106
7 94760,262 84,592  5934097,005 62,622 63,164
8 94675,67 71,732 5839379,039 61,678 62,22
9 94603,937 67,439  5744739,236 60,724 61,266
10 94536,498 64,224  5650169,018 59,767 60,309
11 94472,274 64,035  5555664,632 58,807 59,349
12 94408,239 62,433  5461224,376 57,847 58,389
13 94345,806 67,087 5366847,353 56,885 57,427
14 94278,72 79,215 5272535,09 55,925 56,467
15 94199,505 94,485  5178295,978 54,972 55,514
16 94105,02 118,381 5084143,716 54,026 54,568
17 93986,638 137,476  4990097,887 53,094 53,636
18 93849,162 162,346  4896179,987 52,171 52,713
19 93686,816 176,923  4802411,997 51,26 51,802

20 93509,893 184,814  4708813,643 50,356 50,898
21 93325,08 189,801 4615396,156 49,455 49,997
22 93135,278 190,72 4522165,977 48,555 49,097
23 92944,558 193,542  4429126,058 47,653 48,195
24 92751,017 201,363  4336278,271 46,752 47,294
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Continuacao da Tabela E.2

.

Idade Iz 1970 Ciw’197() Tw’1970 €x,1970 Taxas Vitalicias
25 92549,653 200,913  4243627,936 45,852 46,394
26 92348,741 204,194 4151178,739 44,951 45,493
27 92144547 207,366  4058932,095 44,05 44,592
28 91937,181 218,028 3966891,231 43,148 43,69
29 91719,153 214,48  3875063,064 42,249 42,791
30 91504,673 227,125 3783451,151 41,347 41,889
31 91277,548 226,081 3692060,041 40,449 40,991
32 91051,467 243,479 3600895,533 39,548 40,09
33 90807,988 255,431  3509965,806 38,653 39,195
34 90552,557 263,828 3419285,534 37,76 38,302
35 90288,729 280,558 3328864,891 36,869 37,411
36 90008,171 291,725 3238716,441 35,982 36,524
37 89716,446 306,062 3148854,132 35,098 35,64
38 89410,383 329,848 3059290,718 34,216 34,758
39 89080,535 339,553 2970045,259 33,341 33,883
40 88740,982 374,603 28811345 32,467 33,009
41 88366,38 372,294  2792580,819 31,602 32,144
42 87994,086 428,129 2704400,586 30,734 31,276
43 87565,956 439,437 2616620,565 29,882 30,424
44 87126,52 47472  2529274,327 29,03 29,572
45 86651,799 516,445 2442385,168 28,186 28,728
46 86135,355 528,034 2355991,591 27,352 27,894
47 85607,321 564,205 2270120,253 26,518 27,06
48 85043,116 628,745 2184795,034 25,69 26,232
49 84414,37 654,439 2100066,291 24,878 25,42
50 83759,931 728,939  2015979,14 24,069 24,611
51 83030,993 706,838 1932583,678 23,275 23,817
52 82324,154 810,088 1849906,105 22,471 23,013
53 81514,066 862,649 1767986,995 21,689 22,231
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Continuacao da Tabela E.2

.

Idade Iz 1970 Ciw’197() Tw’1970 €x,1970 Taxas Vitalicias
54 80651,417 913,103 1686904,254 20,916 21,458
55 79738,313 985,628 1606709,389 20,15 20,692
56 78752,686 1046,741 1527463,889 19,396 19,938
57 77705,944 1097,589 1449234,574 18,65 19,192
58 76608,355 1198,136 1372077,425 17,91 18,452
59 75410,219 1241,443 1296068,138 17,187 17,729
60 74168,776 1426,24 1221278,641 16,466 17,008
61 72742,535 1364,193 1147822,985 15,779 16,321
62 71378,342 1564,793 1075762,547 15,071 15,613
63 69813,549 1670,297 1005166,601 14,398 14,94
64 68143,252 1762,951 936188,2 13,739 14,281
65 66380,3 1904,186 868926,424 13,09 13,632
66 64476,114 1999,869 803498,217 12,462 13,004
67 62476,245 2089,309 740022,038 11,845 12,387
68 60386,936 2285,879 678590,447 11,237 11,779
69 58101,057 2275,323  619346,45 10,66 11,202
70 55825,734 2657,555  562383,055 10,074 10,616
71 53168,179 2472,451 507886,098 9,552 10,094
72 50695,728 2839,587 455954,145 8,994 9,536
73 47856,141 2892,694 406678,211 8,498 9,04
74 44963,447 3008,209 360268,417 8,012 8,554
75 41955,237 3175,544  316809,075 7,551 8,093
76 38779,693 3133,818 276441,61 7,129 7,671
77 35645,875 3208,306 239228,826 6,711 7,253
78 32437,569 3313,465 205187,104 6,326 6,868
79 29124,104 3032,148 174406,267 5,988 6,53
80 26091,956 3089,784 146798,237 5,626 6,168
81 23002,172 2654,075 122251,173 5,315 5,857
82 20348,096 2746,057 100576,039 4,943 5,485
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Continuacao da Tabela E.2

.

Idade I2.1070 d 1970 Ty1070  €s1070 Taxas Vitalicias
83 17602,039  2549,09 81600971 4,636 5,178
84 15052,949  2437,901 65273477 4,336 4,878
85 12615,048 2245984 51439478 4,078 4,62
86 10369,064 1948248  39947,422 3,853 4,395
87 8420,816 169446  30552,482 3,628 4,17
88 6726,356 1515,327 22978896 3,416 3,958
89 5211,029 1181,554  17010,204 3,264 3,806
90 4029,475 1040,389  12389,952 3,075 3,617
91 2989,086 715,294  8880,671 2,971 3,513
92 2273,792 625,604 6249232 2,748 3,29
93 1648,189 468,261 4288242 2,602 3,144
94 1179,928 346,726 2874,183 2,436 2,978
95 833,202 265,415  1867,619 2,241 2,783
96 567,787 194,585  1167,124 2,056 2,598
97 373,202 129,144 696,629 1,867 2,409
98 244,059 97,004 387,999 1,59 2,132
99 147,054 55,982 192,443 1,309 1,851
100 91,072 35,386 0 0 0,542

Fim da Tabela

Tabela E.3: Calculo das taxas vitalicias de 1970 obtidas a partir da tabua de mortalidade de 1970 elaborada através da taxa

de mortalidade ajustada pela Extensao do Método Lee-Carter - Sexo Feminino.

Inicio da Tabela

Idade

dz.1970

Iz 1970 T 1970 €x1970 Taxas Vitalicias
0 100000 4491,955 7000690,988 70,007 70,549
1 95508,045 806,695  6904464,23 72,292 72,834
2 94701,35 352,51  6809359,533 71,904 72,446
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Continuacao da Tabela E.3

.

Idade Iz 1970 Ciw’197() Tw’1970 €x,1970 Taxas Vitalicias
3 94348,84 203,724 6714834,437 71,17 71,712
4 94145,116 146,191 6620587,459 70,323 70,865
5 93998,925 108,814 6526515,439 69,432 69,974
6 93890,111 92,357  6432570,921 68,512 69,054
7 93797,754 78,972  6338726,989 67,579 68,121
8 93718,782 67,914  6244968,721 66,635 67,177
9 93650,867 61,525 6151283,896 65,683 66,225
10 93589,343 57,947 6057663,791 64,726 65,268
11 93531,396 56,437 5964103,422 63,766 64,308
12 93474,959 56,2563  5870600,245 62,804 63,346
13 93418,706 59,731  5777153,412 61,842 62,384
14 93358,976 67,295 5683764,571 60,881 61,423
15 93291,681 75,027  5590439,242 59,924 60,466
16 93216,654 83,68  5497185,074 58,972 59,514
17 93133,075 87,369  5404010,21 58,025 58,567
18 93045,706 97,121 5310920,82 57,079 57,621
19 92948,584 102,432 5217923,675 56,138 56,68
20 92846,153 108,876  5125026,307 55,199 55,741
21 92737,276 111,07  5032234,592 54,263 54,805
22 92626,206 115,594  4939552,851 53,328 53,87
23 92510,612 118,353  4846984,442 52,394 52,936
24 92392,259 124,148 4754533,006 51,46 52,002
25 92268,111 122,356  4662202,822 50,529 51,071
26 92145,755 127,853  4569995,889 49,595 50,137
27 92017,901 133,494 4477914,061 48,664 49,206
28 91884,408 135,218 4385962,906 47,733 48,275
29 91749,19 134,164 4294146,108 46,803 47,345
30 91615,026 147,377 4202464 45,871 46,413
31 91467,649 140,229 4110922,662 44,944 45,486

246



Continuacao da Tabela E.3

.

Idade Iz 1970 Ciw’197() Tw’1970 €x,1970 Taxas Vitalicias
32 91327,42 153,522  4019525,128 44,012 44,554
33 91173,898 163,996 3928274,469 43,086 43,628
34 91009,902 166,274 3837182,569 42,162 42,704
35 90843,628 178,975 3746255,804 41,239 41,781
36 90664,653 185,267 3655501,664 40,319 40,861
37 90479,386 190,773 3564929,645 394 39,942
38 90288,613 211,371 3474545,646 38,483 39,025
39 90077,242 211,651 3384362,718 37,572 38,114
40 89865,591 237,534  3294391,302 36,659 37,201
41 89628,057 217,242  3204644,478 35,755 36,297
42 89410,815 260,252 3115125,043 34,841 35,383
43 89150,563 254,913  3025844,354 33,941 34,483
44 88895,649 271,463 2936821,248 33,037 33,579
45 88624,186 300,835  2848061,33 32,136 32,678
46 88323,351 305,217 2759587,562 31,244 31,786
47 88018,134 317,655 2671416,819 30,351 30,893
48 87700,479 366,01  2583557,513 29,459 30,001
49 87334,469 362,504 2496040,038 28,58 29,122
50 86971,965 426,353 2408886,821 27,697 28,239
51 86545,613 401,115 2322128,032 26,831 27,373
52 86144,498 477,039 2235782,977 25,954 26,496
53 85667,459 491,862 2149876,999 25,096 25,638
54 85175,596 519,396 2064455,471 24,238 24,78
55 84656,201 570,526  1979539,573 23,383 23,925
56 84085,674 614,829 1895168,635 22,539 23,081
57 83470,846 632,437 1811390,375 21,701 22,243
58 82838,409 720,143 1728235,748 20,863 21,405
59 82118,266 723,591 1645757,411 20,041 20,583
60 81394,675 931,942 1564000,941 19,215 19,757
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Continuacao da Tabela E.3

.

Idade I2.1070 d 1970 Ty1070  €s1070 Taxas Vitalicias
61 80462,733 824,96  1483072,237 18,432 18,974
62 79637,772 1005373 1403021,984 17,618 18,16
63 78632,399 1088799 1323886,898 16,836 17,378
64 77543,6 1187,833 1245798,899 16,066 16,608
65 76355768 1350,213 1168849,215 15,308 15,85
66 75005,555 1423785 1093168553 14,575 15,117
67 73581,77 1527,285 1018874,891 13,847 14,389
68 72054,484  1750,464 946056,764 13,13 13,672
69 70304,02 1740,238  874877,511 12,444 12,986
70 68563,782 2294867 80544361 11,747 12,289
71 66268915  2037,825 738027,261 11,137 11,679
72 64231,091  2502,121 672777,258 10,474 11,016
73 61728969  2629,395 609797,228 9,879 10,421
74 59099,574 2878917 549382,957 9,296 9,838
75 56220,657  3244,859 491722,841 8,746 9,288
76 52975798  3267,44  437124,614 8,251 8,793
77 49708358 3398712 385782,536 7,761 8,303
78 46309,645 375325 337773535 7,294 7,836
79 42556,395  3516,361 293340,515 6,893 7,435
80 39040,034 3828928 2525423 6,469 7,011
81 35211,107 3211915 215416729 6,118 6,66
82 31999,192 3510262 18181158 5,682 6,224
83 2848893 3346396 151567,519 5,32 5,862
84 25142,534 333996  124751,787 4,962 5,504
85 21802,575 3293867 101279,233 4,645 5,187
86 18508,708 2965582 81123592 4,383 4,925
87 15543,126  2656,074  64097,675 4,124 4,666
88 12887,052  2464,883 49882586 3,871 4,413
89 10422,168  2029,223 38227976 3,668 421
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Continuacao da Tabela E.3

. . .

Idade Iz 1970 dz 1970 T 1970 €x,1970 Taxas Vitalicias
90 8392,945 1937,586  28820,419 3,434 3,976
91 6455,36 1360,266  21396,267 3,314 3,856
92 5095,094 1217,827 15621,04 3,066 3,608
93 3877,267 955,171 11134,86 2,872 3,414
94 2922,095 762,384 7735,179 2,647 3,189
95 2159,711 640,068 5194,276 2,405 2,947
96 1519,643 468,928 3354,598 2,207 2,749
97 1050,715 338,784 2069,42 1,97 2,512
98 711,93 263,639 1188,097 1,669 2,211
99 448,291 155,878 607,987 1,356 1,898
100 292,413 109,556 0 0 0,542

Fim da Tabela

Tabela E.4: Calculo das taxas vitalicias de 1970 obtidas a partir da tabua de mortalidade de 1970 elaborada através da taxa

de mortalidade ajustada pelo Método Lee-Carter - Sexo Feminino.

Inicio da Tabela

Idade Iz 1970 dz 1970 T 1970 €x1970 Taxas Vitalicias
0 100000 2952,115 7312296,503 73,123 73,665
1 97047,885 487,153  7214776,28 74,342 74,884
2 96560,731 231,94  7117971,972 73,715 74,257
3 96328,792 143,633 7021527,211 72,891 73,433
4 96185,158 103,554 6925270,236 71,999 72,541
5 96081,604 79,214 6829136,854 71,076 71,618
6 96002,39 69,644  6733094,857 70,135 70,677
7 95932,747 58,962  6637127,289 69,185 69,727
8 95873,785 51,666  6541224,023 68,227 68,769
9 95822,129 47,154  6445376,066 67,264 67,806
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Continuacdo da Tabela E.4

.

Idade Iz 1970 Ciw’197() Tw’1970 €x,1970 Taxas Vitalicias
10 95774,975 45,426 ~ 6349577,514 66,297 66,839
11 95729,549 43,631  6253825,252 65,328 65,87
12 95685,917 43,249  6158117,519 64,358 64,9
13 95642,669 45,525  6062453,226 63,386 63,928
14 95597,143 51,134  5966833,319 62,416 62,958
15 95546,01 57,837 5871261,743 61,45 61,992
16 95488,173 62,87  5775744,651 60,486 61,028
17 95425,303 65,508 5680287,913 59,526 60,068
18 95359,795 72,611  5584895,365 58,567 59,109
19 95287,184 76,882  5489571,875 57,611 58,153
20 95210,302 82,012  5394323,132 56,657 57,199
21 95128,29 83,723  5299153,836 55,705 56,247
22 95044,567 86,199  5204067,408 54,754 55,296
23 94958,368 89,334  5109065,941 53,803 54,345
24 94869,034 93,585  5014152,24 52,853 53,395
25 94775,448 92,554  4919329,999 51,905 52,447
26 94682,894 97,15 4824600,828 50,955 51,497
27 94585,744 102,4  4729966,509 50,007 50,549
28 94483,343 103,617 4635431,965 49,061 49,603
29 94379,726 105,776  4541000,431 48,114 48,656
30 94273,95 115,207 4446673,593 47,168 47,71
31 94158,743 113,867 4352457,247 46,225 46,767
32 94044,876 122,268 4258355,438 45,28 45,822
33 93922,608 131,475 4164371,696 44,338 44,88
34 93791,133 135,491 4070514,826 43,4 43,942
35 93655,641 147,07  3976791,439 42,462 43,004
36 93508,571 152,722  3883209,332 41,528 42,07
37 93355,849 159,429  3789777,122 40,595 41,137
38 93196,42 176,625 3696500,987 39,664 40,206
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Continuacdo da Tabela E.4

.

Idade Iz 1970 Ciw’197() Tw’1970 €x,1970 Taxas Vitalicias
39 93019,795 182,974  3603392,88 38,738 39,28
40 92836,821 202,987 3510464,572 37,813 38,355
41 92633,834 194,123  3417729,244 36,895 37,437
42 92439,712 226,942 3325192,471 35,971 36,513
43 92212,77 227,606 3232866,231 35,059 35,601
44 91985,164 243,162 3140767,264 34,144 34,686
45 91742,002 269,083  3048903,681 33,233 33,775
46 91472,919 278,571 2957296,221 32,33 32,872
47 91194,348 293,196  2865962,588 31,427 31,969
48 90901,152 334,054 2774914,838 30,527 31,069
49 90567,098 335,679 2684180,713 29,637 30,179
50 90231,419 388,159 2593781,455 28,746 29,288
51 89843,259 376,336 2503744,116 27,868 28,41
52 89466,923 438,626 2414089,025 26,983 27,525
53 89028,297 456,244  2324841,416 26,114 26,656
54 88572,052 480,591 2236041,241 25,245 25,787
55 88091,461 527,571 2147709,485 24,38 24,922
56 87563,889 567,831 2059881,81 23,524 24,066
57 86996,059 589,045 1972601,836 22,675 23,217
58 86407,014 665,445 1885900,3 21,826 22,368
59 85741,569 676,538 1799826,008 20,991 21,533
60 85065,031 843,693 1714422,708 20,154 20,696
61 84221,338 77493  1629779,524 19,351 19,893
62 83446,407 926,521 1545945651 18,526 19,068
63 82519,886 1004,934 1462962,504 17,729 18,271
64 81514,952 1099,481 1380945,085 16,941 17,483
65 80415,471 1241,664 1299979,874 16,166 16,708
66 79173,807 1317,617 1220185,235 15,411 15,953
67 77856,19 1419,858 1141670,237 14,664 15,206
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Continuacdo da Tabela E.4

.

Idade I2.1070 d 1970 Ty1070  €s1070 Taxas Vitalicias
68 76436,332  1621,759 1064523976 13,927 14,469
69 74814573 1628,148 988898523 13,218 13,76
70 73186,425 2106543 914898,024 12,501 13,043
71 71079,882 1923358  842764,87 11,857 12,399
72 69156,524  2354,802 772646,667 11,172 11,714
73 66801,722 2492515 704667,544 10,549 11,091
74 64309,206  2741,726  639112,08 9,938 10,48
75 61567,48  3101,532 576173,736 9,358 9,9
76 58465,948 3164,2  516157,022 8,828 9,37
77 55301,748 3328819 459273,174 8,305 8,847
78 51972,929 370486 405635835 7,805 8,347
79 4826807  3512,348 355515,336 7,365 7,907
80 44755721  3914,374 30900344 6,904 7,446
81 40841,347  3327,63 266204906 6,518 7,06
82 37513,718  3720,701 227027,374 6,052 6,594
83 33793,016  3593,131 191374,007 5,663 6,205
84 30199,885 3648342 159377,556 5,277 5,819
85 26551,543 3686937 131001,842 4,934 5,476
86 22864,606  3361,356 106293,768 4,649 5,191
87 1950325 3078984  85109,84 4,364 4,906
88 16424266 292103 67146082 4,088 4,63
89 13503,236  2426,397 5218233 3,864 4,406
90 11076,84 2423263  39892,292 3,601 4,143
91 8653,577 1684,447  30027,084 3,47 4,012
92 6969,13 1571,508 22215731 3,188 373
93 5397,621 1261589  16032,355 2,97 3,512
94 4136,033 1031,303 11265528 2,724 3,266
95 3104,729 890,729 7645147 2,462 3,004
96 2214,001 661,75 4985782 2,252 2,794
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Continuacdo da Tabela E.4

.

Idade I2.1070 d 1970 Ty1070  €s1070 Taxas Vitalicias
97 1552,251 489,1 3102,657 1,999 2,541
98 1063,151 384,97 1794956 1,688 2,23
99 678,181 232,526 924,29 1,363 1,905
100 445,655 166,565 0 0 0,542
Fim da Tabela

de mortalidade ajustada pela Extensdo do Método Lee-Carter - Sem Distincdo de Sexo.

Tabela E.5: Calculo das taxas vitalicias de 1970 obtidas a partir da tabua de mortalidade de 1970 elaborada através da taxa

Inicio da Tabela

Idade Iz 1970 dz 1970 T 1970 €x1970 Taxas Vitalicias
0 100000 5062,494 6667713,816 66,677 67,219
1 94937,506 837,331 6570245,063 69,206 69,748
2 94100,176 379,019 6475726,222 68,817 69,359
3 93721,157 221,304 6381815,556 68,094 68,636
4 93499,852 161,077 6288205,052 67,254 67,796
5 93338,776 121,841 6194785,738 66,369 66,911
6 93216,935 102,686 6101507,882 65,455 65,997
7 93114,249 92,831 6008342,291 64,527 65,069
8 93021,418 78,954  5915274,457 63,59 64,132
9 92942,463 72,954 5822292517 62,644 63,186
10 92869,509 68,658  5729386,531 61,693 62,235
11 92800,851 67,225  5636551,351 60,738 61,28
12 92733,626 66,376  5543784,113 59,782 60,324
13 92667,25 70,826  5451083,675 58,824 59,366
14 92596,424 81,367  5358451,838 57,869 58,411
15 92515,056 93,781  5265896,098 56,919 57,461
16 92421,275 112,988 5173427,933 55,977 56,519
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Continuacao da Tabela E.5

.

Idade Iz 1970 Ciw’197() Tw’1970 €x,1970 Taxas Vitalicias
17 92308,287 127,402  5081063,151 55,044 55,586
18 92180,884 147,468 4988818,566 54,12 54,662
19 92033,416 157,756  4896711,416 53,206 53,748
20 91875,66 165,634 4804756,877 52,296 52,838
21 91710,026 169,836  4712964,034 51,39 51,932
22 91540,19 17497  4621338,926 50,484 51,026
23 91365,22 176,708 4529886,221 49,58 50,122
24 91188,512 181,779  4438609,355 48,675 49,217
25 91006,733 180,129 4347511,733 47,771 48,313
26 90826,603 183,945 4256595,065 46,865 47,407
27 90642,659 187,963 4165860,435 45,959 46,501
28 90454,696 194,608 4075311,757 45,054 45,596
29 90260,088 189,403 3984954,366 44,15 44,692
30 90070,685 203,557 3894788,979 43,241 43,783
31 89867,128 196,162 3804820,073 42,338 42,88
32 89670,966 213,996 3715051,026 41,43 41,972
33 89456,97 225,22  3625487,058 40,528 41,07
34 89231,75 228,862 3536142,699 39,629 40,171
35 89002,888 244,308  3447025,38 38,729 39,271
36 88758,58 253,342 3358144,646 37,835 38,377
37 88505,238 262,182 3269512,737 36,941 37,483
38 88243,055 285,502 3181138,591 36,05 36,592
39 87957,553 286,691  3093038,287 35,165 35,707
40 87670,861 319,959  3005224,08 34,278 34,82
41 87350,902 302,201 2917713,198 33,402 33,944
42 87048,701 356,847 2830513,397 32,516 33,058
43 86691,854 355,796 2743643,119 31,648 32,19
44 86336,057 382,597 2657129,164 30,777 31,319
45 85953,46 419,354 2570984,405 29,911 30,453
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Continuacao da Tabela E.5

.

Idade Iz 1970 Ciw’197() Tw’1970 €x,1970 Taxas Vitalicias
46 85534,106 422,839 2485240,622 29,056 29,598
47 85111,267 445,682 2399917,935 28,197 28,739
48 84665,585 504,646 2315029,509 27,343 27,885
49 84160,939 512,393 2230616,247 26,504 27,046
50 83648,546 584,939 2146711,505 25,663 26,205
51 83063,607 554,236 2063355,429 24,841 25,383
52 82509,371 648,081  1980568,94 24,004 24,546
53 81861,29 679,5 1898383,609 23,19 23,732
54 81181,791 720,447 1816862,069 22,38 22,922
55 80461,343 781,882 1736040,502 21,576 22,118
56 79679,461 835,665 1655970,099 20,783 21,325
57 78843,796 867,419 1576708,471 19,998 20,54
58 77976,377 964,006 1498298,385 19,215 19,757
59 77012,371 986,088 1420804,011 18,449 18,991
60 76026,283 1191,258 1344284,684 17,682 18,224
61 74835,025 1097,444 1268854,031 16,955 17,497
62 73737,581 1293,309 1194567,728 16,2 16,742
63 72444272 1389,197 1121476,801 15,481 16,023
64 71055,075 1485,481 1049727,128 14,773 15,315
65 69569,594 1639,643 979414,793 14,078 14,62
66 67929,951 1723,543 910665,021 13,406 13,948
67 66206,408 1818,861 843596,841 12,742 13,284
68 64387,547 2031,2568 778299,863 12,088 12,63
69 62356,29 2018,408 714927,945 11,465 12,007
70 60337,882 2494,788 653580,859 10,832 11,374
71 57843,094 2261,435 594490,371 10,278 10,82
72 55581,66 2672,782 537777,994 9,675 10,217
73 52908,878 2756,777 483532,725 9,139 9,681
74 50152,1 2934,088 432002,236 8,614 9,156
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Continuacao da Tabela E.5

.

Idade I2.1070 d 1970 Ty1070  €s1070 Taxas Vitalicias
75 47218,013  3189,381 383317,179 8,118 8,66
76 44028,632 3173564 337693,857 7,67 8,212
77 40855,068 3260598 295252,007 7,227 7,769
78 37594,47 3474625 256027,239 6,81 7,352
79 34119,845  3216,008 220170,082 6,453 6,995
80 30903,837 3353657 187658,241 6,072 6,614
81 27550,18  2840,875 158431,232 5,751 6,293
82 24709,305  3002,429 132301,49 5,354 5,896
83 21706,875  2819,612 1090934 5,026 5,568
84 18887,263  2746,858 8879633 4,701 5,243
85 16140,405  2622,998 71282496 4,416 4,958
86 13517,407  2317,987 5645359 4,176 4718
87 11199,419  2050,006 44095177 3,937 4,479
88 9149,414 1862,272  33920,761 3,707 4,249
89 7287,141 1502,7  25702,483 3,527 4,069
90 5784,441 1385979  19166,692 3,313 3,855
91 4398,462 975,059 1407524 3.2 3,742
92 3423,403 856,984  10164,308 2,969 3,511
93 2566,42 661,314  7169,396 2,794 3,336
94 1905,105 513,908 4933634 2,59 3,132
95 1391,197 420,277 3285483 2,362 2,904
96 970,92 307,629 2104424 2,167 2,709
97 663,291 218,037  1287,319 1,941 2,483
98 445,254 168,619 733,047 1,646 2,188
99 276,635 98,195 372,102 1,345 1,887
100 178,44 67,751 0 0 0,542

Fim da Tabela
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Tabela E.6: Calculo das taxas vitalicias de 1970 obtidas a partir da tdabua de mortalidade de 1970 elaborada através da taxa

de mortalidade ajustada pelo Método Lee-Carter - Sem Distincdo de Sexo.

Inicio da Tabela

.

Idade Iz 1970 dz 1970 T 1970 €x1970 Taxas Vitalicias
0 100000 3413,039 6957026,355 69,57 70,112
1 96586,961 538,435 6858732,875 71,011 71,553
2 96048,526 266,554 6762415,131 70,406 70,948
3 95781,973 162,857 6666499,882 69,601 70,143
4 95619,116 120,343  6570799,337 68,718 69,26
5 95498,773 93,253  6475240,393 67,804 68,346
6 95405,52 78,757  6379788,247 66,87 67,412
7 95326,763 72,35  6284422,106 65,925 66,467
8 95254,413 62,234  6189131,518 64,975 65,517
9 95192,179 57,6 6093908,222 64,017 64,559
10 95134,579 55,1 5998744,843 63,055 63,597
11 95079,478 54,255  5903637,815 62,092 62,634
12 95025,223 53,411 5808585,464 61,127 61,669
13 94971,812 56,49  5713586,947 60,161 60,703
14 94915,322 65,711 5618643,38 59,196 59,738
15 94849,611 77,106  5523760,913 58,237 58,779
16 94772,504 92,42  5428949,855 57,284 57,826
17 94680,084 103,39  5334223,561 56,339 56,881
18 94576,694 120,124  5239595,172 554 55,942
19 94456,57 129,434  5145078,54 54,47 55,012
20 94327,136 135,772 5050686,687 53,544 54,086
21 94191,364 139,168 4956427,438 52,621 53,163
22 94052,196 140,857 4862305,658 51,698 52,24
23 93911,338 143,501 4768323,891 50,775 51,317
24 93767,838 148,97  4674484,303 49,852 50,394
25 93618,868 148,789  4580790,95 48,93 49,472

257



Continuacao da Tabela E.6

.

Idade Iz 1970 Ciw’197() Tw’1970 €x,1970 Taxas Vitalicias
26 93470,079 152,776  4487246,477 48,007 48,549
27 93317,303 156,773  4393852,785 47,085 47,627
28 93160,53 162,531 4300613,869 46,163 46,705
29 92998 161,412 4207534,604 45,243 45,785
30 92836,587 172,442  4114617,31 44,321 44,863
31 92664,145 170,3  4021866,944 43,403 43,945
32 92493,846 183,287 3929287,948 42,482 43,024
33 92310,559 193,413 3836885,746 41,565 42,107
34 92117,145 199,694 3744671,894 40,651 41,193
35 91917,452 213,333  3652654,596 39,738 40,28
36 91704,118 221,565 3560843,811 38,83 39,372
37 91482,553 231,793  3469250,475 37,923 38,465
38 91250,76 252,161 3377883,819 37,018 37,56
39 90998,598 259,887  3286759,14 36,119 36,661
40 90738,711 287,172 3195890,485 35,221 35,763
41 90451,539 281,241  3105295,36 34,331 34,873
42 90170,298 324,963 3014984,441 33,437 33,979
43 89845,335 331,12 2924976,624 32,556 33,098
44 89514,215 355,888 2835296,849 31,674 32,216
45 89158,327 389,295 2745960,578 30,799 31,341
46 88769,032 400,283  2656996,898 29,932 30,474
47 88368,749 424,731 2568428,008 29,065 29,607
48 87944,018 477,378 2480271,624 28,203 28,745
49 87466,64 490,458 2392566,294 27,354 27,896
50 86976,182 553,864 2305344,883 26,505 27,047
51 86422,319 537,485 2218645,632 25,672 26,214
52 85884,834 619,75 2132492,056 24,83 25,372
53 85265,084 654,261 2046917,097 24,007 24,549
54 84610,823 691,101 1961979,143 23,188 23,73
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Continuacao da Tabela E.6

.

Idade Iz 1970 Ciw’197() Tw’1970 €x,1970 Taxas Vitalicias
55 83919,722 750,645  1877713,87 22,375 22,917
56 83169,078 800,888  1794169,47 21,573 22,115
57 82368,19 836,948 1711400,836 20,777 21,319
58 81531,242 925,361  1629451,12 19,986 20,528
59 80605,882 951,362 1548382,558 19,209 19,751
60 79654,519 1131,048 1468252,358 18,433 18,975
61 78523,471 1062,889 1389163,362 17,691 18,233
62 77460,582 1240,757 1311171,336 16,927 17,469
63 76219,825 1331,962 1234331,132 16,194 16,736
64 74887,863 1425,365 1158777,288 15,473 16,015
65 73462,498 1571,303 1084602,107 14,764 15,306
66 71891,195 1654,937 101192526 14,076 14,618
67 70236,258 1752,454  940861,534 13,396 13,938
68 68483,804 1953,058 871501,503 12,726 13,268
69 66530,746 1949,093 803994,227 12,085 12,627
70 64581,653 2391,02  738438,028 11,434 11,976
71 62190,633 2198,506 675051,885 10,855 11,397
72 59992,128 2601,571 613960,504 10,234 10,776
73 57390,557 2699,432 555269,162 9,675 10,217
74 54691,125 2883,604 499228,321 9,128 9,67
75 51807,522 3154,761 445978,998 8,608 9,15
76 48652,761 3162,593 395748,856 8,134 8,676
77 45490,168 3280,405 348677,391 7,665 8,207
78 42209,763 3525,934 304827,426 7,222 7,764
79 38683,829 3284,394  264380,63 6,834 7,376
80 35399,435 3513,146  227338,998 6,422 6,964
81 31886,289 2990,596 193696,136 6,075 6,617
82 28895,693 3235,569 163305,146 5,652 6,194
83 25660,123 3071,739 136027,238 5,301 5,843
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Continuacao da Tabela E.6

.

Idade I2.1070 d 1970 Ty1070  €s1070 Taxas Vitalicias
84 22588,385 3043687 111902,984 4,954 5,496
85 19544,698  2968,487  90836,443 4,648 5,19
86 16576,211 2655907 72775988 4,39 4,932
87 13920,304  2384,513  57527,731 4,133 4,675
88 11535791 2215939  44799,684 3,884 4,426
89 9319,852 1800,938  34371,862 3,688 4,23
90 7518,914 1730,356  25952,479 3,452 3,994
91 5788,558 1194,868  19298,743 3,334 3,876
92 4593,691 1094,569  14107,618 3,071 3,613
93 3499,122 860,868  10061,212 2,875 3,417
94 2638,254 685,811 6992524 2,65 3,192
95 1952,443 575127  4697,175 2,406 2,948
96 1377,317 425854  3032,295 2,202 2,744
97 951,462 307,104  1867,906 1,963 2,505
98 644,358 239,634 1069996 1,661 2,203
99 404,724 142,54 545,455 1,348 1,89
100 262,183 100,363 0 0 0,542

Fim da Tabela
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Apéndice F

Analise Descritiva dos Dados da Companhia

Tabela F.1: Medidas descritivas dos dados de exposicao ao risco dos trés casos de estudo.

Medida Descritiva Sexo Masculino Sexo Feminino Sem Distincao de Sexo

inicio 2007 2007 2007
fim 2021 2021 2021
n° de observacoes 1515 1515 1515
minino 0 0 0

1° quartil 8,750 6,000 15,500
média 38,275 18,854 56,675
mediana 26,500 15,500 43,000
3° quartil 63,500 29,500 92,000
maximo 159 71 215
desvio padrao 34,671 14,944 47,959
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Tabela F.2: Medidas descritivas dos dados de nimero de mortes dos trés casos de estudo.

Medida Descritiva Sexo Masculino Sexo Feminino Sem Distincao de Sexo

inicio 2007 2007 2007
fim 2021 2021 2021
n° de observacoes 1515 1515 1515
minino 0 0 0
1° quartil 0 0 0
média 0,743 0,268 1,011
mediana 0 0 0
3° quartil 1,000 0,000 1,500
maximo 6 5 8
desvio padréo 1,231 0,614 1,523

Tabela F.3: Médias anuais dos dados de exposicao ao risco dos trés casos de estudo.

Ano Sexo Masculino Sexo Feminino Sem Distincao de Sexo

2007 43,550 18,366 55,109
2008 43,550 19,926 63,475
2009 45,569 20,946 66,515
2010 45,975 21,218 67,193
2011 44,436 21,381 65,817
2012 39,906 20,951 60,856
2013 39,495 19,762 59,257
2014 39,906 20,951 60,856
2015 37,708 19,500 57,208
2016 34,951 18,342 53,292
2017 31,777 16,589 48,366
2018 29,342 16,015 45,356
2019 31,941 16,208 48,149
2020 33,817 16,495 50,312
2021 32,198 16,168 48,366
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Tabela F.4: Médias anuais dos dados de numero de mortes dos trés casos de estudo.

Ano Sexo Masculino Sexo Feminino Sem Distincao de Sexo

2007 0,396 0,129 0,525
2008 0,257 0,069 0,327
2009 1,079 0,347 1,426
2010 0,673 0,238 0,911
2011 0,871 0,257 1,129
2012 0,851 0,307 1,158
2013 0,713 0,267 0,980
2014 0,851 0,307 91,158
2015 0,713 0,287 1,000
2016 0,861 0,396 1,257
2017 0,871 0,416 1,287
2018 0,941 0,287 1,228
2019 0,931 0,287 1,218
2020 0,564 0,198 0,762
2021 0,564 0,228 0,792
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Apéndice G

Comparacao das taxas de mortalidade da
populacao portuguesa e da populacao da

companhia

Tabela G.1: Medidas de Avaliacao resultantes da comparacao entre a média das taxas de mortalidade da companhia entre os
anos 2015-2018, obtida através de Médias Moéveis, e a taxa de mortalidade da populacao portuguesa do ano 1997, obtida

através da Extensdo do Método Lee-Carter - Sexo Masculino.

Faixa etaria EQM REQM EPAM EAM U-Theil
1890anos  0,000247 0,015730 0,392067 0,008567 1,003759
18-30anos  0,000109 0,010430 0,752090 0,008384 1,774980
30-40 anos  0,000006 0,002332 0,643140 0,001890 0,490475
40-50 anos  0,000003 0,001818 0,227763 0,001338 0,773227
50-60 anos  0,000016 0,003997 0,273840 0,003771 1,871212
60-65anos  0,000015 0,003853 0,175919 0,002625 1,915523

Sexo Masculino 6570 anos  0,000057 0,007520 0,420621 0,006630 2,000966
70-75anos  0,000013 0,003616 0,066360 0,003091 0,659588
75-80 anos  0,000325 0,018037 0,250353 0,015202 6,931709
80-85anos  0,001216 0,034866 0,438275 0,033266 2,350231
8590 anos 0,001308 0,036170 0,134009 0,023205 1,510266
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Tabela G.2: Medidas de Avaliacao resultantes da comparacao entre a média das taxas de mortalidade da companhia entre os
anos 2015-2018, obtida através de Médias Moveis, e a taxa de mortalidade da populacao portuguesa do ano 1997, obtida

através do Método Lee-Carter - Sexo Masculino.

Faixa etaria EQM REQM EPAM EAM U-Theil

1890anos  0,000273 0,016533 0,396988 0,008936 1,017455

1830 anos 0,000110 0,010476 0,761184 0,008440 1,789430
30-40 anos  0,000005 0,002334 0,643030 0,001901 0,492753
40-50 anos  0,000003 0,001780 0,219863 0,001287 0,750470
50-60 anos  0,000015 0,003831 0,261359 0,003601 1,801996
60-65anos  0,000016 0,003998 0,179604 0,002671 2,023110
Sexo Masculino 6570 anos  0,000063 0,007945 0,446728 0,007120 2,110034
70-75anos  0,000012 0,003505 0,067288 0,003110 0,615175
75-80anos  0,000380 0,019487 0,277040 0,016784 7,492006
80-85anos  0,001374 0,037061 0,466094 0,035586 2,490521
8590 anos  0,001438 0,037917 0,142696 0,024530 1,576672
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Tabela G.3: Medidas de Avaliacao resultantes da comparacao entre a média das taxas de mortalidade da companhia entre os
anos 2015-2018, obtida através de Médias Moveis Ponderadas, e a taxa de mortalidade da populacao portuguesa do ano

1997, obtida através da Extensao do Método Lee-Carter - Sexo Masculino.

Faixa etaria EQM REQM EPAM EAM U-Theil

1890anos  0,000248 0,015751 0,542057 0,009227 0,998005

1830 anos 0,000139 0,011790 0,744572 0,009130 1,846112
30-40 anos  0,000006 0,002518 1,575299 0,002170 0,881269
40-50 anos  0,000003 0,001764 0,210241 0,001270 0,985434
50-60 anos  0,000019 0,004387 0,304039 0,004244 2,859921
60-65anos  0,000006 0,002426 0,097248 0,001664 1,033402
Sexo Masculino 6570 anos  0,000083 0,009115 0,564837 0,007789 1,688365
70-75anos  0,000010 0,003194 0,063438 0,002765 0,897088
75-80anos  0,000336 0,018340 0,237443 0,014406 6,391340
80-85anos  0,001447 0,038036 0,483247 0,035030 2,197785
8590 anos  0,000952 0,030861 0,138956 0,026443 1,255847
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Tabela G.4: Medidas de Avaliacao resultantes da comparacao entre a média das taxas de mortalidade da companhia entre os
anos 2015-2018, obtida através de Médias Moveis Ponderadas, e a taxa de mortalidade da populacao portuguesa do ano

1997, obtida através do Método Lee-Carter - Sexo Masculino.

Faixa etaria EQM REQM EPAM EAM U-Theil
1890anos  0,000272 0,016496 0,542352 0,009522 0,988226
1830 anos 0,000140 0,011834 0,748463 0,009178 1,863303
30-40 anos  0,000006 0,002522 1,553968 0,002171 0,862414
40-50 anos  0,000003 0,001729 0,208558 0,001248 0,967550
50-60 anos  0,000018 0,004219 0,292056 0,004074 2,759152
60-65anos  0,000006 0,002474 0,092596 0,001578 1,096373

Sexo Masculino 6570 anos  0,000089 0,009454 0,587546 0,008062 1,756527
70-75anos  0,000007 0,002642 0,051035 0,002245 0,752798
75-80anos  0,000389 0,019729 0,263869 0,015988 6,870690
80-85anos  0,001614 0,040174 0,512017 0,037350 2,316113
8590 anos  0,001047 0,032355 0,145523 0,027516 1,301152
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Tabela G.5: Medidas de Avaliacao resultantes da comparacao entre a média das taxas de mortalidade da companhia entre os
anos 2015-2018, obtida através de Médias Moveis, e a taxa de mortalidade da populacao portuguesa do ano 1997, obtida

através da Extensdo do Método Lee-Carter - Sexo Feminino.

Faixa etaria EQM REQM EPAM EAM U-Theil
1890 anos  0,000199 0,014096 Inf 0,008965 NaN
1830 anos  0,000100 0,010007 0,948618 0,009364 2,690543
3040 anos  0,000061 0,007829 0,874618 0,007110 2,169512
40-50 anos  0,000012 0,003441 Inf 0,002419 NaN
50-60 anos  0,000001 0,001006 0,252498 0,000916 0,708957
60-65anos  0,000005 0,002212 0,436361 0,002098 1,176072

Sexo Feminino 6570 anos  0,000013 0,003599 0,254452 0,002681 2,041712
70-75anos  0,000013 0,003619 0,170713 0,002895 0,358033
75-80anos  0,000363 0,019047 0,605052 0,017344 3,456826
80-85anos  0,001238 0,035188 0,693696 0,034319 5,122604
8590 anos  0,000869 0,029476 0,270329 0,025824 1,297799
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Tabela G.6: Medidas de Avaliacao resultantes da comparacao entre a média das taxas de mortalidade da companhia entre os
anos 2015-2018, obtida através de Médias Moveis, e a taxa de mortalidade da populacao portuguesa do ano 1997, obtida

através do Método Lee-Carter - Sexo Feminino.

Faixa etaria EQM REQM EPAM EAM U-Theil

1890 anos  0,000223 0,014917 Inf 0,009420 NaN

1830 anos  0,000098 0,009916 0,936436 0,009267 2,664888
30-40 anos  0,000060 0,007775 0,862722 0,007046 2,148885
40-50 anos  0,000012 0,003414 Inf 0,002403 NaN
50-60 anos  0,000001 0,001051 0,257794 0,000921 0,728775
60-65anos  0,000005 0,002281 0,454720 0,002134 1,235020
Sexo Feminino 6570 anos  0,000015 0,003854 0,277320 0,002929 2,212659
70-75anos  0,000016 0,004023 0,187061 0,003146 0,412913
75-80anos  0,000406 0,020141 0,644224 0,018454 3,652766
80-85anos  0,001378 0,037118 0,732213 0,036215 5,413844
8590 anos 0,001019 0,031925 0,296695 0,028882 1,424662
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Tabela G.7: Medidas de Avaliacao resultantes da comparacao entre a média das taxas de mortalidade da companhia entre os
anos 2015-2018, obtida através de Médias Moveis Ponderadas, e a taxa de mortalidade da populacao portuguesa do ano

1997, obtida através da Extensao do Método Lee-Carter - Sexo Feminino.

Faixa etaria EQM REQM EPAM EAM U-Theil
1890 anos  0,000194 0,013944 |Inf 0,008936 NaN
1830anos 0,000131 0,011439 0,933486 0,010548 2,891713
30-40 anos  0,000073 0,008559 0,853271 0,007506 2,429747
40-50 anos  0,000014 0,003789 Inf 0,002702 NaN
50-60 anos  0,000001 0,001104 0,212290 0,000874 0,936320
60-65anos  0,000008 0,002857 0,634706 0,002698 1,584932

Sexo Feminino 6570 anos  0,000009 0,002980 0,238927 0,002863 1,639647
70-75anos  0,000006 0,002373 0,108703 0,002192 0,568976
75-80anos  0,000310 0,017610 0,538140 0,015799 3,554616
80-85anos  0,001371 0,037022 0,753723 0,036071 6,414511
8590 anos  0,000676 0,026010 0,231510 0,020345 1,031783
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Tabela G.8: Medidas de Avaliacao resultantes da comparacao entre a média das taxas de mortalidade da companhia entre os
anos 2015-2018, obtida através de Médias Moveis Ponderadas, e a taxa de mortalidade da populacao portuguesa do ano

1997, obtida através do Método Lee-Carter - Sexo Feminino.

Faixa etaria EQM REQM EPAM EAM U-Theil

1890 anos  0,000215 0,014651 Inf 0,00928  NaN

1830anos 0,000129 0,011350 0,919074 0,010451 2,866527
30-40 anos  0,000072 0,008507 0,837652 0,007442 2,395876
40-50 anos  0,000014 0,003762 Inf 0,002699 NaN
50-60 anos  0,000001 0,001143 0,222064 0,000895 0,973950
60-65anos  0,000008 0,002904 0,657781 0,002734 1,652342
Sexo Feminino 6570 anos  0,000010 0,003156 0,253123 0,003022 1,791721
70-75anos  0,000006 0,002476 0,116763 0,002250 0,606830
75-80anos  0,000349 0,018673 0,572150 0,016801 3,770401
80-85anos  0,001518 0,038956 0,793712 0,037968 6,756017
8590 anos  0,000783 0,027989 0,250597 0,022297 1,133465
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