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0 ENSINO E A APRENDIZAGEM DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS ATRAVES DE TAREFAS
EXPLORATORIAS E INVESTIGATIVAS: UM ESTUDO COM ALUNOS DE 12.° ANO DE ESCOLARIDADE

RESUMO

Neste estudo procura-se compreender os contributos das tarefas de exploracdo e investigacdo na
aprendizagem de contetdos de Funcdes Trigonomeétricas por alunos de 12.° ano de escolaridade. A
pratica pedagdgica foi orientada de modo a responder as seguintes questdes de investigacao: (1) Que
atividades desenvolvem os alunos na realizacao de tarefas de exploracao e de tarefas de investigacdo na
aprendizagem das Funcdes Trigonométricas? (2) Que dificuldades revelam os alunos na realizacdo de
tarefas de exploracdo ou tarefas de investigacdo na aprendizagem das Funcdes Trigonométricas? (3)
Quais as percecdes dos alunos sobre a realizacdo de tarefas de exploracdo ou de investigacdo na
aprendizagem das Funcdes Trigonométricas? Na procura de dar resposta as questoes de investigacao
foram recolhidas as producdes dos alunos, os registos audiovisuais das aulas, questionarios, observacoes
e analise documental.

Com os dados obtidos foi possivel concluir que as tarefas propostas tiveram um impacto positivo na
compreensao destes alunos sobre os conteudos do tema das Funcdes Trigonomeétricas. Durante a
realizacdo das tarefas, os alunos ndo mostraram dar muita importancia a introducao das tarefas, era-
lhes mais natural formular afirmacdes do que questdes, sendo a formulacdo de conjeturas apontada
pelos alunos como o que sentiram mais dificuldade durante a realizacdo das tarefas. A calculadora grafica
tornou-se, para os alunos, ao longo da intervencdo, um proficiente instrumento de investigacao. Os alunos
consideram que as tarefas de exploracdo e investigacdo propostas lhes proporcionaram importantes
momentos de trabalho em grupo, que sdo benéficas no sentido de os obrigar a raciocinar, permitem que
desenvolvam capacidades de criatividade, de exploracdo de conhecimentos, de persisténcia, de
argumentacao e de autonomia. No entanto, uma parte significativa dos alunos aponta que esta tipologia
de tarefa nao prepara, convenientemente, os alunos para o exame nacional. As maiores dificuldades dos
alunos estiveram, particularmente, ligadas as caréncias de conhecimento de conteudo estudado durante
0 11.° ano no tema das Funcdes Trigonomeétricas, o qual, sem ele, € muito dificil gerar novas ideias. Nao
obstante, os alunos consideraram a realizacao das tarefas de exploracdo e investigacdo no tema das
Funcoes Trigonométricas muito importante para a compreensao dos conteudos estudados.
Palavras-chave: Alunos de 12.° ano; Aprendizagem; Funcdes Trigonométricas; Tarefas de exploracao;

Tarefas de Investigacao.



TEACHING AND LEARNING TRIGONOMETRIC FUNCTIONS THROUGH EXPLORATORY AND
INVESTIGATIVE TASKS: A STUDY WITH IN THE 12TH GRADE

ABSTRACT

This study seeks to understand the contribution of exploratory and investigative tasks in learning the
content of the topic Trigonometric Functions, by twelfth grade students. The pedagogical practice was
designed to answer the following research questions: (1) What activities do students develop when
performing exploratory tasks and investigative tasks in learning Trigonometric Functions? (2) What
difficulties do students show in performing exploratory tasks or investigative tasks in learning
Trigonometric Functions? (3) What are the perceptions of students in performing exploratory tasks or
investigative tasks in learning Trigonometric Functions? To answer the research questions, student
productions, audiovisual recordings of classes, questionnaires, observations and document analysis were
collected.

Based on the data obtained, it was found that the proposed tasks have a positive impact on students'
understanding of the content of the topic Trigonometric Functions. When working on the tasks, the
students did not seem to put much emphasis on the introduction of the tasks, it was more natural for
them to formulate assertions than questions, and the conjecture was highlighted by the students as the
one that brought the greatest difficulties in the tasks. The calculator became, for the students, throughout
the intervention, a proficient instrument of investigation. Students believe that the proposed exploratory
and investigative tasks provided them with important moments of group work, which are beneficial in the
sense that they force them to think and allow them to develop skills of creativity, exploration of knowledge,
perseverance, reasoning and autonomy. However, a significant proportion of students indicate that these
types of tasks do not adequately prepare students for the national exam. The students' greatest difficulties
were mainly related to their lack of knowledge of the content covered in the eleventh grade, and
specifically with the topic Trigonometric Functions, without which it is very difficult to come up with new
ideas. Nevertheless, the performance of the exploration and investigation tasks on the topic of
trigonometric functions was considered by the students to be very important for the understanding of the

content.

Keywords: 12th Grade Students; Learning; Trigonometrics Functions; Exploratory Tasks; Investigative

Tasks..
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Neste capitulo sao apresentados o objetivo e as questdes de investigacdo do estudo, ¢ discutida a
pertinéncia do estudo com base nas orientacoes contemporaneas para a Educacao e, em particular, para

0 ensino da Matematica e, por fim, é explanada a estrutura do presente relatorio.

1.1. Objetivo e questdes do estudo

A escolha do tema para a minha intervencdo pedagdgica — O ensino e a aprendizagem das
Funcdes Trigonométricas através de tarefas exploratorias e investigativas: um estudo com alunos de 12.°
ano de escolaridade - teve quatro razdes fundamentais. Sem prejuizo de relevancia pela ordem
apresentada, explano-as sinteticamente a seguir.

0 trabalho da minha intervencéo pedagdgica seria realizado numa turma do fim de ciclo, do ensino
secundario. O programa é extenso e culmina com a realizacdo do exame nacional que é uma
preocupacdo para alunos, familia e professores, tendo em conta o énus que este tem nas futuras
escolhas dos alunos. Pelas observacbes de contexto de sala de aula, percebi que, os alunos,
voluntariamente, assumiam um papel passivo nas atividades promotoras da sua aprendizagem:
limitando-se a ouvir, passar para o caderno os conceitos, esperar pelas resolucoes das atividades, nao
se questionar e a resolver muitos exercicios de forma mecéanica sem um ‘olhar’ critico. Todo o raciocinio
tem de conduzir a uma solucdo aprovada pelo professor ou pelas solucdes do manual escolar. Como
forma de contrariar este status na sala de aula, procurei encontrar uma estratégia sobre o processo de
ensino e de aprendizagem com uma forte componente ligada a emocao, porque somente através da
emocao e do usufruto é que conseguimos aprender (Mora, 2013; Sanjaume, 2016).

As tarefas de natureza problematica, quer numa vertente exploratoria, quer numa vertente
investigativa, mostram-se ser, pela sua estrutura e grau de desafio, propicias a causar nos alunos um
estado de desequilibrio emotivo proprio da aprendizagem (Sanjaume, 2016; Santos 1977). Segundo
Ponte et al. (2003), este tipo de tarefas constituem “uma poderosa forma de construir conhecimento”
(p. 10). Partindo deste pressuposto, propus-me integra-las nas minhas estratégias de ensino como o
principal objetivo de conduzir os alunos a ‘fazer Matematica’, construindo, assim, aprendizagens
significativas e desenvolvendo uma atitude de interesse, espirito de iniciativa, criatividade e persisténcia

(Martins et al., 2017).



Qualquer conteudo programatico favoreceria a implementacéo das tarefas supramencionadas.
Escolhi a Trigonometria porque é um dos primeiros temas da Matematica que relaciona a Algebra, a
Geometria e o raciocinio grafico, constituindo um pré-requisito para ramos de Engenharia, Arquitetura,
Topologia e, ainda, para a compreensao da Fisica de Newton (Weber, 2005), o que permite uma
abrangéncia tematica favoravel para a elaboracdo de tarefas e desafios. Para além destes aspetos,
escolhi trabalhar no capitulo das Funcoes Trigonométricas pelo seu carater abstrato e, ao mesmo tempo,
com forte potencial de adaptacao ao contexto real, permitindo uma abordagem tanto numa perspetiva
de Matematica pura, como numa perspetiva de modelacado da realidade (Ponte, 2005). O tema das
Funcdes Trigonométricas mostrou-se, assim, ser apropriado para a construcédo de tarefas de natureza
problematica, numa perspetiva de exploracdo e investigacao, que desafiam o aluno a lidar com situacdes
complexas, enfrentar dificuldades, tomar decisdes, correr riscos e vivenciar momentos genuinos de
descoberta (Ponte, 1992; Sousa & Salgado, 2015).

Nao ha duvida que, para diferentes autores, o coracdo de um bom ensino da Matematica ¢é a
resolucao de tarefas de natureza problematica — problem solving— sucintamente, denominada ‘resolucao
de problemas’. E um facto que, diferentes autores, sub-categorizam a nominacéo de tais tarefas ou
situacdes-problema. O NCTM (2007) orienta-nos que “a resolucao de problemas implica o envolvimento
numa tarefa, cujo método de resolucdo nao é conhecido antecipadamente” (p. 51). E, neste ponto, vai
mais longe, defendendo que alunos que se limitam a memorizar procedimentos sem os compreender,
geralmente, tém duvidas sobre como e quando os usar.

Enquanto aluna, fascinava-me o facto de uma ciéncia como a Matematica — exclusivamente
criacdo da mente humana -, consiga tao perfeitamente explicar o mundo fisico e, acima de tudo, nédo
precisa dele para existir. Sempre senti que nenhuma outra ciéncia me dava o prazer da descoberta e a
sensacao de autossuperacdo que esta me dava. Ndo era divagacao. O ilustre matematico e professor
George Polya (1887-1985) escreveu que “O problema pode ser modesto, mas se ele desafiar a
curiosidade e puser em jogo as faculdades inventivas (...) entdo experimentara a tensao e gozara o triunfo
da descoberta” (Polya, 1995, p. v). Mais tarde, aquando dos estudos mais avancados, e ja como
estudante da Licenciatura em Matematica, percebi que havia a necessidade do progresso do pensamento
matematico, ao que os meus professores chamavam de ‘maturidade Matematica’, fosse ela no ambito
da Matematica pura ou em diferentes aplicacdes.

As minhas preocupacdes com 0 ensino e a aprendizagem dos alunos que lecionei, iam para além
do culminar do secundario e do exame nacional. Como futuros e iminentes alunos universitarios,

preocupei-me em procurar abordar uma tipologia de tarefas que, por um lado, acredito ser uma mais-



valia para a aprendizagem dos conteudos, e, por outro lado, tendo em conta a experiéncia pessoal, se
aproximam daquilo que é esperado a um aluno do ensino superior e, mais tarde, o que sera esperado
no mundo do trabalho.

As orientacdes do curriculo em vigor apontavam como fins: o desenvolvimento da capacidade de
formular e resolver problemas; o desenvolvimento do espirito critico e criativo; além de desenvolver a
capacidade de usar a Matematica como instrumento de interpretacdo do contexto real (MEC, 2018a). As
metas curriculares assumem claramente cinco objetivos fundamentais do curriculo de Matematica A,
dos quais destaco dois: provar/demonstrar e justificar (MEC, 2014, 2021), o que mostra ser uma
abordagem ainda mais tedrica do ensino da Matematica ao nivel do ensino secundario.

Dada a conjuntura, procurei averiguar as dificuldades que se fazem sentir no estudo e na
aprendizagem dos topicos que constituem o tema das Funcdes Trigonomeétricas. Da analise de alguns
estudos, destaco duas conclusdes: existe uma dificuldade por parte dos alunos em “Compreender e
conceitualizar os objetos matematicos em trigonometria” (Dionizio & Brandt, 2011, p. 4419) e que essas
dificuldades devem-se sobretudo ao facto de a “Trigonometria ser uma area da Matematica que os alunos
acreditam ser particularmente dificil e abstrata comparativamente a outros temas da Matematica” (Gur,
2009, p. 68). Os resultados apresentados por estes autores podem ajudar a compreender a postura dos
alunos da turma onde desenvolvi a minha pratica pedagdgica no que se refere a Trigonometria. Da
analise dos resultados dos alunos, na avaliacdo sumativa, no ano letivo anterior, referente ao tema da
Trigonometria, constatei, entre outras evidéncias, que os resultados tinham como mediana sete valores,
0 que me levou a concluir que a maioria dos alunos da turma apresentava caréncias nesta tematica. Por
se tratar de um tema que os alunos tendem a manifestar dificuldades, propus-me entdo averiguar o
contributo das tarefas exploratorias e investigativas na aprendizagem de alunos do 12.° ano do tema
‘Funcdes Trigonométricas’. Na concretizacao deste objetivo, recolhi informacao na minha pratica

pedagogica de modo a responder as seguintes questdes de investigacao:

Que atividades desenvolvem os alunos na realizacao de tarefas de exploracao e de tarefas de
investigacao na aprendizagem das Funcoes Trigonométricas?
Que dificuldades revelam os alunos na realizacao de tarefas de exploracdo ou tarefas de
investigacao na aprendizagem das Funcoes Trigonométricas?
Quais as percecdes dos alunos sobre a realizacado de tarefas de exploracao ou de investigacao

na aprendizagem das Funcdes Trigonométricas?



1.2. Pertinéncia do Estudo

O mundo contemporaneo traz novos desafios a Educacao (Martins et al., 2017). Os acelerados
avancos cientificos e tecnologicos que vivemos a uma escala global estdo a provocar uma transformacéao
social sem precedentes (Beard, 2018). Nunca antes foi tdo importante munir os jovens de competéncias
fortemente conectadas a adaptacdo a mudanca e a imprevisibilidade do futuro préximo e a longo prazo.
Nao basta, deste modo, a Educacao “apenas preparar os individuos para o mercado de trabalho, mas
também preparar para enfrentar as incertezas do mundo e para a prépria condicdo de ser cidadao
responsavel e consciente da sua condicdo terrena” (Regert et al., 2018, p. 29). Para assegurar uma
Educacao de qualidade, que proporcione uma igualdade de acesso de oportunidades e de sucesso
educativo, atualmente, a Educacao deve proporcionar aos alunos desta geracao global a possibilidade
de se construirem e sedimentarem dentro de uma cultura cientifica e artistica de base humanista (Martins
et al., 2017). Sao varias as Instituicdes Educativas que tém procurado estabelecer orientacdes para a
‘Educacéo para o séc. XXI" (Voogt & Roblin, 2012). E de concordancia geral a necessidade de trabalhar
competéncias como o pensamento critico e criativo, a capacidade de resolver problemas, a cooperacao,
a autonomia, a adaptabilidade e flexibilidade de pensamento e a capacidade de aprender a aprender.
S&o, ainda, considerados temas centrais a Matematica, as Ciéncias, a Historia e as Artes (Martins et al.,
2017; Voogt & Roblin, 2012).

Foquei, portanto, a minha pratica pedagogica no ‘pensar’ e ‘fazer’ Matematica. Desafiando os
alunos a investigarem, no sentido de os incentivar a ndo aceitarem a partida tudo o que lhes ¢é dito,
questionarem e serem persistentes, uma vez que “aprender Matematica ndo €& simplesmente
compreender a Matematica ja feita, mas ser capaz de fazer investigacdo de natureza Matematica (ao
nivel adequado a cada grau de ensino)” (Braumann, 2002, p. 5). A investigacao, em contexto de sala de
aula, fomenta nao s6 uma aprendizagem persistente da Matematica (Ponte, 2005), como também o
desenvolvimento de muitas das competéncias-chave a trabalhar para o séc. XXI.

O NCTM (2007) defende que o professor deve proporcionar e dar oportunidade aos alunos de
aprenderem contetdos importantes do curriculo através da exploracao, dar-lhes espaco para que
apresentem solucdes originais na procura de resolucdes de situacdes problema. Orienta-nos, também,
que “os professores deverao esperar que os alunos procurem, formulem e critiquem explicacoes, de
modo que as turmas se tornem comunidades de questionamento” (NCTM, 2007, p. 408).

Como futura professora de Matematica de alunos do 3.° Ciclo do Ensino Basico e do Ensino

Secundario, considero importante potenciar um ensino de modo a que a aprendizagem seja universal,



que seja frutifero no desenvolvimento de competéncias académicas, sociais e humanistas. Escolhi, por
isso, estudar de que forma as tarefas de exploracao ou de investigacao contribuem para estes fins.
Para incentivar o interesse dos alunos, propus tarefas de exploracao ou investigacao dos mais
diversificados temas. A titulo de exemplo, desde procurar uma aproximacado ao niumero Pi até modelar
as marés e o comprimento dos dias em Portugal ou discutir as transformacdes dos graficos das familias
das funcdes seno e cosseno, procurando de que forma a variacdo de pardmetros nos ajuda a
compreender caracteristicas como dominio, contradominio, monotonia, extremos e periodicidade. Foram
usados varios recursos tecnologicos, tais como computadores e calculadoras graficas, bem como
materiais manipulaveis. Os alunos foram desafiados a interpretar a situacdo problema, a explorarem
possibilidades de abordagem ao problema, discutirem em grupo, em alguns casos criar modelos e

interpreta-los, em outros casos procederem a elaboracdo de conjeturas, argumentacéo e prova.

1.3. Organizacao do relatoério

Este relatorio esta organizado em cinco capitulos. No primeiro — /nfroducdo — é abordado o tema,
os objetivos e as questdes de investigaco. E, também, neste capitulo, justificada a pertinéncia do estudo
a luz das orientacdes atuais para o ensino da Matematica e é apresentada a estrutura do relatorio.

No segundo capitulo é feito o enquadramento tedrico que sustenta a base teorica deste estudo.
Esta dividido em seis subcapitulos. Inicio o enquadramento teérico com o subcapitulo — 7rigonometria:
Breve visdo sobre a Histdria — onde faco uma reflexdo sobre a historia da Trigonometria ao longo dos
séculos, desde a sua aplicacao pelos egipcios e babilonios, passando pelo estudo dos contributos dos
matematicos da Grécia Antiga, dos avancos e utilidades com os matematicos Arabes e Hindus e dos
enormes progressos da Trigonometria as maos dos matematicos Europeus do séc. XV ao séc. XVIII, até
a atualidade. No segundo subcapitulo — 7rigonometria no Curriculo Escolar — analiso as orientacdes do
curriculo de ensino basico e secundario sobre a Trigonometria e as Funcdes Trigonométricas, com um
principal foco nas orientacdes para 0 11.° e 12.° anos de escolaridade, estabelecendo uma comparacao
entre as orientaces do curriculo atuais e do programa anterior, numa procura de compreender o
desenvolvimento do curriculo nos ultimos anos sobre a Trigonometria e as Fungdes Trigonomeétricas. O
terceiro subcapitulo — Competéncias-chave para o séc. XX/ — dediquei ao estudo das orientacdes
contemporaneas, internacionais e nacionais, para as competéncias a trabalhar durante a prdxima
década. Neste subcapitulo sdo explanadas as orientacdes de instituicdes como a OCDE, a UNESCO, a
Comissao Europeia para a Educacéo e analisado o documento nacional referéncia ‘O Perfil dos Alunos a

Saida da Escolaridade Obrigatéria’. O quarto subcapitulo — Caracteristicas das Tarefas — é dedicado a



caracterizacao da tipologia de tarefas por quatro autores, nomeadamente, Gojak, Swan, Schoenfeld e
Ponte. Apresento as diferentes visdes sobre a resolucao de problemas e taxonomias adotadas para as
tarefas, realcando a importancia das tarefas de exploracao ou de investigacao no processo de ensino e
aprendizagem. Neste subcapitulo ¢, ainda, discutida a pertinéncia do uso de diferentes tipologias de
tarefa na aprendizagem da Matematica e a importancia do desafio ao aluno a fazer Matematica. No
quinto subcapitulo - /nvestigar para aprender Matematica — € discutida a relevancia da investigacao em
contexto de sala de aula para a aprendizagem da Matematica, bem como as diferentes fases que
constituem uma aula de caracter exploratério ou investigativo e as diferentes fases que constituem uma
investigacdo matematica. O sexto subcapitulo — £studos empiricos sobres tarefas de estrutura aberta e
Fungoes Trigonomélricas — é dedicado a analise de dificuldades dos alunos na realizacdo de tarefas de
exploracado ou de investigacao e no estudo do topico das Funcoes Trigonométricas.

O terceiro capitulo é dedicado ao enquadramento contextual do estudo e esta dividido em trés
subcapitulos. No primeiro - Caracterizacdo da Escola — faco uma breve analise da escola onde foi inserido
este estudo. No segundo subcapitulo — Caracterizacdo da Turma — analiso a populacao do estudo deste
trabalho. O terceiro subcapitulo — Plano Geral de Intervencado — apresento as metodologias de ensino e
aprendizagem usadas durante a intervencao pedagogica e as estratégias de investigacao e avaliacao da
acao pedagogica.

O quarto capitulo — /ntervencdo Pedagogica — esta dividido em seis subcapitulos. No primeiro
subcapitulo — Sinfese da Intervencdo Pedagdgica — apresento um resumo do plano da intervencéo,
enumerando as tarefas utilizadas. No segundo — Manual Escolar — faco uma analise do manual escolar
adotado pela escola. O terceiro, quarto e quinto subcapitulos sdo dedicados a analise de trés aulas e dos
processos matematicos usados pelos alunos na realizacdo de tarefas de exploracdo e de investigacédo. O
sexto e ultimo subcapitulo — Percecdo dos Alunos Apds a Intervencdo Pedagdgica — analiso as opinides
dos alunos quanto a realizacao das tarefas de exploracao ou de investigacao no processo de ensino e
aprendizagem do tema das Funcdes Trigonomeétricas, bem como os contributos, na sua perspetiva, para
o desenvolvimento de competéncias.

No quinto capitulo — Conclusées, Limitacdes e Recomendagdes — sao apresentadas as conclusdes
deste estudo, como objetivo de responder as questdes de investigacdo. E feita uma reflexdo sobre as
limitacbes do estudo e facultadas algumas recomendacbes que resultam da experiéncia desta

intervencao para futuras intervencdes pedagogicas neste contexto.



CAPITULO 2

ENQUADRAMENTO TEORICO

Neste capitulo discute-se, a luz da literatura existente, a fundamentacao tedrica deste estudo. Faz
parte da exposicao uma breve visao sobre a Historia da Trigonometria, desde a antiguidade até a
atualidade; uma analise sobre as orientacdes do curriculo, no que refere ao estudo das Funcdes
Trigonomeétricas; uma observacao sobre as orientacdes, nacionais e internacionais, das competéncias-
-chave a trabalhar para o séc. XXI; um estudo sobre diferentes tipologias de tarefas e as suas diretrizes;
uma reflexdo sobre a investigacdo no processo de ensino e aprendizagem da Matematica; e, por ultimo,
uma discussado sobre as dificuldades dos alunos na realizacao de tarefas de estrutura aberta e no estudo

do topico das Funcdes Trigonométricas.

2.1. Trigonometria: breve visao sobre a histdria

Falar da Histdria da Matematica ou do Pensamento Matematico é falar da Histéria da Humanidade.
Passadas seiscentas geracbes desde que o0s humanos deixaram de ser cacadores-
-recolectores, apenas ha trezentas que a humanidade se tornou histdrica, aquela que deixa escritos,
opondo-se a humanidade arqueologica, aquela que deixa apenas artefactos (Wootton, 2017).
Sensivelmente ha seis mil anos que foi inventada a escrita e, consequentemente, aparecem os primeiros
registos escritos de Matematica. Desde entao, os progressos cientificos foram notaveis.

As origens da Trigonometria sdo incertas. Acredita-se que os Babilonios e os Egipcios ja utilizavam
conhecimentos ligados a Trigonometria, pelos seus calculos de razdes entre lados de triangulos
semelhantes (Costa, 2003). Os Egipcios, eximios construtores, usaram conhecimentos trigonométricos
na construcao das suas famosas piramides, o que “pode ser observado no Papiro Ahmes, conhecido
como Papiro Rhind, que data de aproximadamente 1650 a.C., e contém 84 problemas, dos quais quatro
fazem mencao ao seqt de um angulo” (Costa, 2003, p. 60). Ja os Babilonios, assim como os Egipcios,
os Gregos, os Hindus e os Arabes, na procura da compreensdo do Universo, encontraram na
Trigonometria uma importante ferramenta para os estudos dos seus mistérios (Oliveira, 2010).

Das 500.000 tabuas encontradas, cerca de 400 tabuas e fragmentos relacionados a

Matematica foram encontrados copiados, traduzidos e explicados. Muitas dessas tabuas

auxiliavam nas medicdes e nos resultados dos calculos efetuados pelos astrbnomos

babilénios e também ja revelavam algumas semelhancas com as tabuas trigonométricas.
(Oliveira, 2010, p. 6)



No entanto, foram os Gregos, como em muita Matematica criada na antiguidade, que
possibilitaram a perpetuacao do conhecimento da época. Foi Hipparkhos (180-125 a.C), no séc Il a.C.,
que surgiu com a primeira tabela para a Trigonometria, uma tabela de cordas, “o qual associou a corda
de um arco ao angulo central correspondente em um circulo de raio fixo” (Oliveira, 2010, p. 17). Contudo,
foi a Ptolomeu (90-168) que coube o trabalho de uma das mais influentes e importantes obras da
Matematica da Antiguidade, o célebre Almagesto, onde criou uma tabela de cordas mais completa do
que a de Hipparkhos. Mais do que a tabela das cordas, Ptolomeu desenvolveu o estudo da Trigonometria,
explicando como construir a tabela (Costa, 2003). Obviamente, ndo existia o conceito de funcédo, mas
descrevia-se a corda de arco x, “como sendo o comprimento da corda que corresponde a um arco de x
graus em um circulo cujo raio é 60" (Costa, 2003, p. 7). Na verdade, o Almagesto contém teoremas que
correspondem a nossa atual Lei dos Senos (Adamek et al., 2005).

Séculos mais tarde, baseados nos estudos de Hipparkhos e Ptolomeu, os astrénomos da india
revolucionaram a compreensao sobre a relacdo entre o que atualmente chamamos seno e o
comprimento das cordas, estabelecendo uma correspondéncia entre "a metade da corda de um circulo
e a metade do angulo central subentendido. Diferentemente de Ptolomeu, que para realizar seus
calculos, estabelecia uma relacdo entre o comprimento da corda de um circulo e o angulo central
subtendido” (Qliveira, 2010, p. 45). Uma das mais antigas tabelas dos senos e o primeiro trabalho que
se refere declaradamente ao seno como uma funcao sobre um angulo é Aryabhatiya, escrito pelo hindu
Aryabhata no ano 500 d. C. Estas ideias chegaram & Europa pelos Arabes, que muito contribuiram para
0 seu aperfeicoamento. Por volta do séc. X d.C., baseados nos estudos dos seus antecessores, Albattani
(850-929) construiu a fabela das sombras, “essencialmente uma tabela de cotangentes para cada grau
de 1° a 90°” (Oliveira, 2010, p. 48), embora nao lhe atribuisse essa denominacdo. Anos mais tarde,
Abu'l-Wefa (940-998) construiu uma tabela dos senos, com aproximacdes de rigor notavel. Foi também
ele que “usou as seis razdes trigonométricas comuns, como também estabeleceu relacdes entre elas”
(Oliveira, 2010, p. 49).

Sé no séc. XV, a Trigonometria, sob a alcada dos matematicos europeus, desassociou-se da sua
faceta geomeétrica nos estudos da Astronomia, passando a ser um objeto em si mesma, desenvolvendo-
se em torno de uma Trigonometria mais analitica. Foi Regiomontanus (1496-1476) quem escreveu o
« Tratado sobre Tridngulos», a obra mais completa de Trigonometria até a data. A partir deste trabalho,
"A trigonometria foi definida como uma ciéncia independente da Astronomia” (Oliveira, 2010, p. 51). Um
século depois, Georg Rhaeticus (1514-1576) escreve «Canon Doctrinae Triangulorum», uma obra onde

as razdes trigonométricas sao pela primeira vez expressas em funcéo do angulo em vez de em funcéo



do arco. O tratamento analitico veio com Francois Viete (1540-1603), que “foi 0 primeiro matematico a
usar letras para representar coeficientes gerais” (Costa, 2003, p. 14), num claro contributo para o
progresso da Algebra.

Somam-se 0s nomes dos que contribuiram para o desenvolvimento dos estudos da Trigonometria.
Newton (1642-1727) também deu o seu contributo a Trigonometria, exercendo grande influéncia com o
seu trabalho sobre séries infinitas, inferindo as séries infinitas do arcsinx e do sinx (Oliveira, 2010).
Além disso, “comunicou a Leibniz a férmula geral para sin(nx) e cos(nx) tendo, com isso, aberto a
perspetiva para o sin(x) e o cos(x) surgirem como numeros e nao como grandezas” (Costa, 2003, p.
15).

Na perspetiva da Matematica em geral, Leibniz (1646-1716) foi o primeiro a introduzir o conceito
de funcao, definiu em termos gerais, “(...) a dependéncia de uma curva de quantidades geométricas
como as subtangentes e subnormais. Introduziu a terminologia de ‘constante’, ‘variavel’ e ‘parametro’”
(Ponte, 1990, p. 3).

Em meados do séc. XVIIl, Kastner (1719-1800) definiu pela primeira vez as Funcdes
Trigonométricas de numeros reais. O sinx e cosx deixaram assim de ser grandezas e tornaram-se
numeros (Oliveira, 2010).

A Trigonometria assume a sua notacao atual com Euler (1707-1783), quando tomou a medida de
um raio como unidade e definiu as Funcdes Trigonométricas aplicadas a numeros reais, em vez de a
angulos.

A funcao de Euler permitiu que a Analise Matematica e diversas aplicacdes as ciéncias

fisicas abrissem as portas para a Trigonometria, tanto que Euler escreveu um livro chamado

‘Introductio in Analysin Infinitorum’ considerado a obra chave da Analise Matematica, o qual

deu um tratamento as Funcoes Trigonométricas do ponto de vista analitico. (Oliveira, 2010,
p. 54)

Foi também Euler que exprimiu um numero complexo através das funcdes seno e cosseno,
chegando a célebre relacdo e® = cos@ + isin@, aleando a Trigonometria a Teoria dos Numeros
Complexos.

O contexto social vivido na Europa apds o Renascimento, a criacdo da imprensa nos meados do
séc. XV, a descrenca do obscurantismo religioso e a necessidade da procura pelo conhecimento
cientifico, em muito contribuiram para a procura do desenvolvimento da Matematica em geral, para a
sua disseminacdo e perpetuacdo. E um facto, o nosso estilo de vida contemporanea depende tao
severamente da Trigonometria e das Funcdes Trigonométricas que, mesmo sendo-se leigo na arte de ler

e criar Matematica, qualquer pessoa sentiria a sua auséncia. Desde o mais simples, como calcular



medidas inacessiveis, projetar edificacdes ou medir altitudes, passando pelas modelacdes para prever
fendmenos periddicos, como 0 movimento dos planetas, o movimento das marés ou comprimentos do
dia. Ouvir musica em qualquer lugar e a todos os momentos nao seria uma possibilidade, ja que o som
¢ escrito através das suas propriedades periddicas. Assim como a musica, qualguer transmissao de sinal
depende das Funcdes Trigonométricas. Sem elas ndo existiriam telefones, ou radio, ou radares ou até
mesmo Jnternet. Sem conhecimentos como as coordenadas polares, ndo teriamos o prezado sistema
posicional global — GPS (Stewart, 2006). Na verdade, poderiamos fazer uma lista desmedida de onde e
para qué precisamos das Funcdes Trigonométricas. Certo é que, sem elas, viveriamos numa realidade

alternativa.

2.2. Trigonometria no curriculo escolar

A Matematica é uma disciplina rica de contetidos, num mundo em constante mudanca. Sempre
atual e basilar. Abrange conceitos tao distintos como os que se usam no dia a dia ou em muitas profissdes
de areas tecnologicas e cientificas e, ao mesmo tempo, tem gerado contribuicdes fundamentais no
avanco tecnologico e no conhecimento humano em toda a sua histéria (MEC, 2014; 2018).

O porqué de ensinar Matematica pode ter multiplas respostas. Garcia e Clotilde (2005)
apresentam-nos sete razées: (1) Da oportunidade aos jovens de competir no mercado de trabalho; (2) E
um crivo social; (3) E patrimonio da humanidade; (4) Desenvolve o pensamento logico; (5) Auxilia na
resolucdo de problemas; (6) E Util na vida social; (7) E usada para determinar os rumos da economia e
da politica. Ja Stewart (2006) resume a ideia do ‘porqué ensinar Matematica’ numa frase: “a nossa
sociedade consome imensa Matematica” (p. 16). Segundo o autor, se colocdssemos uma etiqueta
'contém Matematica' em tudo que ela estivesse presente, teriamos o planeta, quase por completo,
etiquetado. Ensinar Matematica e, em particular, ensinar Trigonometria constitui a passagem de
testemunho de uma ferramenta proficua e poderosa.

Em Portugal, a Trigonometria é parte integrante dessa passagem de testemunho. Ela torna-se
parte da vida do aluno ainda no fim do 3.° Ciclo, quando no 9.° ano de escolaridade se estuda a definicao
das razdes trigonométricas no triangulo retangulo. No fim do 3.° Ciclo do Ensino Basico, o aluno deve
ser capaz de: (1) definir o seno, o cosseno e a tangente de um dado angulo agudo de um triangulo
retangulo; (2) compreender que tridngulos semelhantes instituem as mesmas razdes trigonométricas;
(3) aplicar relacdes trigonométricas elementares; (5) determinar as razdes trigonométricas dos angulos
30° 45° e 60°, através de argumentos geométricos (MEC, 2021b). No que diz respeito a resolucdo de

problemas, ao nivel da Trigonometria, os alunos devem resolver problemas na determinacdo de
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distancias, quer com os angulos cujas razdes estao tabeladas, quer com qualquer angulo agudo. Bem
como, resolver problemas que traduzam o uso das razdes trigonomeétricas na determinacéo de distancias
inacessiveis (MEC, 2021b).

O ensino da Trigonometria estende-se e aprofunda-se durante o Ensino Secundario, nos 11.° e
12.° anos. A Trigonometria, e as Funcdes Trigonomeétricas, é e tem sido, um tema de estudo para grande
parte de todo o programa, especialmente durante o secundario. Perante as orientacdes do curriculo, o
estudo das Funcdes Trigonométricas abrange, atualmente, 12% das aulas previstas de todo o secundario,
aumenta para cerca de 16% das aulas onde sdo abordados conteudos de trigonometria. Se reduzirmos
a nossa analise aos 11.° e 12.° anos, 18% das aulas sdo dedicadas as Funcdes Trigonométricas,
aumentando para cerca 24% se adicionarmos as aulas que abordam contetdos relacionados com a
Trigonometria. A data da implementacdo do meu projeto, o curriculo em vigor previa que cerca de 31%
das aulas de 11.° fossem dedicadas ao estudo das Funcdes Trigonométricas e 14% no 12.° ano,
totalizando cerca de 16% das aulas de secundario fossem legadas as Funcdes Trigonométricas,
aumentando para cerca de 23% das aulas se incluirmos aquelas em que sdo abordados conteudos ao
nivel de Trigonometria. No entanto, ndo nos podemos deixar enganar pelas frequéncias relativas. Os
conteudos abordados sobre as Funcdes Trigonométricas no programa atual nao diminuiram, muito pelo
contrario. O programa atual recomenda que no 11.° ano o estudo da trigonometria e das Funcdes
Trigonométricas consagre o estabelecimento da definicdo para o seno e o cosseno de qualquer angulo
convexo, agudo ou obtuso, através da Lei dos Senos e do Teorema de Carnot. Aborda-se o estudo dos
angulos orientados e generalizados e generalizam-se as razoes trigonométricas a qualquer nimero real,
introduzindo-se o circulo trigonométrico. Depois de definir o radiano, estabelecem-se as definicdes das
funcoes reais de variavel real seno, cosseno e tangente, acrescendo o estudo das suas propriedades
(MEC, 2014, 2021a). No 12.° ano, no seguimento do estudo, é proposto estabelecer as formulas do
cosseno, do seno e tangente da soma e da subtracao de angulos e o caso particular da duplicacéo de
angulos. Grande parte do capitulo é dedicado ao célculo das derivadas e, também por isso, ao calculo
de limites e levantamento de indeterminacdes. Além disso, o Programa e Metas Curriculares de
Matematica A do Ensino Secundario de 2014 estabelece o célculo das derivadas como oportunidade

|u

ideal “para se introduzir o estudo dos osciladores harmonicos, (...) verificando-se que, em particular,
uma tal equacéo pode ser deduzida da Lei de Hooke, desde que se admita a Relacao Fundamental da
Dindmica (...)” (MEC, 2014, p. 21). As orientacdes de gestdo curricular para o Programa e Metas

Curriculares de Matematica A de 2021 vem determinar estas Ultimas de estudo facultativas.
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De seguida, passarei a resumir e a comparar /nfra, no Quadro 1, os conteudos conceptuais
estipulados para 0 11.° e 12.° anos entre o programa de Matematica A do Ensino Secundario vigente e
0 programa de Matematica A anterior, com intuito de avaliar as modificacdes do ensino no que se refere

ao estudo das funcdes trigonométricas nos ultimos anos, em Portugal.

Quadro 1: Contetdos programaticos de Trigonometria e Funcdes Trigonomeétricas no 11.° e 12.° anos — comparacéo das
orientacdes dos curriculos de 2002 a 2021
11¢ ano

Programa 2002
Geometria no plano e no espaco Il

Programa 2014 e orientacdes 2021
Trigonometria e Fun¢oes Trigonométricas

= Trigonometria no triangulo retangulo
- Resolucao de tridangulos
- Razoes trigonométricas dos angulos 30°, 45° e 60°

= Angulo e arco generalizado
- O radiano;
- Expressao geral das amplitudes dos angulos com os mesmos

lados, em graus e radianos.

= Funcoes seno, cosseno e tangente

- Definicdo das razdes trigonométricas no  circulo
trigonomeétrico;

- Relacao entre as razoes trigonométricas de ¢, —a, ™ + «,
“taeXta

- Definicao das funcdes seno, cosseno e tangente;

- Estudo da variacdo e do sinal das funcdes seno, cosseno e
tangente

- Estudo da periodicidade das funcdes seno, cosseno e
tangente.

Relacdes entre as razdes trigonométricas do mesmo angulo

- cos?x+sin?x=1
sinx

- tanx =
cosx

- 1+tan?x = ——
Ccos“ x

Resolver equacdes trigonométricas
Deducdo das formulas trigonométricas sin(a + f),
cos(a + B) etan(a £+ B)

Extensdo da Trigonometria a angulos retos e obtusos e

resolucao de triangulos

- Lei dos Senos e Lei dos Cossenos;

Angulos orientados e angulos generalizados;

Razbes trigonométricas

- Circulo trigonométrico;

- Generalizacdo das definicoes das razdes trigonométricas
aos angulos orientados e generalizados;

- Medidas de amplitude em radianos.

Funcodes Trigonométricas

- As funcdes reais de variavel real seno, cosseno e

tangente: dominios, contradominios, Zeros,

periodicidade, paridade e extremos locais;

“ = n s
Reducéo ao 1.° quadrante”: seno e cosseno de x + 5 e

dex+mx€eR.
- Generalizacdo da formula fundamental da Trigonometria;
- Equacdes dotipoe sinx = k, cosx = ketanx = k;
- Inequacdes trigonomeétricas com dominio num intervalo
limitado;
- Funcdes Trigonométricas inversas;
- Resolucdo de problemas envolvendo  razdes
trigonomeétricas e a determinacao de distancias;
- Resolucdo de problemas envolvendo
Trigonométricas.

Funcoes

12° ano

Programa 2002
Trigonometria e Niimeros complexos

Programa 2014 e orientacdes 2021
Trigonometria e Funcoes Trigonométricas

Funcdes seno, cosseno e tangente

- Estudo intuitivo com base no circulo trigonométrico;

- Estudo intuitivo a partir de um grafico ou usando calculadora
grafica ou computador;

- Estudo do dominio, contradominio, periodo, pontos notaveis,
monotonia, extremos, assintotas e simetrias;

- Estudo dos efeitos da variacdo de parametros;

- Resolucao de equacdes.

Estudo intuitivo de )1{111(1) simx

- Levantamento de indeterminacdes

= Calculo das derivadas de seno, cosseno e tangente

= Utilizacdo de Funcdes Trigonométricas na modelacao de
situacoes reais

Definicao de Funcdes Trigonométricas

- Férmulas trigonométricas da soma, da diferenca e da
duplicacao; _

- Limite notavel lim ﬂ;

x-0 X

- Diferenciabilidade das funcdes seno, cosseno e tangente;

- Resolucao de problemas envolvendo o estudo de funcoes
definidas a partir de Funcdes Trigonomeétricas.

Aplicacdes aos osciladores harmdnicos

- Osciladores harménicos: amplitude, pulsacéo, periodo,
frequéncia e fase (considerado facultativo);

- Estudo das funcoes definidas analiticamente por
asin(bx +c) +d, acos(bx +c) +d,
atan(bx +c) +d, (a # 0)

- Os osciladores harmonicos como solucdes de equacoes

diferenciais da forma f” = —w?f; relacio com a
segunda lei de Newton e com a lei de Hooke (considerado
facultativo);

- Resolucdo de problemas envolvendo osciladores
harmonicos (considerado facultativo).
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Pela analise do quadro, verifica-se que nenhum contetido ao nivel conceptual previsto no programa
de 2002 desaparece no programa vigente. Repare-se que, além do que ja era estudado, foram
introduzidas a Lei dos Senos e o Teorema de Carnot, o estudo dos osciladores harmonicos e a sua
aplicacdo a segunda Lei de Newton, tornando-se estudo dos dois ultimos facultativos nas novas
orientacdes de 2021, adicionando ainda o calculo de primitivas das Funcdes Trigonométricas seno e
cosseno, no tema das Primitivas. No entanto, em qualguer um dos programas se percebe 0 6nus que o

estudo das Funcdes Trigonomeétricas teve e continua a ter no curriculo nacional.

2.3. Competéncias-chave para o séc. XXI

Até a atualidade houve aquilo a que podemos chamar de trés grandes revolucdes na forma como
aprendemos (Beard, 2018). A primeira foi cognitiva. Ha cerca de cem mil anos, alguma coisa mudou
nos nossos cérebros e a linguagem emergiu. Passamos, assim, a poder partilhar ideias e passar
testemunho cognitivo entre geracbes. Ha, mais ou menos, seis mil anos surgiu a revolucdo escolar.
Simultaneamente, na China Antiga e na Antiga Mesopotamia surgem as primeiras escolas, onde se
ensinava as novas ciéncias de ler e escrever. Ha cerca de quinhentos anos, emergiu a revolucao
Educativa de Massas, com a invencao da imprensa e a abertura religiosa. A conjuntura tecnologica,
cultural e social trouxe uma explosao de literacia pelo mundo. Hoje, vivemos o potencial da eminéncia
de uma quarta revolucéo na aprendizagem (Beard, 2018). Esta corrente de pensamento vai ao encontro
da teoria da ‘Curva da Duplicacao do Conhecimento’ de Buckminster Fuller (1917-1983), que considerou
uma estimativa de todo o conhecimento humano acumulado no ano 1 d.C. como unidade, criando o que
se pode chamar de ‘uma unidade de conhecimento’ (Fuller, 1982). Esta unidade de conhecimento viria
a duplicar-se 1500 anos depois, durante o séc. XVI, e chegaria as quatro unidades de conhecimento 250
anos mais tarde, nos meados do séc. XVIII. As oito unidades de conhecimento alcancar-se-iam 150 anos
depois. Fuller conclui que os periodos necessarios para haver duplicacao de conhecimento acumulado
tornar-se-iam cada vez mais curtos. No inicio do séc. XX, a duplicacao de conhecimento dava-se a uma
taxa de crescimento de cem anos, passando a cada vinte e cinco anos em menos de meio século (Fuller,
1982). Atualmente, embora esta analise ndo possa ser feita de forma linear, uma vez que diferentes
tipos de conhecimento tém taxas de crescimento diferentes, estima-se que, por exemplo, o conhecimento
na area da nanotecnologia duplica a cada dezoito meses (Cannon & Geddes, 2019; Schilling, 2013).
Segundo a /nfernational Business Machines Corporation, a duplicacdo de conhecimento dar-se-d, em

breve, a cada doze horas (Cannon & Geddes, 2019).
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Os avancos tecnologicos tém permitido, a ciéncia, mostrar que cada individuo nasceu,
literalmente, para aprender (Beard, 2018). As nossas mentes sao aparelhos de aprendizagem mais
poderosos do que qualquer computador que alguma vez foi inventado. Para prosperarmos no nosso,
irrevogavel, futuro digital, precisamos aprender a ter proficiéncia sobre as nossas tecnologias, investindo
tudo que temos no wpgrading das nossas mentes (Beard, 2018).

O contexto atual reforca a importancia de uma Educacao Criativa intencional, principalmente no
ambito escolar (Azevedo et al., 2017). O ensino e aprendizagem num todo e, em particular, o ensino e
aprendizagem da Matematica, torna-se, portanto, muito mais do que partilha de conhecimento de
técnicas entre professor e aluno. Muitas organizacdes tém procurado estabelecer e promover a
integracao no curriculo escolar medidas que orientem para o desenvolvimento das competéncias-chave
do século XXI (Voogt & Roblin, 2012). Com base nas avaliacdes do PISA, a OCDE (2016) defende a
necessidade do desenvolvimento da ‘competéncia global’, que define como o apropriar da compreensao
de questdes globais e interculturais. Estabeleceu, dessa forma, uma estrutura conceptual para as
competéncias a trabalhar no Ensino Secundario para 2030, definindo trés dimensdes: conhecimento
(conhecimento disciplinar, conhecimento interdisciplinar e conhecimento pratico); habilidades (cognitivas
e metacognitivas, sociais e emocionais, fisicas e praticas); e atitudes e valores.

Voogt e Roblin (2012) reuniram trinta e dois documentos de estudos e orientacbes para a
‘Educacao para o século XXI" de oito organizacdes internacionais, entre as quais se destacam a UNESCO,
a OCDE e a Comissao Europeia para a Educacdo. Neste estudo, os autores concluiram que todas as
organizacdes apontam como competéncias-chave para o século XXI a literacia TIC, a colaboracdo, a
comunicacao e as habilidades sociais e/ou culturais e a cidadania. A maioria aponta também o
pensamento critico, a criatividade e a resolucdo de problemas. Sdo ainda de referéncia a autonomia, a
adaptabilidade e flexibilidade, o planeamento, aprender a aprender e apontam como temas centrais, a
Matematica, a comunicacédo na lingua materna, as Ciéncias, a Historia e as Artes (Voogt & Roblin, 2012).

O Conselho da Uniado Europeia para a Educacdo, acerca das competéncias essenciais para a
aprendizagem ao longo da vida, elaborou um quadro de referéncia que estabelece oito competéncias
essenciais: (1) Competéncias de literacia; (2) Competéncias multilingues; (3) Competéncias Matematicas
e no dominio das ciéncias, da engenharia e da tecnologia; (4) Competéncias digitais; (5) Competéncias
de empreendedorismo; (6) Competéncias de cidadania; (7) Competéncias pessoais, sociais e capacidade
de ‘aprender a aprender’; e (8) Competéncias de sensibilidade e expressao cultural. O mesmo ainda
esclarece que “as competéncias como o espirito critico, a resolucao de problemas, o trabalho em equipa,

a capacidade de comunicacao e negociacao, as capacidades analiticas, a criatividade e as competéncias

14



interculturais encontram-se presentes em todo o espetro das competéncias essenciais” (Conselho da
UE, 2018, p. C 189/7). Como membro da Unido Europeia desde 1986, Portugal tem seguido as
orientacdes europeias para a Educacdo. O Ministério da Educacdo homologou no Despacho n.°
6478/2017, 26 de julho, o documento ‘O Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatoria’. Este
documento garante que,

A referéncia a um perfil ndo visa, porém, qualquer tentativa uniformizadora, mas sim criar
um quadro de referéncia que pressuponha a liberdade, a responsabilidade, a valorizacao
do trabalho, a consciéncia de si proprio, a insercdo familiar e comunitaria e a participacdo
na sociedade que nos rodeia (Martins et al., 2017, p. 5),

e estabelece, através de um esquema conceptual os Principios, as Areas de Competéncia e os Valores

(Martins, et al., 2017, p. 12) (Quadro 2):

Quadro 2: Esquema conceptual do ‘Perfil dos Alunos a Saida da escolaridade Obrigatéria’

Principios Areas de Competéncia Valores
- Aprendizagem; - Pensamento Critico e Criativo; - Responsabilidade e integridade;
- Inclusao; - Raciocinio e Resolucao de Problemas; - Curiosidade, reflexdo e inovacéo;
- Estabilidade; - Saber cientifico técnico e tecnoldgico; - Exceléncia e exigéncia;
- Adaptabilidade e ousadia; - Desenvolvimento pessoal e autonomia. - Liberdade;
- Coeréncia e flexibilidade; - Cidadania e Participacéo.

- Sustentabilidade;
- Base Humanista;
- Saber.

O guia advoga que, os alunos, no desenvolvimento das competéncias na area do pensamento
critico e criativo, devem ser capazes de observar, identificar, analisar informacao, ideias ou experiéncias,

argumentar, desenhar algoritmos,

Pensar de modo abrangente e em profundidade, de forma logica {(...); convocar diferentes
conhecimentos, de matriz cientifica e humanistica, utilizando diferentes metodologias e
ferramentas para pensarem criticamente; prever e avaliar o impacto das suas decisdes;
desenvolver novas ideias e solucdes, de forma imaginativa e inovadora, como resultado da
interacdo com outros ou da reflexdo pessoal (...). (Martins et al., 2017, p. 24)

O desenvolvimento das competéncias na area do raciocinio e resolucdo de problemas acarreta
que os alunos sejam capazes de interpretar informacao e produzir conhecimento, encontrar respostas
para novas situacdes e através do raciocinio tomar decisdes. No documento pode ler-se que os alunos
devem ser capazes de “interpretar informacao, planear e conduzir pesquisas; gerir projetos e tomar
decisbes para resolver problemas; desenvolver processos conducentes a construcao de produtos e de
conhecimento, usando recursos diversificados” (Martins et al., 2017, p. 23).

Sobre a autonomia e o desenvolvimento pessoal, procura-se que os alunos desenvolvam

""confianca em si proprios, motivacao para aprender, autorregulacao, espirito de iniciativa e tomada de
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decisbes fundamentadas, aprendendo a integrar pensamento, emocdo € comportamento, para uma
autonomia crescente” (Martins et al., 2017, p. 26). Espera-se que os alunos, no fim da escolaridade
obrigatoria, sejam também capazes de compreender procedimentos e fendmenos cientificos, colocarem
questdes, pesquisarem por informacado e aplicarem os conhecimentos adquiridos nas tomadas de
decisao (Martins et al., 2017).

As orientacdes do ‘Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatéria’, a par das ‘Aprendizagens
Essenciais’ de 2018, sdo a coluna vertebral das orientacdes curriculares para o ensino da Matematica
no momento atual. O ‘Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatoria’ é considerado um
“documento de referéncia para a organizacdo de todo o sistema educativo, contribuindo para a
convergéncia e para a articulacdo das decisdes inerentes as varias dimensdes do desenvolvimento
curricular” (Horta, 2019, p. 1). Em resposta as orientacdes em discussao, Figueiral (2016), presidente
da Associacdo de Professores de Matematica, esclarece que o ensino secundario é obrigatorio, mas
diferenciado, “com valéncias multiplas e ndo mutuamente exclusivas” (p. 1). Sobre a Matematica,
considera que ndo se trata de discutir contetdos, mas sim, as finalidades e objetivos. Refere ainda que:

O grande contributo da Matematica na formacao das criancas e jovens, para além dos

conteudos fortes e de grande aplicabilidade em todas as éareas cientificas e tecnologicas,

sociais e humanas, economicas, ambientais, estéticas, é o desenvolvimento de capacidades

como, a de formular e resolver problemas, a de comunicar e raciocinar em Matematica, a

da memoria, bem como o desenvolvimento do rigor, do espirito critico e da criatividade.

(Figueiral, 2016, p. 3).

Da analise dos programas, percebe-se que estabelecem como finalidade a aplicacdo da
Matematica ao contexto real. No entanto, o programa vigente mostra-se mais centrado em torno de uma
Matematica focada em si prépria. A Associacao de Professores de Matematica (2013), numa apreciacao
ao novo programa de Matematica A, salienta que este tem um “excesso de formalismo e abstracao,
juntamente com a grande extensao da lista de conteidos matematicos e timidas referéncias a utilizacao
de tecnologias” (APM, 2013, p. 3). Figueiral (2016) alerta para o perigo da faceta que o programa de
2014 da a resolucéo de problemas: deixam de ser uma finalidade e passando a ser um método. Refere
que a ‘resolucao de problemas’ converte-se “em meros exercicios de aplicacao da matéria dada, com
numero de passos previamente definidos” (Figueiral, 2016, p. 4).

Por levantar muitas questoes e ter havido a “sinalizacao de varios problemas por parte das Escolas
e dos Professores” (MEC, 2021a, p. 2), o Ministério da Educacéo e Ciéncia revoga no despacho 6605-
A/2021, de 6 de julho, o Programa e Metas Curriculares de Matematica do Secundario de 2014,

publicando aquilo que deu por nome de ‘Orientacdes de gestao curricular para o Programa e Metas
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Curriculares de Matematica A’, que se rege pelo ‘Programa e Metas Curriculares de Matematica do
Secundario’ de 2014, em vigor desde o ano letivo 2015/2016. Este documento nao vem, portanto,
substituir, mas, trazer orientacdes de leitura e analise do ‘Programa e Metas Curriculares de Matematica
do Secundario’. A par com as ‘Aprendizagens Essenciais’ e ‘O Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade
Obrigatéria’ constituem o quarteto de referéncia do curriculo atual para o ensino de Matematica.

No que refere as orientacdes do Programa de Matematica A do Ensino Secundario sintetizo, no

Quadro 3, as finalidades e objetivos do programa vigente e do programa anterior.

Quadro 3: Finalidades e objetivos do programa de Matematica A do Ensino Secundario

Programa 2002 Programa 2014 e orientacdes 2021

Finalidades

= Desenvolver a capacidade de usar a Matematica como = Estruturacdo do pensamento e o desenvolvimento do
instrumento de interpretacédo e intervencao no real; raciocinio abstrato:

= Desenvolver as capacidades de formular e resolver Apreensao e hierarquizacdo de conceitos matematicos;
problemas, de comunicar, o rigor, o espirito critico e a Estudo  sistematico das suas  propriedades;
criatividade; Argumentacdo clara e precisa; Capacidade de elaborar

= Promover o aprofundamento de uma cultura cientifica, analises  objetivas, coerentes e comunicaveis;
técnica e humanistica; Capacidade de detetar falacias.

= Contribuir para uma atitude positiva face a Ciéncia; = A modelacdo e a aplicacdo da Matematica ao mundo

= Promover a realizacdo pessoal, a autonomia e a real:
solidariedade; Prescrevendo a aplicacdo do calculo diferencial;

= Contribuir para o desenvolvimento da existéncia de Tratamento de situacdes em que uma funcdo é
consciéncia critica e interpretativa, (...) formando para a proporcional, com constante de proporcionalidade
cidadania ativa e participativa. negativa, a respetiva derivada de segunda ordem.

Objetivos Gerais
= Valores e atitudes: -

Desempenhos
Identificar/Designar/referir, o aluno deve

utilizar

Desenvolver a confianca em si proprio; Desenvolver habitos
de trabalho e persisténcia; Desenvolver o sentido de
responsabilidade; Desenvolver o espirito de tolerancia e de
cooperacao.

= Capacidades/Aptiddes:

Desenvolver a capacidade de utilizar a Matematica na
interpretacdo e intervencdo do real; Desenvolver a
capacidade de comunicar; Desenvolver o raciocinio e o
pensamento cientifico.

= Conhecimentos:

- Ampliar o conceito de numero; Ampliar o
conhecimento de Geometria no Plano e no Espaco;

- Iniciar o estudo da Analise Infinitesimal. Ampliar
conhecimentos de Estatistica e Probabilidades;
Conhecer aspetos da Histéria da Matematica.

corretamente conceitos e designacoes;

- Reconhecer, o aluno deve apresentar argumentacédo
coerente do que foi explicado;

- Saber, o aluno deve saber o resultado;
- Provar/Demonstrar, o aluno
demonstracdes Matematicas;

- Justificar, o aluno deve justificar o enunciado através de
propriedades conhecidas.
= objetivos:

- Conhecimento de
procedimentos;

- Raciocinio Matematico;
Comunicacao Matematica

- Histéria da Matematica

deve apresentar

factos, de conceitos e de

Resolucdo de problemas;

A discussao em torno do “que deve ser ensinado e como deve ser ensinado, tendo em conta as
competéncias para o século XXI” (Despacho n.° 12530/2018), conduziu a criacdo de um Grupo de
Trabalho de Matematica cuja missao era analisar o fenomeno do insucesso escolar na Matematica e
elaborar um conjunto de recomendacao para o Ensino da Matematica (Despacho n.° 12530/2018,

p. 34704). Na persecucao deste fim, o Grupo de Trabalho deveria, entre outras incumbéncias, analisar
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“a eficacia e a eficiéncia dos diferentes planos e medidas dirigidas a melhoria das aprendizagens em
Matematica e a promocao do sucesso escolar” (Despacho n.° 12530/2018, p. 34704). As conclusdes
deste estudo apontam que quanto as finalidades, o Programa de Matematica A, desde 1990 até ao
vigente, “apresentam perspetivas de relacdo da Matematica com a sociedade, valorizando a
aprendizagem Matematica ndo como um fim em si mesmo, mas como instrumento para uma melhor
compreensdo do mundo em redor” (p. 95). E ainda referem “a valorizacdo do contributo que a
Matematica proporciona para a formacao pessoal dos alunos, em particular o desenvolvimento do seu
raciocinio” (Silva et al., 2019, p. 95). Ja programa de 2014 “assume uma preocupacao central com o0s
alunos que fazem prosseguimento de cursos no Ensino Superior em areas que requerem uma solida
formacao Matematica” (Silva et al., 2019, p. 95). Estes autores garantem que, em Portugal, se seguiu
uma linha de continuidade sincronizada com as orientacdes do NCTM e da OCDE para 2030, até ao
programa de 2014, tendéncia que se procura contrariar com o documento ‘Orientacdes de gestdo
curricular para o Programa e Metas Curriculares de Matematica A’ de 2014. Afirmam, ainda, que o
Programa de 2014 nao esta em sintonia com as Aprendizagens Essenciais pressupostas no ‘Perfil dos
Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatéria’. Sugerem assim uma revisdo curricular urgente nos

Programas de Matematica.

2.4, Caracteristicas das tarefas

Primeiro, é preciso 'inflamar' a emocdo (Mora, 2013). S&o varios os autores que defendem que,
para aprender, temos que despertar a curiosidade e a emocao da descoberta (Mora, 2013; Polya, 1995;
Sanjaume, 2016). Estudos recentes, na area da Neuro Educacdo, previnem que sem emocdes ndo ha
aprendizagem (Mora, 2013; Sanjaume, 2016). Segundo Sanjaume (2016), "um cérebro estimulado
aumenta as suas conexdes neuronais, e, consequentemente, aumenta o seu rendimento e o
desenvolvimento das suas capacidades cognitivas" (p. 8). O professor de Matematica tem, assim, uma
enorme oportunidade. Se conceder aos seus alunos situacdes problema, compativeis com os seus
conhecimentos, que desafiem a sua curiosidade e os auxilie por um rumo de indagacdes estimulantes,
poderd suscitar-lhes o gosto pelo raciocinio independente (Polya, 1995). Contudo, nem sempre ensinar
resulta em aprender (Swan, 2005). O papel do professor e das tarefas propostas em sala de aula séo
determinantes para um ensino estimulante, desafiador, que fomente a autonomia e a aprendizagem com
compreensao (NCTM, 2007). O professor deve, assim, ser capaz de propor tarefas que desafiem o

intelecto dos alunos, promovendo aprendizagens significativas, fluentes e duradouras.

18



2.4.1. Tipologia de tarefas segundo Gojak

Gojak (s.d.) define tarefa como uma incumbéncia ou trabalho que propomos aos alunos realizar.
A autora estabelece trés tipologias de tarefas mediante o seu grau de complexidade e o propdsito para
as quais sao pertencidas. Estipula, assim, trés tipos de tarefas: (1) Exercicios; (2) Problema-Narrativa;

(3) Rica ou avancada. As suas caracteristicas sdo explanadas no Quadro 4.

Quadro 4: Tipologia de tarefas por Gojak (pp. 2-3)

Exercicio

Tarefa rotineira, cujo caminho para a solucao é conhecido.

Os exercicios sdo usados para dar aos alunos a oportunidade de praticar as suas habilidades. Podem incluir
calculos numéricos ou ploblemas-narrativa que proporcionem pratica na aplicacao de conceitos pretendidos
anteriormente.

Problema-Narrativa

Tarefa cuja situacdo problema é apresentada em redacao, que pode ser um exercicio (por ex., 0s alunos sabem
como multiplicar para apresentar uma solucdo), ou pode ser usada para introduzir um novo conceito, ou para
aplicar um conceito conhecido a uma nova situacao (por ex., o aluno ndo sabe o que fazer, entdo explora e usa
uma variedade de estratégias para alcancar uma solucdo para o problema).

Rica ou Avancada

Tarefa ou problema avancado pode ser apresentado em redacao ou apenas nimeros, pode ser um jogo ou um
quebra-cabecas.

E uma tarefa para a qual ndo ha caminho-solucéo conhecido prontamente pelo aluno. Apresenta um alto nivel
de demanda cognitiva e exige que os alunos pensem de forma abstrata para conseguirem fazer conexdes entre
conceitos matematicos.

Sé&o geralmente chamados de problemas abertos ou néo rotineiros.

Gojak (2012) defende que os alunos devem ser fluentes em Matematica, que é muito mais do que
ser ‘rapido’ e ‘preciso’, “deve ir para além dos procedimentos e calculos” (p. 1). No combate a ideia
errada que os alunos tém quando entram na escola, de que o objetivo da Matematica é resolver depressa
e bem, a autora defende que os professores devem reconhecer uma tarefa ‘rica’ e construir uma
biblioteca de recursos, que incluam tarefas que oferecam aos alunos a oportunidade de explorar e
entender conceitos de Matematica. Estabelece, assim, como principais caracteristicas das tarefas ‘ricas’:
(1) Serem atrativas para os alunos; (2) Requeiram Matematica substantiva para chegar a uma solucéo;
(3) Sejam acessiveis a todos os alunos da turma; (4) Tenham multiplos caminhos para a solucéo; (5)
Tenham multiplas solucdes; (6) Encorajem os alunos para a discussdo e questionamento; (7) Preparem
para a compreensao de que o processo ¢ tdo importante como a solucéo (Gojak, s.d.).

A tarefa deve desafiar a curiosidade e proporcionar 0 passo para o estagio da exploracao e
descoberta. Gojak defende que as tarefas podem providenciar interessantes contextos, podendo também
aparecer sob a forma de puzzles ou até histérias. O importante ¢ que o aluno se questione sobre

determinada situacao e procure por solucdes.
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Numa tarefa ‘rica’ o contetido matematico necessario para resolver o(s) problema(s) deve ser claro
e apropriado para o desenvolvimento dos alunos. Deve ser acessivel e alinhado com os contetudos
programaticos estabelecidos a serem trabalhados durante a aula. Para Gojak (s.d.) as tarefas ‘ricas’ sao
mais impactantes quando os alunos constroem uma compreensdo mais profunda dos conceitos.
Proporcionam, frequentemente, a oportunidade de os alunos conectarem conceitos matematicos. Uma
tarefa ‘rica’ deve ter uma variedade de possiveis abordagens, para que cada aluno possa comecar a
trabalhar na tarefa em diferentes niveis. Deve, assim, ser projetada para ser acessivel a todos os alunos
da turma e manter o seu interesse, aquilo a que alguns educadores se referem como "tarefas de piso
baixo/teto alto" (Gojak, s.d., p. 5).

Pelo seu grau de abertura, as tarefas ‘ricas’ podem, inicialmente, causar desconforto aos alunos.
No entanto, para Gojak, quanto mais os alunos tiverem esta experiéncia na aprendizagem e no uso de
multiplas estratégias, mais confiantes se tornardo nas suas abordagens as tarefas ‘ricas’. A autora
defende que os alunos precisam de oportunidades com diferentes estratégias para a resolucdo de
problemas a fim de colaborarem em grupo, usando uma estratégia especifica. Ao trabalharem com este
tipo de tarefas, os alunos vao construindo um repertério de estratégias, permitindo-lhes determinar quais
estratégias que fazem mais sentido em determinada situacédo e como ajustar o pensamento se a tentativa
nao esta a leva-los a uma solucao razoavel.

Uma tarefa ‘rica’ permite, assim, que os alunos sejam criativos em suas abordagens, usem varias
representacdes (fisico, visual, simbolico, verbal e contextual) e desenvolvam a capacidade de mudar de
estratégia quando o caminho adotado n&o é bem-sucedido. Seguindo as orientacdes de Gojak, enunciam-

-se no quadro /nfra as estratégias para a resolucédo de problemas.

Quadro b: Estratégias de resolucao de problemas por Gojak (s.d., p. 6)

Estratégias para a resolucao de problemas

Fazer uma tabela Explanar todas as possibilidades
Procurar padrdes Resolver sub-problemas mais simples
Fazer um desenho ou um diagrama Trabalhar a partir da conclusao

Fazer um modelo Escrever ou expressar uma equacao
Tentativa-erro Identificar sub-objetivos

Fazer uma lista organizada Mudar pontos de vista

Fazer ou usar um grafico Generalizar

A autora considera que ha tarefas ‘ricas’ que tém uma solucdo aceite e precisa, apesar de se
poder adotar varias estratégias para chegar a solucado. Para Gojak (s. d.) “o importante aspeto de uma

tarefa € o pensamento matematico que conduz a reposta” (p. 6). Por essa razao, a discussado da aula

20



deve focar-se em duas orientacdes: (1) Comparar métodos-solucdo e debater as semelhancas e
diferencas desses métodos; (2) Descrever padrdes desenvolvidos durante a exploracao da tarefa.

Durante a discussao, o valor da metacognicao — pensar no pensamento do outro — torna-se
evidente quando os alunos esperam que as suas explicacdes sobre 0s seus raciocinios sejam percebidas
pelos demais. A metacognicdo ajuda os alunos “a criar entendimento conceitual e vincular esse
entendimento a habilidades processuais” (Gojak, s.d., p. 7). Assim, tarefas ‘ricas’ fornecem um contexto
para a apropriacao de aprendizagens solidas.

Embora o uso de tarefas ‘ricas’ componham, segundo Gojak, mais beneficios sobre o processo de
ensino e aprendizagem em comparacao com 0s exercicios, ressalva que “ensinar e aprender com tarefas
‘ricas’ exige muito mais do professor e do aluno. Tanto professores quanto alunos precisam entender
que este tipo de aprendizagem exige mais esforco e pensamento mais profundo” (Gojak, s.d., p. 9).

Por serem mais exigentes, o professor deve assumir funcdo de facilitador. O seu papel ndo é expor
procedimentos, deve ajudar o aluno a questionar de forma objetiva. A avaliacdo do processo deve ser
continua, fazendo perguntas cuidadosamente elaboradas para monitorizar e verificar a compreenséo dos

alunos e auxiliar na conexao de conteudos.

2.4.2. Tipologia de tarefas segundo Swan

Swan (2014) define 'tarefa' como algo que o professor propde aos alunos fazerem e 'atividade'
como o resultado que advém da sua resolucdo. Para o autor, a tarefa € um recurso que tem um
significado muito mais abrangente que um problema impresso numa ficha de trabalho ou no manual:
deve ter um objetivo préprio, incluir a forma como a aula ¢ mediada e transformada pelo professor, como
¢ apresentada e, consequentemente, como deve ser feito o fornecimento de indicacdes, pistas e outras
questdes (Swan, 2014). O autor acrescenta que "as tarefas também se alteram a medida que os alunos
as interpretam de modos diferentes" (p. 9), pelo que, como partes integrantes de aulas, abrem-se ao
desenvolvimento ao longo do tempo, podendo nao se limitar a uma Unica aula. Swan (2005) deixa uma
salvaguarda sobre as tarefas, referindo que, limitando a aula a sua existéncia, elas nao garantem um
ensino eficaz, tudo depende de como sao usadas. Deste modo, define oito principios orientadores para
a organizacdo das aulas: (1) Planear a aula assente nos conhecimentos que os alunos tém; (2) Expor e
discutir erros-tipo; (3) Estimular a pergunta; (4) Proporcionar o trabalho cooperativo de pequenos grupos;
(5) Enaltecer o método em vez da resposta; (6) Criar conexdes entre diferentes topicos da Matematica;
(7) Usar tecnologias de forma apropriada; (8) Recorrer a tarefas 'ricas' e colaborativas (Swan, 2005).

Estes principios orientadores sao um recurso facilitador na passagem de uma aprendizagem 'passiva’
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para uma aprendizagem 'ativa'. Quando os alunos se limitam a ter comportamentos como escutar
enquanto o professor explica, copiar métodos, pouco ou nada questionar e praticar os mesmos métodos

repetidamente em muitas questdes, Swan (2005) considera que

Para estes alunos, a matematica é algo acabado, em vez ser algo criativo e ser um tema
estimulante para explorar. Tornou-se uma colecdo de procedimentos e técnicas isoladas a
ser aprendidas por rotina, em vez de uma interessante rede de ideias conectadas e
poderosas para explorar, discutir, debater e gradualmente entender. (p. 3)

Postura face a aprendizagem da Matematica que deve ser contrariada e, por isso, defende que o
ensino deve transitar de um modelo de 'transmissao' para um modelo de 'desafio’. Numa comparacéo
de modelos, Swan (2005) tem por base diferentes visdes sobre a Matematica, a aprendizagem e o

ensino, ideia explanada, sucintamente, no Quadro 6.

Quadro 6: Comparacao dos modelos de ensino de 'transmissao' e de 'desafio' por Swan (2005, p. 5)

Modelo de 'Transmissao' Modelo de 'Desafio’

Um corpo completo de conhecimentos
e procedimentos padrao que tém de ser
memorizados.

Uma atividade individual, baseada na

Matematica € ... Um corpo de ideias interconectadas e

processos de raciocinio.

A
v

Uma atividade colaborativa, onde os

- T e Aprender é ... : ~ ,
observacao, audicao e imitacao até que < > aprendizes sao desafiados a chegar a
a fluéncia seja atingida. um entendimento através de discussao.
Estruturar um curriculo linear para os Explorar o significado e as conexdes
alunos. Explicar antes de dar os através de um dialogo nao linear entre
problemas. Verificar que a explicacao Ensinar é ... professor e alunos. Apresentar
foi entendida através da pratica de » problemas antes de  oferecer

exercicios.
Corrigir confusdes ou erros.

explicacdes. Tornar os erros explicitos e
aprender a partir deles.

A persecucao da transicdo de modelos de ensino e consequente implementacdo do modelo
'desafio' apresentada por Swan (2005) recomenda, entre outros recursos, a adocao das tarefas 'ricas',
que define como tarefas que: (1) Sdo acessiveis e extensiveis; (2) Permitem a tomada de decisdes; (3)
Envolvem os alunos em testes, explicacdes, provas, reflexdes e interpretacdes; (4) Promovem a discussao
e a comunicacao; (5) Encorajam a originalidade e a criacao; (6) Encorajam a questdes do tipo 'E se?' ou
'E se nao?'; (7) Sao agradaveis e contém a oportunidade da descoberta.

Para Swan (2005), as tarefas devem ser desenhadas de forma a desenvolverem o pensamento
matematico e, para isso, classifica as atividades desencadeadas pelas tarefas de forma a trabalharem
cinco diferentes formas de pensar. No Quadro 7, a seguir, resumem-se as tipologias de atividades

desencadeadas pelas tarefas, segundo Swan (2005).
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Quadro 7: Tipologia de atividades desencadeadas pelas tarefas - Swan (2005, p. 16)

Os alunos elaboram as classificacdes proprias para objetos da Matematica e aplicam
CLASSIFICAR OBJETOS as classificacdes criadas por outros.
MATEMATICOS Aprendem a catalogar cuidadosamente e a reconhecer as propriedades dos objetos.
Desenvolvem, também, linguagem e definicdes Matematicas.

Os alunos combinam diferentes representacdes da mesma ideia Matematica.
Estabelecem vinculos entre diferentes representacdes e desenvolver novas imagens
mentais para conceitos.

INTERPRETACAO DE VARIAS
REPRESENTACOES

Os alunos decidem se as afirmacdes dadas sdo 'sempre verdadeiras', 'as vezes
verdadeiras' ou 'nunca verdadeiras'.

S&o encorajados a desenvolver argumentos e justificacdes Matematicas rigorosas e
a criar exemplos ou contraexemplos para defender seu raciocinio.

AVALIACAO DE
PROPOSICOES E
CONDICOES

Os alunos criam problemas ou variantes de problemas para outros alunos
resolverem. Isso oferece-lhes a oportunidade de ser criativo e tomar "posse" dos
problemas. Enquanto os colegas tentam resolvé-los, assumem o papel de professor.
0 'fazer' e 'desfazer' processos de Matematica sdo vivenciados pelo exemplo.

CRIAR PROBLEMAS

Os alunos comparam diferentes métodos de resolucdo de um problema, organizar
ANALISAR RACIOCINIOS E solucdes e/ou diagnosticar as causas de possiveis erros nas solugdes.
SOLUCOES Reconhecem a existéncia de caminhos alternativos para a resolucdo de um
problema e desenvolver préprias cadeias de raciocinio.

As atividades ‘classificar objetos matematicos’ promovem o enriquecimento da capacidade de
observacao sobre os objetos que lhe sdo apresentados e, consequentemente, a reflexdo e interpretacao
sobre propriedades, regularidades, formas, semelhancas e comparacéo entre objetos similares. E um
tipo de atividade poderosa, que “ajuda os alunos a entender o significado de diferentes termos e simbolos
matematicos” (Swan, 2005, p. 17). A ‘interpretacdo de representacdes’ permite que sejam partilhadas,
comparadas e interpretadas em grupo e, consequentemente, permite que os alunos construam conexdes
entre as ideias e conceitos. Mais uma vez potencia-se a capacidade da reflexdo e da interpretacdo. A
‘avaliacdo de proposicdes e condicdes’, onde se pede ao aluno para discutir a veracidade das afirmacdes,
desenvolve a capacidade da comunicacao Matematica, bem como a formulacao de conjeturas e provas.
Ao ‘criar problemas’, é dada ao aluno a tarefa de criar os seus préprios problemas matematicos, que
sejam, ao mesmo tempo, desafiadores e que saibam que séo capazes de resolver. Isto permite fazé-los
refletir sobre os seus proprios conhecimentos, dar-lhes consciéncia da quantidade de problemas
resolviveis que se podem criar, encorajar os alunos a considerar contextos apropriados onde a
Matematica pode ser aplicada, ajuda-los a criar uma entidade de ‘posse’ sobre a Matematica que criaram
e desperta-lhes autoconfianca quando explicam aos colegas. Na ‘analise de raciocinios e solucdes’, 0s
alunos comparam diferentes métodos e procedimentos na resolucdo de situacdes problema,
possibilitando o alerta & nao existéncia de um caminho unico, mais uma vez evidenciando a criatividade

em Matematica.
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2.4.3. Tipologia de tarefas segundo Schoenfeld

Para Schoenfeld (1996), o objetivo do ensino da Matematica ndo & sé ensinar a resolver
problemas, “especialmente problemas de outras pessoas” (p. 68). A resolucao de problemas é uma
parte significativa do pensamento matematico e o objetivo do ensino da Matematica ¢é ajudar os alunos
a aprender a pensar matematicamente. Na sua perspetiva, pensar matematicamente envolve duas
dimensdes fundamentais: (1) “Ver o mundo de um ponto de vista matematico (tendo predilecdo por
matematizar: modelar, simbolizar, abstrair e aplicar ideias Matematicas)” (p. 68); (2) “Ter os
instrumentos para tirar proveito para matematizar com sucesso” (p. 68).

Schoenfeld (1992) considera dois tipos de tarefas: exercicios de rotina e problemas. Os exercicios
de rotina sdo, portanto, aqueles em que o contexto problematico indica o tipo de técnica a usar. Os
problemas, que Schoenfeld (1992) denomina como ‘verdadeiros’, sdo inevidentes — ndo rotineiros — e
tém quatro caracteristicas elementares (Schoenfeld, 1996): (1) Sdo acessiveis, de facil compreensao e
nao requerem muito vocabulario ou algebra complexa para progredir dentro deles; (2) Podem ser
resolvidos ou aproximados por varias abordagens, permitindo a compreensado sobre a importancia do
processo e as conexdes entre diversos temas da Matematica; (3) Servem como introducdo a importantes
ideias Matematicas; (4) Sempre que possivel, servem como embrides de ‘exploracdes Matematicas’, que
conduzem os alunos a fazer Matematica.

Os problemas, para Schoenfeld (1992), ndo tém, portanto, um algoritmo padrao para extrair ou
representar a informacdo fornecida, sdo problemas-progresso, ou seja, ndo tém um algoritmo padrao
para serem resolvidos. As instrucdes desta tipologia de tarefa devem favorecer estratégias como tentativa

e erro, procura de padrdes/semelhancas ou trabalhar a partir da conclusao.

2.4.4, Tipologia de tarefas segundo Ponte

Sobe 0 mote de que os alunos aprendem sob o cruzamento de dois fatores: “A atividade que
realizam e a reflexdo que sobre ela efetuam” (Ponte, 2005, p. 1), Ponte define a tarefa como o objetivo
de uma atividade. A tarefa pode ser sugerida pelo professor ou pelos alunos, ou ser até criada numa
base negocial entre professor e alunos, ndo tendo um momento pré-estabelecido para ser introduzida. E
entdo, portanto, “formulando tarefas adequadas que o professor pode suscitar a atividade do aluno”
(Ponte, 2005, p. 1). Ponte (2005) considera existirem duas dimensdes fundamentais nas tarefas: (1) O
grau de desafio matematico; e (2) O grau de estrutura. O autor entende por ‘grau de desafio matematico’
a relacéo que se estabelece com o grau de dificuldade, que varia entre os polos ‘reduzido’ e ‘elevado’;

ja o ‘grau de estrutura’ prende-se com a abertura da tarefa, que pode variar entre os polos ‘aberto’ e
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‘fechado’. Uma tarefa fechada é “aquela onde é claramente dito o que é dado e o que é pedido e uma
tarefa aberta é a que comporta um grau de indeterminacao significativo no que é dado, no que é pedido,
ou em ambas as coisas” (Ponte, 2005, pp. 7-8).

Ponte (2005) na sua analise estabelece uma relacao cruzada entre estas dimensoes, obtendo um
referencial de quatro quadrantes, onde se atribuem os quatro tipos de tarefas definidos segundo este
autor por: (1) Exercicio; (2) Problema; (3) Exploracao; e (4) Investigacdo. Um exercicio é uma tarefa de
grau de desafio reduzido, fechada; um problema é uma tarefa fechada, com grau de desafio elevado;
uma exploracao tem um grau de desafio reduzido, mas é uma tarefa aberta; e uma investigacdo ¢ uma

tarefa aberta, com um grau de desafio elevado.

Figura 1: Relacao entre diversos tipos de tarefas (Ponte, 2005, p. 8)

Desaﬁo‘[eduzido
Exercicio Exploracéo
Fechado < » Aberto
Problema Investigacao
v

Desafio elevado

Se nos focarmos nas tarefas abertas, a diferenca entre as tarefas de exploracao e de investigacao
reside no grau de dificuldade, pelo que se o aluno for capaz de trabalhar imediatamente na tarefa, sem
grande planeamento, estaremos na presenca de uma tarefa de exploracdo. Caso contrario, devemos
referenciar-nos a uma tarefa de investigacdo. Comparando as tarefas de exploracdo com 0s exercicios,
que prendem a sua diferenciacdo pelo grau de desafio, a mesma tarefa pode ter as duas facetas
assumidas, para diferentes alunos a mesma tarefa pode ser um exercicio ou uma exploracdo, depende
dos conhecimentos prévios dos alunos.

Quando o professor planeia uma unidade curricular ou uma ou varias aulas deve considerar fatores
que vao para além da selecao de um dado nimero de tarefas (Ponte, 2005). Nomeadamente, a ordem
curricular, a tipologia de alunos com quem trabalha, as condicoes e recursos que dispde, até o contexto
social que envolve a comunidade educativa. No entanto, antes de qualquer outra coisa, ¢ fundamental
definir de forma mais ou menos explicita qual a estratégia de ensino que ira adotar, tendo por base a

relacao entre a atividade que o professor realiza e a atividade que se espera que o aluno realize.
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Ponte (2005) categoriza as estratégias de ensino em dois tipos: “ensino direto” e “ensino-
-aprendizagem exploratorio” (p. 12). Apresentam-se no quadro a seguir as principais caracteristicas

destas duas estratégias de ensino:

Quadro 8: Caracteristicas das diferentes estratégias de ensino (Ponte, 2005, pp. 12-14)

Ensino Direto Ensino-aprendizagem Exploratério
= O professor assume o papel daquele que = O professor ndo procura explicar tudo;
fornece a informacao; = O professor deixa uma parte do trabalho de
= (O professor apresenta exemplos e comenta descoberta e construcdo do conhecimento para os
situacgoes; alunos realizarem;
= Aceita-se que o aluno aprende ouvindo e = Existem momentos reflexdo, onde o professor
fazendo exercicios; sintetiza as aprendizagens adquiridas pelas
= (O objetivo dos exercicios & memorizar atividades dos alunos;
conceitos e  técnicas  previamente = A énfase é dada as tarefas de exploracao e de
explicadas pelo professor; investigacao;
= As principais tarefas do aluno sdo prestar =  Privilegia-se a discussao entre o professor e o0s
atencdo ao que é dito pelo professor e alunos

responder a questdes;

= Muitas vezes, a resolucdo de exercicios
ganha o lugar central, principalmente os
tipos de exercicios suscetiveis de sair em
teste ou exame.

A estratégia de ensino escolhida pode ser exclusivamente de ‘ensino direto’ ou de ‘ensino-
-aprendizagem exploratdrio’ ou numa espécie de sistema hibrido, que combina os dois. Segundo Ponte
(2005) ha dois fatores decisivos nessa escolha: (1) Como se pretende introduzir a informacao; (2) A
natureza das tarefas propostas e a atividade que desencadeiam.

Num ensino mais direto, em primeiro lugar surge a componente tedrica, apresentada pelo
professor. Os exemplos e explicacdes sdo proporcionados pelo professor. S posteriormente 0s exercicios
tomam lugar. Num ensino-aprendizagem exploratdrio, a teoria e a pratica estao também presentes, mas
noutro formato: “parte-se de atividades em que os alunos sdo chamados a um forte envolvimento, para
se fazer num segundo momento uma discusséao, balanco, clarificacao relativamente ao que se aprendeu”
(Ponte, 2005, p. 15). A aprendizagem do aluno surge assim da reflexdo sobre a atividade que realizou.

Na estratégia de ensino-aprendizagem exploratorio, o destaque € dado a atividades de exploracao
e pode incluir investigacdes, problemas e exercicios.

A realizacdo de tarefas abertas, de caracter exploratorio e investigativo € um elemento

marcante neste tipo de ensino, mas importancia idéntica assumem os momentos de

discussao em que os alunos apresentam o seu trabalho, relatam as suas conjeturas e

conclusodes, apresentam as suas justificacoes e questionam-se uns aos outros e que o
professor aproveita para procurar que se clarifiguem os conceitos e procedimentos, se
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avalie o valor dos argumentos e se estabelecam conexdes dentro e fora da Matematica.
(Ponte, 2005, p. 16)

Escolhida a estratégia de ensino, a planificacao envolve varios momentos de trabalho e a adocéo
de diversos tipos de tarefas, que se adequem aos objetivos curriculares a alcancar. Segundo Ponte
(2005), cada um dos tipos de tarefas desempenha um papel importante no processo de ensino e

aprendizagem, como é ilustrado sucintamente no quadro a seguir:

Quadro 9: A tipologia de tarefas e o papel que desempenham (Ponte, 2005, p. 17)

Tipologia de tarefa Papel que desempenha
S&o importantes para incrementar o raciocinio
matematico, uma vez que este raciocinio se baseia
numa relacédo entre dados e resultados.
S&o essenciais para o desenvolvimento de

Fechada Exercicios e
Problemas

Exploracdes e

Aberta Investigacdes capacidades como a autonomia ou a capacidade de
lidar com situacdes complexas.
. Possibilitam que todos os alunos possam ter um
Natureza mais acessivel Exploragdes e - i
Exercicios elevado grau de sucesso, contribuindo assim para o
progresso da autoconfianca.
Natureza mais desafiante Investigacoes e S&o indispensaveis para que os alunos tenham uma
Problemas verdadeira experiéncia Matematica.

A diversificacao de tarefas tem ainda outros beneficios, permitem que os alunos percebam como
a Matematica ¢ utilizada em diferentes contextos, quer pela aplicacao de tarefas ajustadas ao contexto
real, quer por um enquadramento puramente matematico.

Uma das principais preocupacdes do professor deve ser o doseamento das tarefas que propde e
procurar “encontrar situacdes de aprendizagem de natureza exploratdria que constituam bons pontos de
partida para o estudo de novos assuntos” (Ponte, 2005, p. 18). A selecao de tarefas &, para Ponte, um
elemento fundamental na caracterizacao de qualquer curriculo e é a via pela qual o aluno é chamado a

construir conhecimentos.

2.5. Investigar para aprender Matematica

Ha varios anos que se discute a separacao que existe entre ensinar e investigar, assim como se
pbe em causa a separacdo entre investigar e aprender (Ponte, 2003b). Num ensino-aprendizagem
exploratorio, nao se espera que os alunos descubram as ideias matematicas sozinhos, ou que inventem
conceitos (Canavarro, 2011; Vale & Pimenta, 2012), espera-se que aprendam através do trabalho
realizado, assente em tarefas ricas que fazem despontar ideias matematicas, posteriormente discutidas
coletivamente (Canavarro, 2011; Pires, 2015; Ponte, 2003b). Investigar, ao nivel escolar, ndo significa

necessariamente que tenhamos que lidar com problemas complexos (Costa et al., 2002; Polya, 1995),
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significa que “formulamos as nossas proprias questdes e procuramos responder-lhes de modo tanto
quanto possivel fundamentado e rigoroso” (Costa et al., 2002, p. 1). As tarefas que se propdem aos
alunos sao, portanto, decisérias sobre o tipo de aprendizagem que se lhes procura proporcionar
(Brocardo, 2014; Pires, 2015) e sobre a atividade do aluno e do professor (Oliveira & Borralho, 2014).
Sdo muitos os educadores matematicos que defendem que “para compreender a verdadeira natureza
da Matematica é importante analisa-la numa perspetiva dindmica, procurando compreender a forma
como ela é construida e como evolui” (Fonseca et al., 1999, p. 2). Em suma, deve-se olhar para a
Matematica, fundamentalmente, como uma atividade humana (Fonseca et al., 1999; Oliveira et al.,
1998; Silva & Junior, 2013).

Seguindo a maxima de que “investigar é procurar conhecer o que ndo se sabe” (Ponte, 2003b,
p. 95), a aula de caracter exploratério ou investigativo segue trés fases distintas: (1) Introducéo da tarefa;
(2) Desenvolvimento do trabalho; (3) Discussdo final e apresentacéo de resultados (Fonseca et al., 1999;
Oliveira et al., 1998).

Na introducado da tarefa, o professor deve procurar clarificar a tarefa e explicitar o tipo de trabalho
que quer ver ser desenvolvido. E nesta fase que o professor tem a oportunidade de criar um ambiente
favoravel ao desenvolvimento do trabalho dos alunos e marca a sua forma de atuacao (Oliveira et al.,
1998). A introducdo da tarefa pode ter diferentes abordagens. Pode-se optar por entregar o enunciado
da tarefa em papel e fazer a sua leitura com o grupo turma ou até apresentar o enunciado por escrito
sem que haja qualquer discussao inicial (Fonseca et al., 1999). A forma de introducao da tarefa podera
ditar a necessidade de maior ou menor apoio por parte do professor.

A fase de desenvolvimento do trabalho ¢ 0 momento onde se procura que o aluno consiga assumir
uma atitude investigativa. E nesta fase que os alunos irdo reconhecer a situacdo, explorar e criar
conjeturas, formular as préprias questdes, testar, discutir e provar conjeturas (Ponte, 2003b).

Manson et al. (2010) referem haver trés momentos principais numa investigacdo matematica, por
eles denominadas por ‘Entrada’, ‘Ataque’ e ‘Revisdo’. O momento ‘Entrada’ deve existir, por forma a
preparar as condicdes favoraveis para um momento ‘Ataque’ eficiente. O trabalho desenvolvido durante
a ‘Entrada’ tem muito a ver com a compreensao do que exatamente é proposto e a decisdo do que se
vai fazer. A abordagem a situacao problema deve ser feita de duas formas, “absorver a informacéo dada
e perceber o que realmente a questao pergunta” (Mason et al., 2010, p. 26). Durante este momento é
onde normalmente se faz a preparacao para a abordagem, respondendo a perguntas do tipo “o que

sei?”; “o que quero?” e “o que posso introduzir?”. Para tal, podemos tentar reproduzir a pergunta,
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escrever por palavras préprias o que se sabe, introduzir diagramas ou esquemas, simbolos ou letras para
representar variaveis, introduzindo assim uma notacao a situacao problema.

Apos a apropriacao da situacdo problema, parte-se para o momento ‘Ataque’. E neste momento
que “pode ocorrer a atividade matematica” (Mason et al., 2010, p. 35). Sucintamente, é neste momento
que ha o desenvolvimento de conjeturas, a realizacdo de testes e eventuais refutacées de conjeturas
e/ou formulacdo de novas conjeturas, justificacdes convincentes e generalizacdes (Mason et al., 2010;
Ponte, 2003b). Durante o ‘Ataque’ ha diferentes abordagens que se podem tomar, diferentes planos que
se podem seguir e tentar, ja que é usual seguir por ‘caminhos sem saida’ (Mason et al., 2010). No
decorrer do momento ‘Ataque’, o trabalho pode variar entre ‘caminhos sem saida’ e ‘descobertas’ ou
aquilo que podemos chamar de ‘surpresas de compreensao’, os quais Manson et al. (2010) chamam
de momentos ‘stuckl’ e ‘Aha\’. Ponte (2003a) subdivide este momento em trés submomentos distintos,
separando a formulacdo de conjeturas da realizacdo de testes e das provas ou justificacdes,
salvaguardando que estes momentos podem ocorrer de forma mais ou menos desordenada.

O terceiro momento referido por Mason et al. (2010), a ‘Revisao’, é naquela onde se verifica o
trabalho, se reflete sobre as ideias e momentos chave e onde, eventualmente, ocorrem generalizacdes.
Na ‘Revisdo’ deve-se confirmar a aritmética e a algebra em busca de possiveis erros, verificar se os
argumentos fazem sentido, assim como se as conjeturas sao plausiveis, e se o pretendido foi alcancado
ou se foi alcancado um resultado particular.

Durante a fase de desenvolvimento do trabalho na aula de carater exploratério e investigativo, os
alunos poderdo ter a tendéncia a recorrer ao professor, muitas vezes no sentido de procurar uma
validacdo das suas ideias ou processos (Fonseca et al., 1999). O professor deve ter, fundamentalmente,
uma postura de orientador, na procura de “ajudar a ultrapassar certos blogueios ou a tornar mais rica a
sua investigacdo” (Oliveira et al., 1998, p. 4), potenciando a autonomia dos alunos e a aprendizagem
com compreensao (NCTM, 2007).

A terceira fase de uma aula de carater exploratorio e investigativo prende-se com a discusséao final
e a apresentacao de resultados. Nesta fase, o professor deve surgir como um moderador, procurando
potenciar a comunicacdo entre os alunos (Fonseca et al., 1999). Por seu lado, os alunos sao
confrontados com diferentes conjeturas, abordagens, estratégias e possiveis conclusdes. Explanando as
suas ideias e o seu trabalho, séo estimulados a argumentar e a criar uma base solida de compreensao
sobre o que defendem (Fonseca et al., 1999; NCTM, 2007; Vale & Pimentel, 2012). O incentivo do
desejo natural de compreensao do aluno sobre aquilo que se pede que ele aprenda é o meio para um

ensino da Matematica bem-sucedido (NCTM, 2007).
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Ha, portanto, trés concecdes fundamentais numa aula investigativa: (1) A tarefa de investigacao;
(2) A atividade investigativa; (3) A comunicacdo (Costa & Silva, 2019). A tarefa de investigacao ¢é a
situacao problema de estrutura aberta, onde a sua forma permite a existéncia de diferentes caminhos
para diferentes possiveis solucdes (Ponte, 2005). A atividade investigativa é o conjunto de procedimentos
levados a cabo pelos alunos para uma aprendizagem baseada no fazer e pensar matematicamente, onde
0s alunos se envolvem numa forma de pensar prépria de um investigador: elaborar questdes, procurar
conjeturas, argumentar e fundamentar conclusdes (Costa & Silva, 2019). A comunicacdo, seja ela oral
ou escrita, é a forma como os alunos se envolvem na discussdo de ideias, na argumentacao e prova de
conjeturas, bem como, a interacao entre pares ou com o professor, permitindo uma participacdo ativa
do aluno no processo de ensino-aprendizagem (Costa & Silva, 2019).

A atividade investigativa na sala de aula de Matematica constitui um ponto de partida da atividade
matematica dos alunos (Ponte & Serrazina, 2000). Uma vez que é realizada pelo aluno, esta torna-se o
marco basilar da sua aprendizagem (Ponte & Serrazina, 2000). Em defesa desta tese, Ponte et al. (2003)

afirmam que a atividade investigativa
Ajuda a trazer para a sala de aula o espirito da atividade matematica genuina, constituindo,
por isso, uma poderosa metafora educativa. O aluno é chamado a agir como um
matematico, ndo s6 na formulacdo de questdes e conjeturas e na realizacdo de provas e

refutacdes, mas também na apresentacdo dos resultados e na discussdo e argumentacao
COMo 0S seus colegas e o professor. (p. 23)

S&o varios os autores que acreditam que a melhor forma de aprender Matematica é fazendo
Matematica. Polya (1995) acredita que a Matematica & uma ciéncia rigorosa, mas é também uma ciéncia
experimental e indutiva, € uma ciéncia em construcao. Nao se espera, no entanto, que os alunos se
tornem matematicos, espera-se que aprendam a ser como um (Canavarro, 2011; Vale & Pimentel,
2012). Na perspetiva de Vale e Pimentel (2012), pretende-se que os alunos participem no “processo de
invencao e descoberta, no refinamento dos métodos e das formas de representacao, colaborar, duvidar,
criticar e ser persistente a resolver problemas” (p. 348).

O documento orientador das ‘Aprendizagens Essenciais para o 12.° ano de Matematica A’ (2018),
assinala ser fundamental que os alunos “se envolvam em discussoes e atividades estimulantes e que
nao se sobrevalorizem as competéncias procedimentais sem a compreensao dos principios matematicos
subjacentes” (MEC, 2018, p. 3). As tarefas de natureza aberta, como as exploracdes ou investigacoes,
permitem formas de trabalho desafiantes, que estimulam a criatividade, a experiéncia da descoberta e
consequentemente uma maior compreensao dos temas em estudo (Costa & Silva, 2019; Pires, 2015;

Ponte, 2003a).

30



2.6. Estudos empiricos sobre tarefas de estrutura aberta e Funcdes Trigonométricas

Trigonometria € um tema muito trabalhado durante o ensino secundario, o seu destaque deve-se
as ligacbes que proporciona entre a Geometria, a Algebra e as representacdes graficas, e pode ainda
servir como um importante precursor do Calculo e, também, de estudos superiores relacionados com
Engenharia ou Arquitetura (Maknun et al., 2019). Varios estudos sobre a utilizacao de tarefas de estrutura
aberta em contexto de ensino e aprendizagem da Matematica, em particular da Trigonometria,
consideram esta tipologia de tarefa um potenciador de desenvolvimento de multiplas capacidades,
contribuindo para um conhecimento baseado na exploracdo e compreensao de conceitos,
proporcionando aprendizagens mais significativas (eg., Brocardo, 2001; Henriques, 2012; Price &
Jaarsveld, 2017). Nao obstante, estes estudos mostram, também, haver dificuldades intrinsecas por
parte dos alunos na realizacdo desta tipologia de tarefas.

Num estudo com alunos universitarios da area da Analise Numeérica, Henriques (2012) procura,
utilizando tarefas de investigacdo, compreender de que modo a realizacdo desta tipologia de tarefa pode
influenciar no desenvolvimento do raciocinio matematico dos alunos. Durante a investigacao foi pedido
aos alunos que procurassem regularidades, observassem exemplos, estabelecessem diagramas visuais
ou sequéncias numéricas ou calculos simples. A autora percebeu que os alunos formulavam conjeturas
como afirmacdes e aceitavam-nas como conclusdes, ndo mostrando necessidade de testar ou justificar.
Aponta como possivel razdo a concecdo que os alunos tém de resolver uma tarefa como processo de
obtencao de resultados. Comportamento que, segundo a autora, melhorou ao longo da intervencéo. No
entanto, muitas vezes as suas justificacdes, geralmente ndo espontaneas, coincidiam com os testes das
conjeturas. Com efeito, a autora afirma que os alunos ndo sentem necessidade de justificar conjeturas
que lhes parecem verdadeiras apds a realizacado de testes. Henriques (2012) refere ainda que para a
realizacao das tarefas de investigacao propostas, os alunos deveriam ter dominio da linguagem algébrica,
de forma a facilitar o pensamento dedutivo e, consequentemente, o processo de generalizacao e
justificacao das conjeturas. Nao obstante, pelo trabalho desenvolvido pelos alunos ao longo da
intervencao, a autora conclui que as tarefas de investigacao evidenciaram ter o potencial de promover o
raciocinio matematico, “desenvolvendo a sua compreensao de varios processos que caracterizam a
atividade matematica” (Henriques, 2012, p. 160).

A auséncia de formulacédo de conjeturas também é notada por Brocardo (2001), no seu estudo
com alunos de 8.° ano, sobre investigacdes na aula de Matematica. Neste estudo, a autora teve como

objetivo perceber que caracteristicas assume a atividade investigativa dos alunos e quais as suas
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potencialidades na aprendizagem da Matematica. A autora percebeu que os alunos tém uma ideia muito

forte de que uma tarefa em Matematica

Implica a procura de respostas/conclusdes e que a evolucdo para uma postura realmente
investigativa em que formulam conjeturas e desenvolvem varios ciclos de confirmacao ou
refutacao destas, € um processo demorado e que tem de ser objeto de um trabalho explicito
por parte do professor. (Brocardo, 2001, p. 540)

Percebeu também que os alunos, inicialmente, ndo olhavam para a tarefa como um todo e que o
abandono do trabalho marcado por resposta alinea a alinea foi resistente ao longo da intervencao.
Brocardo (2001) afirma que, ao longo da intervencédo “foi sempre mais natural para os alunos propor
afirmacdes do que questdes” (p. 539) e que os alunos tinham tendéncia a assumir as conjeturas como
conclusdes, testando-as com recurso a poucos exemplos. A prova das conjeturas ¢ tida pelos alunos
como “uma complicacdo desnecessaria” (p. 544) e, se a conjetura resistiu a sucessivos testes nado faz
sentido a necessidade de prova. Esta postura, segundo a autora, foi-se alterando ao longo da intervencéo.
No entanto, aponta que os alunos so6 faziam a prova das conjeturas quando solicitado. Nao obstante,
Brocardo (2001) conclui que esta tipologia de tarefas motiva os alunos, favorece o ambiente de
aprendizagem, desenvolve capacidades e facilita a aprendizagem, potenciando a compreensao sobre a
atividade matematica.

Branco (2013), num ensaio com alunos de 10.° ano, afirma que estes ja haviam trabalhado com
investigacbes matematicas no 9.° ano, procurou perceber que dificuldades os alunos mostram ter
quando trabalham com tarefas de exploracdo e de investigacdo. A autora refere, assim como Brocardo
(2001), que os alunos exploravam questao a questdo, sem olharem para a investigacdo como um todo,
era-lhes mais natural formular afirmacdes em vez de questdes e que, apesar da formulacdo de conjeturas
ser natural, a sua veracidade era tida com base em poucos testes. Ao nivel das justificacdes ou provas
de conjeturas, Branco (2013) percebe que os alunos ndo consideram esta fase relevante. A autora
referencia ainda que os alunos nao atribuem muita importancia a introducéo da tarefa e que durante o
desenvolvimento da tarefa, ndo registavam a maioria das conjeturas que se mostraram falsas.

Num estudo com alunos de 11.° ano sobre o uso de open-response Tasks (tarefas de resposta
aberta) como instrumentos de revelacdo sobre a compreensao conceptual dos alunos na Trigonometria,
Price e Jaarsveld (2017) estipularam dois objetivos principais: (1) Perceber de que forma os alunos
revelam compreensdo conceptual com a realizacdo das tarefas; (2) Perceber de que forma o
desenvolvimento da compreensao conceptual é revelada por meio das tarefas. As principais conclusoes
apontam que esta tipologia de tarefa revela a profundidade e o desenvolvimento dos alunos na

conceptualizacao da Trigonometria e que quando os alunos sao deixados sozinhos, sem orientacao
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especifica, articulam o que sabem, através de palavras, simbolos, diagramas ou uma combinacédo dos
anteriores. O “grau de articulacao correspondente a definicdo do conceito relaciona-se com a precisdo e
a profundidade dos seus conhecimentos conceptuais” (Price & Jaarsveld, 2017, p. 16).

Numa investigacao envolvendo, também, alunos do ensino secundario, Maknun et al. (2019)
efetuaram um estudo sobre o impacto do trabalho investigativo dos alunos sobre a relacdo da
Trigonometria Triangular, a definicao circular das razdes trigonométricas e, a posterior, ligacdo com as
Funcdes Trigonométricas. Segundo os autores, os alunos mostravam ter dificuldade em distinguir os
diferentes contextos da Trigonometria: a Trigonometria concebida no contexto da relacdo das razdes
entre lados de um triangulo retangulo e um angulo agudo do triangulo e a Trigonometria concebida no
contexto das funcdes, onde se estipula uma correspondéncia entre dois conjuntos (o dominio e um
intervalo de numeros reais). Neste enquadramento, os alunos eram, preferencialmente, propensos a
erros ou equivocos de compreensao no contexto das Funcdes Trigonométricas (Maknun et al., 2019).
Este estudo mostrou que os alunos tinham dificuldades em distinguir os dois contextos
supramencionados. A titulo de exemplo, os autores referem que quando questionados sobre a solucdo

de sinx = % 0° < x < 360° os alunos responderam que tinha de ser 30°. Embora 30° seja solucao,

nao é a unica solucdo, mostrando que o seu conhecimento conceptual esta ligado ao contexto da
Trigonometria no triangulo. Na representacao grafica da funcao seno, os autores referem que os alunos

se referiam ao eixo dos xx como o eixo dos “graus”, em vez de numeros reais e que, por esse motivo,
oo . . o1
para escreverem coordenadas arbitrarias de y = sinx, os alunos escreviam, por exemplo, (30 3)

Durante a realizacao das tarefas investigativas, os autores, perceberam existir uma maior propensao
para o surgimento de um comportamento investigativo, com o surgimento de questdes por parte dos
alunos. No entanto, observaram dificuldades ao nivel do trabalho de grupo, onde alunos com maiores
habilidades tinham tendéncia a trabalharem individualmente. Chegaram a duas conclusdes
fundamentais: (1) A tarefa proporcionou maior compreensdao sobre a definicdo das razdes
trigonométricas no circulo; (2) A tarefa proporcionou uma maior compreensao sobre a ligacdo entre as
coordenadas dos pontos (x, sinx) e a razao trigonométrica seno na definicao circular.

Numa investigacao envolvendo alunos do ensino secundario, Bornstein (2020) realizou um estudo
sobre o impacto da exploracdo do tema das transformacoes de Funcdes Trigonométricas com recurso a
tecnologia e a realizacdo de Aich Tasks (tarefas ricas), onde utilizou o software TrigReps para efetuar a
recolha e o tratamento de dados. Este estudo teve como objetivo ajudar os alunos a compreender as
propriedades das transformacdes de funcdes em detrimento da sua memorizacdo, mais concretamente,

ajudar os alunos a perceber as propriedades das transformacdes sobre os graficos das Funcdes

33



Trigonométricas e raciocinar com base nessas propriedades. Nas conclusdes da investigacao, Bornstein
(2020) refere que, com a ajuda do software, os alunos puderam representar um grande numero de
graficos em pouco tempo, permitindo-lhes analisar multiplas transformacdes ocorridas nas
representacdes graficas. O software utilizado relaciona a definicdo circular do seno, a representacéo
grafica da funcao seno transformada, a representacéo algébrica e a aplicacdo dessa funcao ao som. No
entanto, o autor aponta dificuldades relacionadas com o conhecimento conceptual, nomeadamente, a
compreensao sobre a relacao entre o circulo trigonométrico, a definicdo circular do seno e o circulo de
raio um. No final da tarefa, Bornstein (2020) afirma que os alunos revelaram ser capazes de prever o
comportamento de uma Unica transformacao sobre o grafico da funcéo, tendo a tarefa possibilitado a
oportunidade de perceber conexdes entre as representacdes algébricas, graficas, no circulo
trigonométrico e o audio resultante das transformacdes sobre a funcao seno, apesar dos alunos tirarem
conclusdes com recurso a poucos testes.

Em suma, com base nos resultados de diferentes estudos empiricos, podemos perceber que 0s
alunos manifestam dificuldades de diferentes naturezas quando realizam tarefas de estrutura aberta, em
particular, quando realizam tarefas de estrutura aberta em temas relacionados com a Trigonometria.
Algumas dificuldades apresentadas estdo ligadas a aspetos especificos da realizacado desta tipologia de
tarefa, outras estdo ligadas a dificuldades ao nivel conceptual do contetdo em estudo. Os alunos tendem,
portanto, a mostrar propensao para formular afirmacdes em vez de questdes. Geralmente, tiram
conclusdes com base num numero reduzido de testes e ndo sentem necessidade de formulacdo de prova
ou justificacdo das conjeturas que tomam como verdadeiras. No que diz respeito a Trigonometria ou ao
tema das Funcdes Trigonométricas, os alunos mostram ainda ter dificuldades ao nivel conceptual,

dificultando, inicialmente, a progressao e a articulacdo na exploracao das tarefas.
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CAPITULO 3

ENQUADRAMENTO CONTEXTUAL

Neste capitulo, pretendo explanar a conjuntura educativa e social vivenciada pelos alunos durante
0 ano letivo em que fiz a implementacao do meu projeto de intervencao pedagogica. Apresento o contexto
politico que a escola enfrentou, a oferta educativa, a oferta tecnolégica e a oferta de participacdo
comunitaria. Apresento a caracterizacdo da turma e uma breve analise sobre as avaliagcdes sumativas ao
longo do secundario. Explano o plano da intervencdo pedagogica, as metodologias de ensino e

aprendizagem aplicadas e, ainda, as estratégias de avaliacao da acao.

3.1. Caracterizacao da escola

A escola onde implementei 0 meu projeto de estagio € uma escola secundaria situada em zona
urbana, a sua origem remonta a 1884, altura em que era uma escola ligada ao ensino técnico.
Atualmente, a oferta educativa é mais alargada. Esta escola oferece aos seus alunos os trés cursos
cientifico-humanisticos: Ciéncias e Tecnologias, Economia e Linguas e Humanidades. Consagra escolhas
profissionais entre seis cursos profissionais, num leque de Artes, Desporto, Turismo, Secretariado e
Eletronica. A Robdtica, o Teatro, a Arqueologia, o Ambiente, a Literatura e o Desporto Escolar sdo também
valorizadas nesta instituicao através de clubes e oficinas, nas quais os alunos podem participar a nivel
extracurricular. As instalacdes atuais foram inauguradas em 1980 e sofreram requalificacdo no ano letivo
2010/2011. A escola entrou em processo de um Agrupamento de Escolas no ano de implementacéo do
meu projeto, situacdo que se mostrou do desagrado da populacdo escolar e que foi vivida com
intensidade pela comunidade escolar.

Nesta escola, € visivel a consciéncia da importancia e do desenvolvimento da tecnologia na
sociedade atual, esta equipada e mantém-se atualizada: tem um sitio na /nfernet, com informacao
disponivel para toda a comunidade, desde o projeto educativo, o regulamento interno, informacao sobre
e para docentes, disciplinas, noticias de atividades da escola e até a legislacéo pertinente no contexto
escolar. Disponibiliza a plataforma Moodle e o livro de ponto on-line. Todas as salas de aulas estéo
equipadas com um computador e um videoprojector. Algumas salas estao, também, apetrechadas por
um quadro interativo. Dispde ainda de uma biblioteca equipada com computadores, dois laboratorios
multimédia, quatro laboratérios de Aardware e quatro de software, uma sala de musica com estudio para
radio e televisao, e ainda um estudio de radio gerido pela associacao de estudantes. Atualmente, além

do sitio na /nternet e todos os equipamentos fisicos, dispde também de paginas nas redes socias, /nternet
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WiFipor todas as zonas da escola, numa clara procura de aproximacao de comunica¢éo com o0s alunos
e respondendo as novas necessidades.

No inicio do ano letivo, contava com cerca de mil e trezentos alunos. Apds o processo de
agrupamento este numero foi em muito ultrapassado. J& quanto aos docentes, para o ano letivo em
questao, a escola tinha cento e noventa e sete, dos quais dezanove eram do grupo de Matematica.

Ao nivel social, a escola contava com um gabinete de apoio educativo especializado em surdez,
que auxiliava os alunos da turma com Necessidades Educativas Especiais.

A escola encontrava-se também envolvida em varios projetos com a comunidade n&o escolar,
nomeadamente em parceria com lares de idosos, com o Instituto do Sangue e com a Caritas
Arquidiocesana de Braga. Participava em exposicoes, espetaculos e concursos, como o Plano Nacional
de Leitura e o projeto Crescer com as Arvores. E uma escola que, desenvolve um projeto educativo com
grande envolvimento dos alunos nos projetos extracurriculares, proporcionando uma formacéao integral:
técnica e de cidadania. De facto, pela qualidade dos resultados, pela prestacdo de servico educativo e
pela lideranca e gestao, esta escola foi avaliada em Muito Bom nos niveis de autoavaliacéo, lideranca e
gestdo, prestacao de servico educativo e Bom no nivel resultados, na avaliacdo externa de 2018.

Toda a dinamica da escola era propicia a criacéo de atividades extracurriculares e acolhidas com
entusiasmo. No que alude ao Nucleo de Estagio de Matematica, nesse ano, organizamos o Canguru
Matematico, as Olimpiadas da Matematica, um Torneio de Xadrez aberto a outras escolas e que contou
com a participacdo de cento e vinte alunos. Organizamos também uma visita de estudo a exposicédo
“Atractor”, na Reitoria da Universidade do Porto. Tais experiéncias considero que sao essenciais na

formacao enquanto professora.

3.2. Caracterizacao da turma

A turma onde implementei o meu projeto é do 12.° ano, integrando 31 alunos do curso Cientifico-
-Humanistico de Ciéncias e Tecnologias, onde a disciplina de Matematica A fazia parte do curriculo. A
turma tinha ainda mais oito alunos externos que lhes foi dada autorizacao para assistirem as aulas.

As idades dos alunos da turma estdo compreendidas entre os 16 e os 18 anos, prevalecendo os
alunos com 17 anos (84%). Relativamente ao género, 81,48% sao do sexo feminino. Todos os alunos da
turma pretendiam ingressar no Ensino Superior. No entanto, 72% declara nao saber qual o curso que
pretende seguir. Do que fui observando em contexto de sala de aula, ao longo do ano, nao ha casos de
comportamento inadequado na turma. Em geral, estes alunos sao interessados e com uma atitude

motivada face aos conteudos lecionados. Contudo, como ja referi anteriormente, mostram passividade
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na construcao do conhecimento, nao se tornando agentes ativos da sua prépria aprendizagem. Nas
reunides de avaliacdo, outros professores comentavam nao haver problemas de comportamento, no
entanto, referiam ser uma turma com alunos que se distraem muito.

Dos alunos da turma, sete ja tiveram uma retencao durante o secundario, treze consideram que
Matematica é a disciplina que sentem mais dificuldade e seis como sendo a sua disciplina preferida.
Importa referir que vinte e um alunos tém acompanhamento ao estudo de Matematica fora da escola.
Todos tém computador em casa, havendo apenas um que nao tem acesso a /nternet.

Os alunos tém cinco disciplinas, o que lhes permite sé terem aulas durante o periodo da manha.
O seu horario escolar era compreendido entre as 8h20m e as 13h20m.

Relativamente ao meio familiar e econdmico, todos os alunos vivem com ambos 0s pais € seis ndo
tém irmaos. A idade média das maes é de quarenta e sete anos e dos pais quarenta e oito anos. Nove
maes e nove pais tém formacado superior. Sete alunos tém subsidio. Quatro tém a mae em situacao de
desemprego e dois o pai. Nenhum agregado acumula situacdo de desemprego em ambos os pais. Os
alunos residem a uma média de cinco quilémetros da escola, com mediana de cinco quilometros e meio.

Relativamente & avaliacdo sumativa da disciplina de Matematica dos alunos ao longo do

secundario, verifica-se algumas variacdes (Tabela 1).

Tabela 1: Sintese das avaliacdes sumativas de Matematica dos alunos da turma

10° 11° 12°
Média (i) 12,43 12,07 13,13
Desvio Padrao (o) 3,4 3,69 3,68
Negativas 5 8 4
Positivas 23 20 19
Superior a 15 valores 4 5 6

Da analise dos dados da Tabela 1, constata-se que a média das avaliacbes da turma varia pouco
ao longo dos trés anos do ensino secundario, mantendo-se entre os doze e os treze valores.

A variacao dessas avaliacdes em relacao a média é ligeiramente superior nos 11.° e 12.° anos em
relacdo ao 10.° ano, o que faz concluir que as avaliacdes dos alunos da turma sao heterogéneas.

Houve um aumento de cerca de 11% do numero de negativas e 3,5% do nimero de classificacdes
acima de quinze valores. Estas diferencas sao atenuadas do 11.° para o 12.° ano. Do que podemos
constatar da analise dos dados, cinco alunos anularam a disciplina no 12.° ano, o0 que provocou um
ligeiro decréscimo do desvio padrdo, do 11.° para o 12.°. Considerando estes cinco alunos, verifica-se
gue o numero de negativas aumentou ao longo dos trés anos, bem como o nimero de alunos com notas
superiores a quinze. O que mais uma vez leva a concluir a heterogeneidade da turma no que diz respeito

a avaliacao sumativa e, consequentemente, quanto a apropriacao dos conteudos.
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3.3. Plano geral de intervencao

Neste subcapitulo sao descritas as metodologias de ensino e de aprendizagem utilizadas durante

a intervencao pedagodgica, assim como as estratégias de intervencéo e de avaliacdo da acdo pedagogica.

3.3.1. Metodologias de ensino e aprendizagem

Durante a planificacdo das aulas mantive a preocupacado de desenvolver a minha intervencao
pedagobgica segundo as orientacbes contemporaneas para o ensino de Matematica e, sempre, em mente
tratar-se de um 12.° ano, fim de ciclo, com o culminar do ano escolar num exame nacional, cuja
relevancia esta fortemente ligada as escolhas sobre o futuro destes alunos.

Deve fazer parte das preocupacdes do professor propor aos alunos tarefas de diferentes naturezas,
que promovam o desenvolvimento de diferentes competéncias, que enriguecam as aprendizagens
académicas e que promovam o crescimento de seres humanos conscientes de si proprios e do que os
rodeia. As orientacdes sobre as competéncias-chave para o séc. XXI apontam para a formacao de
individuos capazes de pensar de forma critica e criativa, que tenham a capacidade de resolver problemas
complexos, que sejam capazes de se adaptar a situacbes novas, que consigam comunicar
assertivamente e que tenham a capacidade de colaborar com os demais. A literatura aponta que, no
ensino e aprendizagem da Matematica, devemos proporcionar aos alunos experiéncias diversificadas,
desafiantes, que promovam a atividade dos alunos e que elevem o pensamento dos alunos para niveis
de maior compreensao e apropriacao do que lhes € ensinado, porque, na verdade, “ser competente num
dominio tao complexo como a matematica envolve a capacidade de usar o conhecimento com
flexibilidade” (NCTM, 2007, p. 21). Sé através da compreensao os alunos “sédo capazes de resolver 0s
novos tipos de problemas que, inevitavelmente, irdo enfrentar no futuro” (NCTM, 2007, p. 22).

Por todas estas razoes, durante a intervencao pedagdgica, foram propostas aos alunos tarefas de
estrutura aberta, tendo por base a ideia de que o aluno é o promotor da propria aprendizagem. O NCTM
(2007) orienta-nos que “os alunos devem aprender matematica com compreensdo, construindo
ativamente novos conhecimentos a partir da experiéncia e de conhecimentos prévios” (p. 21). O aluno
deve, portanto, ser o agente ativo na procura, descoberta e construcao do conhecimento matematico
(Jesus & Pinto, 2019; Ponte, 2003a). Quando confrontados com situacdes problema, em particular,
situacdes de investigacao, os alunos adquirem “modos de pensar, habitos de persisténcia e curiosidade,
e confianca perante situaces desconhecidas, que lhes serao muito Uteis fora da aula de Matematica”

(NCTM, 2007, p. 57).
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As aulas, com recurso a tarefas de exploracao ou investigacao, seguem trés momentos principais,
gue nao sao necessariamente imisciveis: (1) A introducéo da tarefa; (2) O desenvolvimento da tarefa; e
(3) A apresentacao e discussao de resultados (Fonseca, et al., 1999; Oliveira, et al., 1998). Durante o
desenvolvimento da tarefa, desempenhei o papel de orientador, acompanhei os trabalhos dos alunos no
sentido de os ajudar a ultrapassar blogueios ou tornar a exploracdo ou investigacdo mais rica (Fonseca,
et al., 1999). Durante a apresentacéo de resultados, incentivava a discussao da turma sobre estratégias,
hipoteses e justificacdes dos diferentes alunos ou grupos, desempenhando o papel de moderador. Nesta
fase, procurava desenvolver nos alunos a capacidade de comunicar e argumentar em Matematica

(Oliveira et al., 1998).
Trabalho de grupo

Na realizacao das tarefas de exploracdo ou de investigacao, durante a intervencédo pedagogica, os
alunos foram organizados em pequenos grupos, criando assim um ambiente propicio a discussdo e troca

de ideias, a argumentacao, a criacao e justificacdo de conjeturas. Ponte et al. (1997) defendem que

Trabalhar em pequeno grupo permite aos alunos expor as suas ideias, ouvir 0s seus colegas,
colocar questdes, discutir estratégias e solucdes, argumentar e criticar argumentos. Em
pequeno grupo, torna-se mais facil arriscar os seus pontos de vista, avancar com as suas
descobertas e exprimir o seu pensamento (p. 19).

Segundo o NCTM (1994), “trabalhar em grupo é uma excelente forma de levar os que estdo a
aprender a fazer exploracdes, desenvolver argumentos matematicos, formular conjeturas, validar
possiveis solucdes e encontrar conexdes entre diferentes ideias matematicas” (p. 131). O trabalho de
grupo surge como uma metodologia que oferece inimeras vantagens que ndo estao disponiveis quando
se trabalha individualmente. Para além de toda a comunicacao matematica envolvida quando se trabalha
entre pares, o trabalho de grupo possibilita o desenvolvimento do respeito pelo ponto de vista dos outros
e 0 possivel surgimento de novas ideias, operando no desenvolvimento de competéncias
comportamentais, de conduta e atitudes. Enquanto professora, recorria a “pedagogias diferenciadas que
perspetivem a progressao individual dos alunos, num contexto educativo e sociocultural frequentemente
heterogéneo” (Pato, 2001, p. 9). Com efeito, “sermos capazes de aprender a relacionarmo-nos e a
cooperar com 0s outros, aparece cada vez mais como uma das dimensdes axiais numa sociedade
multirracial e multicultural” (Bessa & Fontaine, 2002, p. 47). Na época atual, a sociedade impde nos
sujeitos, nos mais variados contextos, sejam eles laborais, escolares ou familiares, a capacidade de

colaborar com os de mais (Pereira et al., 2017).
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Dada a reconhecida importancia no trabalho de grupo cooperativo e certa do contributo positivo
na aprendizagem dos alunos, durante a intervencao pedagogica, propus aos alunos diferentes modos de
interacao, com momentos individuais, em diades e, fundamentalmente, em pequenos grupos de trés a

quatro elementos.
Apresentacdo de conclusoes e discussoes no grupo-turma

Os momentos de discussdo no processo de ensino e de aprendizagem da Matematica sao tidos,
por muitos autores, ndo s6 como importantes, como também fundamentais (Fonseca et al., 1999; Jesus
& Pinto, 2019; NCTM, 2007, 1994; Ponte, 2005). O valor da interacdo social na sala de aula de
Matematica, nomeadamente a discussdo coletiva, assume o papel, segundo Guerreiro e Serrazina
(2018), de “uma corrente de investigacdo com expressdo significativa em educacdo matematica”
(p. 70). Com efeito, Ponte e Serrazina (2000) defendem que “o professor deve conduzir a comunicacao
na aula de Matematica de modo que os alunos oicam, respondam, comentem e facam perguntas uns
aos outros” (p. 6). No seio do grupo, os alunos desenvolvem competéncias através da troca de ideias e
do dialogo (Pocinho, 2018). A resolucao de situacdes problema na aula de Matematica deve ser uma
atividade interpessoal, e explicar e discutir em pequeno grupo proporciona a confianca para uma
posterior discussdo com o grupo-turma (Branco & Maritinho, 2015).

0 momento de discussao no grupo-turma traz contributos fortes para a aprendizagem dos alunos,
uma vez que propiciam o surgimento de processos de negociacdo sobre conceitos matematicos. E,
também nestes momentos, que se formaliza e clarifica os raciocinios e as conclusdes (Rodrigues et al.,
2014). E, igualmente, nesta fase que o professor procura chamar a atencéo dos alunos para pontos
relevantes do trabalho desenvolvido e estimula os alunos a interrogarem as afirmacdes dos colegas
(Oliveira et al., 1998).

Por toda a envolvéncia gerada em torno das ideias matematicas, que nascem no trabalho
investigativo dos alunos e pela importancia dos momentos de discussao coletiva no ensino e na
aprendizagem de Matematica, que esta metodologia foi exercitada durante a intervencao pedagogica.
Despois da tarefa ser debatida e realizada cooperativamente em pequeno grupo, eram apresentadas as
conclusdes por diferentes elementos de cada grupo e debatidas as ideias e conclusdes a que chegaram,

culminando na formalizacao dos conceitos matematicos trabalhados na tarefa.

3.3.2. Estratégias de avaliacao da acao

As ideias principais de uma investigacao, segundo Flick (2005), assentam numa boa escolha de

métodos e teorias adequadas, na reflexao do investigador sobre a investigacao, na identificacao e analise
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de diferentes perspetivas de quem participa € na variedade de métodos de recolha. Os métodos de
recolha de dados, segundo Hérbert et al. (1995), podem ser categorizadas em trés tipos: (1) Analise
documental, ou seja, as reproducdes escritas de quem participa; (2) Inquéritos, que podem ser através
da escrita (questionario) ou oral (entrevista); (3) Observacdo. Tendo como referéncia as orientacoes
destes autores e tendo como principal propdsito dar resposta as perguntas de investigacao que orientam
este estudo, enquanto métodos de recolha de dados, ao nivel de analise documental, foram analisadas
todas as reproducdes dos alunos na realizacao das tarefas de exploracao ou de investigacdo, bem como
os trabalhos de investigacdo realizados em grupo fora da sala de aula. Ao nivel de inquéritos, foram
analisadas todas as repostas a um questionario escrito, facultado aos alunos no final da intervencéo
pedagogica. Ao nivel das observacdes, foram analisadas as gravacdes em video das aulas da intervencéo,

bem como as gravacdes em audio das discussdes tidas em pequeno grupo.
Anélise documental

Iniciei, antes da realizacdo deste estudo, com a analise do programa de Matematica A do 12.° ano
e também com a analise do capitulo referente ao estudo das Funcdes Trigonométricas do manual escolar
adotado pela escola. Durante a intervencao pedagdgica foram propostas aos alunos quatro tarefas de
exploracdo e uma tarefa de investigacdo, em contexto sala de aula. Algumas das quais com recurso a
calculadora grafica, tendo sempre em conta as orientacdes do programa. A primeira tarefa de exploracéo
teve como objetivo compreender a relacao existente entre a razao seno no circulo trigonométrico e a
funcao real de variavel real y = sinx. A segunda, teve como objetivo estudar intuitivamente o valor de

sinx

lin(l) —— COM recurso a calculadora grafica. Para o estudo das funcdes derivadas das trés Funcdes
xX—

Trigonométricas estudadas durante o Secundario, propus também uma tarefa de exploracdo. A quarta
tarefa de exploracdo teve como objetivo aplicar os conceitos trabalhados durante a intervencdo a um
problema do contexto real. A tarefa de investigacdo proposta em sala de aula teve como objetivo, em
primeira instancia, estudar os efeitos da variacdo de parametros em funcdes da familia
y = a + bsin(cx + d), comparativamente a funcdo y = sinx e, num segundo momento, estudar a
possivel existéncia da funcao inversa da funcao y = sin x, com uma possivel proposta para uma restricao
bijetiva do dominio.

Foram ainda propostas oito tarefas de investigacdo a serem realizadas fora de sala de aula,
realizadas em pequeno grupo. Cada grupo teve uma proposta diferente de tarefa. Estas tarefas tiveram
o0 principal objetivo de colocar os alunos no papel de um investigador e proporcionar-lhes a oportunidade

de perceberem a utilizacao das funcdes periodicas nos mais diversos contextos, como, por exemplo, no
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estudo das marés ou do comprimento dos dias em Portugal, no estudo da pressao arterial ou na
aproximacdo ao numero 1, através do calculo de areas de figuras geomeétricas regulares inscritas num

circulo de raio um.
Inquéritos: questionario

Os questionarios ou entrevistas sdo instrumentos que permitem colocar as mesmas perguntas a
todos os participantes do estudo, o que proporciona a aquisicao informativa acerca da perspetiva destes
relativamente ao objeto em estudo, com o objetivo de obter os dados pretendidos eficazmente e com o
minimo de desvio (Bogdan & Biklen, 1994).

De acordo com Tuckman (2002), os questionarios permitem a recolha de informacéo sem que
haja uma influéncia do investigador sobre os dados, possibilitando a aquisicao de informacao empirica
crucial para o enriquecimento do estudo. Na intervencao pedagogica apliquei um questionario no final
da intervencao (Anexo 2), como o objetivo de perceber a perspetiva dos alunos sobre os contributos das
tarefas de exploracao ou de investigacdo na aprendizagem dos conteudos do tema das Funcoes
Trigonométricas, quais os contributos das tarefas de exploracao ou de investigacao no desenvolvimento
de competéncias, que dificuldades sentiram na realizacdo de tarefas de investigacdo e que aspetos
positivos e que aspetos negativos apontam na realizacao de tarefas de exploracdo ou tarefas de
investigacao. Os questionarios foram organizados em cinco grupos de questdes. O primeiro grupo inquere
quanto as carateristicas da populacdo em estudo (idade, sexo, avaliacdo sumativa durante o secundario
e numero de retencdes). O segundo grupo de questdes inquere sobre os contributos das tarefas de
carater aberto na aprendizagem do tema das Funcdes Trigonométricas, onde os alunos deveriam
manifestar o seu grau de concordancia ou discordancia a cada uma das afirmacdes, numa escala tipo
Likert: DT: Discordo Totalmente; D: Discordo; I: Indiferente; C: Concordo; e CT: Concordo Totalmente.
Na analise das respostas foi considerado, para efeitos de calculo de média e desvio padrdo, a
correspondéncia numérica: DT-1,D-2,1-3,C -4 e CT - 5. O terceiro e quarto grupo de questdes
inquerem quanto ao contributo das tarefas de carater aberto para o desenvolvimento de competéncia e
quais as dificuldades sentidas na realizacao das tarefas de investigacao, respetivamente. Nestes grupos
de questdes, os alunos deveriam manifestar o grau de contribuicdo, numa escala de Nenhum Contributo,
até Muito Contributo. Na analise das respostas foi considerado, para efeitos de calculo de média e desvio
padrdo, a correspondéncia numérica: Nenhum - 1, Pouco — 2, Algum — 3 e Muito - 4. O quinto grupo
€ composto por trés questdes de resposta aberta, onde se procura perceber, na perspetiva do aluno, que
diferencas existem entre exercicios, problemas e tarefas de exploracdo ou investigacao e que aspetos

positivos e aspetos negativos apontam na realizacdo de tarefas de exploracao ou de investigacao na
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aprendizagem dos contetuidos do tema das Funcdes Trigonométricas. A informacdo que emerge deste

método de recolha de dados ¢ apresentada segundo a nomenclatura Q(questionario)A(aluno)n(ntmero).
Observacoes

Durante a intervencao pedagdgica recorri a gravacdo de video e de audio das aulas, as quais foram
pedidas autorizacdo aos Encarregados de Educacdo e a Direcdo da Escola (Anexo 3). As gravacoes
audiovisuais constituem, segundo o NCTM (2007), uma pratica basilar no processo de ensino e
aprendizagem, uma vez que permitem ao professor refletir sobre as varias decisées tomadas no decurso
da aula e reviver ocasides de interacao entre ou com os alunos.

As gravacdes em audio foram cruciais para analise dos momentos de discussdo em pequeno
grupo, durante o desenvolvimento das tarefas, fornecendo a fonte de dialogos entre os alunos de um
mesmo grupo e entre os alunos e a professora. As gravacdes em audio permitiram-me desenvolver uma
analise detalhada da evolucao dos alunos dentro da tarefa e ter uma visdo mais real sobre momentos
dos processos de ensino e de aprendizagem. A informacédo que advém deste método de recolha, sobre
momentos da minha pratica pedagogica, € apresentada segundo a terminologia
G(gravacao)A(audio)n(numero)-dia/ més.

As gravacOes de video permitiram-me analisar a dinamica das aulas, analisar a minha postura
enquanto professora, analisar a fluéncia da aula e de que forma promovia a comunicacdo matematica e
a participacao dos alunos. Apods a intervencao pedagogica, as gravacoes de video permitiram-me analisar
os dialogos na fase de discussao das tarefas com o grupo-turma. A informacao decorre deste método de
recolha, sobre momentos da minha pratica pedagogica, € apresentada segundo a nomenclatura
G(gravacao)V(video)n(ntimero)-dia/més.

Elaborei também pos-reflexdes de aulas, onde registei momentos vividos na sala de aula. Estas
reflexdes permitiram-me analisar a perspetiva humanista sobre os receios e entusiasmos dos alunos
durante a realizacao das tarefas. Na analise das aulas e nas conclusbes & usado o codigo

R(reflexdao)A(aula)n(numero)-dia/més, para fazer referéncia as pds-reflexdes.
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CAPITULO 4

INTERVENGCAO PEDAGOGICA

Este capitulo inicia-se com a apresentacéo da sintese da intervencado pedagogica. Seguidamente
€ explanada uma analise do manual escolar adotado pela escola, com o objetivo de percecionar de que
forma o manual poderia ser Util para a realizacdo de tarefas de exploracdo ou de investigacado. Sao,
depois, analisadas trés aulas da intervencéo pedagogica e analisadas as reproducdes dos alunos na
realizacdo das tarefas, com o objetivo de percecionar que atividades desenvolvem e que dificuldades
enfrentam os alunos na realizacdo desta tipologia de tarefa no tema das Funcdes Trigonométricas. Por
ultimo, sao analisados os questionarios, com o intuito de perceber quais a percecdes dos alunos sobre
os contributos das tarefas de exploracdo ou de investigacao na aprendizagem dos contetdos referentes
ao tema das Funcbes Trigonométricas e bem como os contributos sobre desenvolvimento de

competéncias.

4.1. Sintese da Intervencao Pedagoégica

Na dinamizacdo da minha pratica pedagbgica integrei nas minhas estratégias de ensino tarefas
de exploracao para introduzir os propostos teoricos, de modo a envolver os alunos na construcao dos
conhecimentos, bem como os desafiei a desenvolverem trabalhos de investigacdo, em grupo, fora do
contexto de sala de aula.

Neste relatorio irei explanar e analisar parte das tarefas implementadas que considero serem mais
elucidativas das praticas desenvolvidas e dos resultados obtidos. Uma vez que o manual escolar constitui
um dos artefactos didaticos mais utilizados no processo de ensino e de aprendizagem, achei pertinente
fazer uma analise do capitulo do manual dos alunos relativo ao estudo das Funcdes Trigonomeétricas, na
procura de perceber que tipo de tarefas tem e em que medida pode ser util na minha pratica pedagogica.
Posteriormente, analiso a informacao recolhida nas aulas dedicadas ao estudo da funcao seno, onde
utilizei uma tarefa de exploracao, e das familias de funcbes seno e cosseno, onde recorri a uma tarefa
de investigacdo e analiso uma tarefa de exploracdo dedicada a aplicacdo das funcbes periddicas ao
contexto real. A analise de tal informacao serve de ilustracao de momentos da minha acao pedagogica.

Segue-se, no Quadro 10, uma sintese da Intervencédo pedagogica, com a descricdo do topico onde
utilizei tarefas de exploracao ou de investigacao, o nome da tarefa, a sua tipologia e quais os objetivos

da utilizacao da tarefa no tdpico referido.
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Quadro 10: Sintese de intervencdo pedagogica

Topico Tarefa Tipologia de Tarefa Objetivos
Andlise das caracteristicas da fungédo
Estudo da funcao seno. A funcao Seno Exploracéo seno através de processos analiticos e
graficos.
Familias de funcdes Investigar funcoes InveAstigar a influéncie’:'da varia(;éo~de
trigonométricas Seno e trigonométricas Investigacao pgrametr(’)s. em familias de funcoes
Cosseno. trigonométricas.
Estudo intuitivo de Concluir intuitivamente o valor do
lim sn: X Descobrir o Limite Notavel  Exploragéo limite notavel lim sn: X
Derivada das funcées Determinar as funcbes derivadas das
seno, cosseno e Lancamento de um projétil  Exploracdo funcbes trigonométricas e aplicar o
tangente conceito em contexto de vida real.

Aplicar os conhecimentos adquiridos
Exploracdo de funcbes trigonométricas em
problemas de contexto real.
Trabalhos realizados em grupo, com o
principal objetivo da implementacao
dos contetidos a contextos do dia a dia;
Trigonometria das marés Investigacao A extrapolacéo e criatividade de ideias;
Modelar situacdes reais;
Reconhecer a Matematica como um

A respiracao num

Contexto de vida real )
mamifero

O periddico na vida Investigacao

Pressao Arterial Investigacao instrumento  de interpretacdo  do
mundo fisico.

O comprimento do dia Investigacao

Internet por cabo Investigacao

Trabalhos realizados em grupo, onde
Viagem ao centro da Terra  Investigacao os alunos interpretam o papel de

desenvolvedor de Matematica,

percebendo que muito embora a
Angulo do cone Investigacao Matematica tdo bem interprete o
mundo fisico, mas ndo precisa dele
para existir.

Aplicacdo do estudo da Funcédo Seno e da Funcao Cosseno

Aproximacao ao numero ™ Investigacdo

4.2. Manual Escolar

Existem muitos materiais didaticos que apoiam as atividades da sala de aula, no entanto, nenhum
parece ter o papel protagonista nos varios momentos da aula e no estudo dos alunos, como o manual
escolar (Viseu & Morgado, 2011). Para Chopin (2004), o manual escolar assume quatro funcoes, a
funcao curricular ou programatica, a funcao instrumental, a funcdo ideoldgica e cultural e a funcao
documental (cit. Viseu & Morgado, 2011). Nao ha duvida do papel basilar do manual escolar na sala de
aula, no ambiente de estudo dos alunos e da consideracdo do professor nos momentos de preparacao
das aulas. No caso particular da Matematica, Viseu e Morgado (2011), num estudo feito junto de

professores de Matematica, concluiram que
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mesmo recorrendo a outros manuais e fontes de informacao, existem professores que
continuam a evidenciar uma concecao de ensino que valoriza sobretudo a transmissao de
informacéao, a explanacao da teoria a partir da figura do professor e a utilizacdo do manual
como um recurso exclusivo para a resolucao de exercicios. (p. 999)

As conclusdes do estudo apontam para o uso do manual como um compéndio de exercicios. Nao
obstante, independentemente do papel atribuido ao manual na sala de aula de Matematica, “para
aprender Matematica, ndo basta ao aluno fazer exercicios. E preciso desafia-lo com problemas
interessantes” (Ponte, 2003a, p. 107) e por isso deve vir munidos de tarefas de diferentes naturezas.
Por este motivo, propus-me fazer uma analise do manual escolar adotado, onde irei observar aspetos ao
nivel do contelido (relacdo conteudo/programa, rigor cientifico, contextualizacdo), ao nivel da estrutura
(Metodologia, tarefas propostas, Avaliacdo) e ao nivel da comunicacdo (relacdo ilustracdo texto,

terminologia e sintaxe, Materiais) (Silva, 2004).
Analise geral do manual escolar

O manual adotado pela escola onde implementei o meu projeto € composto por dois volumes e
traz consigo um caderno de atividades. O tema das Funcdes Trigonométricas é abordado no segundo
volume. No inicio dos capitulos encontra-se uma contextualizacdo histdrica referente ao tema desse
capitulo, com pequenos textos sobre matematicos que contribuiram para o desenvolvimento do ramo da
Matematica estudada no capitulo. Cada tematica inicia-se com uma tarefa de natureza exploratéria ou
uma tarefa que ajude o aluno a recordar conceitos lecionados em anos anteriores, cujas nocdes fardo
falta para a compreensdo do novo tema. As restantes paginas exibem uma margem lateral com exercicios
que, pontualmente, sdo usados para contextualizacdo histdrica e, no corpo de texto, encontram-se
definicdes, exemplos e esquemas ou quadros resumos. Encontram-se, também, algumas demonstracoes
simples de teoremas ou proposicdes. Os finais de capitulo sdo compostos por uma consideravel colecdo
de problemas, quer de escolha multipla, quer de resposta aberta. A nao existéncia de tarefas caracter
investigativo no manual é o ponto fragil na énfase do dominio dos conhecimentos, uma vez que o
conhecimento ndo pode ser apenas reproduzir, € preciso ser capaz de criar (Ponte, 2003a).

Sobre a atualidade da informac&o, parece-me que o aluno ndo consegue perceber, através deste
manual, o impacto que a Matematica tem na nossa sociedade e de como esta &€ matematizada. Arrisco
dizer que o manual transmite a ideia de que a Matematica era muito mais presente ha centenas de anos
do que atualmente, sendo, agora, um produto acabado e sem contributos no dia a dia. O que ndo deixa
de ser paradigmatico, uma vez que 0 manual apresenta alguma aposta em problemas de contexto real.

No entanto, o que predomina sao exercicio de aplicacao imediata de conceitos.
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Considero que o ponto forte deste manual é o seu enquadramento com as orientacdes do curriculo,

a linguagem e notacao adequadas ao nivel de ensino e a diversidade de problemas.
As Fungdes Trigonométricas e as tarefas no Manual Escolar

Nesta seccéo, como na analise geral, proponho observar o que se refere aos contetidos e objetivos

a estudar no tema das Funcdes Trigonomeétricas.

Quadro 11: Orientacdes e objetivos do Manual Escolar

Revisdes:
= Circulo trigonométrico;
=  Reducao ao primeiro quadrante;
= Resolucao de equacoes trigonométricas;

Estudo das Funcdes Trigonométricas (seno, cosseno e tangente) recorrendo a calculadora gréafica:
= Dominio e contradominio;
= Periodo;
=  Pontos notaveis;
= Monotonia e extremos;
= Continuidade;
=  Paridade;
= Assintotas.
Recorrendo a calculadora grafica, estudar a influéncia de parametros em familias de funcdes e fazer o registo
das conclusoes.
Estudar o periodo em funcdes periddicas.
Derivar as Funcdes Trigonométricas seno, cosseno e tangente.
Analisar caracteristicas das Funcoes Trigonométricas por processos analiticos e por processos graficos.
Investigar a influéncia da variacao de parametros em familias de Funcdes Trigonométricas.
Utilizar modelos trigonométricos na resolucdo de problemas reais.

Da analise deste quadro constata-se que ha uma preocupacéo, no manual, em cobrir todos os
conteudos programaticos do tema. Ha, também, a preocupacao em fazer uma revisao dos conteudos
lecionados nos anos anteriores, referentes as Funcdes Trigonométricas. Uma das caracteristicas que se
destaca positivamente, particularmente, no manual é a existéncia de pequenas caixas de texto
denominadas Fecorda, que tal como o nome indica contém breves resumos de matéria, como as
relacdes de reducdo ao primeiro quadrante, lecionados no 11.° ano.

Quanto a tipologia de tarefas, encontram-se, ao longo do capitulo, 39 exercicios e 6 problemas
nas margens laterais. O texto do capitulo é também constituido por 14 tarefas cujo intuito é introduzir
conceitos, algumas delas sob a forma de problemas ou tarefas exploratérias. O final do capitulo é
contemplado por 33 problemas e um teste de autoavaliacdo. Sem duvida que uma qualidade deste
manual é a enorme quantidade de exercicios que dispde. No entanto, como se pode verificar, tem uma
caréncia absoluta de tarefas de natureza investigativa. A ndo existéncia deste tipo de tarefas no manual

indicia ser um ponto fraco na énfase do dominio dos conhecimentos e das capacidades a desenvolver.
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Ideia fortemente discutida durante o enquadramento teorico deste relatorio de que “as tarefas de cunho
mais aberto sao essenciais para o desenvolvimento de certas capacidades nos alunos, como a
autonomia, a capacidade de lidar com situacdes complexas” (Ponte, 2005, p. 17). Por outro lado, apesar
da nao existéncia de tarefas de investigacdo, este manual é rico em tarefas de exploracdo de conceitos.
0 que, de facto, predomina neste manual sdo exercicios de aplicacdo imediata de conceitos.

Ao nivel do conteldo, a existéncia de quadros resumos, com cores diferente, sdo importantes,
mostram ao aluno que algo importante esta escrito naquelas linhas. No entanto, considero em excesso,
tudo aparece feito e acabado, ja para ndo falar da falta de desenvolvimento da capacidade de selecéo.
Sendo o manual tdo presente a formacado dos alunos, protagonista entre os materiais didaticos, deveria
apelar ao desenvolvimento de capacidades como as de selecao, de procura, raciocinio, cultura geral,
memorizacdo, da aceitacao de desafios, entre outras. De alguma maneira influenciar na construcao de
uma sociedade orientada ao conhecimento e a reflexdo. Como? Conduzindo, por exemplo, os alunos a
enciclopédias, sitios na internet, mencionar grandes obras e ndo subestimar as capacidades de desafio,
raciocinio e curiosidade que os alunos tém. E intrinseco ao ser humano procurar, ser curioso, pensar e
ir mais longe. Sendo tdo importante, o manual tem de contribuir intensamente para a Educacéo.

O manual é um instrumento de trabalho importante, mas a o papel do professor é fundamental
para a regulacao do ensino-aprendizagem dos alunos, “a escolha sensata dos problemas e a utilizacao
e adaptacdo dos problemas, a partir dos materiais didaticos, revelam-se tarefas complexas no ensino da
matematica” (NCTM, 2007, p. 58). E por isso que o manual ndo deve funcionar como um recurso
limitador a atividade letiva, mas sim deve “assumir um papel de formacédo complementar, servindo de

instrumento de autoformacéo cientifica e pedagogica” (Viseu et al., 2009, p. 3189).

4.3. Tarefa de Exploracao: Estudo da Funcao Seno

Do estudo da ‘funcao seno’ faz parte o dominio, contradominio, a periodicidade da funcao,
intervalos de sinal e zeros, intervalos de monotonia e extremos, a nao injetividade e a paridade. Com
este propdsito, desafiei 0s alunos a resolver uma tarefa de natureza exploratdria, em grupos de quatro a
cinco alunos. A tarefa foi proposta na segunda aula da intervencéao pedagogica, apds uma breve revisao

dos conteudos de trigonometria lecionados nos anos anteriores.
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Introducéo da tarefa

O enunciado da tarefa foi dado em papel aos alunos e lidos em voz alta os trés primeiros pontos
da tarefa. Foi discutido em grupo turma que os quatro ultimos pontos deveriam ser pensados com base
nas tabelas e na representacdo grafica obtida no segundo ponto da tarefa. O preenchimento das tabelas

foi entao distribuido e atribuido a diferentes grupos.

Estudo da funcao seno
1. Completa a seguinte tabela:

7 3T 5w 3 s

rad -2 == 2= — _2E = __

 (rad) " 4 2 4 i 4 2 4
sin(x)

L 3 T T 21 3 5
xad ) 0 el z 3|2 |3 |7 |%
sin(x)

7 4 7 11
x(rad) | = 7w | Smo| 4w | oSmo| 7w\ lm o)

6 4 3 3 4 6
sin(x)

2. Representa num referencial 0.n. do plano o conjunto dos pontos de coordenadas (x, sin x). Que curva obténs?

3. A que conjunto pertence x na funcéo definida por y = sin x? E a que conjunto pertence sin x?

4. Tendo em conta que existe uma infinidade de amplitudes que correspondem a um angulo, o que podes concluir sobre
a razao seno desses angulos?

5. Estuda a fungéo y = sin x quanto aos zeros e ao sinal no intervalo [0,27]. E em R?

6. Estuda a funcdo y = sin x quanto & monotonia e aos extremos no intervalo ]0,27[. E emR?

Desenvolvimento da tarefa

0 estudo, aquando do preenchimento das tabelas, poderia ser feito assente em conhecimentos
de reducdo ao primeiro quadrante ou com recurso a calculadora grafica. Apenas um grupo preencheu a
tabela analiticamente, através das relacdes de reducéo ao primeiro quadrante. Os restantes recorreram
a calculadora grafica. Depois de cerca de 15 minutos, desenhei as trés tabelas no quadro e pedi aos
diferentes grupos para que me ditassem cada uma delas, disponibilizando-as para o grupo turma. De
referir que todos os alunos registaram os proprios apontamentos e anotacoes.

Sobre o segundo item da tarefa, do que pude perceber enquanto percorria 0s grupos, a maioria
usou o menu estatistica da calculadora para representar os pontos no referencial cartesiano e depois
‘pediram’ a curva que melhor se ajustava aos dados. Inicialmente, houve um grupo, cujos alunos usaram
apenas uma das tabelas para aproximar a curva e concluiram que se tratava da representacdo grafica
de parte de uma parabola. Sobre as representacdes graficas obtidas, obtiveram-se os seguintes

resultados.
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Tabela 2: Frequéncia do tipo de resposta ao item 2 da tarefa do ‘Estudo da funcéo seno’

Correto Parcialmente correto Incorreto Nao respondeu
6 2 0 0

Das representacdes corretas, numa é mostrada a preocupacao de marcar alguns pontos da tabela,
as restantes mostram a preocupacao de respeitar o contradominio e a forma sinusoide do grafico da

funcao seno em [0,27], como exemplifica a representacéo do grupo G1 (Figura 2).

Figura 2: Representacéo correta de parte do grafico da funcéo seno pelo Grupo G1

Das representacdes parcialmente corretas, apresentam a representacdo de apenas o refente a
uma tabela. Considera-se parcialmente correta, uma vez que, apesar de bem representado, pode
conduzir a conclusdes erradas nos itens seguintes. O que de facto se verifica, uma vez que alguns alunos
concluem que se trata da representacao grafica de uma parabola, como ilustra a representacéo efetuada
pelo grupo G2 (Figura 3).

Figura 3: Representacdo parcialmente correta de parte do grafico da funcéo seno pelo Grupo G2
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No item trés da tarefa, todos os grupos concluiram que uma vez que nao existem restricdes para
a variavel independente, y = sin(x) toma valores entre —1 e 1, ou seja, —1 < sinx < 1, aponta grupo

G3 (Figura 4).

Figura 4: Representacao correta do contradominio da funcao seno pelo grupo G3

XER e senx € [-4,47.

Também a periodicidade foi constatada por todos os grupos. No entanto, conforme ilustra a Tabela

3, apenas 25% refere corretamente que a funcao é periodica de periodo 2.
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Tabela 3: Frequéncia do tipo de resposta ao item 4 da tarefa do ‘Estudo da funcéo seno’

Correto Parcialmente correto Incorreto Nao respondeu
2 6 0 0

Acerca das conclusdes parcialmente corretas, 67% destas limitam-se a afirmar que a funcao seno
¢ periddica e os restantes 33% concluem que “a funcdo seno é sempre a mesma porque € uma funcao
periodica”. A conclusado da periodicidade deveria ser apresentada, neste contexto, como a implicacao
inversa da proposicao anterior, ou seja, a funcao é periodica porque tem um comportamento ciclico, ao
invés de ter um comportamento ciclico, porque é periodica.

Nenhum grupo justificou a conclusao obtida de que tendo o0 mesmo lado origem e 0 mesmo lado
extremidade, a razdo seno, para as diferentes amplitudes é igual e, por isso, uma vez que se obtém
amplitudes diferentes para um mesmo angulo completando um numero inteiro de voltas ao circulo, a
cada volta teremos 0 mesmo comportamento que na volta anterior. Neste caso, de periodo 2.

Sobre os zeros e o sinal a estudar no ponto cinco da tarefa, no intervalo [0,27], a funcao
y = sin x tem trés zeros, x = 0 ou x = m ou x = 2, é positiva em ]0, [ e negativa em |r, 2m[. Tendo
como generalizacdo ao dominio R, de que sinx = 0 para valores de x do tipo km, k € Z. E positiva
quando x pertence a intervalos do tipo |2km, m + 2km[, k € Z e negativa quando x pertence a intervalos
do tipo |m + 2km, 2w + 2kn[, k € Z. Estas conclusdes foram alcancadas corretamente e parcialmente

corretas da seguinte forma.

Tabela 4: Frequéncia do tipo de resposta ao item 5 da tarefa do ‘Estudo da funcéo seno’

Correto Parcialmente correto Incorreto Nao respondeu
4 3 0 13

Tem-se a seguir, a titulo de exemplo, uma das respostas corretas, realizada pelo grupo G1:

Figura 5: Representacéo correta dos zeros e sinal da funcéo seno pelo grupo G1

Nz NN Aem 'bw.‘ nzo, n=t 8 m=2X m[O,Qﬁ[.
]o,“[ Aan N30 =1 o4 2wy, X ¥ avyl, we?2

]«,m[ Sawen L0 0] ¥+ 1wy ,l«-\-lKK[\KCZ
]O.ﬂ[ a lumeod < peditnve | w1t vl o Qumgo-a < mg%ango

Das resolucdes parcialmente corretas, todos concluem corretamente a existéncia dos trés zeros e
o estudo do sinal em [0,27]. Destes, dois tercos, faz a generalizacéo dos zeros, os restantes nao fizeram

qualquer generalizacdo. Na Figura 6 a representacdo parcialmente correta do grupo G3.
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Figura 6: Representacdo parcialmente correta dos zeros e sina

| da funcao seno pelo grupo G3
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No item seis, todos os grupos concluiram que quando x € [0,27], sin x é crescente em [0,

3n T
em ]7, Zn] e decrescente em ]E'

NI

ou

3T . ;. T ;. 3w
7[ € que admite um maximo em x = E e um minimo em x = 7

Sobre a generalizacao para x € R, em que sinx € maximo para valores de x do tipo §+ 2km,k EZ e

;. . 3 . . .
minimo para valores de x do tipo 7”+2k7r, ke€eZ e é crescente em intervalos do tipo

]—% + 2km, % + an[, k € Z e decrescente em intervalos do tipo

E + 2km,

14% das resolucdes apresenta a generalizacao dos intervalos de monotonia.

Na tabela a seguir resumem-se os resultados alcancados pelos alunos no item 6 da tarefa.

Tabela 5: Frequéncia do tipo de resposta ao item 6 da tarefa do ‘Estudo da funcéo seno’

Correto Parcialmente correto Incorr

eto Nao respondeu

1 5 0

2

Tem-se a seguir, a titulo de exemplo, uma das respostas corretas, realizada pelo grupo G2.

Figura 7: Representacdo correta dos extremos e intervalos de monotonia da funcéo seno pelo grupo G2
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Nas respostas parcialmente corretas, um dos grupos apenas indica que a funcdo admite o0 maximo

y =1 e o minimo y = —1. Os restantes grupos estudam, somente, os intervalos de monotonia e os

extremos em [0,27]. Segue-se, a titulo de exemplo a representacao do grupo G7.
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Figura 8: Representacdo parcialmente correta do estudo dos extremos e intervalos de monotonia da funcdo seno
pelo grupo G7
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Discusséo final

Durante a discussao, um elemento de cada grupo apresentou as diferentes conclusdes para cada
item da tarefa. Uma vez que todos os grupos haviam, a dado momento, representado, na calculadora

grafica, parte do grafico da funcédo seno (RA2-24/04), a discussao iniciou-se no ponto 3 da tarefa.

A1G1l: Analisamos o grafico que obtivemos em 2 e conseguimos concluir que o x
pertence a R, ou seja, que a funcao é continuaem R e a funcdoem x, 0 x é 0
angulo, o sen(x) so varia entre —1 e 1 fechado, porque conseguimos obter estes
pontos como maximos e minimos. (GV2-24/04)

Como ninguém teve dificuldade em perceber, através da representacao grafica, o contradominio

da funcao seno, passou-se para a discussao do ponto 4 da tarefa.

A1G2: Como podemos ver por aqui (referindo-se ao grafico), esta funcdo repete-se
sempre no seu dominio, portanto podemos concluir que é uma funcao periddica.
Porque ela, de 2w em 2, repete-se e repete-se sempre da mesma forma. (GV2-
-24/04)

Apesar das respostas parcialmente corretas que se vieram a verificar nas resolucdes que me foram
entregues aquando do desenvolvimento da tarefa, todos os alunos mostraram assimilar a propriedade
periddica da funcao seno (RA2-24/04).

Como se pode verificar da analise das resolucdes, 62% nao conseguiram generalizar ao dominio
R, o estudo do sinal de y = sinx e destes, apenas, 44% generalizaram os zeros. Pelo que, neste item,
0s alunos mostraram mais fragilidade na compreensao de como generalizar o que percebiam ser verdade

em [0,2m].

Professora: Se recorrermos ao circulo trigonométrico, onde é que o seno é zero?

Al1GI: (fazendo movimento no ar com o 1apis, no sentido positivo da rotacdo) Em 0, em
T, em 2.

Professora: Paramos ai?

Al1GI: Nao, ndo. Em 3m, 4m e continua.

Professora: E se andarmos ao contrario?

A2G2: Se andarmos ao contrario também.
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Professora: Entdo, vai haver zeros de quando em quando?

A2G2: De m em 1.

A1G3: N6s adaptamos a janela para de 0 a 2. Podemos ver que 0, T e 21 sdo zeros
da fungéo. De 0 a 7 ¢ positiva e de 7w a 21 € negativa. Em R, podemos concluir
que & sb passar, porque ao analisarmos aqui (aponta para o grafico), para um
dominio mais abrangente e podemos concluir que se repete de k2w em k2.

Professora:  Os zeros repetem-se de 2m em 2m?

A1G1: Nao! Repetem-se de 7w em 1.

Professora: Como vamos escrever os zeros da funcao entéo?

A1GI: 0+ km.

Professora: E o sinal? Onde ¢é que o seno ¢ positivo?

A1G4: No primeiro e no segundo quadrante.

Professora: Como vamos escrever isso?

A1GA4: De 0 + 2km até m + 2km

Professora: E onde é negativo?

Al1GA4: No terceiro e no quarto quadrante. Por isso é de w + 2km até 2w + 2km.
(GA2-24/04)

De forma a esclarecer as possiveis duvidas quanto ao estudo de sinal e da monotonia, utilizei uma
animacao em GeoGebra, onde se estabelecia uma ponte entre a razéo seno no circulo trigonométrico e

a representacao grafica da funcdo seno restrita ao dominio de [0,27] €, posteriormente, estendida a R.

Figura 9: Animacao da funcao seno no GeoGebra

e T

Procedeu-se, apos a discussao, a formalizacao escrita das conclusdes. A aula acabou no momento
em que era feito o registo no quadro dos maximizantes e dos minimizantes da funcao. A animacao no
GeoGebra mostrou-se muito Util, uma vez que os alunos transmitiram satisfacéo pelo que estavam a ver
e a compreender, mostrando-se ser um desbloqueador da resisténcia inicial 8 mudanca de topico (RA2-

24/04).

Sintese
A aula iniciou-se com uma breve revisdo dos contetdos de trigonometria lecionados no nono ano,
como a definicao triangular das razdes trigonométricas e de décimo primeiro, como a nocao de angulo

generalizado, de radiano, a definicdo circular das razdes trigonométricas e a reducdo ao primeiro
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quadrante. Esta revisdo ocupou cerca de trinta minutos do inicio da aula. A minha percecao das
particulares dificuldades que os alunos costumam ter no tema do estudo das Funcoes Trigonométricas
veio-se afirmar na reacao dos alunos, que se mostraram mais conscientes da sua pouca preparacao para
defrontar os novos conteudos (RA2-24/04). No entanto, foram conseguindo acompanhar a revisdo
(idem).

Apds a revisao e depois de dar algum tempo para preencherem as tabelas, a demonstracado das
dificuldades ao calcular analiticamente as razdes trigonométricas dos angulos da tabela recorrendo as
propriedades de reducéo ao primeiro quadrante foi tdo evidente, que como referi anteriormente, todos
0S grupos, exceto um, recorreram a calculadora grafica para o fazer. Do que pude analisar enquanto
percorria 0s grupos, todos usaram o menu estatistica da calculadora para representar os pontos no
referencial cartesiano e depois pedir a curva que melhor se ajustava aos dados. Apds obterem uma
representacdo grafica satisfatoria, as conclusdées sobre os pontos a seguir mostraram-se acessiveis. A
dificuldade mostrou-se nado na conclusdo, mas na sua formalizacao e generalizacdo. Das reacdes que 0s
alunos mostraram ter a animacdo GeoGebra, onde estava estabelecida a ligacdo entre o circulo
trigonométrico e os pontos (x, sin x), levou-me a constatar que esta ligacao nao era clara para os alunos

(RA2-24/04).

4.4. Tarefa de Investigacao: Investigar Funcoes Trigonométricas

Para efetuar o estudo da variacao de parametros em funcdes do tipo y = a sin[b(x — ¢)] + d, do
tipo y = acos[b(x —c)] +d e do tipo y = atan[b(x — ¢)] + d, propus uma tarefa de investigacéo
com o apoio da calculadora grafica. A escolha da calculadora grafica deveu-se, fundamentalmente, ao
facto de ser um recurso tecnologico capaz de desenhar graficos e fazer calculos numéricos com uma

precisao superior a necessaria para o nivel do 12.° ano, além de ser acessivel a todos os alunos.

1. A forma geral da funcéo seno ¢é dada por y = a sin[b(x — ¢)] + d. A fungdo seno y = sin x é a funcéo
standardtalquea =1, b=1, c=0ed = 0.

Investiga o comportamento da funcdo conforme o sinal e o valor absoluto de a, b, ¢ e d variam. Podes
comecar com um de cada vez e depois passar as combinacoes, para finalmente descrever o comportamento
da funcéo envolvendo a, b, c e d juntos. Para cada caso, descreve a translacéo ou efeito sobre a amplitude
da funcéo (diferenca entre o valor maximo e o valor minimo) ou o contradominio e o periodo.

A tarefa de investigacéo do estudo do efeito da variacédo de parametros nas familias de Funcdes
Trigonométricas foi proposta na quarta aula da intervencao pedagdgica. A tarefa inicia-se com o estudo
da variacao de parametros da funcao seno. Para a realizacao da tarefa, os alunos foram divididos em

sete grupos de quatro e um grupo de dois.
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Introducéo da tarefa

O enunciado foi distribuido pelos alunos e foram dados cerca de dois minutos para a leitura do
primeiro ponto da tarefa. Como nenhum grupo mostrou ter dificuldade em perceber o que era pretendido,

passou-se para o desenvolvimento da tarefa.
Desenvolvimento da tarefa

Enquanto percorria 0s grupos, ndo me pareceu haver dificuldades no manuseamento das
calculadoras graficas, tal como havia previsto. No entanto, apesar de os alunos terem mostrado que
perceberam o que deviam fazer, revelaram dificuldade sobre o que deviam fazer.

Sobre o primeiro item da tarefa, analisando as conclusdées parametro a parametro, podemos

observar, sobre a variacao do parametro a, os resultados alcancados pelos oito grupos na Tabela 6.

Tabela 6: Frequéncia do tipo de resposta sobre a variacdo do pardametro a em y = a sin x

Correto Parcialmente correto Incorreto Nao respondeu
5 3 0 0

Acerca da variacdo do parametro a, o dialogo com grupo G1 (GA4-30/04):

Al1GI: Entdo o que temos de fazer? Temos de mudar estes valores?
Professora: ~ Sim.

A2G1: Mas quer que mudemos um de cada vez?

Professora: Sim. Mudem um de cada vez e tirem ilacdes sobre isso.

Al1GI: Ah! Entdo pomos o a a ser... Mas mudamos também o sinal?
A2G1: Mas também temos que mudar o valor!

Professora: Sim, devem ver mediante a mudanca de sinal e do valor absoluto.
AlGI: Podemos por a ser —1...

Professora: Sera que 0 1 e 0 —1 serdo os melhores numeros para ver o que ocorre com a
mudanca desse parametro? Lembrem-se que o 1 é o elemento neutro da

multiplicacao.
A2G1: Hum, vamos por aqui (na calculadora) entdo sin(x) e pomos o a ser 2.
Professora: O que é que aconteceu?
A3G1: Fica mais... cresceu!
A2G1: Mudou a amplitude.
Professora: O periodo mudou?
A1GI: N&o!
Professora: O que mudou entao?
A2G1: O contradominio.

As conclusdes corretas sobre o estudo da variacao do parametro a constatam que para valores

de a negativos, o grafico sofre uma reflexdo sobre o eixo dos xx, bem como para |a|] < 1 a amplitude
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diminui e para valores de |a|] > 1 a amplitude aumenta. A titulo de exemplo de resposta correta, segue-

-se na Figura 10 a representacao do grupo G2.

Figura 10: Representacéo correta do efeito da variacdo do parametro a em y = a sin x pelo grupo G2
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As trés conclusdes parcialmente corretas tém apenas alguns exemplos, nao concluindo o efeito

da variacao de diferentes valores de a € R\{0}. Na Figura 11 tem-se como exemplo a representacao do

grupo G6.

Figura 11: Representacao parcialmente correta do efeito da variacao do parametro a em y = a sin x pelo grupo
G6
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A variacao do parametro b provoca uma reflexdo segundo o eixo dos yy se b <0 e uma
compressao ou uma dilatacdo segundo o eixo dos xx, mediante |b| > 1 ou |b| < 1, respetivamente, o

gue provoca uma alteracao do periodo da funcéao.

Em didlogo com o G2 (GA4-30/04), acerca da variacdo do parametro b:

Professora:  E se 0 a for % ou % ?

Al1G2: Hum, fica igual.

Professora: Bem, o comportamento sera analogo em alguns parametros. Mas sera que é
analogo em todos? Por exemplo, o d, se somares 2 ou % 0 que é que acontece?

Al1G2: A funcao sobe.

Professora: Ok. Subir 1, ou 2, ou é a conclusao é a mesma. Sobe! Mas e se for o parametro

b, serd que o comportamento para b =2 ou b =% é analogo? E se for o

parametro a?
Al1G2: Ui, isso é trabalho para um més.
A2G2: No parametro a, a amplitude diminui em vez de aumentar.
Professora: E se for negativo?
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A2G2: Negativo ja vimos. Faz reflexdo em relacao ao eixo do x
Professora: Entdo, o que muda com b?
A2G2: Hum...o periodo.

As conclusdes sobre o efeito da variacao do parametro b foram alcancadas pelos grupos como

indica a Tabela 7.

Tabela 7: Frequéncia do tipo de resposta sobre a variagdo do pardmetro b em y = sin(bx)

Correto Parcialmente correto Incorreto Nao respondeu
3 3 2 0

A titulo de exemplo, na Figura 12, a representacao correta do grupo G2.

Figura 12: Representacao correta do efeito da variagédo do parametro b em y = sin(bx) pelo grupo G2
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Nas conclusdes parcialmente corretas, existe a constatacdo da afetacdo da variacdo de b sobre o

periodo da funcdo. No entanto, apenas sdo apresentados um ou dois exemplos. Na Figura 13, tem-se

como exemplo a representacao parcialmente correta do grupo G4.

Figura 13: Representacao parcialmente correta do efeito da variacdo do parametro b em y = sin(bx) pelo grupo

G2
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As conclusdes incorretas sao distintas. O grupo G7 limita-se a afirmar que “b < 1 encolhe; b > 1
estica”, sem qualquer referéncia ao eixo de comparacao ou sobre uma preocupacao da afetacdo da

mudanca de sinal de b, adicionando a nao conclusao sobre a alteracdo de periodo da funcéo. O grupo
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G8 da um exemplo de periodo alterando sem que referencie qual o valor de b que provocou essa

modificacao (Figura 14).

Figura 14: Representacéo incorreta do efeito da variacdo do parametro b em y = sin(bx) pelo grupo G8
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A variacao do parametro c, cujo efeito sobre o grafico da funcdo é uma translacao segundo o vetor

(c,0). Didlogo com o G8 (GA4-30/04), acerca da variacao do parametro c:

A1GS: Mas neste a translacéo... Nao sofre translacao?
A2G8: Quando alteramos o valor de c.

A3G8: Encolhe no eixo do yy. E, néo é?

Professora: De certeza?

Al1G8: Nao. Eu acho que da intermédio. Encolhe e estica.

Professora: ~ Devem sempre comparar com a funcdo sin x. Ponham no Y1 sin(x) e no Y2
fazem a mudanca do parametro c.
(depois de seguirem a orientacdo) O que aconteceu?

A2G8: Ah! Uma deslocacéao.

A1GS8: Mas o a estica e 0 b encolhe.

Professora: Depende. Vocés devem tentar perceber o que é que acontece ao periodo e ao
contradominio quando alteram os parametros. Que valor ¢ que deram a c?

A1GS8: -4
Professora: Mas olhem, vocés tém aqui x — c.
A2G8: Ah, entdoo c é 4.

Professora: Experimentem um valor mais pequeno, para perceberem melhor o que esta a
acontecer. Experimentem 1.

A2G8: Ficou igual.

A1GS: Né&o ficou!

A2G8: Nao ficou igual, mas ficou quase encostado.
Professora: O que aconteceu entao?

A3G8: Andou uma casa para o lado direito.
Professora: Sofreu uma translacao. Associada a que vetor?
A3GS: No x andou 1.

Professora:  Enoy?

A3G8: Zero. Nao sofreu transformacdo nenhuma.
Professora: Quais sao as coordenadas do vetor?

A3G8: (1,0).

Professora: E este 1 era o qué?

A2G8: Eraoc.

Professora: Sera que isto funciona sempre? Vocés sabem que uma translacao esta sempre
associada a um vetor. Cada ponto é enviado noutro segundo uma direcao, um
sentido e uma norma. Sera que é sempre assim? Sera que é sempre (c,0)? E
se o ¢ for negativo?

A3G8: Nao. Sera (0, ¢).

Professora: ~ Vamos ver o que acontece.
A4AGS: Se o ¢ for negativo, ali fica +1.
A3G8: La esta, anda para tras.

59



Professora:  Que translacao é que fez?

A3G8: Feza (—1,0).

Professora: Entao que translacédo ¢ que fez?

A3G8: (—=c,0).

Professora: —c? Quanto é que era o c?

A1GS8: —1.

A3G8: Entao fez (c, 0).

Professora: Entdo o que faz o ¢?

A3GS: Faz uma translacéo segundo o vetor (c, 0).

As conclusodes sobre o efeito da variacdo do parametro ¢ foram alcancadas pelos grupos conforme

indica a Tabela 8.

Tabela 8: Frequéncia do tipo de resposta sobre a variacdo do parametro c em y = sin(x + ¢)

Correto Parcialmente correto Incorreto Nao respondeu
5 2 1 0

Todas as conclusdes corretas fazem referéncia a translacao para a esquerda segundo o eixo dos
xx se ¢ < 0 e para adireita se ¢ > 0. Apenas o grupo G8 faz referéncia ao vetor (c, 0) a qual a translacao

estd associada. Na Figura 15, a titulo de exemplo, a representacéo correta do grupo G4.

Figura 15: Representacéo correta do efeito da variacdo do parametro ¢ em y = sin(x + ¢) pelo grupo G4
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Para as conclusdes parcialmente corretas, o grupo G6 conclui os efeitos da transformacéo sobre
o0 grafico para ¢ = —1 e para ¢ = 1, referindo o deslocamento para a esquerda e para a direita de uma
unidade, respetivamente. O grupo G5, embora referencie a translacdo para a esquerda ou para a direita,
nao estabelece relacao entre esse efeito e o sinal de ¢. Na Figura 16, o exemplo parcialmente correto

das conclusdes sobre a variacdo do parametro ¢ pelo grupo Gb.
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Figura 16: Representacao parcialmente correta do efeito da variacdo do parametro ¢ em y = sin(x + c¢) pelo

grupo Gb
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Apenas o grupo G7 concluiu de forma incorreta o efeito sobre a variacdo do parametro ¢, nao

fazendo referéncia a translacao e concluindo algo que poderia ter mais a ver, no contexto certo, com a

variacdo dos parametros a ou b. Na Figura 17 tem-se a representacao incorreta do grupo G8.

Figura 17: Representacéo incorreta do efeito da variacéo do parametro ¢ em y = sin(x + ¢) pelo grupo G7
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A variacao do parametro d provoca no grafico uma translacao associada ao vetor (0,d). A

conclusdo sobre a translacao foi alcancada pelos grupos, conforme ilustra a tabela 9.

Tabela 9: Frequéncia do tipo de resposta sobre a variacdo do parametro d em y = sin(x) + d

Correto Parcialmente correto Incorreto Nao respondeu
5 2 0 1

Todas as conclusdes corretas fazem referéncia a translacdo. No entanto, apenas o grupo G8
associa o vetor (0,d) a translacao. Os restantes grupos definem a translacdo como uma deslocacao do
grafico para cima ou para baixo, mediante d positivo ou d negativo, respetivamente. A titulo de exemplo,

na Figura 18, a representacao correta do grupo G2.

Figura 18: Representacéo correta do efeito da variacdo do parametro d em y = sin(x) + d pelo grupo G2
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Das conclusdes parcialmente corretas sobre a variacdo do parametro d, o grupo G4 refere haver
uma translacao no eixo dos yy e apresenta o exemplo para d = 1. O grupo G6 conclui que quando
d = 1 o gréafico da funcéo sobe uma unidade e quando d = —1 desce uma unidade, conforme ilustra a

Figura 19.

Figura 19: Representacéo parcialmente correta do efeito da variacdo do parametro d em y = sin(x) + d pelo

grupo G6

¢ fata d:1, a fmubd sobe ywa umidads,
o Pata da-4, a6 fumdo desu vwma ymidads;

Discussao do primeiro item da tarefa

No momento da discussao do primeiro item da tarefa, os alunos mostraram-se mais confiantes do
que na aula anterior para apresentar as suas conclusdes (RV4-30/04), pelo que a apresentacao foi feita

por um dos alunos, usualmente, menos participativo.

Al1GA4: Nos fizemos a funcdo seno para comparar a sin x. Depois nos fomos fazendo
cada letra de cada vez. Quando alteramos o a, vemos que altera a amplitude,
neste caso que é 2, sofre um aumento. Mas se, por exemplo, fosse —2, nos
vemos que a funcao ia ser ao contrario. Esta parte ia para cima e esta parte ia
para baixo. Sempre assim. Se por exemplo, fosse a = 0,5, a amplitude ja ia para
metade. Ja ia diminuir.

Professora:  Toda a gente chegou as mesmas conclusdes?

Alunos: Sim.

Professora: Ora bem, vamos |& resumir o que acontece.

(na animacdo Geogebra) Se fizermos variar o a, 0 que esta a acontecer?

Al1GI: A amplitude esta a aumentar.

Professora: A amplitude esta a aumentar se o a aumentar. E aqui? (fazendo a variar entre 0
el

A2G2: Diminui.

Professora: E aqui? (fazendo a varidvel assumir numeros negativos)

Al1GI: Inverte.

Professora: Entao, quando o a é negativo temos uma reflexdo em relacao ao eixo dos xx. Se
o valor absoluto for maior que 1, a amplitude...

A2G2: Aumenta.

Professora: E se for menor que 17

A2G2: Diminui.

A1G4: 0 b, nds vemos que o periodo se altera. Por exemplo, neste caso, para b = 2, 0

" . . s
periodo diminuiu para metade. Passou de 7 para >

Professora: Entdo o que acontece exatamente?

Al1GI: Aumenta o periodo quando o b é€ menor que 1.

Professora: ~ Aumenta o periodo quando b € menor que 1 em modulo. E quando € maior que
1?

Al1GI: Diminui.
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Al1G4: Quando alteramos o ¢, nés vemos que ha uma translacdo no eixo do x. Nés
fizemos o exemplo para ¢ = 1 e entdo a funcdo andou uma unidade para a
direita. Se fosse —1 andava para a esquerda.

Professora: O que faz entdo o parametro c?

Al1GI: Desloca-se.
Professora: Faz uma translacao. E qual é o vetor que lhe esta associado?
A2G8: (c,0).

Professora: ~ Ok. Podemos entdo dizer que obtemos o grafico de f, a partir do de y = sin x,
através da translagéo associada ao vetor (c, 0).

Al1G4: 0 d, quando alteramos o d, ha uma translacdo no eixo dos yy. Nds vimos que
com d = 1 afuncao anda mais um para cima. Isto continua com a amplitude de
um, sé que 0 maximo passa a ser 2.

Professora: O que faz o d entao?

A1G3: Sobe e desce.

AlG1: Faz uma translacao associada ao vetor (0, d).

Durante esta discussao servi-me de uma animacdo no GeoGebra, para ilustrar as transformacoes

do grafico, em comparagdo com a curva y = sin x. A Figura 20 ilustra a animacao usada no GeoGebra.

Figura 20: Animacao GeoGebra para estudo das familias de funcdes y = asin(b(x —¢)) + d
d T T

Para a resolucao do primeiro item da tarefa ndo esperava mostras de dificuldades por parte dos
alunos, uma vez que estdo familiarizados com o manuseamento da calculadora grafica. No entanto,
esperava que houvessem grupos que nao atribuissem valores para os parametros a e b com valor
absoluto menor do que um, podendo, dessa forma, chegar a conclusdes erradas.

Em termos de trabalho de grupo, a cooperacao e o trabalho de equipa melhorou em relacéao a
aula anterior, além de mais alunos registarem as conclusdes nos seus apontamentos pessoais (RA4-
-30/04). A resolucdo do primeiro item da tarefa foi bastante equilibrada, todos os grupos tiveram o
mesmo ritmo de resolucdo, terminando o estudo da variacdo de parametros praticamente em
simultaneo. Esta razdo permitiu que mais alunos estivessem em condicdes de apresentar as suas

conclusdes aquando da discussao.
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Apds a discussao do primeiro item, deu-se inicio a resolucao do segundo item da tarefa de
investigacao, onde era proposto fazer um estudo da funcédo arcsinx, com base na reflexdo da curva

y = sin x segundo a bissetriz dos quadrantes impares.

2. Considera o grafico da fungédo f(x) = sinx.
a. Esboca o grafico de f~*(x), a quem chamamos sin~(x) ou arcsin(x), refletindo f(x) em relacao &
reta y = x a (trocar a coordenada x com a y).
i. O grafico da relacao descrita em (a.) ndo ¢ uma funcéo. Descreve porque nao.

b. Existe uma restricdo do dominio de f(x) tal que f~1(x) é funcéo e contém o ponto (0,0). Restringe o
dominio desta forma.
i. Descreve o significado da funcédo f~1(x).

Introducdo da tarefa

No seguimento da aula, os alunos tinham o enunciado, bem como, os grupos ja haviam sido
constituidos no inicio da aula, pelo que nao faria sentido fazer qualquer alteracéo. De forma natural, deu-
-se continuacao aos trabalhos. Nenhum grupo mostrou dificuldade inicial com a interpretacao do

enunciado da tarefa.

Desenvolvimento da tarefa

Para a resolucao do segundo item da tarefa foram dados cerca de dez minutos. Uma vez que no
enunciado ha a referéncia a sin™1, ao contrario do sugerido na tarefa, fazer a reflexdo da curva y = sinx
segundo a reta y = x, os alunos usaram a calculadora grafica para esbocar o grafico da funcéo sin™*(x).

Na Figura 21, o grafico obtido pelo grupo G2.

Figura 21: Representacéo grafica de y = sin™*(x) pelo grupo G2

Em dialogo com o grupo G2 (GA4-30/04) acerca da representacao grafica que obtiveram.

A1G2: O dominio de f(x) ¢ igual ao contradominio de £ ~1(x).
Professora: ~ Sim.
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Al1G2:

Professora:

A1G2:

Professora:

Al1G2:

Professora:

Al1G2:

Professora:

Al1G2:

Professora:

Al1G2:

Professora:

Al1G2:

Professora:

Al1G2:

Professora:

A1G2:

Professora:

A1G2:

Professora:

A1G2:

Professora:

A1G2:

Professora:

A1G2:

Professora:

Al1G2:

A1G2:

Professora:

A1G2:

Professora:

A1G2:

Professora:

A1G2:

Professora:

A1G2:

Professora:

Al1G2:

Professora:

A1G2:

O problema da funcao inversa esta no dominio, porque ela é periddica e vai voltar
a repetir. Para o mesmo objeto vamos ter varias imagens. Por isso ndo ¢ funcao.
Portanto, supostamente, para que a inversa passar a ser funcdo, tenho que
restringir o seu dominio

Qual dominio?

O dominio da inversa. Hum, se eu restringir o dominio da funcao normal, eu vou
restringir o contradominio, ndo é? Entao porque vou querer restringir o dominio e
nao o contradominio de f ~1(x)?

A funcao seno é injetiva?

Ja nao me lembro, mas acho que nao... Nao, nao é!

E entdo, ela é invertivel?

E.

Bem, ndo. Se nao ¢ injetiva ndo pode ser invertivel.

Mas eu estou a inverté-la. Nao é?

Estas a inverté-la. Mas, como é que a invertes? O que é que tens que fazer para
poder inverter uma funcao que nao é injetiva?

Restringir o dominio.

Pronto, é isso. Tens que restringir o dominio. Agora, aqui s6 tens que pensar que
restricao deves fazer.

De —1a1? Deve serde —1a 1.

De —1 a 1?7 O dominio? Representa ai na calculadora o grafico da funcao seno.
Ah, sim, sim, sim. Vai ser de —3 a 3.

Olha aqui, de —3 a 3 a funcao continua a nao ser injetiva. Tens que procurar um
intervalo onde a funcéao ¢ injetiva. Isto ndo é —3 (aponta para os zeros).

Entdo, ndo é? Ah, pois nao, pois ndo! E...o que for.

Bem, s&o os zeros da funcéo.

Certo, mas ela aqui nao € injetiva.

Tens que pensar num intervalo que seja uma restricao do dominio e que contenha
todas as correspondentes imagens que 0 seno pode tomar.

Entao, é daqui aqui.

Que valores sao esses?

E de um minimo a um maximo.

Ok. Isso é do minimo ao maximo, mas que valores é que te interessam?

Ah, sim, o x.

Queres saber o qué? O maximizante e o0 minimizante.

Certo, ok. Ja percebi.

(depois de refletir um pouco)

Qual é o significado da inversa do sin x?

O que é que te da a inversa de uma funcao?

Pois, ndo sei.

Imagina a funcao x2. Qual é a operacéo inversa do quadrado?

Vai dar raiz quadrada.

O que é que te da a raiz quadrada? Da-te o numero que ao quadrado da aquele,
ou seja, Vx date o nimero que ao quadrado da x.

Ah, sim.

E aqui, neste caso, o que é que acontece?

Ora bem ... (pausa)

Se para cada x tens o sinx. Na funcéo f, se para cada amplitude tens o seu
seno. O que te da a inversa? Para cada seno...

Da o x?

Da-te a amplitude.

Ah, pois!
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Observando as resolucdes dos diferentes grupos, podemos constatar, na Tabela 10, as seguintes

evidéncias:

Tabela 10: Frequéncia do tipo de resposta ao item 2

Correto Parcialmente correto Incorreto Nao respondeu
1 1 0 6

Como se verifica na Tabela 10, apenas um grupo — o grupo G1 — conseguiu concluir corretamente
o segundo item da tarefa, sendo que o grupo G7 apresenta algumas conclusdes, o que torna a sua
resolucdo parcialmente correta. Esta auséncia de respostas deve-se, essencialmente, ao facto de o fim
da aula se aproximar e, ao que se veio verificar, dez minutos para o estudo deste item foram insuficientes
para a maioria dos grupos investigar e gerar conclusdes escritas (RA4-30/04). No entanto, para que as
conclusdes acerca deste estudo ndo se induzissem na aula seguinte, decidi pedir ao grupo G1, que ja
havia investigado esta questao, para apresentar as suas conclusdes ao grupo turma e dar inicio a
discussao.

Sobre as conclusdes do grupo G1, apesar de nao terem feito a reflexdo do grafico de y = sinx
segundo y = x e terem representado o grafico da funcao definida por sin‘l(x) dada pela calculadora,
concluem corretamente que a funcéo seno nao é invertivel porque nao é injetiva e, portanto, a curva
resultante da reflexdo ndo é uma funcédo. Apresentam, também, uma restricdo valida do dominio e
interpretam o significado desta funcao inversa. Na Figura 22 a representacao das conclusdes do grupo
Gl.

Figura 22: Representacéo correta do item 2 pelo grupo G1
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A resolucao do grupo G7 aproxima-se muito do pretendido. Fazem a reflexao e concluem que a
curva resultante ndo traduz uma funcéo. Contudo ndo apresentam a restricdo ao dominio de f para que
possa ser invertivel, nem a interpretacao da funcao inversa da funcao seno. Na Figura 23 a representacao

das conclusdes do grupo G7.

Figura 23: Representacdo do estudo da funcao inversa da funcdo seno pelo grupo G7
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Discussao do segundo item da tarefa

Chamei ao quadro um elemento do grupo G1 (GV4-30/04) para apresentar as conclusdes do

grupo a turma.

Al1GI: Nés pusemos na calculadora e percebemos que tinha de estar entre —1 e 1. E,
portanto, era este o grafico que nos dava. A funcao sin‘l(x) nao pode ser uma
funcéo, porque a funcdo sin(x) ndo é injetiva, ou seja, a cada imagem
corresponde mais que um objeto. Logo, se nao é injetiva ndo admite inversa.

Professora: E essa funcéo que esta ai representada que nao é invertivel?

AlGI: Nao. A sin(x) é que nao & injetiva.
Professora: Entdo nao é invertivel, é isso?

Al1GI: Nao, nao é invertivel.

Professora: O que é que voceés fizeram entao para inverter?
Al1GI: Fizemos uma restricao.

Professora:  Alguém fez a reflexao?

Al1G3: Eu fiz, mas apaguei.

Professora: Porque apagaste? Vamos fazer entao.

Nesta altura, utilizei o GeoGebra para esbocar as duas curvas refletidas segundo a reta definida

por y = x e discutir com o grupo turma. Na Figura 24 a representacao da projecao da reflexao resultante.
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Figura 24: Representagéo da reflexdo de y = sinx segundo a reta y = x no GeoGebra

O raciocinio resultante, com o grupo turma, sobre a representacao do GeoGebra (GV4-30/04):

A1G4: Ah, que giro!
A1G5: Como se faz isso na maquina?
A1GI: Nao se faz. Nao da para fazer.
Professora: Entao, o resultado da reflexdo ¢ uma funcao?
A2G1: Nao.
Professora: Porqué?
A1G8: Nao sei, € estranha.
A2G1: Se calhar é uma funcao.
AlGI: Nao é!
Professora:  Entao, ¢ funcédo ou nao é?
Al1GI: Nao, ndo ¢ funcao porque (pausa)
(Ninguém responde)
Professora: Olhem, por exemplo, para x = 0 tem muitas imagens. Isto pode ser possivel?
Al1GI: Nao.
Professora: ~ Qual é a definicao de funcdo?
(Ninguém diz nada)

Professora: E uma correspondéncia, onde todos os objetos tém uma e uma so imagem. O
que nao acontece nos pontos desta curva. O que temos de fazer entao?

Al1GI: Temos de restringir o dominio.
Professora: ~ Vocés encontraram uma restricao?
A2G1: Fizemos de —~a —.
2% 2
Professora: Porque escolheram esse intervalo?
A2G1: Porque ai tem um maximo e um minimo e depois repete-se sempre.

Professora: E nesse intervalo a funcéo ¢ injetiva. Vamos representar.

Recorri ao GeoGebra para visualizar a representacdo grafica da restricdo do dominio da funcéo

. T T
seno ao intervalo _E'E]‘
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Figura 25: Representagéo grafica em GeoGebra de sin x com dominio restrito a [—gg] e a sua inversa

\

) —

r‘ .

Na continuacdo sobre a discussao e ponderacdo sobre a restricdo bijetiva do dominio (GV4-30/04):

Professora:

A2G2:

Professora:

AlGI:

Professora:

A1G2:

Professora:

0 segundo item da tarefa tinha como objetivo alertar o aluno que, uma vez que a funcao seno nao
é injetiva, quando usam o comando sin~! da calculadora, esta apresenta, apenas amplitudes de angulos

: T T . ~ . vy
no intervalo [_E’E]' Aquando da discussdo, o GeoGebra mostrou-se, mais uma vez, Util para a

clarificacao visual da relacdo entre a funcao seno e a funcao arcseno (RA4-30/04). Este segundo item
da tarefa deu oportunidade de recordar um pouco dos conteudos referentes ao tépico das funcoes
inversas. A tarefa incluia mais trés itens, o quarto item tinha como propdsito estabelecer a relacao entre
as funcoes seno e a funcao cosseno, obtendo uma a partir de uma transformacao de translacdo da outra.

O terceiro e o quinto item pretendia fazer o estudo da variacéo de parametros de y = a cos(b(x — ¢)) +d

. .~ T T .. ~ i

Os vossos colegas fizeram a restricao [—5,5]. Neste dominio, a funcao é
invertivel? Ha algum problema com a curva resultante da reflexdo?
Nao.

~ . .~ .. mT T ;. i
Entao, fizemos uma restricdo ao dominio de [_E’E] e o contradominio é
[—1,1]. Como vai ficar na sin™*(x)?
Vai ficar ao contrario.

. T T . ~ . o PR
Vai ficar [-1,1] — [_E'E]' Qual ¢ entao o significado de sin 1(x)?

Da as amplitudes.

Para cada valor da razdo seno, da-nos a amplitude de um angulo que lhe é
correspondente. E € aqui que vocés tém que ter cuidado! A operacéo sin~! das
vossas calculadoras s6 da amplitudes de angulos entre — % e %

e de y = atan(b(x — ¢)) + d. Os restantes itens ficaram para serem concluidos em casa.
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4.5. Tarefa de Exploracao: A respiracao num mamifero

Numa experiéncia foi utilizado um mamifero que no processo normal da respiracao, a cada 4 segundos, ocorre
um ciclo respiratério (conjunto de uma inspiracao e de uma expiracao). Em cada inspiracdo e expiracdo normais
entra e sai 0,5L de ar (ar corrente). No entanto, ha sempre uma reserva de ar nos pulmdes cujo volume, t
segundos apos uma expiracao, é dado, em litros, pela funcao v definida por:

Tt
v(t) =2,5—0,25cos (7), t>0

A experiéncia decorre durante 10 minutos.

1.1. Em relacéo aos 4 segundos de cada ciclo respiratorio, indica:
1.1.1. O volume maximo e o volume minimo de ar de reserva nos pulmoes;
1.1.2. O volume de ar de reserva nos instantes t = 1 e t = 2.

1.2. Em que fase da respiracdo se encontra o animal no instante em que completa 7 minutos e 29 segundos
da experiéncia? Justifica.

1.3. Por processos analiticos, calcula v’(5) e v’(15). Interpreta o resultado no contexto do problema.

1.4. Considera a representacao grafica da funcdo v durante os 10 minutos da experiéncia e determina as
coordenadas dos pontos de inflexao do grafico no intervalo [4,8];

Esta tarefa teve como proposito aplicar os conceitos apreendidos nas aulas anteriores ao contexto
real. Na sua resolucao procura-se aplicar as propriedades periddicas das Funcdes Trigonométricas e o
conceito de derivada nas conclusdes acerca da monotonia e extremos para a interpretacdo de um modelo
real de respiracdo de um mamifero. Para a realizacéo da tarefa, os alunos foram divididos em sete grupos

de quatro elementos.

Introducdo da tarefa

A tarefa fazia parte da colecao de tarefas disponiveis no manual, pelo que depois de todos os
alunos terem presentes o enunciado, um dos alunos leu-o em voz alta. Ndo havendo mostras de duvidas,

partiu-se para o desenvolvimento da tarefa.

Desenvolvimento da tarefa

O estudo dos extremos, no primeiro item da tarefa, poderia ser estudado de diversas formas.
Poderia estudar-se o contradominio da funcéo v, ou através do estudo de sinal da primeira derivada, ou
através da interpretacao do contexto da situacao problema. Enquanto percorria 0s grupos, constatei que
trés optaram por fazer o estudo de sinal da derivada e os restantes optaram por fazer a interpretacao do

contexto. Em qualquer uma das situacdes, a interpretacao do enunciado trouxe desafios (GA8-11/05).

Al1G4: Ja percebemos, t = 0 é a expiracéo e t igual a nao sei quantos ¢ a inspiracao.
Professora: A inspiracdo ndo é um instante.
A1G4: Sim. N&o. E as duas coisas, ndo é? Entre o expirar e o inspirar.
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Professora: E o que tém entre o expirar e o inspirar?

A2G4: E os 4s.

Aluno A1G4: Isto aqui é o minimo e isto aqui & o maximo (/ndica o grafico na calculadora).

Professora: Ah, isto & um minimo e isto um maximo, nao é a inspiracao e a expiracao. A
inspiracao € o processo de entrada de ar, quando o volume esta a aumentar.

O primeiro item da tarefa foi alcancado pelos alunos conforme traduz a Tabela 11:

Tabela 11: Frequéncia do tipo de resposta ao item 1.1.1.

Correto Parcialmente correto Incorreto Nao respondeu
3 4 0 0

As trés respostas corretas apresentam o estudo de sinal da derivada. Embora seja uma das formas
de abordagem para concluir os extremos, o estudo do contradominio seria a forma mais simples de

perceber e comprovar o valor maximo e minimo de ar nos pulmaes.

No grupo G5 (GA8-11/05), a propésito do estudo de sinal da derivada:

A1Gb: Nos fizemos a derivada para a primeira, mas ja percebemos que nado era para
fazer.

Professora:  Vocés podem recorrer a derivada. Fazem como acharem melhor.

A1Gb: No6s depois encravamos aqui na derivada para tirar os zeros.

Professora: Porqué?

A2Gb: Porque ndo sabemos resolver a equacao trigonométrica.

A3Gb: Porgue supostamente, agora tinhamos que resolver a equacao trigonométrica

para ver onde esta isto.

Professora:  Vocés tém que ver quando é que a derivada é zero. Isto € um produto. Quando é
que o produto é zero?

Al1G5: Quando um deles é zero.

Professora: g nunca € zero, sO vos resta saber quando o seno é zero. E agora, quando é que

0 seno é zero?

A3G5: Em > + 2kn

Professora: sin% é1l.

A3G5: E nom. Eem k.

Professora: Entao este angulo g t tem de serigual a k.
A3G5: Ah, ok. Ja percebi.

A titulo de exemplo de resposta correta, na Figura 26, a resolucéo do Grupo Gb.
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Figura 26: Representacao correta do item 1.1.1 pelo grupo G5
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Ainda no Grupo G5 (GA8-11/05):

A3G5:
Professora:
A3G5:
Professora:

A3Gbh:
Professora:

A3G5:
Professora:

A3Gbh:
Professora:

A3G5:
Professora:

Estou com duvida em como fazer a tabela. Aqui dizzme que t é de 0 a 4s.

O que sabes é que um ciclo dura 4s.

Quero saber do ciclo de 4s. Sabe-se que o t é 4s.

Sabes que a cada 4s ha uma inspiracdo e uma expiracdo. Comeca aos 0s, depois
tens aos 4, depois aos 8 e assim por diante durante 10min.

Ah!

Em 10min ha 600s. E agora sabes que estes valores, os multiplos de 2 sao zeros
da derivada.

Mas aqui so quer saber nos 4s.

Mas é um ciclo qualquer. Nao tem que ser os primeiros 4. Pode ser do 2 ao 6.
Também séo 4s.

Entdo vou por isto infinitamente?

Bem, nao. No maximo seriam os 600s, mas s6 precisas perceber o que acontece
em um ciclo.

Mas se fizer k = —1 da-me um tempo negativo.

Ok, é um pouco estranho falar-se de tempos negativos. Embora possas pensar no
instante zero como o comeco da contagem, existiu tempo antes de se comecar a
contar. No entanto, este modelo ndo é suposto traduzir o que acontece antes do
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A3Gb:
Professora:

Os grupos que procuraram responder a esta questdo através da interpretacdo do problema
chegaram a conclusdes parcialmente corretas, porque apesar de perceberem que v(0) representa o
momento de fim da expiracao e inicio da inspiracao. Por isso, ao representar o volume minimo de ar nos

pulmdes, todos os grupos assumem v(2) como o volume maximo de ar nos pulmdes, mas nao

inicio. Para ultrapassares este dilema, em vez de provares que em 0 ha um
minimo, prova que ha em 4.

Mas assim a minha tabela vai ter mais do que 4s.

Isso nao tem problema. O dominio tem 10min. A tabela pode ter considerados
mais tempos que um ciclo, principalmente se te ajudar a perceber e provar o que
acontece num ciclo. Depois podes fazer as tuas conclusdes assentes no tempo
de um ciclo.

apresentam qualquer justificacdo para essa conclusao.

Em dialogo com os Grupo G1 (GA8-11/04), acerca dos ciclos de respiracao e sua relacao com os

extremos da funcao, no contexto da situacao descrita:

Professora:
Al1G1:
Professora:
A1GI:
Professora:
A1GI:
Professora:
A1GI:
Professora:

Professora:

A2G1:
A3G1:
Professora:

A3G1:
Professora:
A2G1:
Professora:
Al1GI:
Professora:
A3G1:

Porqué entre 0 e 4? Porque tém a certeza que é em 0 e em 4?

Nos nao dissemos que era em 0 e 4. Dissemos que o dominio ¢ entre 0 e 4.
Bom, o dominio ndo ¢ [0,4], porque ele diz aqui que a experiéncia durou 10min.
Sim, mas aqui diz que é so6 em relacdo aos 4s.

Aos 4s de um ciclo.

Sim.

Um ciclo qualquer.

Sim, entre 0 e 4; entre 4 e 8 e assim.

Ok. O que vocés sabem é que acontece em blocos de 4? Notem o que diz aqui:
“t segundos apos uma expiracao”. Quando é que isto comeca?

(ninguém comenta)

(exemplifico fazendo uma expiracdo) Agora € que comeca, depois de expirar.
Quando expiramos até ao fim, qual é o volume que fica de ar?

Zero.

N&o, porque aqui diz que fica sempre uma reserva de ar.

Fica sempre alguma coisa, ndo é suposto os pulmédes ficarem em vacuo. E esse
valor sera o qué?

O volume minimo?

0 que representa entao o v(0)?

O minimo.

E quando vamos ter o maximo?

4s depois.

4s depois voltam a ter um minimo. 4s é o tempo de um ciclo.

Pois, ¢ em 2.

No grupo G6 (GA8-11/05):

AlG6:

Professora:

Quando calculamos o maximo temos que acrescentar o meio litro que entra nos
pulmdes?
Tém que ir a funcdo volume tirar o volume maximo.
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A2G6: Estd bem, mas temos que adicionar a reserva?

Professora: 0 que diz aqui, “entre cada expiracdo e inspiracao entra e sai 0,5L.” O que vocés
sabem é que entra 0,5 e sai 0,5. Depois o que diz? “ha sempre uma reserva de
ar nos pulmdes”. Vocés sabem que nunca vai ficar a zero. “O volume de ar é
dado por..."” O volume de ar é dado por isto (gponfo para v(t)).

A2G6: Pois, mas € que 0 maximo e o minimo dao iguais.
Professora: Bem, isso nao pode acontecer.
A1Gé: Nos temos que somar os 0,5 que entrou.

Professora: 0,5 é a quantidade de ar que entra e que sai. v(t) da-vos o volume de ar nos
pulmdes a cada instante.

A2G6: Mas é que nos fizemos o v(0) e 0 v(4) e deu 0 mesmo.

Professora: ~ Sim, dos Os aos 4s completamos um ciclo. Em 4s inspiram e expiram. Voltamos
a0 mesmo sitio.

A2G6: Pois, foi isso que vos tinha dito, os 4s demoramos a inspirar e a expirar. Como
fazermos o maximo agora? E aos 2s?

Professora: Porqué?

A2G6: Porque é metade.

Professora: Bem, a partida, podemos pensar que sim. Podemos dizer que é meio tempo para
inspirar e meio tempo para expirar, até porque entra e sai 0 mesmo volume de
ar. No entanto, sera que nao seria possivel demorar mais tempo a inspirar do
que expirar, ou vice-versa? Sera que temos que saber 0 maximizante para saber
o maximo? O que quero dizer &, neste contexto faz sentido que o maximizante
seja valor médio entre dois minimizantes, mas sera que é sempre assim?

A1Gé: Eu acho que néo.

Das conclusdes parcialmente corretas, apresenta-se, na Figura 27, a titulo de exemplo, a

representacado do grupo G3.

Figura 27: Representacdo parcialmente correta do item 1.1.1 pelo grupo G3
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O item 1.1.2. da tarefa ndo constituiu duvidas em nenhum dos grupos, pelos que todos o

concluiram de forma correta. Na Figura 28, como exemplo, a representacdo do grupo G5.
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Figura 28: Representacdo parcialmente correta do item 1.1.2 pelo grupo G5

vl = 2,5 -0,25 cos (TT{:) ct7vo
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O item 1.2. da tarefa era proposto procurar saber em que fase da respiracdo o mamifero estava
aos 7 minutos e 29 segundos. Como a funcao v é expressa em segundos, os alunos teriam que escrever
0s 7 minutos em segundos e com base no volume de ar nos pulmdes perceber se o0 volume esta
enquadrado entre um minimo e um maximo ou vice-versa e assim concluir se € uma inspiracao ou uma

expiracdo, respetivamente. As conclusdes dos alunos estdo de acordo com a Tabela 12.

Tabela 12: Frequéncia do tipo de resposta ao item 1.2.

Correto Parcialmente correto Incorreto Nao respondeu
2 4 0 1

Nas conclusdes corretas, todos os grupos expressam os 7 minutos e 29 segundos em 449
segundos, calculam o correspondente volume de ar nos pulmdes e indicam v(448) como um minimo
de v ou v(450) como um maximo de v e entdo concluem que aos 449 segundos o mamifero esta a

inspirar. A titulo de exemplo, na Figura 29, a representacéo do grupo G1.

Figura 29: Representacéo correta do item 1.2. pelo grupo G1
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Quanto as conclusdes parcialmente corretas, o grupo G5 calcula o tempo em segundos e o volume

correspondente corretamente, contudo, ndo conclui a fase de respiracdo do mamifero. O grupo G2
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conclui a inspiracao, mas nao justifica. Os grupos G4 e G6 afirmam que se trata de uma inspiracao por
se tratar de meio ciclo respiratério. No entanto, nao fazem qualquer prova de que se trata da primeira
metade do ciclo, tendo por base que a experiéncia se inicia com a inspiracdo. Na Figura 30, a titulo de

exemplo, a representacdo do grupo G6.

Figura 30: Representacédo parcialmente correta do item 1.2. pelo grupo G6
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O item 1.3. da tarefa propunha estabelecer a fase da respiracao do mamifero aos 5 segundos e
aos 15 segundos com base na derivada, ou seja, a partir do sinal de v’ nesses momentos perceber que
se v'(a) é positiva, a funcao é crescente em x = a e, portanto, trata-se de uma inspiracéo, se for negativa
em x = a, a funcao decresce nesse momento e, portanto, trar-se-ia de uma expiracao. As frequéncias

dos tipos de resposta por parte dos alunos foram as seguintes:

Tabela 13: Frequéncia do tipo de resposta ao item 1.3.

Correto Parcialmente correto Incorreto Nao respondeu
2 4 0 1

Ambas as representacdes corretas apresentam o calculo da derivada, o valor de v’(5) e de v’(15),
bem como fazem referéncia ao sinal desses valores e estabelecem a relacdo com os declives das retas
tangentes em x = 5 e em x = 15, concluindo, respetivamente, a inspiracdo e a expiracao. A titulo de

exemplo, na Figura 31, a representacao correta do grupo G1.
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Figura 31: Representacdo correta do item 1.3. pelo grupo G1
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As conclusdes parcialmente corretas, em todas calculam a derivada e os valores de v'(5) e de
v’(15). O grupo G5 n&o conclui as fases de respiracao, os grupos G2, G3 e G4 concluem as fases para
cada momento, contudo, nao estabelecem nenhuma relacdo entre o sinal da derivada e a monotonia

nesses instantes. A titulo de exemplo, na Figura 32, a representacao parcialmente correta do grupo G2

Figura 32: Representacdo parcialmente correta do item 1.3. pelo grupo G2
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O item 1.4. conduz a necessidade do estudo do sinal e dos zeros da segunda derivada. No que

diz respeito a este item, as frequéncias dos tipos de resposta foi conforme a Tabela 14.

Tabela 14: Frequéncia do tipo de resposta ao item 1.4.
Nao respondeu

Correto Parcialmente correto Incorreto
0 4

1 2
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O grupo G1 foi 0 Unico que apresentou uma resposta correta, determinou a segunda derivada, os
zeros, apresentou a tabela do estudo de sinal e concluiu os zeros da segunda derivada como pontos de

inflexdo. A Figura 33 mostra a representacao correta do grupo G1.

Figura 33: Representacao correta do item 1.4. pelo grupo G1
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Nas representacdes parcialmente corretas, o grupo G6 limita-se a determinar a segunda derivada
e 0 grupo G2 determina a segunda derivada, determina dois zeros, t =5 Vvt = 7, nao os referindo

como maximizantes ou minimizantes nem apresentando qualquer estudo sobre o sinal da derivada. Na

Figura 34 a representacao do grupo G2 ao item 1.4.

Figura 34: Representacdo parcialmente correta do item 1.4. pelo grupo G2
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Discusséo final

Durante a discussao com o grupo turma e a apresentacao de resultados, cada item da tarefa foi
apresentado por um grupo diferente. O item 1.1.1., que fazia referéncia ao estudo dos extremos, trouxe
um momento de discussdo, com a clarificacdo da diferenca entre o conceito de extremo e o conceito de

maximizante e minimizante (GV8-11,/05).

A1G3: Em vez de fazermos pela derivada, decidimos interpretar o problema. Ele diz-nos
que cada ciclo demora 4 segundos e entao, n6s pensamos que, como ele comeca
na inspiracéo, t = 0 tem que ser o valor minimo, que é quando so esta nos
pulmdes a reserva inicial.

A2G3: Nds temos a nossa reserva de ar, que € minima.

Al1G1: Sim, eles modelaram a partir do momento que se inicia a inspiracdo. Nesse
momento s6 tinha o ar de reserva

Professora: Entao, o modelo comeca no momento em que acaba de expirar. E quando acaba
de inspirar temos o qué?

A2G3: Temos o volume maximo.

Professora: Ok, acaba a inspiracado tem-se os pulmdes cheios. Entdo qual é o volume maximo
e 0 volume minimo?

Al1G3: Da o v(0) e o v(2). A meio do ciclo de 4 tem o maximo. Que nos da mais 0,5L
que em v(0).

Professora: Entdo o aumento te 0,5 mostra-nos que em t = 2 chegou ao maximo. Quem é
que fez diferente?

Al1G7: Nés fizemos com a derivada! Nos fizemos com a derivada para calcular o maximo
e 0 minimo da funcdo. Calculamos a derivada, depois igualamos a zero. Fomos
a calculadora e calculamos os zeros entre 0 e 4, porque o ciclo demora 4
segundos. Depois fizemos a tabela e mostramos v(0) como minimo e v(2)
como maximo.

Professora: A tabela que vocés fizeram, sera que prova que em t = 4 ha um minimo?

A1G3: Tinhamos que continuar a tabela, para ver que a derivada é positiva depois de
t=4.

Professora:  Alguém estudou o sinal depois de t = 4?

A1G5: E positiva até ao 6.

Al1G7: A funcao é periddica, os zeros vao ser 0,2,4,6, ... e 0 sinal também se vai

repetir. Nos fizemos de 0 a 4 porque dizia de 0 a 4.
Professora: Um ciclo tem 4 segundos. Nao diz que tem que ser de 0 a 4. Qual era o objetivo
do problema?

A1G7: Era calcular o maximo e o minimo.

Professora: Quanto é que deu?

Al1G7: Depois fomos a férmula inicial e substituimos pelo maximo e pelo minimo.
Professora: O 2 ¢ um maximo?

A1G7: N&o!

Professora: Oqueéo?2?

A1G7: E um zero.

Professora: E um zero da derivada, mas o que é para v?
(Minguém comenta)

Professora: E um maximizante. O v(2) é que é maximo. Nesta pergunta, por se tratar de
uma funcdo cosseno, para calcular os extremos, também poderiam ter feito o
contradominio, pelo processo que vimos na outra aula.
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No item 1.2., o grupo G3 diz ter recorrido a calculadora para perceber que um segundo depois de
decorridos os 449s correspondentes aos 7 minutos e 29 segundos, a funcdo v atinge o seu maximo e,
por isso, nesse instante o animal esta a inspirar. Aproveitei o facto de terem recorrido a calculadora para

procurarmos uma forma de perceber a fase da respiracao por processos analiticos (GV8-11/05).

A1G3: Diz aqui que temos que saber em que fase esta o animal aos 7 minutos e 29
segundos, se esta na inspiracdo ou na expiracdo. Entao, nos fizemos uma regra
de trés simples para saber quanto eram os 7 minutos em segundos, que eram
420 segundos e entao juntamos os 29 e deu 449 segundos. Depois fazemos o
v disso e deu 2,5L, entdo concluimos que, uma vez que o volume aos 450 é
2,75, entdo concluimos que se trata de uma inspiracdo, porque 1 segundo
depois atinge 0 maximo.

Professora: ~ Como determinaram o v(449)?

A2G3: Na calculadora.

Professora: ~ Quantos ciclos cabem em 449 segundos?

A2Gb: Divide-se por 4.

Professora: ~ Vamos fazer essa diviséo entéo. 449 a dividir por 4.
A2G1: Nao da.

Professora: Ok, nao é divisivel por 4, vai sobrar alguma coisa.
(Faco o algoritmo da divisdo no quadro com a ajuda dos alunos)
Professora:  Entdo 449 = 4 x 112 + 1. O que isto significa?

Al1GI: Que tem 112 ciclos mais 1 segundo.
Professora: E mais 1 segundo é uma inspiracdo ou uma expiracao?
A1G3: E uma inspiracao, porque 0 maximo ¢ so 2 segundos depois.

No item 1.3., que faz alusdo ao calculo da derivada em dois instantes diferentes, a interpretacéo
da relacdo entre o sinal das derivadas nesses instantes e a fase de respiracdo correspondente, foi muito
bem interpretada pelo aluno A1G6. Aproveitei esta questdo para chamar a atencdo para as diferencas
de métodos do estudo da fase de respiracdo, recorrendo ao algoritmo da divisdo do item 1.2. e o estudo

do sinal da derivada no item 1.3. (GV8-11/05).

AlGé6: Basicamente pedem o significado de v’(5) e de v’'(15). A derivada em 5 da %
litros por segundo, enquanto em 15 da —g litros por segundo. Pelo contexto do
problema chegamos a conclusao que quando x = 5 esta a receberg litros por

segundo, ou seja, ele esta a inspirar. Enquanto que x = 15, verificamos que ele
T . . . . .
perde s litros por segundo, o que significa que ele esta a expirar.

Professora:  Alguém interpretou de forma diferente?
(ninguém comenta)

Professora: ~ Vamos olhar para a pergunta anterior. Na pergunta anterior, nés conseguimos
saber se 0 animal esta a inspirar recorrendo ao algoritmo da divisdo. Sera que é
sempre preciso recorrer ao algoritmo da divisdo?

Al1GI: Né&o.

Professora: N6s conseguimos perceber se 0 animal esta a inspirar com o estudo de sinal da
derivada. Se a derivada der positiva, 0 que esta a acontecer?

A2G7: A funcao esta a crescer.
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Professora: Neste exemplo, traduz-se, no animal a inspirar. E se a derivada for negativa?

A1G1: Esta a expirar.
Professora: Porqué?
A2G7: Porque a funcéo esta a decrescer.

Professora: Reparem que dadas a propriedades periodicas da funcdo v, conseguimos usar
um método que aprendemos ha muitos anos, o algoritmo da divisao e a
interpretacao do resto da divisao ao contexto. E conseguimos usar agora um novo
método de interpretacdo, com recurso ao estudo de sinal da primeira derivada.

No item 1.4., o maior desafio foi perceber o significado, no contexto do problema, para os pontos

de inflexdo (GV8-11/05).

A3G1: Nas alineas anteriores ja tinhamos calculado a primeira derivada da funcao v.
Portanto, a partir da primeira fizemos a segunda derivada. Depois igualamos essa
funcdo a zero e obtivemos dois instantes. Restringimos ao intervalo [4,8] e
fizemos a tabela de sinal. Analisamos o comportamento da funcao nesse intervalo
e com 0s zeros concluimos os pontos de inflexdo da funcao v.

Professora: Sera que nds conseguimos perceber o que significam esses pontos?

A1G6: Deixa de inspirar e passa a expirar.

Professora: ~ Vamos ver. Onde temos o Ponto de Inflexao? (represento um esboco do grafico
de v e marco um ponto de inflexdo num intervalo de inspiracio) Neste momento
deixou de inspirar e passou a expirar?

A1G6: N&o.

Professora:  Entdo o que querera dizer?

(ninguém comenta)

Professora: No caso deste ponto de inflexao, se nds tracarmos a reta tangente a funcdo nesse
ponto, ela ira ter o declive maximo. Os zeros da segunda derivada dao-nos
informacao a cerca dos extremos da primeira derivada. Este momento foi aquele
onde a velocidade da entrada de ar era maxima, no intervalo da inspiracdo. Apos
este momento ha uma desaceleracao da entrada de ar, até que a velocidade de
entrada de ar é zero, ou seja, no momento atinge o volume maximo de ar nos
pulmdes e a inspiracao acaba.

A aula terminou no momento que discutiamos a interpretacdo dos pontos de inflexdo no contexto
da situacao problema. Nesta aula, notei haver, fundamentalmente, dificuldades na resolucdo de
equacoes trigonométricas, expondo as fragilidades na compreensao das relacdes existentes entre as
razdes trigonométricas dos angulos no circulo (RA8-11/05). Todas as resolucdes foram projetadas no
quadro, permitindo que todos os alunos pudessem registar as conclusdes nos seus apontamentos
pessoais. O manual tinha, na mesma pagina, uma situacdo problema de contexto real diferente, que

ficou para trabalho de casa (idem).

4.6. Percecao dos alunos apés a intervencao pedagogica

No final da intervencéo pedagogica, os alunos responderam a um questionario, cujo propésito era

percecionar a sua visao sobre as estratégias de ensino e aprendizagem levadas a cabo durante a
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intervencao pedagogica. O questionario era munido de questdes que relacionavam, na sua perspetiva, a
relacdo motivacional e de compreensao dos conteudos no tema das Funcdes Trigonométricas com o uso
de tarefas de exploracao e tarefas de investigacao. De que forma esta tipologia de tarefas de estrutura
aberta contribuiram para o desenvolvimento de competéncias e que dificuldades sentiram na

concretizacao das tarefas de investigacao.

Percecdo dos alunos sobre o uso de tarefas de estrutura aberta na aula de Matematica

As tarefas de estrutura aberta, as tarefas de exploracdo e as tarefas de investigacao, sao vistas
pela maioria doa alunos como situacdes de uma natureza problematica que exigem mais raciocinio,
criatividade e onde sentem mais liberdade:

“Nas tarefas exploratérias e de investigacdo, ndo so6 aplicamos conhecimento, como

também desenvolvemos outras competéncias, como a capacidade de trabalhar com a

calculadora, como a capacidade de formular e resolver problemas e de interpretacdo em

contextos reais”. (QA2)

“As tarefas exploratérias e as tarefas de investigacdo sdo menos diretas ainda que os seus

problemas exigem muito mais raciocinio, compreensdo e dominio dos conceitos” (QA26).

“As tarefas de exploracdo e investigacdo requerem um exercicio mental mais complexo,

sendo necessario a abordagem a conceitos e férmulas aprendidas para a interpretacdo e

resolucdo do problema”. (QA18)

“Nas tarefas de exploracdo e de investigacdo ¢ uma maneira de resolvermos problemas,
mas que necessitam de investigacao, interacao e criatividade”. (QA3)

0 desenvolvimento de competéncias como a autonomia, o pensamento critico e criativo, a tomada
de decisodes e espirito de iniciativa, a capacidade de interpretacao de diferentes contextos, a capacidade
de resolver problemas, a capacidade de trabalhar em grupo e de se expressar em publico, sao algumas
das competéncias-chave para o século XXI (Martins et al., 2017), que se esperam ser trabalhadas
também na sala de aula de Matematica. Neste contexto, o aluno QA1 aponta dois pareceres positivos na
realizacao desta tipologia de tarefa, que “aumentam a capacidade de falar em publico e argumentar
quando apresentamos a nossa teoria e proporcionam-nos momentos importantes de trabalho de grupo”.
0 aluno QA19 considera que a realizacao deste tipo de tarefas “é benéfica no sentido de nos obrigar a
raciocinar”. O aluno QA7 vai mais longe ao afirmar que as tarefas de exploracdo e de investigacdo
“permitem que usemos 0 nosso raciocinio e capacidade de perceber os problemas e investigar solucdes.
E, portanto, muito Util uma vez que permite que desenvolvamos essas caracteristicas”.

O escrutinio dos alunos relativamente aos contributos da realizacdo de tarefas exploratorias e

investigativas para o desenvolvimento das suas competéncias € explanado conforme ilustra a Tabela 15.
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Tabela 15: Percentagem de alunos segundo as opcdes de resposta relativamente ao contributo para o
desenvolvimento de competéncias na realizacdo de tarefas de exploracdo e tarefas de investigacdo

As tarefas exploratdrias e de investigacdo Percentagem T S
desenvolvem: N P A M

A capacidade de usar a Matematica como

instrumento de interpretacdo e intervencdo no 6 13 77 4 2,8 0,61
contexto de vida real.

A capacidade de interpretacdo de textos e 3 10 77 10 29 0,56
problemas,

A capacidade de formular e resolver problemas. 0 19 78 3 2,8 0,45
Uma atitude de autonomia. 9 13 68 10 2,8 0,75
O espirito critico e de rigor. 3 23 58 16 2,9 0,71
A confianca na abordagem de situacdes novas. 6 29 55 10 2,7 0,74
A capacujade de elaborar e organizar o trabalho de 3 93 58 16 29 0.71
forma cuidada.

A capacidade de seleq_onar estratégias para a 7 13 61 19 29 0,76
abordagem da problematica.

A capacidade de formular hipoteses e prever 3 13 77 7 29 0,55
resultados.

A capacidade de colaborar em trabalhos de grupo. 3 10 68 19 3,0 0,65
A capacidade de exprimir e fundamentar opinides. 3 23 58 16 2,9 0,71
A capacidade de falar em publico. 9 13 52 26 2,9 0,88

Nota: N = Nenhum; P - Pouco; A — Algum; M - Muito

Da observacao da tabela, & notorio perceber que a maioria dos alunos da turma percebe existir
contributos para o desenvolvimento das suas competéncias quando realizam tarefas de caracter
exploratdrio ou investigativo. Note-se que a influéncia do desenvolvimento das diferentes competéncias,
na realizacao desta tipologia de tarefas, ¢ avaliada pelos alunos como “Algum” ou “Muito” num espetro
que varia de setenta e quatro a oitenta e sete por cento. Estando as competéncias avaliadas como
aqueles cujas tarefas de estrutura aberta mais contribuem para o seu desenvolvimento: (1) A capacidade
de interpretacdo de textos e problemas; e (2) A capacidade de trabalhar em grupo. A ideia de que esta
tipologia de tarefa potencia o desenvolvimento das diferentes competéncias supramencionadas é bem

defendida pelo aluno QA13 quando afirma que

Na resolucao de exercicios e problemas temos de utilizar o caminho que o professor escolhe
para chegar a resolucao, enquanto que nas tarefas exploratérias e de investigacao temos
varios caminhos e formas de resolver o exercicio, podendo assim explorar mais 0 nosso
leque de conhecimentos.

0 aluno QA7 refere, ainda, que nas tarefas de exploracao e de investigacao, “precisamos usar um
pouco de imaginacdo”, o que, como indica o aluno QAl, se traduz em “ter mais liberdade para
formularmos a nossa opiniao”.

Nao obstante, esta tipologia de tarefa &, na opiniao da maioria dos alunos, mais dificil do que os

exercicios ou problemas. A Tabela 16 condensa o sentimento de dificuldade relativamente a realizacao
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das tarefas de exploracédo e das tarefas de investigacao, em comparacao a resolucéo de exercicios ou

problemas.

Tabela 16. Percentagem de alunos segundo as opcdes de resposta relativamente a dificuldade sentida na
realizacdo de tarefas de exploracdo e tarefas de investigacdo

Percentagem _
S

As tarefas de: DT/D I C/CT
Exploracao de conceitos s@o mais dificeis que exercicios 10 99 61 35 0.87
ou problemas.
Investigacdo sao mais dificeis que exercicios ou 10 26 64 35 0.66
problemas.
Nota: DT/D - Discordo Totalmente ou Discordo; | — Indiferente; C/CT — Concordo ou Concordo Totalmente

As tarefas de exploracao ou de investigacdo parecem ser um desafio suplementar para a maioria
dos alunos. Neste ambito, o aluno QA7 considera que “as tarefas exploratérias e de investigacdo sédo
mais complicadas e dificeis, exigem de ndés um maior esforco e maior uso de pensamento e raciocinio”.
Esta ideia também é reforcada pelo aluno QA9, que diz que “as tarefas exploratérias e de investigacao
requerem mais trabalho e sdo mais complicadas, visto que temos que trabalhar com bastante informacao
e interliga-la”. Ja o aluno QA27 resume toda a sua ideia numa frase “tém um grau de dificuldade maior”.

As tarefas de investigacdo, pelo seu grau de abertura e de dificuldade, parecem trazer desafios
adicionais. As diferentes fases de resolucdo das tarefas de investigacdo sdo tidas, pela maioria dos
alunos, como algo dificeis ou muito dificeis. Estando no topo da dificuldade a procura e formulacdo de
conjeturas, com 84% dos alunos a afirmarem que tém alguma ou muita dificuldade nesta fase. A Tabela
17 resume a percentagem de alunos relativamente a dificuldade sentida nas diferentes fases de

resolucdo nas tarefas de investigacao.

Tabela 17: Percentagem de alunos segundo as opcdes de resposta relativamente a dificuldade sentida nas
diferentes fases de resolucéo nas tarefas de investigacdo

Percentagem

Na concretizacéo das fases de resolucao das X S
tarefas de investigacéo senti dificuldades na: N P A M

Interpretacao do problema. 7 29 61 3 2,6 0,66
Formulacao de conjeturas. 0 16 71 13 3,0 0,54
Verificacdo/discussao de conjeturas. 6 45 42 7 2,5 0,71
Prova de conjeturas. 0 29 58 13 2,8 0,63
Discussao de resultados com os colegas. 35 39 20 6 2,0 0,90

Nota: N - Nenhuma; P — Pouca; A — Alguma; M — Muita

No tema das Funcdes Trigonomeétricas, a realizacao das tarefas de investigacdo parece ter trazido
desafios acrescidos. Da analise da Tabela 18, constata-se que 74% dos alunos considera que, no tema
das Funcoes Trigonométricas, a prova de conjeturas é uma atividade que exige persisténcia e 94% dos

alunos realcam terem sentido exigéncia no dominio dos conceitos do tema em estudo.
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Tabela 18: Percentagem de alunos segundo as opcdes de resposta relativamente aos desafios sentidos na
realizacdo de tarefas de investigacdo no estudo das Funcdes Trigonométricas

Percentagem

Desafios no estudo das Funcdes Trigonométricas DT/D | c/cT X S

A prova de conjeturas nas tarefas investigativas, no tema

das Funcoes Trigonométricas, € uma atividade que exige 3 23 74 3,7 0,52
persisténcia.

As tarefas de investigacdo exigem o dominio dos conceitos
do tema em estudo.

Nota: DT/D - Discordo Totalmente ou Discordo; | — Indiferente; C/CT — Concordo ou Concordo Totalmente

0 6 94 3,9 0,25

O tema das Funcoes Trigonométricas ¢ um tema da Matematica particularmente abstrato, cujo
estudo &, usualmente, dificil para os alunos. Nesta turma, a percecdo de ser um tema onde sentiram
particular dificuldade em comparacéo a outros temas da Matematica também foi notado. Nao obstante,

nao mostra ser um tema que a maioria dos alunos tenha desgostado de estudar (Tabela 19).

Tabela 19: Percentagem de alunos segundo as opcdes de resposta relativamente ao estudo do tema das Funcdes
Trigonomeétricas

T das Funcdes Tri i Percentagem _

ema das Funcdes Trigonométricas X S
uneoes ing " DT/D | c/CT

Funcdes trigonométricas foi um tema que gostei de 30 36 30 30 0,91

estudar.

No estudo das Funcdes Trigonométricas evidenciei mais

dificuldades do que noutros temas de Matematica. 32 19 49 3,2 0,97

Nota: DT/D - Discordo Totalmente ou Discordo; | - Indiferente; C/CT — Concordo ou Concordo Totalmente

Pela analise da Tabela 19, verifica-se que apenas 32% dos alunos declaram discordar de ter
gostado de estudar o tema das Funcdes Trigonométricas e 49% afirmam ter sentido dificuldade no estudo
do tema em comparacao a outros temas da Matematica.

As tarefas de exploracdo ou as tarefas de investigacdo tiveram contributos positivos na
compreensao dos contetidos do tema das Funcdes Trigonométricas. O aluno QA9 declara que “as tarefas
de exploracao e de investigacao na aprendizagem das Funcdes Trigonométricas fazem-nos perceber
melhor o comportamento das fungdes”. O aluno QAl1 corrobora da mesma opinido, diz que “a
concretizacao de tarefas de exploracao e de investigacdo permitem-nos conhecer uma faceta ligada ao
quotidiano, o que, as vezes, facilita a interpretacdo dos problemas e das Funcdes trigonométricas em si
(0 seu comportamento, etc.)”. E também da mesma opinido o aluno QA13 que afirma esta tipologia de

tarefas € “uma maneira diferente de estudar funcées. E, sem divida, mais interessante”.

Percecdo dos alunos sobre o uso de tarefas de cardcter exploratorio na aprendizagem das Funcoes

Trigonomeétricas
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A aptidao que a maioria dos alunos mais realca como tendo sido desenvolvida pela realizacao de

tarefas de exploracéo € a capacidade de trabalhar com a calculadora grafica (56%) (Tabela 20).

Tabela 20: Percentagem de alunos segundo as opcdes de resposta relativamente ao uso de tarefas de exploracao
na aprendizagem das Funcdes Trigonométricas

Percentagem _
S

As tarefas de exploracdo de conceitos propostas: DT/D | C/CT
Contrlb.wram para aume~ntar q meu mjtergsse na 23 61 16 29 0,75
aprendizagem das Funcdes Trigonométricas.
Ajuda~ram q perceb’er.melhor os contetidos do tema das 13 19 15 33 0.77
Funcdes Trigonométricas.
A]Udgrgm a perceber melhor a !lgagao das funcdes 13 39 18 34 0.78
periodicas com problemas da vida real.
Ajudaram a melhorar’a_ minha capacidade em trabalhar 9 35 56 35 0.80
com a calculadora gréfica.
Nota: DT/D - Discordo Totalmente ou Discordo; | — Indiferente; C/CT — Concordo ou Concordo Totalmente

Alguns alunos (45%) acreditam que as tarefas de exploracdo os ajudaram a perceber melhor o
tema das Funcdes Trigonométricas, subindo para 48% os alunos que afirmam que esta tipologia de tarefa
0s ajudou a perceber melhor a ligacdo das funcdes periddicas com problemas da vida real. O aluno QA8
aponta que “ao realizarmos tarefas de exploracao e de investigacdo ficamos a perceber melhor a matéria,
pois é mais facil perceber o tema das Funcdes Trigonométricas se associarmos esse tema, por exemplo,
a situacoes da vida real”.

O contributo das tarefas de exploracdo para potenciar o interesse sobre o tema das Funcdes
Trigonométricas nao é consensual, visto que 61% dos alunos ndo mostram ter certeza do contributo das
tarefas de exploracdo na sua motivacdo para o estudo das Funcdes Trigonométricas, ndo conseguindo

tomar uma posicao de discordancia ou de concordancia.

Percecdo dos alunos sobre o uso de tarefas de caracter investigativo na aprendizagem das Funcoes

Trigonomeétricas

A maioria dos alunos, assim como, nas tarefas de exploracao, identifica as tarefas de investigacao
como ‘motores’ de desenvolvimento da sua capacidade de trabalhar com a calculadora grafica. Como
podemos observar na Tabela 21, 65% dos alunos apontam este facto. O contributo para o aumento do
interesse sobre o estudo do tema das Funcdes Trigonométricas nao parece claro na opiniao dos alunos,
uma vez que 61% ficaram indecisos sobre 0s seus contributos para esta rubrica, nao conseguindo tomar
uma posicao de discordancia ou de concordancia. O mesmo acontece com o desafio da procura de
conjeturas, neste caso, com 65% dos alunos a nao tomarem posicao de concordancia ou discordancia.

Nao obstante, 45% dos alunos acreditam que as tarefas de investigacao os ajudaram a perceber melhor
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0s conteudos do tema das Funcdes Trigonomeétricas e a perceber melhor a ligacao das funcoes periddicas

com problemas da vida real (Tabela 21).

Tabela 21: Percentagem de alunos segundo as opcdes de resposta relativamente ao uso de tarefas de investigacéo
na aprendizagem das Funcdes Trigonométricas

Percentagem

As tarefas de investigacdo propostas: DT/D | C/CT

Contrlb.wram para aume~ntar q meu mjtergsse na 29 61 10 28 0,72
aprendizagem das Funcdes Trigonométricas.

Durante a procura de conjeturas, no tema das Funcdes

Trigonométricas, ¢ um desafio que desperta o interesse 16 65 19 3,0 0,59
de aprender.

Ajudaram a perceber melhor a ligacdo das funcoes

. . 10 45 45 3,4 0,65
periodicas com problemas da vida real.
Ajuda~ram g perceb’er.melhor o0s contelidos do tema das 19 36 A5 33 0,83
Funcdes Trigonométricas.
Ajudaram a melhorar’a_ minha capacidade em trabalhar 6 99 65 36 0,61
com a calculadora grafica.
A interpretacao da informacéo gerada pela calculadora
grafica foi um desafio no estudo do tema das Funcdes 10 45 45 3,4 0,78
Trigonomeétricas.
Gostei que me colocassem no papel de investigador. 23 45 32 3,1 0,73
Nota: DT/D - Discordo Totalmente ou Discordo; | — Indiferente; C/CT — Concordo ou Concordo Totalmente

O aluno QA23 declara que as tarefas de investigacdo “ajudam-nos a entender melhor como
podemos explorar e investigar uma funcdo trigonomeétrica, de uma forma completamente diferente do
que estamos habituados”. Para o aluno QA1l4, “a concretizacdo de tarefas de exploracdo e de
investigacao tem alguns aspetos positivos, como a aprendizagem dos contelidos do tema de forma mais
profunda”. Tal concretizacdo tem implicacdes na forma como as atividades dos alunos sao organizadas.
0 aluno QA4 considera que “nas tarefas de investigacao, ao resolver em grupo, permite-nos trocar ideias
entre os colegas e assim perceber melhor a matéria”.

De uma forma geral, a maioria dos alunos da indicacéo de que ao realizarem tarefas de exploracao
ou de investigacdo desenvolveram competéncias de comunicacao e argumentacao, aumentaram a sua
capacidade de trabalhar com a calculadora grafica e perceberam melhor os conteudos do tema das
Funcdes Trigonomeétricas. No entanto, apontam, particularmente, duas desvantagens na realizacao desta
tipologia de tarefas de inevitavel reflexao.

Onze alunos da turma acreditam que as tarefas de exploracao ou de investigacdo ocupam muito
tempo das aulas, que deveria ser usado para fazer exercicios e, por consequéncia, as tarefas séo tidas
como uma perda de tempo. Neste ambito, o aluno QA20 declara que

Seria mais Util aos alunos o0 ndo uso de tarefas de exploracéo e investigacao. Podem até ser
uteis para visualizar melhor os conteudos, mas nao € o que precisamos. Temos exame de
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matematica e nele sdo os exercicios e problemas que nos sao desafiados, nao tarefas de

exploracao e investigacao.

0 aluno QA11 afirma “nao encontro/identifico aspetos negativos nesse tipo de tarefas no que diz
respeito a minha aprendizagem de contetdos do tema Funcdes Trigonométricas. Contudo, acho que as
tarefas de investigacao requerem bastante tempo, quando nesta altura ndo temos muito”. O aluno QA8
comenta que “ao realizarmos estas tarefas perdemos muito tempo que podia ter sido aproveitado para
a realizacdo de exercicios de preparacdo para o teste. Contudo acho que as tarefas foram bastante
importantes”. Mais seis alunos corroboram dessa opinido, mostram apreensdo no que se refere a
preparacdo para a avaliacdo sumativa e assumem acreditar que as tarefas desta natureza se desviaram
dos propositos do exame nacional. A titulo de exemplo, o aluno QA29 alega que “a realizacdo destas
tarefas & uma perda de tempo, pois ¢ muito mais eficaz para a nossa aprendizagem a resolucdo de
exercicios e problemas que contenha conteldos realmente importantes na nossa preparacao para o
exame e para os testes intermédios”.

Dos dezassete alunos que acreditam que se perdeu tempo ou que nao estavam a ser preparados
segundo 0s pressupostos do exame nacional, doze acreditam que as tarefas de exploracdo ou
investigacdo contribuiram favoravelmente para a compreensdo dos contetdos das Funcoes
Trigonométricas, o que nos faz perceber existir um sentimento paradoxal dos alunos no que diz respeito
a aprendizagem e a avaliacao sobre a aprendizagem. Este sentimento pode-nos ajudar a entender a
posicdo dos alunos quando questionados se gostariam de trabalhar com tarefas de investigacdo noutros
temas do programa: 32% ndo gostariam e 32% gostariam, restando 36% que expressam indiferenca

(Tabela 22).

Tabela 22: Percentagem de alunos segundo as opcdes de resposta relativamente ao uso de tarefas de investigacao
noutros temas do programa

Percentagem
DT/D I C/CT

Gostava de trabalhar com tarefas de investigacao
matematica noutros temas do programa.
Nota: DT/D - Discordo Totalmente ou Discordo; | — Indiferente; C/CT — Concordo ou Concordo Totalmente

32 36 32 3,0 0,80

Tais resultados indiciam dever-se a inexperiéncia dos alunos de trabalhar com tarefas que

apresentem caracteristicas similares as que foram exploradas neste estudo.
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CAPITULO 5

CONCLUSOES, LIMITACOES E RECOMENDACOES

Neste capitulo sao apresentadas as conclusdes do estudo, respondendo as questdes de
investigacao delineadas, assim como uma reflexdo sobre as suas limitacdes e algumas recomendacdes
para futuras intervencdes. As conclusdes e recomendacdes resultam da analise dos dados recolhidos
durante a intervencao pedagogica, nomeadamente, através das reproducdes escritas dos alunos, das

gravacoes audiovisuais das aulas e dos questionarios.

5.1. Conclusoes

Este trabalho tinha como objetivo analisar os contributos das tarefas de exploracdo e de
investigacdo na aprendizagem do tema das Funcdes Trigonométricas por alunos de 12.° ano de
escolaridade. A concretizacao deste objetivo conduz a responder as questdes de investigacao, que

orientaram a intervencao pedagogica.

5.1.1. Que atividades desenvolvem os alunos na realizacao de tarefas de exploracao e de
tarefas de investigacao na aprendizagem das Funcdes Trigonométricas?

A implementacao das tarefas de exploracao ou de investigacdo basearam-se nas fases definidas
por Fonseca et al. (1999), as quais se sub-categorizam por ‘Introducdo da Tarefa’, ‘Desenvolvimento da
Tarefa’ e ‘Discussao da Tarefa'. A ‘Introducao da Tarefa’ € um momento considerado muito importante
para estes autores, para quem é nesta fase que se clarifica junto dos alunos o que é pretendido e que
se esclarecem eventuais duvidas de interpretacdo do enunciado, procurando criar um ambiente favoravel
ao desenvolvimento dos trabalhos. Durante a intervencao pedagoégica, os alunos nao atribuiam muito
interesse por esta fase, o que fez emergir a ideia de efetuar a leitura do enunciado da tarefa, por mim
ou por um aluno, em voz alta, para o grupo-turma. Apesar desta leitura ser respeitada, os alunos reunidos
em pequeno-grupo davam mostras de querer comecar a exploracao, por um lado, sem se preocuparem
com o objetivo da tarefa, e, por outro lado, sem apresentarem quaisquer duvidas na interpretacao da
situacdo problema. Geralmente, os alunos procuravam fazer a interpretacdo do enunciado, a0 mesmo
tempo que delineavam estratégias de abordagem a situacao problema, em pequeno grupo e eram nesses
momentos que surgiam as duvidas e que recorriam as orientacdes da professora.

Uma vez que, durante a intervencdo pedagogica, foram utilizadas tarefas de exploracéo e tarefas

de investigacéo, dada a desigualdade no grau de dificuldade inerente a cada tipologia de tarefa (Ponte,
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2005), ha diferencas significativas no que toca a atividade realizada pelos alunos em cada uma, durante
o desenvolvimento da tarefa. Da analise do manual adotado pela escola, constatou-se que este artefacto
didatico vinha munido de algumas tarefas de exploracao, pelo que os alunos ja estavam familiarizados
com esta tipologia de tarefa. Esta situacdo, adicionado o facto de o grau de dificuldade ser mais baixo
comparativamente as tarefas de investigacdo (Ponte, 2005), permitiu que, na implementacéo das tarefas
de exploracéo, os alunos davam mostras de conseguir mais facilmente iniciar a tarefa.

Ja as tarefas de investigacdo, dado o seu grau de abertura e de dificuldade, foram um grande
desafio para os alunos. Uma vez que ndo se encontravam familiarizados com esta tipologia de tarefa,
mostraram maior confusdo em perceber de que forma deveriam abordar a situacdo problema. Esta
circunstancia vai ao encontro a ressalva de Ponte (2006), que afirma que “a partida [os estudantes] ndo
sabem como trabalhar neste tipo de tarefa e precisam que o professor os ajude a fazer essa
aprendizagem” (p. 14). A maior preocupacao dos alunos, durante a abordagem e o desenvolvimento da
tarefa, sempre foi dar uma resposta e, por isso, houve uma grande dificuldade em formular questdes de
investigacao, pelo que, as afirmacdes substituiam as questdes. Esta dindmica pode dever-se a visdo que
0s alunos tém enraizada sobre o seu papel, numa perspetiva de ensino direto, como aquele que da
respostas (Ponte, 2005). Este facto também foi verificado no estudo de Brocardo (2001) com alunos de
8.° ano e no estudo de Branco (2014) com alunos de 10.° ano, ambos, no estudo da Geometria. Ndo
obstante, os alunos mostraram bastante interesse e envolvimento na realizacdo da tarefa, bem como
expectativa em como o trabalho a realizar os ajudaria a compreender o contetdo programatico patente
na tarefa (RA2-24/04; RA4-30/04; RA8-11/05).

Na realizacdo das tarefas, no contexto de sala de aula, os alunos tinham sempre disponivel a
calculadora grafica, pelo que esta se mostrou ser uma ferramenta muito usada. A calculadora gréfica,
ao longo da intervencao pedagogica, foi-se tornando cada vez mais como um instrumento de
investigacao. Com efeito, para os alunos, gradualmente, a calculadora tornou-se uma fonte de formulacéo
de conjeturas, quer através de analise grafica, quer através de modelacdes e ajustamento de dados a
curvas. Esta evidéncia também foi notada no estudo de Magalhdes e Martinho (2011) com alunos de
11.° ano no estudo de Funcdes Racionais. No inicio da intervencao pedagogica, marcou-se uma
tendéncia para a formulacdo de conjeturas com base em poucos exemplos ou testes. Comportamento
que também se viu melhorado ao longo da intervencao pedagogica. Esta propensao também foi anotada
no estudo de Brocado (2001) e no estudo de Henriques (2012) com alunos universitarios, no estudo do

raciocinio matematico no ambito da Analise Numérica.
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As discussdes em torno da formulacéo de conjeturas, da realizacao de testes e consequente prova
ou confirmacao de resultados e o trabalho de grupo cooperativo foi melhorando ao longo do tempo. No
inicio da intervencado pedagogica, apesar de os alunos estarem organizados em grupo, muitos tinham o
habito de trabalhar individualmente e s6 depois discutiam com o grupo as conclusdes a que chegaram,
provocando que os alunos com mais dificuldades esperassem que os colegas lhes dissessem o que
fazer. Esta postura foi melhorando ao longo da intervencao pedagodgica, ja que, pelo grau de abertura
das tarefas, os alunos foram percebendo que todos os elementos do grupo tinham o potencial para
adicionar contributos (Swan, 2005), tornando-se mais confiantes na abordagem as tarefas de estrutura
aberta, o que Gojak (s.d.) prevé que aconteca no seu documento A Aey fo Deep Understanding: The
Importance of Rich Tasks. O que, consequentemente, mostra um claro contributo das tarefas de
exploracdo ou de investigacao para uma democratizacdo do ensino-aprendizagem das Funcoes
Trigonométricas para estes alunos. Também melhorou ao longo do tempo, pela maioria dos alunos, a
percecao sobre a necessidade de, pelo menos, existir uma justificacdo admissivel de validacdo das
conclusdes. No entanto, nao mostrou ser uma prioridade da sua atividade a necessidade da existéncia
de prova. Esta tendéncia é também evidenciada nos estudos de Henriques (2012) e de Brocardo (2001).
A este respeito, surgem duas possiveis razoes: (1) Nao é familiar aos alunos apresentar ou elaborar
demonstracdes de conjeturas; (2) Ndo foram preparados, ao longo do percurso escolar, para o
pensamento logico-dedutivo formal préprio das demonstracdes matematicas.

Durante a discussdo do grupo-turma, enquanto professora, era chamada a provocar discussdo. As
afirmacdes do aluno que apresentava as conclusdes do grupo nado eram, geralmente, nem contestadas,
nem questionadas, mesmo que houvessem diferentes abordagens a situacdo problema. Esta fase
mostrou-se crucial para os alunos, uma vez que funcionou como um epilogo das ideias e conceitos
explorados na tarefa, além da formalizacdo matematica do investigado (Fonseca et al., 1999).

A realizacdo das tarefas de exploracao ou de investigacao permitiram verificar que os alunos
envolvidos neste estudo adquiriram uma boa compreensao sobre os conteudos do tema das Funcoes
Trigonométricas, assim como na compreensao da aplicacao das funcdes periodicas ao contexto real. No
entanto, dada a tendéncia da procura pela compreensao com a ajuda da calculadora grafica, pela sua
capacidade de provocar a concretizacao visual e fabricar rapidas testagens (Magalhdes & Martinho,
2011), os alunos mostraram, ao longo do tempo, quer por este facto, quer pelas caréncias conceptuais
na Trigonometria, um desenvolvimento insuficiente na capacidade algébrica e na resolucao analitica de
situacdes-tipo de exercicios ou problemas de avaliacdo sumativa. Esta circunstancia pode ter sido

resultado de trés contextos cumulativos, alguma falta de estudo dos alunos fora do contexto de sala de
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aula, o numero reduzido de aulas dedicado ao tema das Funcdes Trigonométricas, que provocou a hao
possibilidade de tempo dedicado a praticar exercicios e problemas mais rotineiros e a inexperiéncia da

professora.

5.1.2. Que dificuldades revelam os alunos na realizacdao de tarefas de exploraciao ou
tarefas de investigacao na aprendizagem das Funcdes Trigonométricas?

Tal como a literatura sugere (Ponte, 2003b; Ponte, 2005), os alunos deram mostras de sentir
menos dificuldades na realizacdo das tarefas de exploracdo, comparativamente as tarefas de
investigacdo. Na realizacao das tarefas de exploracdo, os alunos conseguiam, imediatamente, comecar
a exploracdo da tarefa. Ja nas tarefas de investigacao, os alunos davam mostras de se sentirem perdidos,
sem saberem exatamente como comecar. Em qualquer uma das situacdes, a maior dificuldade dos
alunos estava associada a falta de conhecimentos prévios de Trigonometria, o que impossibilitava a
fluncia ou o surgimento de ideias criativas nesta tipologia de tarefas no tema das Funcdes
Trigonométricas. Em qualquer uma das tarefas analisadas neste estudo, assim como os dialogos aluno-
-professor descritos, é visivel as caréncias ao nivel conceptual. Note-se, por exemplo, na primeira tarefa,
os alunos tiveram muitas dificuldades em preencher as tabelas para os valores de seno de angulos
tabelados ou angulos cujo seno se deduz pela reducao ao primeiro quadrante desses angulos. Forcando
a haver uma distribuicdo do preenchimento das tabelas por grupos diferentes. Toda a tarefa apelava a
deducao de conceitos assentes em conhecimentos adquiridos no 11.° ano, 0s quais, a maioria dos
alunos dava mostras de nao ter.

A segunda tarefa, dividida em dois momentos principais, no primeiro o estudo dos efeitos da
variacao de parametros sobre a fungdo y = asin(b(x —c)) + d,x € R e no segundo, a deducao da
possivel existéncia da funcao inversa da funcdo y = sinx,x € R. O primeiro item desta tarefa trouxe
dificuldades, em primeira instancia, na abordagem a situacéo problema, indo ao encontro as dificuldades
usuais dos alunos em tarefas de estrutura aberta (Branco, 2014; Brocardo, 2001; Henriques, 2012) e,
em segunda instancia, teve dois contratempos, a incompreensao inicial da necessidade de comparacao
grafica das funcbes definidas com a mudanca de valores dos parametros a,b,c e d com a funcéo
y =sinx,x € R e a atribuicdo insuficiente de valores para esses parametros, impossibilitando a
chegada a boas conclusdes (Brocardo, Oliveira, & Ponte, 2003). O segundo item da tarefa revelou
dificuldades ao nivel da caréncia de conhecimentos sobre o conceito de funcao inversa, nomeadamente,
na imposicao da bijetividade e a compreensao sobre as relacoes existentes entre duas funcdes inversas.
Conteudos também trabalhados por estes alunos no 11.° ano. Reforcando esta tese, note-se, na analise

da terceira tarefa deste estudo, os alunos deram mostras de maior dificuldade na resolucao de equacoes
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trigonométricas. Ferramenta que, durante o 12.° ano, surge como calculo auxiliar a resolucao de
problemas.

A comunicacao escrita, sendo um aspeto importante da atividade investigativa, também trouxe
dificuldades. Usualmente, os alunos sdo muito minimalistas no que escrevem, isto é, parece ser mais
natural registar calculos numéricos ou algébricos e resolucdes de equacoes, do que redigir conclusdes
ou justificacdes escritas sobre o que se estudou.

Em suma, apesar da procura de formulacdo de questdes e de conjeturas ter sido um desafio, os
alunos mostraram genuina vontade em se envolverem nas tarefas. As maiores dificuldades estiveram
ligadas as caréncias de conhecimento de contetido, o qual, sem ele, ¢ muito dificil gerar novas ideias.
No entanto, as tarefas propostas tiveram um impacto muito positivo na compreensao destes alunos sobre
0s conteudos do tema das Funcdes Trigonométricas e sobre a abordagem ao estudo das funcdes no

geral.

5.1.3. Quais as percecoes dos alunos sobre a realizacao de tarefas de exploracao ou de
investigacao na aprendizagem das Funcoes Trigonométricas?

De forma a compreendermos a percecado dos alunos sobre a realizacdo das tarefas de exploracéo
ou de investigacdo na aprendizagem do Tema das Funcdes Trigonométricas € necessario ter em
consideracdo o enquadramento temporal onde a intervencdo pedagogica foi inserida. A intervencéo
pedagobgica teve lugar na primeira metade do terceiro periodo, terminou quinze dias antes do teste
intermédio e a cerca de um més e meio do exame nacional. Nesta altura os alunos davam mostras de
crescente preocupacao e ansiedade relativamente a sua preparacao para o teste intermédio e para o
exame. Mais de metade dos alunos da turma considerou que se perdeu muito tempo com as tarefas
propostas. Tempo, afirmam eles, que deveria ter sido usado na realizacdo de exercicios de preparacdo
para o teste e para o exame. Nao obstante, da analise dos questionarios, a maioria dos alunos acredita
que as tarefas de exploracao e de investigacao contribuiram para a compreensao dos contetidos do tema
das Funcdes Trigonomeétricas, além dos contributos para o desenvolvimento de competéncias. Existia,
portanto, um sentimento, por parte dos alunos, de compreensao sobre o tema das Funcdes
Trigonométricas, mas menos preparacao para a avaliacao sumativa. Esta conjuntura conduz-nos,
inevitavelmente, para uma consideracao sobre a paradoxalidade destas ideias e o que pode influenciar
a existéncia deste sentimento, assim como, para uma reflexdo sobre a estratégia de ensino. Ponte (2005)
define duas estratégias de ensino e aprendizagem da Matematica: o ensino direto, onde o professor
assume o papel central, ao fornecer informacéao, apresentar exemplos e comentar situacoes; e o ensino-

-aprendizagem exploratdrio, onde o aluno assume a centralidade da aprendizagem. A énfase esta na
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realizacao de tarefas de exploracao e investigacao e a aprendizagem da-se pela discussao entre professor
e alunos. O autor alerta-nos, ainda, para a existéncia de versdes extremas ou intermédias do ensino
direto e do ensino-aprendizagem exploratério (Ponte, 2005). Com efeito, a estratégia de ensino que
valoriza a reproducdo em detrimento da compreensado é conotada por Fiorentini (1995) como de
tendéncia tecnicista. Para o autor, este tipo de aprendizagem tem por base a reducao da aprendizagem
da Matematica a “um conjunto de técnicas, regras e algoritmos, sem grande preocupacao em
fundamenta-los ou justifica-los” (p. 17). Esta tendéncia pedagogica, onde a reproducdo mecanica é mais
importante que a compreensao dos conceitos, ndo se centra nem no professor, nem no aluno, mas nas
técnicas e instrumentos de ensino que garantam o alcance dos objetivos na avaliacdo focada nos
resultados, fazendo professores e alunos ocuparem o papel secundario de executores (Fiorentini, 1995).
Lima (2016) declara que, nas ultimas décadas, na Educacdo em Portugal, tem persistido uma pedagogia
de feicdo tecnicista. Aponta algumas razdes para tal facto acontecer, nomeadamente, “as politicas
orientadas para a producao de resultados escolares em ambiente performativo e competitivo das escolas,
(...) as avaliacdes em larga escala, nacionais e internacionais, com recurso intensificado a exames e
outras formas de avaliacado estandardizada” (Lima, 2016, p. 151). Figueiredo e Guimaraes (2019), no
seguimento deste debate, apontam dois fatores primordiais para a conducéo dos alunos, principalmente
alunos de 12.° ano, para um estilo de aprendizagem orientado para a reproducao: (1) “A necessidade
de obter classificacdes altas para o acesso desejado ao ensino superior” (p. 96); (2) “A pressao dos
rankings escolares sobre as administracdes das escolas e sobre os professores” (idem).

Vivemos, atualmente, num ambiente onde se discutem as competéncias-chave a trabalhar para o
séc. XXI, onde a criatividade, a capacidade de resolver problemas e a importancia do papel dos
professores sdo os grandes desafios da Educacao, no meio da grande incognita de como lidar com novas
tecnologias e a Inteligéncia Artificial (Beard, 2018). No entanto, o ensino onde “rankings e légicas de
mercado sao principios implicitos na construcdo dos normativos que regulam a educacdo” (Barros &
Sebastido, 2012, p. 10) parece nao ter fim a vista.

Enquadrados neste ambiente social e politico, tudo indica que os alunos desta turma, dado o seu
testemunho e a maior tensao que se fazia sentir com a aproximacéo do fim do ano letivo, a grande
maioria esta marcada por uma experiéncia de ensino e aprendizagem da Matematica baseada numa
estratégia de ensino de tendéncia tecnicista. Nao obstante a dualidade sentimental sobre as tarefas de
exploracao e investigacao, em termos gerais, 0s alunos entenderam que as tarefas de exploracao e
investigacao propostas lhes proporcionaram importantes momentos de trabalho em grupo, que sao

benéficas no sentido de os obrigar a raciocinar, permitem que desenvolvam capacidades de criatividade,
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de exploracdo de conhecimentos, de persisténcia, de argumentacao e de autonomia. Acreditam,
também, que estas tarefas contribuiram para perceberem melhor o estudo das Funcées Trigonomeétricas.
Esta crenca, fez-se sentir, principalmente, pelos alunos com desempenho mediano na disciplina de

Matematica.

5.2. Limitacdes e recomendacdes

Esta experiéncia permitiu desenvolver varios aspetos do conhecimento didatico e profissional da
pratica docente. Houve, efetivamente, aspetos que poderdo ter condicionado a pratica pedagogica.
Destaco a inexperiéncia da professora a toda a pressao envolta nos resultados na avaliacdo sumativa,
preocupacdo, especialmente propicia, em alunos de 12.° ano que pretendem ingressar no ensino
superior (Figeuiredo & Guimaraes, 2019). Particularmente, alunos que mostram acreditar num sistema
de ensino e aprendizagem da Matematica baseada na resolucao de exercicios ou problemas tipo, cuja
visdo sobre a Matematica € a de uma espécie de bilhete de acesso ao curso desejado.

Um dos objetivos da estratégia de ensino e aprendizagem adotada, baseada em tarefas de
exploracao ou de investigacao era contrariar a atitude passiva que os alunos mostravam ter sobre a sua
aprendizagem. Os alunos ndo sé se envolveram na realizacdo das tarefas durante a intervencao
pedagbgica, como se mostraram expectantes com o que iriam aprender com a sua exploracao. Por
atrasos no estudo dos diferentes contetidos do programa, o estudo do tema das Funcdes Trigonométricas
foi reduzido de doze aulas para oito, o que, impossibilitou a ocorréncia de aulas dedicadas a resolucdo
de exercicios ou problemas mais proximos dos problemas-tipo de exame, que permitissem aos alunos
perceber que a compreensao sobre 0s conteudos € uma mais-valia na aprendizagem e que é essencial
para sermos capazes de resolver novos tipos de problemas (NCTM, 2007). Na verdade, estes alunos
tinham o potencial, pela forma como se envolviam nos trabalhos, em tomar esta estratégia de ensino,
centrada no aluno, como um modelo de aprendizagem.

Foi, particularmente, dificil reunir tarefas de estrutura aberta para o 12.° ano de escolaridade, que
fossem, ao mesmo tempo, um desafio interessante para os alunos e pertinentes dentro dos contetdos
a estudar. A quase inexisténcia de tarefas de estrutura aberta neste contexto, obrigou a uma pesquisa
herculea e uma adaptacéo de problemas ou criacado de enunciados. Conseguir adaptar ou criar situacdes
problema que despertem interesse, que sejam abertas o suficiente e que permitam o aluno ser capaz de
criar dentro delas, € um desafio extremamente trabalhoso, principalmente para uma professora com
duas grandes barreiras a ultrapassar, sem experiéncia letiva e que, como aluna, foi também ela bem-

-sucedida num sistema de ensino de tendéncia tecnicista.
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Acreditei, e acredito, que aprender Matematica ou qualquer outra Ciéncia baseada na reproducéo
de procedimentos é uma aprendizagem deficitaria e desatualizada. Quando o programa de Al Deep Blue
derrotou, em 1997, o lendario jogador de xadrez Kasparov e o AjphaGo derrotou, em 2016, o legendario
Mestre de Go Lee Sedol, vivemos dois momentos que foram verdadeiros sinais de alerta para a real
situacdo que atravessamos e em que ponto se encontra o desenvolvimento da Inteligéncia Artificial.
Precisamos, por isso, revolucionar a forma como aprendemos (Beard, 2018). Sermos como que
programados a desempenhar funcdes rotineiras tal como maquinas, sem pensamento critico ou criativo,
adicionados aos avancos da tecnologia e da Inteligéncia Artificial, torna-se clara a necessidade urgente
de seguir as orientacdes das Competéncias-chave para o séc. XXI na Educacéo e o abandono de um
sistema de ensino cativo nos resultados de provas estandardizadas.

Nao so acredito que um sistema de ensino e aprendizagem centrado no aluno é preciso, como
também é urgente em todos os anos escolares. Em particular, a aula de Matematica, deve funcionar
como pequenas comunidades de pensamento e questionamento (NCTM, 2007). As tarefas de exploracéo
ou de investigacdo sao, portanto, excelentes ferramentas para perseguir este fim.

Para futuras investigacdes no ambito do ensino e aprendizagem da Matematica, sugiro a titulo de
exemplo, o estudo desta tipologia de tarefas em sistema de tutoria interdisciplinar, que poderiam decorrer
por periodos, semestres ou ao longo de todo o ano letivo. Para temas da Matematica como a taxa de
juros, estabelecer tarefas de investigacdo, em parceria com a disciplina de Cidadania, copular dindmicas
da sociedade civil e o estudo da Matematica. Ou, ainda, estudar o impacto na aprendizagem do
‘problema’ antes da ‘ferramenta’. Basear o ensino e aprendizagem na curiosidade natural do ser humano
e propor tarefas desafio, onde o aluno devera sentir a necessidade da Matematica e queira conhecé-la.
Abrir portas ao conhecimento matematico necessario para satisfazer a vontade do saber, ultrapassando
barreira imposta por capitulos e subcapitulos ou anos. Em colaboracéo, por exemplo, com a disciplina
de Fisica, poderia se desafiar os alunos a situacdes problemas do género: “Somos uma equipa da Nasa
e precisamos enviar esta nave a Lua”. Considerar o calculo da trajetdria, a forca da gravidade, a forca
de propulsao, a velocidade a que a nave se deve deslocar, a pressao atmosférica, entre outras varaveis
em estudo. Agregar a Biologia no estudo das caracteristicas das camadas da Atmosfera. Agregar as TIC,
para programar um simulador.

Em suma, seja com recurso a tarefas de exploracédo ou de investigacao, com recurso a tarefas de
modelacdo ou com recurso a ferramentas ludicas, analogicas ou digitais, € fundamental mostrar que
temos de apostar num ensino e aprendizagem da Matematica que potencie o pensamento critico, criativo

e légico, e nos diferencie da Inteligéncia Artificial das nossas maquinas.
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ANEXOS

Anexo 1 - Ficha de caracterizacao dos alunos

Nome completo:

No

Ano: Turma:

Naturalidade (Freguesia):

Sexo: Masculino I:l Feminino I:l

Tem computador em casa: Sim Nao
Tem internet em casa: Sim N&o
Dados da Mae: Profissao:
Idade da Mée: Situacdo de emprego:

Naturalidade (Concelho):

Formacao académica:

1° ciclo Ensino Basico

Bacharelato

2° ciclo Ensino Basico

Licenciatura

|dade Enc.Educ:

Naturalidade (Concelho):

3° ciclo Ensino Basico Mestrado
Secundario Doutoramento
Dados da Pai: Profissao:
Idade do Pai: Situacdo de emprego:
Naturalidade (Concelho):

Formacao académica: | 1° ciclo Ensino Basico Bacharelato
2° ciclo Ensino Basico Licenciatura
3° ciclo Ensino Basico Mestrado

Secundario Doutoramento
Dados encarregado de Profissao:
Educacao: Situacao de emprego:

Formacao académica:

1° ciclo Ensino Basico

Bacharelato

2° ciclo Ensino Basico

Licenciatura

3° ciclo Ensino Basico

Mestrado

Secundario

Doutoramento
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Composicao do Agregado Familiar

Parentesco |ldade Habilitacao escolar

Profissao

Situacao Profissional

Sim [Nao

Repetiste algum ano?

Qual?

Quais?

Estudas todos os dias?

Tempo aproximado?

Frequentaste esta escola no

) Qual?
ano anterior?
Tens alguém que te ajuda no
Quem?
estudo?
Tomas pegueno almogo? Onde?

Recebes algum apoio
(subsidio) do Estado para

Disciplinas preferidas?

Disciplinas com mais
dificuldades?

Quantas  horas  costumas
dormir por dia?

Qual o periodo do dia em que

1° bloco da manha:

1° bloco da tarde:

consegues estar com mais
atencao nas aulas?

2° bloco da manha:

2° bloco da tarde:

Onde costumas almocar?

A que distancia (km) vives da
escola?

Quanto tempo demora a viagem?

Que transporte utilizas na
deslocacdo para a escola?

Que profissao desejas para 0

futuro?
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Anexo 2 — Questionario
Caro(a) aluno(a),

No ambito da unidade curricular Estagio Profissional, do Mestrado em Ensino da Matematica, pretendo
interpretar, através deste questionario, o contributo das tarefas de exploracao e das tarefas de
investigacao na aprendizagem de alunos do 12° ano, nos temas das funcdes trigonométricas.

A informacdo recolhida sera usada exclusivamente para fins académicos, comprometendo-me a
assegurar o anonimato da mesma.

I. Dados pessoais

1. Idade:
2. Sexo: [_]Masculino ] Feminino

3. Numero de retencdes durante o teu percurso escolar:

4. Que anos escolares repetiste?

6. Que classificacao final obtiveste na disciplina de Matematica no 10.°ano?

7. Que classificacao final obtiveste na disciplina de Matematica no 11.°ano?

8. Que classificacao final obtiveste na disciplina de Matematica no 12.°ano? 1° periodo___ /2°periodo____

9. Que classificacdo esperas vir a ter no final de 12° ano?

Il. Tarefas exploratdrias e tarefas de investigacao na aprendizagem das funcoes
trigonométricas

Nas afirmacbes seguintes, assinala com uma cruz (x) o quadrado que mais se adequa ao teu grau de
concordancia tendo em consideracao a seguinte escala:

DT: Discordo Totalmente; D: Discordo; I: Indiferente; €: Concordo; CT: Concordo Totalmente.

Afirmacoes DT | D 1 Cc cT

Funcdes trigonométricas foi um tema da matematica que gostei de estudar.

No estudo das funcdes trigonométricas evidenciei mais dificuldades do que
noutros temas de matematica.

As tarefas de exploracdo de conceitos propostas contribuiram para aumentar o
meu interesse na aprendizagem das funcdes trigonométricas.

As tarefas investigativas propostas contribuiram para aumentar o meu interesse
na aprendizagem das funcdes trigonométricas.

As tarefas de exploracdo de conceitos propostas ajudaram a perceber melhor a
ligacdo das funcdes periddicas com problemas da vida real.

As tarefas de investigacao propostas ajudaram a perceber melhor a ligacdo das
funcdes periddicas com problemas da vida real.

As tarefas exploratdrias ajudaram a melhorar a minha capacidade em trabalhar
com a calculadora gréfica.

As tarefas investigativas ajudaram a melhorar a minha capacidade em trabalhar
com a calculadora grafica.

A interpretacao da informacao gerada pela calculadora grafica foi um desafio no
estudo dos temas funcdes trigonométricas.

As tarefas de exploracdo de contetdos ajudam a perceber melhor o tema das
funcdes trigonométricas.
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As tarefas de investigacdo ajudaram a perceber melhor o tema das funcdes
trigonométricas.

As tarefas de exploracdo de conceitos sdo mais dificeis que exercicios ou
problemas.

As tarefas investigativas sdo mais dificeis que exercicios ou problemas.

A procura de conjeturas numa tarefa de investigacdo, no tema das funcdes
trigonométricas, € um desafio acrescido a sua resolucao.

A prova de conjeturas nas tarefas investigativas, no tema das funcdes
trigonométricas, é uma atividade que exige persisténcia.

As tarefas de investigacdo pedem muito dominio dos conceitos matematicos
onde incidem.

A realizacao de tarefas em grupo aumenta a interpretacdo dos temas, ao desafiar-
nos a discutir as nossas ideias com os colegas.

Gosto de ter oportunidades para trabalhar em grupo.

Gosto de tarefas de investigacdo que me coloquem no papel de investigador.

Gosto da discussao dos resultados da tarefa de investigacdo com os colegas da
turma.

Gostava de trabalhar com tarefas de investigacdo matematica noutros temas do
programa.

l1l. Contributos das tarefas exploratodrias e das tarefas de investigacao para desenvolvimento de
competéncias

Durante o trabalho efetuado na sala de aula de Matematica sdo desenvolvidas varias
competéncias cientificas e sociais.

Numa escala de 1 a 4 carateriza o contributo das tarefas de exploracdo e das tarefas de
investigacdo para o desenvolvimento das seguintes competéncias.

Sendo 1-Nenhum contributo, 2-Pouco contributo, 3-Algum contributo, 4-Muito 1 2 3 4
contributo.

Desenvolver a capacidade de usar a Matematica como instrumento de interpretacao
e intervencao no real.

Desenvolver a capacidade de interpretacao de textos e problemas

Desenvolver as capacidades de formular e resolver problemas.

Desenvolver uma atitude de autonomia.

Desenvolver o espirito critico e de rigor.

Desenvolver confianca na abordagem de situacdes novas.

Desenvolver a capacidade de elaborar e organizar o trabalho de forma cuidada.

Desenvolver a capacidade de selecionar estratégias para a abordagem da
problematica.

Desenvolver a capacidade de formular hipoteses e prever resultados.

Desenvolver a capacidade de colaboracdo em trabalhos de grupo.

Desenvolver a capacidade de exprimir e fundamentar opinides.

Desenvolver a capacidade de falar em publico.
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IV. Dificuldades sentidas na concretizacao das fases de resolucao das tarefas de investigacao

Numa tarefa de investigacdo existem varias fases para a sua concretizacéo.

Numa escala de 1 a 4 carateriza o grau de dificuldade sentida na concretizacao de cada fase.

Sendo 1-Nenhuma dificuldade, 2-Pouca dificuldade, 3-Alguma dificuldade, 4-Muita 1 2 3 4
dificuldade.

Interpretacao do problema.

Formulacao de conjeturas.

Verificacdo/discussao de conjeturas

Prova de conjeturas

A discussao dos resultados com os colegas da turma

V. Aspetos gerais das tarefas de exploracao e de investigacao

1. Quais as diferencas em termos de nivel de aprendizagem que identificas, entre resolucao de exercicios
e problemas e de tarefas de investigacédo?

2. Que aspetos positivos identificas na concretizacao de tarefas de exploracédo e de investigacdo?

3. Que aspetos negativos identificas na concretizacao de tarefas de exploracao e de investigacao?
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Anexo 3 — Pedido de autorizacao

Exma. Sra.

Diretora da Escola Secundaria ...

Ricardo José Amaral Marques e Ana Cecilia Morais Goncalves, alunos de Mestrado em Ensino de
Matematica no 3.° Ciclo do Ensino Basico e no Ensino Secundario, da Universidade do Minho, encontram-
se a realizar o seu estagio pedagogico na Escola Secundaria A. S. No ambito das atividades de estagio
faz parte o desenvolvimento de um Relatorio sobre a nossa pratica pedagogica, com caracteristicas
investigativas. O tema que orientara a nossa acdo pedagogica intitula-se “As tarefas de modelacao
matemaltica no ensino e na aprendizagem das funcoes exponencial e logaritmica: um estudo com alunos
do 12° ano de escolaridade” e " O ensino e aprendizagem das funcoes trigconométricas através de tarefas
exploratdrias e investigativas: um estudo com alunos do 12° ano de escolaridade”. Para poder
desenvolver o nosso relatério precisamos recolher dados recorrendo a diferentes métodos. Gostariamos
de recolher dados através de gravacdes audio e video em algumas aulas, por serem métodos com grande
eficacia de registo. Nesse sentido, pedimos autorizacdo da vossa V. Ex.* para esta recolha,
comprometendo-nos a usar os dados sé para fins académicos, assim como a ndo divulgar o nome da
escola e dos alunos. Todos os dados serao confidenciais e s6 serdo usados para evidenciar a experiéncia
de ensino que pretendemos realizar, assim como problematizar as estratégias de ensino que forem
delineadas. Em causa esta, sobretudo, a aprendizagem dos alunos e a nossa formacao a partir da nossa
propria pratica.

Os Encarregados de Educacdo da turma em causa (12.° X) ja assinaram as autorizacdes para a recolha
de registos audiovisuais durante as aulas, onde foram informados do objetivo do nosso estudo e do nosso
compromisso em manter anonimato dos alunos e da escola.

Agradecemos a atencao dispensada.

Com os mais respeitosos cumprimentos.

(Ricardo José Amaral Marques) e (Ana Cecilia Morais Goncalves)
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Anexo 4 — Plano de aula: Funcao Seno
Torico

Funcéo seno.

0BJETIVO Andlise das caracteristicas da funcdo seno

Efetuar o estudo da funcao seno através de processos analiticos e
graficos

FORMATO DE ENSINO Definir as normas de trabalho de grupo com os

alunos: (i) O trabalho de grupo n&o é um

Trabalho de grupo.

trabalho individual aglomerado; (i) No
trabalho de grupo existe a compreensao

Tarefa: Estudo da fungéo seno do problema, a discusséo de estratégias

e a discussao de conjeturas entre todos

Completa a Segumte tabela: os elementos; (iii) Todos os elementos do

grupo escrevem a resolugao da tarefa;

(iv) um grupo s6 chama a professora

7 3w 51 3w | T
X (rad) —2m| — T - ? - T -1 - T - E - Z quando n&@o conseguirem ultrapassar a
- duvida.
SIin X
Vs T 27 | 37 | 5«
X (rad) O — — — — | — —_— Entregar a tarefa, uma folha de acetato e
6 4 3 2 3 4 6
canetas.
sinx
Dar, mais ou menos, 20min para a resolugao da
Ir | 5z | 4n | 57z | T | 11x tarefa.
X (rad) === | = | = 2z
6 4 3 3 4 6
sinx

1. Representa num referencial o.n. do plano o conjunto dos pontos de
coordenadas (x,sin x). Que curva obténs?
2. A que conjunto pertence X na funcéo definida por y=sinx? E a que

conjunto pertence sinx?

3. Tendo em conta que existe uma infinidade de amplitudes que
correspondem a um angulo, o que podes concluir sobre a razao
trigonométrica seno desses angulos?

4. Estudaafungado y=sinx quanto aos zeros e ao sinal no intervalo [O, 277]

.EemR?
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5. Estudaafuncdo y=sinxquanto a monotonia e aos extremos no intervalo
]0, 2] - E emR?
. ~ 1 , -
6. Quantas amplitudes sao transformadas pelo seno em E? Sera a funcéo

seno injetiva? Porqué?

7. Estuda a paridade da funcao seno.

Exploracao/Discussao
1. Pediraum grupo para apresentar a tarefa 1 e 2. Perguntar aos restantes
grupos se concordam ou nao?

2. Solicitar os outros grupos que questionem o que os colegas
apresentaram.

3. Pedir a grupos diferentes para apresentarem as restantes tarefas.

NOTA: Na tarefa 4, Introduzir a definicao de funcao periddica.
Definicdo: Uma funcdo f de dominio Df diz-se periddica de periodo
p(p#0)seessse ¥xeD,, f(x+p)=f(x).

4.  Sistematizar o estudo da funcédo seno.
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Perguntar se alguém fez diferente?
Aproveitar se necessario para recordar a

reducdo ao primeiro quadrante.

A quando da tarefa 4, usar o GeoGebra para

representar graficamente a funcéo

y=sinx e mostrar que o

comportamento da fungéo em [0, 2;;]

¢é periodico.



Anexo 5 — Plano de aula: Familias de Funcodes Trigonométricas
Toérico

Familias de Funcdes Trigonométricas.

OBJETIVO

Investigar a influéncia da variacio de parametros em familias de funcdes Investigacao gréfica, atraves da calculadora,

sobre a influéncia da alteracdo de

trigonométricas. i . -
parametros na deslocacéo do grafico, na

amplitude da funcéo e no seu periodo.

FORMATO DE ENSINO

Grupo turma

TAREFA DE |NVESTIGAGAO
A forma geral da funcdo seno é dada por

y=asin[b(x—c)]+d. A funcao
1. A forma geral da funcéo seno é dada por y = asin[b(x —c)] +d. A ]
seno Y =SIN X ¢ a funcéo standard tal
funcdo seno y = sinx é a funcdo standard tal que a =1, b =1,

quea=1 b=1c=0ed=0.
c=0ed=0.
Investiga o comportamento da funcéo conforme o sinal e o valor absoluto
de a, b, ced variam. Podes comecar com um de cada vez e depois
passar as combinacdes, para finalmente descrever o comportamento
da funcado envolvendo a, b, c e d juntos. Para cada caso, descreve

a translacdo ou efeito sobre a amplitude (diferenca entre o valor

maximo e o valor minimo) e o periodo.

2. Considera o grafico da funcéo f(x) = sinx.
o _ - Primeiro parametro a variar é o a.
a. Esboca o grafico de f~1(x), a quem chamamos sin™(x) ou P
Apos as conclusdes recordar como se

arcsin(x), refletindo f(x) em rela(;éo a reta y=xa (trocar a determina o contradominio da funcéo seno.
coordenada x com a y).
i. O grafico da relacao descrita em (a) ndo é uma funcao. Descreve
porque nao.
b.  Existe uma restricdo do dominio de f(x) tal que f~1(x) é funcao e

Segundo parametro a variar é o b.

contém o ponto (0,0). Restringe o dominio desta forma. Introduzir a definicio de periodo e a

Descreve o signiﬁcado da fun(;éo f—l (x) proposicao de como se determina o periodo de
uma familia da funcao seno.
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Exploracao
Recordar como se determina o contradominio de uma funcao seno:

Seja f(x)=asin[b(x-c)]+d
Terceiro e quarto parametros a variar é o

—1£sin[b(x—c)]sl ceod.
@—agasin[b(x—c)}sa

o -a+d sasin[b(x—c)}d <a+d

Entéo o contradominio de p, = [-a+d,a+d]:

Diz-se que uma funcéo f é periodica de periodo p (p # 0) se Vx €
Dy f(x+p)=f(x).

A menor valor positivo p chamamos periodo positivo minimo.

Concluir:

Se f é uma funcao tal que f(x):asin[b(x_c)]+d . A funcéo f ¢

2m

periodica de periodo positivo minimo T

Variando os parametros c e d, obtemos o gréfico de f a partir de

y = sinx através da translacao associada ao vetor (¢, d).
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Anexo 6 — Plano de aula: Aplicacao das Funcdes Trigonométricas ao Contexto Real

Torico
Problemas de contexto de vida real.

OBJETIVO

Aplicar os conhecimentos adquiridos de fungdes trigonométricas em problemas de
contexto real.

FORMATO DE ENSINO
Trabalho de grupo

TAREFA

Numa experiéncia foi utilizade um mamifero que no processo normal de respiragao, a
cada 4 segundos, ocorre um ciclo respiratério (conjunto de uma inspiracac e de uma
expiracao).

Em cada inspiracao € expiraco normais entra e sai dos pulmoes 0,51 de ar (ar cor-
rente). No entanto, h sempre uma reserva de ar nos pulmées cujo volume, ¢ segun-
das apés uma expiracdo, é dado, em litros, pela fungao V defimida por:

V(t)=25-0,25 cos (%t) ct20

A experiéncia decorreu durante 10 minutos.

1.1. Emrelacdo aos 4 segundos de um ciclo respiratérie, indtca:
1.1.1. o volume maximo e o volume minimo de ar de reserva nos pulmbdes;

1.1.2. ovolume de ar de reserva nos instantes t=1¢e t=2.

1.2. Em que fase da respiragdo se encontra o animal no instante em que completa
7 minutes e 29 segundos da experiéncia? Justifica.

1.3. Por processos analiticos, calcula V'(5) e V'(15) . Interpreta os resultadcs no con-
texto do problema.

1.4. Considera a representac3o grafica da fungdo V durante os 10 minutos da expe-
riéncia e determina:

1.4.1. as coordenadas dos pontos de inflexdo do grafice no intervalo {4, 8]

1.4.2. o nimero total de pontos de inflex3o do grafico da funcao V.

Exploracao/Discussao

1. Pedir a um aluno para ler o problema em voz alta.

2. Pedir a um grupo para apresentar a atividade 1.1. Perguntar aos restantes
grupos se concordam ou nao?

Solicitar os outros grupos que questionem o que os colegas apresentaram.
Pedir a grupos diferentes para apresentarem as restantes atividades da tarefa
Repetir o processo para as atividades seguintes da tarefa 1.

Perguntar que conhecimentos foram aplicados para a resolucao da tarefa.
Pedir a um aluno para ler a tarefa 2.

Pedir a um grupo para apresentar a atividade 2.1. Perguntar aos restantes
grupos se concordam ou nao?

9. Solicitar os outros grupos que questionem o que os colegas apresentaram.
10. Repetir o processo para a atividade 2.2.

Perguntar que conhecimentos foram aplicados para a resolucao da tarefa.

N ok w
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Entregar a tarefa, uma folha de

acetato e canetas.

Dar, mais ou menos, 30min para a
resolucéo da tarefa 1. Depois
discutir.

Dar, mais ou menos 15min para a
segunda  tarefa,  depois

discutir.



Anexo 7 — O periddico na vida

A ideia de periodicidade esta impregnada em inimeros fendémenos da vida e do universo.

Um reldgio funciona com base nesse principio — o periodo é 12 ou 24 horas; a Terra roda em volta do
Sol com uma certa periodicidade — ao periodo, chamamos, nesse caso, ano — e em torno de si mesma
- com um periodo a que chamamos dia.

A vida de muitos seres vivos é constituida por ciclos vitais ou ciclos reprodutivos (por exemplo, a
observacao da periodicidade do ciclo menstrual é tao importante que qualquer alteracao permite, por
exemplo, diagnosticar doencas ou o despontar de uma nova vida).

Na Quimica, merece referéncia o ciclo do azoto e do carbono que desempenham um importante papel
designadamente na Ecologia. Em Astronomia, classificam-se as estrelas conhecidas e descobrem-se
outras analisando a periodicidade das ondas de luz por elas emitidas. No artesanato e na arte em geral
(pintura, escultura, ...) a repeticdo periddica de certos elementos geométricos gera harmonia; na poesia,
a rima e a métrica dos versos inspiram sentimentos e emocdes estaticas. Comunicacdes via telefone,
fax, satélites ou informatica, bem como a propria musica, assentam na periodicidade das ondas de varios
tipos que sdo emitidas. As frequéncias das ondas magnéticas, eletromagnéticas, sonoras e luminosas
sdo estudadas a partir de modelos matematicos — as funcdes periddicas. As ecografias sdo possiveis
gracas ao aparecimento dos ultrassons e os eletrocardiogramas (ECG) e os eletroencefalogramas (EEG)
s30 exames auxiliares de diagndstico que assentam num estudo aprofundado das carateristicas dos
graficos de funcdes, designadamente no que se refere a periodicidade.

Em conclusdo, as funcdes periddicas constituem importantes modelos do que se passa a nossa volta.
Sendo modelos matematicos abstratos, o seu estudo fica facilitado quando se determina o periodo.
Quando ficam estudadas as caracteristicas destas funcdes no intervalo correspondente ao periodo, é
possivel conhecer a forma como se comportam em todo o seu dominio.

Adaptado de: Infinito 11 A - parte 1. 2004

Escolhe um tema dos acima descritos, ou outro que nao esteja aqui mencionado, e investiga de que

forma as funcdes trigonométricas explicam esse fenéomeno.
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Anexo 8 — Trigonometria das marés

Os fenomenos periédicos podem ser modelados com recurso a razdes trigonométricas. Por exemplo, o
movimento de um péndulo, as fases da Lua, o nimero de horas do sol durante um dia, a altura da agua
das marés, entre outros. Vamos estudar alguns aspetos de um deles: as marés.

A forca gravitacional exercida entre a Terra, a Lua e o Sol, conjugada com a rotacédo da Terra em torno
do seu eixo, sdo os principais fatores responsaveis pela ocorréncia das marés, no qual as aguas do mar
atingem limites maximos e minimos com determinada periodicidade.

Quando a maré esta no seu nivel mais alto chama-se maré alta, maré cheia, preia-mar ou preamar;
qguando esta no nivel mais baixo chama-se maré baixa ou baixa-mar. Em média, as marés oscilam num
periodo de 12 horas e 24 minutos, isto &, se uma maré alta ocorre as 8h00, a seguinte ocorrera as
20h24, aproximadamente.

A altura das marés alta e baixa (relativa ao nivel médio da agua do mar) também varia, em funcdo de
variados fatores. Nas luas nova e cheia, as forcas gravitacionais do Sol estdo na mesma direcao das da
Lua, produzindo marés mais altas; nas luas minguante e crescente as forcas gravitacionais do Sol estdo

em direcoes diferentes das da Lua, anulando parte delas, produzindo marés mais baixas.

Em http://www.hidrografico.pt/previsao-mares.php encontras previsdes sobre as marés em Portugal

Continental e nas Ilhas, bem como em alguns paises lusofonos africanos. O que podes dizer sobre as

marés num ou mais portos a tua escolha?
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Anexo 9 - Pressao Arterial

As aplicacdes mais usuais da trigonometria no dia a dia sao na astronomia e na topografia, na
determinacao de medidas inacessiveis. No entanto, a trigonometria tem aplicacbes noutras areas
cientificas, como +e o caso da Medicina, por exemplo no estudo da pressao arterial.
A pressao arterial (ou tensao arterial, como dizemos habitualmente) é um assunto sobre o qual ouvimos
falar, mas enquanto somos jovens ndo ¢, geralmente, um problema. Ouvimos falar da pressao arterial
dos outros, nas noticias, aos avos, aos pais e, mais tarde, quando somos menos jovens, SOMo nos
proprios a pensar nela, comecando a preocupar-nos em a controlar.
Mas, afinal, o que é a pressao arterial?
Como sabes 0 sangue é levado a todos os érgaos e tecidos do corpo humano por vasos sanguineos. Para
chegar a todo o corpo, o sangue é bombeado pelo coracao e exerce pressao sobre as paredes dos vasos
que o transporta. A essa pressao chamamos pressao arterial ou tensao arterial. Na medicao da pressao
arterial ha dois valores a registar: a pressao arterial sistolica e a pressao arterial diastolica.
A pressao arterial que é medida no momento em que o coracao se contrai denomina-se por pressao
arterial sistolica (também conhecida por pressdo maxima).
A pressao arterial medida no momento em que o coracdo descontrai, denomina-se pressao arterial
diastdlica (ou minima). A pressao arterial € medida em milimetros de mercurio (mm Hg) e pode variar
ao longo da vida, dentro de determinados parametros, de acordo com variados fatores: estados
emocionais, esforco fisico e idade, entre outros.
Os valores considerados normais para a pressao arterial nos adultos sao 120/80 mmHg, o que significa:

e Pressdo arterial sistdlica: 120 mmHg.

e Pressdo arterial diastélica: 80 mmHg.
Quando a pressdo arterial ultrapassa os 140/90 mmHg, considera-se que a pessoa tem pressao arterial
alta (hipertensao).
Quando se regista a pressao arterial, um outro indicador que se usa para avaliar a salde de cada um de
nos ¢é a frequéncia cardiaca, medida em batimentos por minuto (bpm). A frequéncia cardiaca tem uma
relacdo importante com a pressao arterial. Para cada um de nés ha uma relacao entre a frequéncia
cardiaca e a pressao arterial. De um ponto de vista matematico temos:

Pressao arterial = débito cardiaco X resisténcia periférica

Débito cardiaco = frequéncia cardiaca X volume debitado
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Num individuo, o volume debitado e a resisténcia periférica sao caracteristicas relativamente estaveis.
No entanto, a frequéncia cardiaca, pelo contrario, varia bastante; basta uma emocao mais forte ou um
esforco um pouco maior para que o coracao aumente imediatamente a frequéncia do seu batimento.
Para podermos perceber como a frequéncia cardiaca tem influéncia na pressao arterial, basta olhar para
a férmula e verificar que, quanto maior é a frequéncia cardiaca, maior é o débito cardiaco e quanto maior
0 débito cardiaco, maior é a pressao arterial. Assim, um aumento na frequéncia cardiaca produz um
aumento na pressao arterial, desde que nao haja alteracdes no volume debitado e na resisténcia
periférica.

O gréfico seguinte, apresentado num monitor médico, representa a variacdo da pressado arterial, em

milimetros de mercurio, em funcdo do tempo, em segundos. Este é o grafico de uma funcdo
trigonométrica, cuja expressao ¢ P(t) = 100 — 20 cos (8?” t), em que o argumento 8?”15 ¢ dado em

radianos.

E
y

YAVAVAVY

Janela: [0; 2,5] x [0; 135]

O intervalo de tempo entre dois batimentos é 0,75s, que corresponde a um ciclo completo, ou seja, ao
periodo dessa funcdo (3/4 radiano).
Esta pessoa possui uma frequéncia cardiaca igual a 80bpm, pois se cada ciclo tem 0,75 segundos, entdo

60s + 0,75bpm/s = 80bpm. A pressao arterial desta pessoa é 120mmHg por 80mmHg.

Tendo em conta a variacao da pressao arterial em funcéo do tempo é uma fun¢édo do tipo y = a +
b cos(c x),coma, b, c € R e com recurso a um medidor de pressao arterial recolhe dados de pessoas
de diferentes taxas etarias ou condicdes fisicas ou diferentes em momentos do dia e procura

semelhancas, diferencas, particularidades entre os diferentes casos.
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Anexo 10 - Viagem ao centro da Terra

Lé o texto a seguir transcrito, um pequeno excerto do romance de Julio Verne, Viagem ao Centro da
Terra. A histéria (obviamente ficcao) decorre em 1863 e narra a expedicao subterranea de trés
exploradores, um professor de mineralogia, o seu sobrinho e um cacador, em busca de um caminho até
ao centro da Terra. Depois de descerem pela cratera de um vulcao extinto, o Sneffels, na Islandia, vamos

encontrar os trés aventureiros numa gruta...

« (...) Depois de almocar, tratou o doutor de por em ordem 0s seus apontamentos quotidianos.

- Primeiro tenho de fazer alguns calculos para determinar exatamente a nossa posicdo, quando voltar a
supetrficie da Terra quero tracar um mapa da nossa viagem, espécie de secdo vertical do Globo, que
mostrara o petfil do caminho seguido.

- Ha de ser curioso, tio, mas as suas observacoes merecerdo confianca?

- Toda. Medi cuidadosamente os angulos e os declives. Estou certo de ndo me ter enganado. Vejamos
primeiramente onde estamos. Pega na bussola e Vé que direcio indica.

- Este quarta de Sudeste.

- Bem! - diisse o doutor, apontando a observacdo e fazendo calculos rapidos. — Temos andado oitenta
e cinco léguas desde o ponto de partida.

- Portanto, vamos por baixo do Atldntico?

- Perfeitamente.

(...) Estamos a sudeste a disténcia de oitenta e cinco léguas da base de Sneffels e, segundo, 0s calculos
precedentes, avalio a profundidade em 16 léguas.

- Dezasseis léguas! — exclamer.

(..)

- Meu tio — objetei, - julgo 0s seu calculos exatos, mas permita-me tirar uma consequéncia rigorosa.

— Tira, homem, tira.

- No ponto em que estamos, sob a latitude da Isldndia, o raio da Terra mede mil quinhentas e oitenta e
rés léguas aproximadamente.

- Mil quinhentas e oitenta léguas e um terco.

- Suponhamos mil e seiscentas léguas, em numeros redondos. Dessa extensdo de mil e seiscentas
léguas ja andamos dezassels?

- £ como dizes.

- E isto percorrendo oitenta e cinco léguas em diagonal?
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- Perfeitamente.

- Em vinte dias quase?

- Em vinte djas.

- Pois dezasseis léguas sdo apenas a centésima parte do raio terrestre. Continuando assim, gastaremos
dois mil dias, ou cerca de cinco anos e meio a descer.

O doutor ndo respondeu.

- Sem contar que, para adiantar dezasseis léguas na vertical temos de percorrer oitenta na horizontal,
nos veremos obrigados a andar oifo mil Iéguas para sudeste e sairemos naturalmente por algum ponto
aa circunferéncia antes de chegarmos ao centro!

- Demonios levemn os teus célculos! — replicou meu tio, ja encolerizado. — Demonios levem as tuas
hipoteses! Em que se fundam? Quem te afirma que este caminho ndo vai diretamente ao centro? Além
disso, tenho um precedente a meu favor. O que pretendo fazer ja outrem o conseguiu; hei de consegui-
lo igualmente.

— Também assim o espero, mas tenho direfto...

- Tens direifo de te calares, Alex, quando te ocorrer disparatar desse modo.

Reconheci que o iracundo doutor mostrava a orelha por baixo da pele do tio benévolo, e acautelei-me.»

Analisa o texto com os teus colegas. Sera que Alex esta, efetivamente, a disparatar?
Como poderia ser feita a descida de modo a evitar a situacdo prevista por Alex? Descreve a tua sugestao
num esquema onde deves anotar a direcao e a distancia das etapas que aconselhas, tendo em conta

gue ndo é possivel descer na vertical (ndo se trata de alpinismo!).
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Anexo 11 - Internet por cabo

Quatro aldeias situam-se nos quatro vértices de um quadrado de lado 10km. Uma empresa de

comunicacoes vai fazer uma instalacao de cabos, para acesso a internet, ligado as quatro aldeias.

1. Tendo em atencao a quantidade de cabo que é utilizada, qual das situacdes esquematizadas ¢ a

mais econémica?

2. Procura formas diferentes para a instalacdo dos cabos. Encontraste alguma mais econdémica que
as anteriores?
3. Escreve uma expressao que dé o comprimento do cabo a ser utilizado em funcdo do angulo a da

figura.

4. Qual sera a solucao 6tima para o problema?
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Anexo 12 — Angulo do cone

O volume de um cone ¢ dado por:
1.
Volume = §Area da base X Altura

Mas esta formula n&o relaciona o volume com o angulo do cone, isto &, o
angulo que se obtém quando se interseta o cone por um plano que contém A

a altura, como esta representado na figura ao lado.

Imagina todos os cones que tém 10cm de raio da base. Estuda a variacdo do volume em funcao do

angulo a.

»

E para outros raios da base, o que se mantém? O que se altera?
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Anexo 13 — O comprimento do dia

Observa a tabela publicada no almanaque Borda d’Agua de 1999. Investiga relaces que te traduzam,

por exemplo, a variacao do comprimento do dia ao longo do ano de 1999.

Dia Claro Escurecer Noite fechada Comprimento do dia

10 Er:tlaos dias Lisboa Porto Lisboa Porto Lisboa Porto Lisboa Porto
h m h m h m h m h m h m h m h m

1 7 25 7 29 17 55 17 47 19 01 18 55 9 31 9 16

Jan 11 7 25 7 29 18 04 17 56 19 09 19 03 9 40 9 27
21 7 22 7 25 18 14 18 07 19 18 19 13 9 54 9 42

31 7 16 7 18 18 25 18 19 19 28 19 24 10 13 10 02

Fev 10 7 07 7 08 18 36 18 30 19 38 19 35 10 34 10 26
20 6 55 6 55 18 46 18 42 19 48 19 46 10 57 10 51

2 6 42 6 40 18 57 18 54 19 58 19 57 11 22 11 18

Mar 12 6 27 6 25 19 05 19 05 20 09 20 09 11 46 11 45
22 6 12 6 08 19 17 19 16 10 19 20 21 12 12 12 12

1 6 56 6 51 20 27 20 27 21 31 21 34 12 38 12 40

Abr 11 6 40 6 34 20 36 20 38 21 43 21 47 13 02 13 08
21 6 25 6 18 20 47 20 49 21 56 22 02 13 26 13 33

1 6 11 6 03 20 57 21 01 22 09 22 17 13 48 13 58

Mai 11 5 59 5 50 21 07 21 12 22 23 22 33 14 09 14 20
21 5 50 5 40 21 17 21 23 22 37 22 49 14 27 14 40

31 5 43 5 32 21 26 21 33 22 49 23 03 14 41 14 55

10 5 40 5 28 21 32 21 40 22 58 23 13 14 49 15 04

Jun 20 5 40 5 28 21 37 21 44 23 03 23 19 14 53 15 08
30 5 43 531 21 37 21 45 23 03 23 18 14 50 15 06

10 5 49 5 38 21 35 21 42 22 58 23 12 14 43 14 57

Jul 20 5 57 5 46 21 29 21 35 22 49 23 01 14 30 14 45
30 6 06 5 56 21 20 21 25 22 36 22 46 14 14 14 26

9 6 16 6 07 21 08 21 12 22 21 22 29 13 54 14 05

Ago 19 6 26 6 18 20 55 20 57 22 04 22 11 13 33 13 41
29 6 35 6 29 20 40 20 41 21 46 21 51 13 09 13 16

8 6 45 6 39 20 24 20 24 21 28 21 32 12 45 12 49

Set 18 6 54 6 50 20 08 20 07 21 11 21 13 12 21 12 22
28 7 03 7 00 19 52 19 50 20 54 20 54 11 56 11 55

8 7 12 7 10 19 36 19 33 19 38 19 37 11 31 11 28

Out 18 7 22 7 21 19 22 19 18 19 23 19 22 11 07 11 01
28 7 31 7 32 19 09 19 04 20 11 20 08 10 43 10 36

7 6 42 6 43 17 59 17 53 19 01 18 58 10 21 10 12

Nov 17 6 52 6 54 17 51 17 44 18 55 18 50 10 01 9 50
27 7 02 7 05 17 46 17 38 18 51 18 45 9 56 9 33

7 7 11 7 15 17 45 17 37 18 50 18 44 9 34 9 20

Dez 17 7 19 7 22 17 47 17 38 18 52 18 46 9 28 9 13
27 7 24 7 27 17 52 17 43 18 57 18 52 9 29 9 13

Jan 2000 6 7 26 7 29 17 59 17 51 19 05 18 59 9 35 9 20

NOTA: A hora de veréo vai desde a 1h do dia 29 de Marco até a 1h do dia 31 de Outubro.
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Anexo 14 — Aproximacio ao nimero 77

Considera os poligonos regulares inscritos numa circunferéncia de raio 1.

Que regularidades observas? Consegues encontrar uma sucessdo que no limite se aproxime do numero

?
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