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1 Matrizes

Vamos comegar por definir matrizes e estudar algumas das suas propriedades elementares. Mais tarde as matrizes
serao usadas no estudo dos sistemas de equagoes lineares e na representacao de aplicacoes lineares.

1.1 Definicoes e exemplos

Em tudo! o que segue K representa o corpo R ou o corpo C. Os elementos de K dizem-se escalares.

Definicao 1.1. Sejam n,m € N. Uma disposi¢cao da forma

a11 a2 - Qln
a2 Q22 -+ Q2p . .

com a;; € K para todoi=1,.... mej=1,...,n
am1 Am2 - Amn

diz-se uma matriz de ordem m x n sobre K (com m linhas e n colunas).
O conjunto formado pelas matrizes de ordem m xn serd denotado por M, «n(K). Se m = n, escreveremos M, (K)
no lugar M, x,(K).

Vejamos alguns exemplos

1 1 0
1 0 -1 0 1 2 2
(2 2) % (1 2 3) <—2 2 1) 11
1 2

ordem 2 x 2 ordem 3 x 1 ordem 1 x 3 ordem 2 x 3 ordem 4 x 2

Por vezes, na literatura a apresentacao das matrizes é feita usando paréntesis rectos em vez de curvos. Usaremos
letras maiusculas, em geral do inicio do alfabeto, para representar matrizes. Mais tarde usaremos letras do final do
alfabeto se as matrizes forem incdgnitas.

Em notagao abreviada escreveremos (a;j)mx» ou simplesmente (a;;) se ndo houver dividas quanto ao nimero de
linhas e de colunas da matriz. Aos escalares a;; chamamos entradas da matriz. Se tivermos uma matriz A € M, ., (K)
denotaremos por [A];; o elemento de A que estd na linha i e coluna j.

Vejamos agora algumas matrizes cuja caracteristica é a relagao entre o nimero de linhas e de colunas.

Definigao 1.2. Sejam n,m € N. Uma matriz pertencente a M, x,(K) diz-se:
a) quadrada se n =m;
b) matriz linha se m = 1;

¢) matriz coluna se n =1.

IMuito do que é aqui feito é valido em situacdes mais gerais



Com esta defini¢@o as linhas (respectivamente, as colunas) de uma matriz podem ser vistas como uma matriz linha
(respectivamente, matriz coluna). Se uma matriz for quadrada poderemos dizer que tem ordem n em vez de dizer que
tem ordem n X n.

De seguida vamos classificar algumas matrizes de acordo com as suas entradas nao nulas.
Definicao 1.3. Sejam n,m € N. Uma matriz A = (aij)mxn diz-se:
a) mula se todas as suas entradas forem nulas;
b) matriz diagonal se for quadrada e a;; =0 se i # j;
¢) matriz escalar se for diagonal e todos os elementos da diagonal forem iguais;
d) matriz triangular superior se for quadrada e a;; =0 se i > j;
e) matriz triangular inferior se for quadrada e a;; =0 se i < j.

Note-se que uma matriz diagonal é uma matriz que é simultaneamente triangular superior e inferior.

Como exemplos temos

1

10 0 V2 1 0 2888 V2 0 0

0 0 0 0 2 21 0 V2 0
) 3 V2 1 0

0 0 2 0 0 -2 3 3 3 3 0 0 V2

Matriz diagonal 3 X 3.  Matriz triangular superior 3 X 3.  Matriz triangular inferior 4 X 4 Matriz escalar 3 X 3.

Por opgao, exigimos nas definigoes de matriz diagonal, triangular superior e triangular inferior que a matriz seja
quadrada. Essa exigéncia nem sempre é colocada.

Denotaremos por O, x», a matriz nula de ordem m x n. Escreveremos também O,, em vez de O,,x,. Nao havendo
duvidas quanto a ordem da matriz escreveremos simplesmente O em vez de O, xn.

Definigao 1.4. Sejan € N. Chamamos matriz identidade e denotamos por I, a matriz diagonal n xXn cujos elementos
da diagonal sao todos iguais a 1.

1 sei=j

0 seij " Escreveremos I em vez de I,, se ndo houver duvidas

Note-se que I,, = (aij>n><n em que a;; = {

quando a ordem da matriz.

1.2 Operacgoes sobre matrizes

Vamos agora definir o que se entende por soma e produto de matrizes em certas condigoes bem como a multiplicagao
de um escalar por uma matriz.

Definicao 1.5. Sejam m,n € N e A = (a;j)mxn € Mmxn(K). Se a € K define-se o produto de o por A e denota-se
por A como sendo a matriz (& Gij)mxn

1 4 0 3 3 0 1 i 0 1 i o0
Por exemplo, 3 0 V2 0 = 0 3v2 0 , (=1) < 0 V2 0 > = < 0 —v2 0 )
-2 0 = —6 0 -3

Note-se que as matrizes escalares sao as matrizes da forma « I,,.
Dada uma matriz A, denotamos (—1)A por —A.

De seguida vamos definir o que se entende por soma de matrizes da mesma ordem.

Definicao 1.6. Sejam m,n € N e A = (aij)mxn; B = (bij)mxn € Mmxn(K). Define-se a soma de A por B, e
denota-se por A+ B como sendo a matriz (aij + bij)mxn-



1 i -1 3 0 43
Por exemplo, 0 2|+ 1 3] = 1 5
-2 —i —6 2 -8 2—4

Chama-se a atencao para o facto de que a soma de matrizes sé estar definida se as matrizes forem da mesma ordem.

Uma vez que a soma e a multiplicagdo acima referidas sdo feitas entrada a entrada as seguintes igualdades sao

6bvias.
Proposicao 1.7. Sejam m,n € N, A, B,C € M,xn(K) e a, 8 € K. Entao:

a) 0A=0Omxn;

b) 1A= A;

¢) (aB) A =a(BA);

d) A+ B=B+ A;

e) A+ (—A) = Omxn;

f) (A+B)+C=A+(B+C);

9) Omxn+A=A4;

h) (a+p)A=aA+ BA;

i) a(A+ B)=aA+aB. O

Atendendo & alinea f) desta proposicao tem sentido considerar somas de matrizes da mesma ordem A;+As+-- -+ Ay,
sem referir a ordem pela qual as operagoes sao efectuadas.

Por analogia com o que acontece em K define-se A — B como sendo A + (—B). As propriedades desta operacao
sao as “6bvias”. Por exemplo A — (B+C)=(A—-B)-C.

Relativamente ao produto de matrizes, a situagdo é um pouco mais complicada. A ideia principal é a generalizar
o produto interno de vectores em R".
Suponhamos que temos duas matrizes A; e By, a primeira de ordem 1 X n e a segunda de ordem n x 1,

by
be
by,
Entao o produto A - B é definido como sendo a matriz 1 X 1 cuja tnica entrada é o produto interno dos vectores
(a1,ag...,a,) e (by,be,...,b,). Dito de outro modo

by
bs n
(a1 as ...an)- : :(Zaﬂn).
: i=1
bn

Para a definicao do produto de duas matrizes a ideia é fazer este processo para todas as linhas da primeira matriz
e todas as colunas da segunda. E entao claro que isso implica que o nimero de colunas da primeira matriz tem de ser
igual ao nimero de linhas da segunda.
Definicao 1.8. Sejam m,n,p € N, A = (ai;)mxp € Mmxp(K) e B = (bij)pxn € Mpxn(K). Define-se o produto A-B
como sendo a matriz (¢ij)mxn € Mmxn(K) em que

Cij = (@i1, Giy - - Qi) - (D15, b25, .. bnj) (= Zaikbkj)~
k=1



O que isto significa é o seguinte. Se

Ay
Ay
A= . , B= ( B1 B, B, )
A,
em que Aq,...,A,, sdo as linhas da matriz A e By, ..., B, sdo as colunas da matriz B entao o elemento que fica na

linha ¢, coluna j de A - B é o “produto interno” entre A; e B;. Por exemplo

12 3\ _1 f ( 1x1+2x(-1)+3x3 1x24+2x14+3x4 \ (8 16
0 -1 2 5 4] \Ox14+(-1)x(-)+2x3 0x2+4(-)x1+2x4) \7 7))

Nota 1.9. Se A € M, xn(K) e B € My, (K) entdo o produto de A por B e o produto de B por A estdo definidos se
e sd se k=n ep=m. Se esta condi¢ao for verdadeira entdo A- B € My,xm(K) e B-A € Myx,(K). Deste modo,
sem #n entdo A-B e B- A sdo diferentes.

No caso em que A, B € M, (K) entio A-B,B-A € M,,(K) e a questao de eles serem ou nao iguais jd se coloca.
De facto A- B e B - A sio “quase sempre” diferentes. Por exemplo,

0 1\ (0 0y _(1 0 0 0\ (0 1y _ (0 0
0 0 1 0/ \0 0/’ 1 0 0 0/ \0 1
Pode até mostrar-se (ver Exercicio 1.22) que as dnicas matrizes quadradas que comutam com todos as matrizes

da mesma ordem sdo as matrizes escalares. Ou seja, se A € M, (K) e A nao é uma matriz escalar, entdo existe
B € M,,,(K) tal que AB # BA.

E claro que hd muitos casos em que o produto de matrizes quadradas é comutativo. Por exemplo, se as duas
matrizes forem diagonais temos

aq 0 0 b1 0 0 a1b1 0 0 bl 0 0 aq 0 0
0 as - 0 0 b2 0 0 a2b2 0 0 b2 0 0 a9 0
o 0 - ay 0 0 - b, 0 0 coe o apby 0 O bn 0 O an

Um outro exemplo é

a b\ (c d\ _ fac+bd ad+bc\ (c d\ (a b
b a d c¢) \ad+bc ac+bd) \d c b a)’
Daqui em diante escreveremos AB em vez de A - B.

Proposicdo 1.10. Se k,m,n € N, A € M,,,xn(K), B,C sdo matrizes sobre K e a, 8 € K entao, sempre que 0s
produtos e somas referidos estao definidos, temos

a) OpxmA = Okxn;

b) AOnxk = Omxik;

c) I, A=A;

d) Al, = A;

e) a(AB) = (aA)B = A(aB);
f) A(B+C)=AB+ AC;

g) (B+C)A=BA+CA;

h) (AB)C = A(BC).



Demonstra¢ao. Vamos apenas mostrar a ultima alinea, que é a menos imediata.

Ao longo da demonstragao vamos usar propriedades que sabemos serem validas em K: comutatividade, associati-
vidade do produto e da soma, distributividade, etc..

Suponhamos que A= (aij)an, B = (bij)nxpa C = (Cij)pxzp AB = (Tij)mxzw BC = (Sij)nXQ7 (AB)C = (xij)qu
e A(BC) = (¥ij)mxq. Entdo

p
Typ = E TikChj = (E azlblk>

k=1 k=1 \i=1
P n n P

= E E (aibiker;) = E E (aibikcry)
k=1 1=1 =1 k=1
n P n

= E ag E bix.crj E a8y =
=1 k=1 =1

o que conclui a demonstragao. O

Atendendo A tltima alinea desta proposigao podemos considerar produtos de matrizes (sempre que tiverem sentido)
A1As - - Ay sem referir a ordem pela qual as operacoes sao efectuadas. Em particular, se A for quadrada e k € N,
tem sentido falar em A*. Note-se ainda que, se A e B comutarem entdo (AB)F = A*B*.

1.3 Transposicao e conjugagao
Vejamos algumas definigoes, sendo que no caso em que K = R apenas a primeira tem interesse.

Definigao 1.11. Seja A € M, xn(K). Chama-se:

a) matriz transposta de A, e denota-se por AT, & matriz de My, (K) tal que [AT];; = [Alji;

b) matriz conjugada de A, e denota-se por A, ¢ matriz de My, (K) tal que [Z]ij = [A)y;;

¢) matriz transconjugada de A, e denota-se por A*, d matriz AT,

Note-se que a matriz AT é obtida a partir de A por troca entre as linhas e as colunas de A. Deste modo as linhas

de AT sio as colunas de A. E também claro que A = A (e, portanto, A* = AT) se e 86 se as entradas de A forem
- =T
reais. Note-se ainda que AT = A

1+ ) 1 _9 3 4
Vejamos dois exemplos: Se A = 2t 2—-2i|leB= (2 0 1 5) entao

2
. . 12

ar_ (i 2 -2\ o 1__2; 2;:22. g (1o 2 -2\ o [-20 0
BANEAEE ) e B N e AT B B
-4 5

Vejamos algumas propriedades simples destes operadores.
Proposicao 1.12. Sejam A € My,xn(K), B € Mpy(K) e a € K. Entdo:
o) (AT)' =4, A=A, (A" =4;
b) (A+B)T =AT + BT, A+ B=A+B, (A+B)*=A"+DB*, sep=meq=n;
) (@ A)T =a AT,
d) (AB)T = BTAT,



Demonstra¢ao. Vamos apenas ver a ultima alinea, uma vez que as outras sao consequéncia imediata das defini¢oes!
Vejamos entdo que (AB)T = BTAT se p = n. Comecemos por notar que (4 B)T, BTAT € M xm(K). Para
1<i1<qgel <j<mtemos
T
[(AB)"],, = [(AB)]

i por definicao de matriz transposta,

ji?

[A]jk[Blri; por definigdo de produto de matrizes,

>
|
—

I
-

3
3

= [AT]kj [BT]ik, por definicdo de matriz transposta,
1

>
Il

[BT)ix[A"]x;, pela comutatividade do produto em K,

I
NE

Il
i

I
—

BT A" ;; Ppor definicdo de produto de matrizes.

Recordando agora que o conjugado do produto (respectivamente, da soma) de nimeros complexos é o produto
(respectivamente, a soma) dos conjugados desses nimeros temos

PN
s

[AB]Z.J. = [AB];;, por definigdo de matriz conjugada,

NE

[A];x[Blk;, por defini¢do de produto de matrizes,

o~
Il

1

[
NE

[Alik [Bly

£
Il

1

= Z 4], [B] pj» Por defini¢do de matriz conjugada,
k=1

=

Daqui concluimos que (A B)* = (AB)T = BT AT = BT AT = B*A*. O

|

E] i bor definicao de produto de matrizes.

As defini¢oes acima referidas levam-nos a considerar outras classes de matrizes que serdo usadas mais tarde.
Definigao 1.13. Uma matriz quadrada A diz-se:
a) simétrica se A = AT;
b) anti-simétrica se A = —AT;
¢) hermitica se A = A*;
d) anti-hermitica se A = —A*.

Intuitivamente uma matriz A é simétrica se a sua diagonal funciona como um “espelho” relativamente as entradas
da matriz. E também claro da definicao que os elementos da diagonal de uma matriz anti-simétrica sao todos nulos.
Note-se que estas quatro classes sdo fechadas para a soma de matrizes (isto é, se duas matrizes pertencem a uma
dessas classes entao a soma também pertence). Em relagdo ao produto a situagdo é um pouco diferente. Por exemplo,

2 1 1 2
e B comutarem e forem simétricas entao é claro que A B e B A sao simétricas. Isto acontece porque, nas condi¢oes
referidas temos, usando a Proposigao 1.12, (AB)T = BT AT = BA = AB. Em particular se A é uma matriz simétrica
entdo AF é simétrica qualquer que seja k € N.

1 2 11 . o g .
se A = ( ) e B = ( entdo A e B sdo simétricas mas A B ndo é simétrica. De qualquer maneira, se A



1.4 Inversao

Definigcao 1.14. Uma matriz quadrada de ordem n A diz-se invertivel ou regular ou nao singular se existir uma
matriz B tal que AB = B A = 1I,,. Uma matriz quadrada que ndo é invertivel diz-se singular.

Como exemplo, consideremos uma matriz A pertencente a uma classe de matrizes quadradas muito simples: as
matrizes diagonais. Suponhamos que os elementos da diagonal de A s&o aq,as,...,a,. Se a; = 0 para algum 7 entao
A néo é invertivel pois, qualquer que seja B € M,,(K), AB # I,, pois a linha i da matriz AB é nula. Se a1,a2,...,a,
sao todos diferentes de 0 entao A é invertivel, uma vez que

ag 0 - 0 i 0 --- 0 ag 0 -+ 0 <T11 0o --- 0
0 a -+ 0 0 (le ) 0 a - 0 0 é o0

= . =1I,.
0o 0 - ap o o ... L 0 0 - ay o o ... X

An An

Antes de dar mais exemplos vamos ver algumas propriedades, comegando pela unicidade da inversa (quando existe).

Proposigao 1.15. Se A € uma matriz invertivel de ordem n entdo existe uma e uma $é matriz B tal que AB =

BA=1,.

Demonstragdo. Suponhamos que Be Csaotaisque AB=BA=1,e AC=CA=1, EntaoC=1,C=(BA)C =
B(AC)=BI,=B. O

Atendendo a proposicao anterior tem sentido definir a matriz inversa de uma matriz invertivel A. Essa matriz sera
denotada por A~1.

Proposicao 1.16. Se A e B sao matrizes invertiveis da mesma ordem e A € K\ {0} entao:

a) (AN =4

b) (A")7h= (A7)

¢) (AB)"t=B"1A71;

d) (AT)fl — (Afl)T’.

e) (ANA)Tt=3A"1
Demonstracdo. Recorde-se que para mostrar que C' é o inverso de D basta mostrar que CD = DC = [,,. Em tudo o
que segue vamos apenas verificar uma das igualdades, pois a que falta tem demonstracao similar.

Para a demonstragao de c¢) basta mostrar que (B *IA’l) -(AB) = I, o que é imediato atendendo as propriedades

do produto e da defini¢do de inversa de uma matriz.

Para d) basta notar, usando a Proposigao 1.12, que AT - (A_l)T = (A_lA)T = I = I,. A tltima alinea é
verdadeira porque (AA)(3 A7) = AFAA™ =1, O

Como consequéncia temos que a produto (qualquer) de matrizes invertiveis é ainda invertivel e o seu inverso é
o produto dos inversos dessas matrizes por ordem contraria. Atendendo a segunda alinea da proposicao anterior
. .. / — —1\"
definimos, para uma matriz invertivel A, A=" = (A7")", se n € N e A° = I,,. Deste modo

Vn,meZ AT = A". A™.

Proposicao 1.17 (Lei do corte a esquerda). Sejam A € M, (K), B,C € M,xn(K). tais que AB = AC. Se A for
invertivel entio B = C.

Demonstracdo. Basta multiplicar & esquerda a igualdade AB = AC por A™1. O



E claro que a lei do corte a direita também ¢é valida, com as alteragoes ébvias.

O mais importante é notar que nao é verdade que uma igualdade do tipo AB = C' A, mesmo que com A invertivel,
implique B = C'. Por exemplo, se considerarmos duas matrizes A, D € M, (K) que ndo comutem e definirmos B = DA
e C=AD, entdao B# C e AB=CA (= ADA).

Nota 1.18. Pode-se mostrar, e serd feito mais tarde, que se A e B sdo matrizes quadradas de ordem n tais que
AB =1, ou BA = I,, entdo elas sao inversas uma da outra. Tendo isto em mente, se quisermos verificar se uma
dada matriz de ordem n é invertivel poderemos ter de resolver um sistema de n? equagées e n? incognitas. Na prdtica
acabam por ser n sistemas em que cada um deles tem n equagoes e n incognitas.

. . (2 5\ ,. .
Vejamos alguns exemplos. Para ver se a matriz (1 3> ¢é invertivel vamos procurar (z y) tal que

t
20 +5z = 1 { 2r+5z = 1
(2 5) <x y) = (1 0) ou seja z+3z = 0 ou ainda rHee =0
y+st =1 y+3t = 1

Fazendo os célculos obtemos a matriz (? _g>

O seguinte resultado serd generalizado mais tarde.

Proposigao 1.19. Se A = (Ccl Z) entdo A ¢é invertivel se e so se ad — bc # 0, e nesse caso

-1 1 d —b
A T ad—be \—c al’

_Cci _2> é o inverso de A (basta usar a defini¢do).

Demonstragao. E claro que, se ad — bc # 0 entao ﬁ (

Inversamente, suponhamos que existe uma matriz <z ZZ) tal que

ar+bz = 1
a b\ (z y\ (1 O . cx+dz = 0
c dJ\z t) \0 1 o seja ay+bt = 0
cy+dt = 1
Multiplicando a primeira (respectivamente, terceira) igualdade por d, a segunda (respectivamente, quarta) por b e
subtraindo obtemos (ad — bc)x = d e (ad — bc)y = —b. Se ad — bc = 0 entdo b = d = 0, o que contradiz o sistema
ar = 1
cx = 0
ay = 0
cy = 1.
Se ad — bec # 0 entao x = ﬁ ey = ab;_bbc. E daqui obtemos os valores de 2z = —5—- et = 4. O

Definicao 1.20. Uma matriz invertivel diz-se ortogonal se a sua inversa coincidir com a transposta.

Vejamos alguns exemplos simples:

a —b a b 2| 12 1.
. (b a>e<b _a>,sea +b° =1;

1 0 0 1 0 0
e [0 a -b]lel|0 a bf,sea?+b%>=1;
0 b 0 b —a



a b c d
|0 @ d = ysea?+b2+c2+d2=1.
—c —d a b

—d c —b a

Proposigao 1.21. A inversa de uma matriz ortogonal € ortogonal e o produto de matrizes ortogonais da mesma

ordem é ortogonal.

Demonstra¢io. Sejam A e B matrizes ortogonais da mesma ordem. Entdo, usando a alinea d) da Proposicao 1.16
temos (A~1)T = (AT)~1 = (A71)~! e, usando a alfnea d) da Proposigao 1.12, (AB)T = BT AT = B=*A~1 = (AB)7},

mostrando assim que A~! e AB sao ortogonais.

1.5 Exercicios

Apenas com o intuito de praticar, o leitor pode calcular somas e multiplicagbes de matrizes, transpostas e conjugadas
de matrizes, bem como calcular inversas de matrizes de ordem 2 ou 3, tudo isto com exemplos a sua escolha. De

qualquer maneira vou apresentar alguns exemplos.

1.1 Calcule:
1 2 -3 4 3 =5 6 -1 1 2 2 3 2 -1
““(0—5 1—1)*(2 0 —2 —3)’ C)2<—5 -1 —1)5(2—2 3)
1 0 -2 0o 2 -1
_ 2 _ _ 1 _
b) 3 1 2 -3 ; d) 3 5 0 1 ]1+31 1 2 0
4 -5 6 1 2 0 1 0 -2
. T Y\ z 6 4 4y
1.2 Encontre z,y, z, w € K tais que3< : oy > = < 1 2w >+ < s tw 3 >

1.3 Sejam A = < é _i’ ) e B= < ?)’ _(2) _g > Calcule, caso estejam definidas, AB, A%, A3, B?, BA.

1.4 Calcule:
2 16 4 0
1 |\ -3 5 2 -1 )
a) (1 -2 5 4) o [ :
4 f) (—6)(321),
2
2 -1
1 -2 5
b)<340) 1 0 |; 5 1 0 1 -4 0 1
-3 4 g (1 o3 2 -1 3 -1 |;
L9 o 4 0 -2 0
C)(21)<4 53>% 2 -1 0 0 2 -1 0 0
W [L 000 1 000
1 0 0 1 1 0 0 1 1
d>(2—1)(6)’ 0 0 11 0 0 11
2 -3 0 1 2
1.5SejamA—<(1) _é i),B—(_;l _g §>,C’— 5 -1 —4 2 J|eD=1{ -1 |. Calcule:
-1 0 0 3 3

a) A+ B,3A—4B;
b) AC, AD, BC, BD;
¢) AT, DTAT DDT.

1.6 Encontre as matrizes quadrada A de ordem n cujas entradas sdo todas iguais e tais que A% = A.



1.7 Sejam A, B € M,,(K). Mostre que:

a) se A tem uma linha de zeros entdo AB tem uma linha de zeros;

b) se A tem uma coluna de zeros entdo BA tem uma coluna de zeros;

d

e

)

¢) nas condicoes de a) ou b), A nao é invertivel;
) se B tem duas colunas iguais entdo AB também tem duas colunas iguais;
)

se A tem duas linhas iguais entdo AB também tem duas linhas iguais.

1.8 Calcule A™, para n € N, em que:

a) A=<8_é>; c) A:(

b)A:<§g); 4 A

1.9 E verdade que, se A, B sdo matrizes quadradas e AB = O entao BA = O7

OO~ N H N
O = OO
OO OO

1.10 Dé exemplos de matrizes quadradas A, B nao nulas tais que AB = BA = O.
1.11 Dé um exemplo de A4, B € M»(R) tais que A> = —I e B* = —1.

1.12 Calcule os produtos:

12 13 14 15 0 0
a) 112 113 114 115 0 0
212 213 214 215 252 253 254 255
312 313 314 315 352 353 354 355
512 513 514 12 -6 -2 11
b) 112 113 114 18 -9 =3 1 2
212 213 214 24 -12 -4 3 0

. 1 1
1.13 Encontre todas as matrizes que comutam com ( 0 1 >

1.14 Seja A = ( 8 é ) Encontre todas as matrizes quadradas B, C tais que AB=0 e CA = 0.

1.15 Sejaa e Ke A = cos(ar) - —sen (a) . Mostre que A" = cos(na)  —sen (na) ,sen € Z.
sen (a) cos(a) sen (na) cos(na)

1.16 (Desenvolvimento do binémio de Newton) Sejam A e B matrizes quadradas tais que AB = BA. Mostre que:
) (A+ B)? = A? +2AB + B?

) A? - B?=(A- B)(A+ B);

¢) (A+B)*>=A%+3A%B+3AB? + B3;

d) sen € Nentao (A+ B)" =3,_, () A" B*.

a

=3

1.17 Quais as matrizes X tais que:
1 2 3 0
a)(?, 4>X_<7 2)’ c)X<
3 2 -1 2
Dx(L -3
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1.18

1.19

1.20

1.21
1.22

1.23
1.24

1.25

1.26

1.27

1.28

1.29

1.30

1 2 2 -1 1 -1
o-(ad)x(4 )04 )
11 1 1 1 4 3
1 01 1 0 3 2
) 0 01 0 X = 01 0|
0 0 1 1 0 2 1
Mostre que a matriz A = < le _g ) satisfaz a igualdade A% +2A — 111 = O. Conclua, sem usar a Proposicio

—1_ 1 2
119, que A= = 7 A+ 7 [

(Uma nova demonstragdo da Proposigdo 1.19) Seja A = ( CCL 3 ) Mostre que A% — (a+d)A+ (ad—be) I = O.

Conclua que:
a) se ad — bec = 0 entdo A nao é invertivel;

b) se ad — bc # 0 entdo A é invertivel e A~! = —adibc A+ a‘;‘fgc 1.

Sejam A uma matriz quadrada e a, b, c € K tais que A% = aA%2+bA+cl. Escreva A* e A® na forma aA?+BA+~1,
com «, 3,7 € K.

Sejam A, B,C € M, (K) e «, 8 € K. Mostre que, se B e C' comutam com A entdo a B + 8 C comuta com A.

Seja A € M,,(K) uma matriz que comuta com todas as matrizes de M,,(K) que tém apenas uma entrada nao
nula e que é igual a 1.

a) Mostre (usando o exercicio anterior) que A comuta com todas as matrizes em M,, (K).

b) Conclua que A é uma matriz escalar (comece com o caso em que n = 2).
Mostre que, se AB = AC' e A é invertivel entao B = C.
Sejam A, B € M,,(K) matrizes simétricas e o € K. Mostre que:

a) A+ B e aA sao simétricas;
b) AB é simétrica se e s se AB = BA.

Sejam A, B € M,,(K) matrizes hermiticas e a € K. Mostre que:
a) A+ B é hermitica;

b) «A é hermitica se e s6 se A =0 ou a € R;
¢) AB é hermitica se e s6 se AB = BA.

Seja A € M,,(K). Mostre que:

a) se AA* = O entdo A = O;
b) se A é hermitica e A> = O entdao A = O.

Seja A € M,,(K). Mostre que:

a) A+ AT AT A e AAT sdo matrizes simétricas e A — AT é anti-simétrica;
b) A+ A*, A*A e AA* sdo matrizes hermiticas e A — A* é anti-hermitica;
c) A escreve-se de maneira tnica como uma soma de uma matriz simétrica por uma matriz anti-simétrica;

d) A escreve-se de maneira tinica como a soma de uma matriz hermitica por uma matriz anti-hermitica.
. 0 1 1

Seja A = ( 11 0 )

Calcule B = AT(AAT)~! e mostre que AB = I5.

Mostre que ( Z _2 > e ( Z _2 ), com a® + b? = 1 sfo as Unicas matrizes ortogonais de ordem 2.

Calcule a matriz inversa de:
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)35' 1 -1 0 0 0
a 2 3 ) 1 -1 0 0
0 0 1 -1 0
2 2 3 e | . ;
b) 01 2 |; :
00 1 0 0 0 1 -1
0 0 0 0 1
100 11 11 1
o (00 1| 10 11 1
0 10 11 01 1
f) ,
10 0 11 1 :
d | o020 02 1 | 11 1 0 1
00 3 0 0 3 11 1 1 0

1.31 Consoante os valores dos parametros reais apresentados, verifique quais das seguintes matrizes sao invertiveis.
Para as que forem invertiveis calcule a inversa.

0 - N\ 1 a 00
. L. ) 01 a O
) S 91011 al

Ao 0 000 1

a b c d

1 a b d) —b a —d c

b) 01 ¢ |; —c d a —b

0 0 1 —d —c b a

1.32 Seja A uma matriz triangular superior de ordem n. Mostre que:

a) A é invertivel se e s6 se os elementos da diagonal forem nao nulas.

b) se A é invertivel entdo A~! também é triangular superior e os elementos da sua diagonal sdo os inversos
dos elementos da diagonal de A.

(Talvez seja bom comecar com os casos em que n < 3.)

1.33 Seja J, uma matriz quadrada de ordem n cujas entradas sao todas iguais a 1. Mostre que a inversa de I,, — J,,

éIn—ﬁJn,senZZ

1.34 Seja A uma matriz quadrada tal que existe a # —1 tal que A?> = aA. Mostre que existe b € K tal que
(I+A)~t=1-bA.

1.35 Seja A uma matriz quadrada de ordem n e k € N tal que AF = O.

a) Mostre que A néo é invertivel;

b) (I — A) é invertivel e a sua inversa é [ + A+ A% ... Ak—1,
1.36 Sejam A, B matrizes quadradas de ordem n com A invertivel. Mostre que:

a) (A+ B)A~1(A— B) = (A— B)A~\(A+ B);
b) (ABA™')" = AB"A™! sen€Z.
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2 Sistemas de equacoes lineares

Nesta seccao vamos fazer uma primeira aproximagao ao estudo de sistemas de equagoes lineares.

2.1 Definicao e exemplos

Uma equagdo linear em duas varidveis (ordenadas) = e y é uma equagao do tipo ax + by = ¢, com a, b, ¢ € K. Uma
solugao da equacdo é um par (s,t) € K2 tal que substituindo na equacio x por s e y por ¢t obtemos uma igualdade.
Por exemplo © = 2, y = —2 representa uma solucao da equagao 4x + 3y = 2. E claro que se nesta equagao escolhermos
um qualquer valor de y e x = % entao obtemos uma solugao da equagao e todas as solugoes podem ser obtidas
desta forma.

Mais geralmente, uma equacgao linear em n varidveis z1,...,x, é uma equagao do tipo
a1y + age + -+ apnln = by

em que ay,...,a, € K sao os coeficientes das incognitas e b; € K é o termo independente da equagao. E claro que sé
interessa estudar os casos em que nem todos os coeficientes sao nulos.
Como no exemplo acima, se a; # 0, entdo

a1$1+a2$2+"'anxn:b1 < :Ei:bl_z%:xj
J#i
Dizemos que a equacao tem n — 1 graus de liberdade pois podemos escolher qualquer escalar para x;, se j # i ¢
depois z; dado pela expressao acima.

Definigao 2.1. Um sistema de m equagdes e n incégnitas € um sistema do tipo

a1171 + a12T2 + - + A1, Tn = by
a21%1 + A22%2 + - -+ + A2 Ty, = ba

Am1ZT1 + Am2Z2 + -+ + AppTn = bm

em que a;j,b; € K.
O sistema diz-se homogéneo se b; =0, para todo i =1,...,n

Uma solugao do sistema é uma solugdo comum as m equagoes lineares que compodem o sistema.
Em notagao matricial o sistema acima é equivalente a equagao

a11 a2 -+ Qln 1 by
a1 Q- Q2 T2 by
Am1 Am2 e Amn Tn bm

Deste modo todo o sistema de equagoes lineares pode ser visto na forma AX = b em que A € M, x,(K) é a matriz
T
€2
dos coeficientes ou matriz simples do sistema, b € M, x1(K) é a matriz dos termos independentes e X = . é

T,
a matriz (coluna) das incégnitas. Dito de outro modo, para conhecer o sistema basta-nos conhecer a matriz dos
coeficientes e a matriz dos termos independentes. Por razoes que ficarao claras mais adiante é relevante considerar a
chamada matriz ampliada do sistema que é obtida acrescentando a matriz dos coeficientes uma 1ltima coluna com
os elementos da matriz dos termos independentes. Mais concretamente a matriz ampliada dos sistema é a matriz

a1 ai2 A1n b1
a21 azz -+ Gan | b2
am1 am?2 tee Amn bm

A linha vertical entre as ultima colunas serve apenas para destacar o papel da matriz dos termos independentes.
Escreveremos também (A|b).
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Exemplos 2.2. Antes de estudarmos estes sistemas vejamos alguns casos simples.

1. Se A € M,,(K) é uma matriz invertivel entdo (multiplicando & esquerda a igualdade por A~!, que é uma operacio
reversivel)

AX=b < X=A"b

e, portanto, o sistema tem solugao tnica.

1 — 2 5\ (xz\ (1 e () _ 3 =5\ /1 e () _ -7
2 1 3/ \y) \2 y)  \—1 2)\2 y) 3)°
2. Seja A = (a;j)nxn (tantas equagdes como incdgnitas) triangular superior cujos elementos da diagonal sdo nao

nulos. Vimos no Exercicio 1.32 que esta matriz é invertivel, mas vamos esquecer isto por um momento. O
sistema em causa é

Por exemplo,

2z + 5y
T+ 3y

01171 + @12T2 + - + A1 T, = b1
a22%2 + -+ + A2pTy, = bo
ApnTn = bn

E assim claro que z,, = ab—". Substituindo na pentltima equagao tiramos o valor (Unico) para x,_; e assim
nn

sucessivamente até encontrarmos x;. Note-se que em cada passo, a Unica divisao que temos de fazer tem como

divisor um dos elementos da diagonal da matriz.

3. Se A= (aij)mxn, com m > n (mais equagoes que incégnitas) é tal que a;; =0sei>jea; #0,se1<i<no
sistema em causa é

1121 + @122 + - F a1pTn, = by
A22%2 + -+ + AopTy, = b2
UnnTn = Op
0 = bn+1
0 =bm

E assim claro que se b; # 0 para algum i > n entao o sistema é impossivel. Caso contrario caimos no caso
anterior e a solugao é unica.

4. Se A = (aij)mxn, com m < n (menos equagdes que incégnitas) é tal que a;; =0sei>jea; #0,se 1 <i<m
o sistema em causa é

11271 + 1222 + - F QT+ F ATy = b1
A22%2 + -+ + Ao Tm + - - + Q2nTn = b2
UmmTm + -+ GmpTn = bm

Olhamos agora para a dltima equagdo. Uma vez que a.,,, 7 0 esta equagdo tem n—m graus de liberdade (menos
um do que o nimero de varidveis que aparecem na equaco). Deste modo podemos arbitrar z; para todo j > m
_ Amj . . , . ~ .
e obtemos Z,;, = by — > Jem e Ty De seguida substituimos sucessivamente nas outras equagoes (de baixo para
mn
cima) e tiramos o valor de @,,_1, ..., %2, z1. Deste modo o sistema tem n — m graus de liberdade.

O resultado do primeiro exemplo acima tem um reverso.

Proposigao 2.3. Uma matriz quadrada A de ordem n € invertivel se e sd se qualquer sistema de equagdes lineares
cuja matriz dos coeficientes seja A tem uma e uma unica solugdo.
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Demonstracdo. Se A é invertivel j4 vimos que qualquer sistema AX = B admite como solucdo tinica X = A~ B.
Suponhamos agora que A satisfaz a condigao referida. Dada uma qualquer matriz B, seja B; a j-ésima coluna da
matriz B. Encontrar X € M,,(K) tal que AX = B ¢é equivalente a encontrar, para j =1,2,...,n, X; € M, 1(K) tal

que AXJ = Bj.
Escolhendo B = I, concluimos que existe C € M,,(K) tal que AC = I. Por outro, como I e C'A sao solugdes de
AX = A, pois A(CA) = (AC)A = IA = A, a unicidade de solucdo garante-nos que CA = I,,. O

A ideia agora é a de encontrar métodos para que um sistema linear seja, num certo sentido a definir, equivalente a
um sistema “parecido” com um dos 3 ultimos tipos referidos acima. Mas antes vamos dar algumas defini¢oes e fazer
alguns comentarios.

Definigao 2.4. Um sistema da forma AX =b, com A € My xn(K), X € Mux1(K) eb € M,,«1(K), diz-se possivel
se tiver solugdo e impossivel, caso contrdrio. Se o sistema for possivel, ele diz-se determinado se tiver apenas uma
solugdo e indeterminado se tiver mais solugoes.

Note-se que um sistema homogéneo é sempre possivel pois admite a solucao nula.
Vejamos agora que um sistema possivel e indeterminado tem sempre uma infinidade de solugoes.

Proposicao 2.5. Consideremos um sistema na forma AX =b com A € My xn(K), X € Mux1(K) eb € Mpx1(K).

a) Se Xi,Xs € Mpx1(K) sdo solugdes do sistema homogéneo AX = Oy, 1 e a € K entdo X1+ Xo, aXy também
sao solugoes desse sistema.

b) Se Xi,Xs € M, x1(K) sao solugoes do sistema AX = b entao X7 — Xo € solugio do sistema homogéneo
AX =0p 1.

c) Se Xy € Myux1(K) € solugio do sistema AX = b entdo o conjunto de solugoes desse sistema é formado por
todos os elementos da forma Xo +Y em que Y é uma solugdo da equacdo homogénea AY = Oy 1.

Em particular, se o sistema tem mais do que uma solucao entao tem uma infinidade de solugoes.

Demonstragao. Para a primeira alinea basta notar, usando a Proposigao 1.10, que A(X; + X3) = AX; + AXs e
A(OéXl) = OLAXl.

A segunda alinea é consequéncia da igualdade A(X; — X3) = AX; —AXo=b—-b=0,,;.

Para a dltima alinea, note-se que, se Y é uma solugao da equacdo homogénea entao A(Xo+Y) = AXy + AY =
b + Oy, 1 = b. Inversamente, se X; é uma outra solugdo do sistema AX = b entdo X; = Xy + (X1 — Xo) e, por b),
X7 — Xy é solugao do sistema homogéneo.

Finalmente, se tivermos duas solugoes diferentes X7 e X5 do sistemas entdo X7 + a(Xo — X1) é solugdo so sistema
qualquer que seja « € K, mpostrando assim que o sistema tem uma infinidade de solugoes. O

2.2 Matriz em escada

De seguida vamos definir o que se entende por matriz em escada e mostrar que toda a matriz pode ser transformada
numa matriz em escada, usando as chamadas operagoes elementares.

Definicao 2.6. Um elemento de uma matriz diz-se um pivo se for o primeiro (a contar da esquerda) elemento ndao
nulo da sua linha.

Os pivos da matriz seguintes sao os elementos inseridos num quadrado

B3]3 1 1 o0
0 0 o [1] 4
2] 0 -1 -3 -6
0 0 [-1] 0o -6
2]l 0 -1 -3 -6

Definicao 2.7. Diz-se que uma matriz A = (a;j)mxn € ume matriz em escada se satisfaz as seguintes condigoes:

e se uma linha so tiver zeros entdo todas as linhas abaizo dela também so tém zeros;
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e se 0 pivd de uma linha i for a;, entdo ajs =0, paraj >ies <k.

O que a segunda condigao quer dizer é que & esquerda e abaixo de um pivo sé podem estar zeros.

As seguintes sdo matrizes em escada.

2] 1 5 -1 8 0 [3] -1 2] 1 0 -1
o [3] 3 7 0o o [ 0 0 [1] 0 0 [3] 6 2] o —1
001 ’ "o o o ["| oo o0 o |]"\o [3 o
0o 0 0 [-1] C 0 00 0 00 0 0

enquanto que estas nao sao matrizes em escada

2] 1 5 -1 2] 1 0 2] 1 5 -1
0 07 88 0o [3] 0 7
0 [-4] o ’ 1 o 1] 0o 1
o 0 0 [-1] 88 0 0 0 [-1]

Vamos agora definir o que se entende por operagoes elementares sobre uma matriz A € M, «r (K).

Definigao 2.8. Sejam m,n € N e A € My, «xn(K). Chamam-se operagbes elementares (por linhas) sobre A as
seguintes operagaoes.

o Troca das linhas i e j de A. Em notacao simplificada escrevemos L; <> L.
o Multiplicacdo da linha i de A por um escalar ¢ nao nulo. Escrevemos L; — cL;.

e Substituicdo da linha i de A pela soma dessa linha com d (d € K) vezes a linha j, com j # i, e escreveremos
Ll' — Li + dLj.

Note-se que estas operagoes sao reversiveis no sentido em que se se aplicar uma operacao elementar a uma matriz
entao podemos aplicar de seguida uma operacao elementar que nos faz voltar a matriz original.

E claro que juntando as duas tltimas operacoes podemos substituir L; por cL; + dL;, se c,d € K com c # 0, e
escreveremos L; — cL; + dL;.

Definigao 2.9. Seja m € N. Chamamos matriz elementar (por linhas) de ordem m a wma matriz de ordem m que
seja obtida da matriz identidade I, por aplicacdo de uma operacdo elementar.

Note-se que as matrizes elementares sao invertiveis. Mais concretamente, se E é a matriz elementar obtida da
matriz identidade por aplicacao da operacgao:

o L; <+ L;, entao ela é igual a sua inversa;
e L; = cL; (com ¢ # 0), entdo a sua inversa é obtida da identidade por aplicagdo da operagao L; — %Lq; ;
e L; = Li+dL; (com d € K), entdo a sua inversa é obtida da identidade por aplicacao da operagao L; — L; —dL;.

Nota 2.10. Sejam m,n € N e A € M, xn(K). A matriz obtida de A por aplicagcdo de uma operacao elementar € da

forma EA, em que E é uma matriz elementar. Mais geralmente, uma matriz que é obtida a partir de A por aplica¢do

de operacdes elementares é da forma PA, em que P € um produto de matrizes elementares e portanto é invertivel.
Nas condi¢oes acima se m =n e PA for invertivel entdo A € invertivel. Isto acontece por que A= P~ (PA).

Conclusao: A aplicacdo de operagées elementares sobre uma matriz quadrada nao altera o facto de ela ser ou
nao invertivel.

Vejamos como transformar uma matriz numa matriz em escada, usando as operacoes elementares. Acompanhare-
mos 0s passos com um exemplo.
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Passo um

Comegcando da esquerda para a direita escolhemos a primeira coluna j com uma entrada a;; # 0. Se nao houver tal
coluna entao a matriz é a matriz nula. Caso contrario, com a troca de linhas L; <+ L; podemos considerar que essa
entrada ¢ a1;. Note-se que a1; é um pivo da matriz.

0150 -1 2] 2 32 7
2 2 3 2 7 0150 -1
1102 3| Lo 1102 3
2 0 1 2 -11 -2 0 1 2 -11

Até o final ndo se mexe mais nas colunas que estao & esquerda do pivo (as entradas dessas colunas sao todas nulas).

Passo dois

Vamos anular todos os elementos da matriz que estdo abaixo (na mesma coluna) do pivo. Para esse efeito, se a;; # 0
for um tal elemento (com i > 1) fazemos uma operacao elementar do tipo L; — aL; + 8L1, com « # 0 (podemos, por

exemplo, considerar & = a1 e f = —a;; ou entdo, a =1le f = _ZTJ, ).
2 2 3 2 7 2 2 3 2
015 0 -1 015 0 —
1 1 0 2 3 Lz — —2L3 + L1 0 0 3 -2
-2 0 1 2 -11 Li—= Lat+1In 0 2 4 4 —4

Passo trés

Consideramos a matriz que é obtida da matriz original suprimindo a linha e a coluna do pivd e das colunas de ordem
menor do que a ordem do pivo. E aplicamos os passos um e dois a esta nova matriz. E o processo continua .. ..

No exemplo, vou marcar a vermelho as entradas que nao vao ser mais mexidas.

2 2 3 2
015 0 —1
003 -2 1
02 4 4 —4
Continuando o processo temos
2 23 2 7 2 2 3 2 71 2 3 2 7
015 0 -1 01 5 0 -1 o [1] 5 0 -1
0 0 3 -2 1 Li—L4—2Ly 0 0 3 -2 1 Li—La+2L3 0O 0 -9 1
0 2 4 4 —4 0 0 —6 4 =2 0 0 0 0 0

em que ficaram assinalados os pivos da matriz.

O seguinte resultado é consequéncia da Nota 2.10 e dos passos referidos acima.

Corolario 2.11. Se A € M« (K), m > n entdo existe uma matriz P € M,,,(K) invertivel tal que PA € uma matriz
em escada.
Em particular, se m =n, A € invertivel se e sé se a matriz em escada referida acima tiver n pivés.

A respeito deste ltimo corolario, note-se que uma matriz quadrada em escada tem n pivos se e sé se for triangular
superior com todos os elementos da diagonal nao nulos, ou entao, se e s6 se a sua ultima linha nao for formada apenas
de zeros.

Estamos agora em condigoes de mostrar um resultado que em parte ja foi referido na Nota 1.18.

17



Teorema 2.12. Se A € M,,(K) entdo as sequintes condi¢des sao equivalentes:
a) A € invertivel;
b) existe B € M, (K) tal que AB = I,;
¢) existe B € M, (K) tal que BA=1I,;
d) existe uma e uma sd solugao do sistema AX = 0.

Demonstragao. E claro que a primeira alinea implica as duas seguintes alineas, por definicdo de matriz invertivel.
¢) = d) Da igualdade AX = 0 obtemos, multiplicando & esquerda por B, X = 0.

Usando o coroldrio anterior seja P € M,,(K) invertivel tal que PA é uma matriz em escada E.

b) = ¢) Multiplicando a igualdade PA = FE & direita por B obtemos P = EB. Deste modo, F nao tem nenhuma
linha de zeros, pois caso contrario, P teria uma linha de zeros e nesse caso nao seria invertivel. Usando o Exercicio
1.32 concluimos que E é invertivel. Deste modo A = P™'E e B= E~'P e, portanto BA= E~'PP™'E = I,.

d) = a) O sistema AX = 0 é equivalente ao sistema PAX = 0 ou seja EX = 0, uma vez que P é invertivel.
Mas este tltimo sistema tem solugdo tnica se e s6 se os elementos da diagonal de E forem todos nao nulos (como
vimos atras). Deste modo d) implica E invertivel (novamente pelo Exercicio 1.32). Sendo assim da igualdade PA = F
obtemos A = P~1E. Concluimos assim que A é invertivel pois é o produto de matrizes invertiveis. O

Podemos ainda “generalizar a equivaléncia entre as alineas a), b) e ¢) deste teorema.

Corolario 2.13. Se o produto de matrizes quadradas da mesma ordem € invertivel entao essas matrizes sao invertiveis.

Demonstragao. Sejam Aj, As, ..., A € M, (K) tais que AjAs--- Ay é invertivel e seja F' o seu inverso. Deste modo
A1Ag - AF =1,
Pela equivaléncia entre as alineas a) e b) do teorema anterior A; - A; é invertivel para todo ¢ = 1,...,k. Em

particular A; é invertivel.

Por outro lado, se i € {2,...,k}, Ay---A;—1 e Ay --- A; s@o invertiveis e portanto A; é invertivel uma vez que
A= (Ay-Ai) N (A A1) Ay = (A A1) (AL AL A, 0
=In invertivel invertivel

2.3 Meétodo de eliminagao de Gauss

Comecemos por notar que:

e se tivermos um sistema e trocarmos a ordem de duas equages entdo obtemos um sistema equivalente (pois o
processo ¢é reversivel);

¢ se multiplicarmos uma equagao por um escalar nao nulo, entao obtemos um sistema equivalente (pois o processo
é reversivel);

¢ se substituirmos uma equagao pela soma dessa equagao com um multiplo de outra, entao obtemos um sistema
equivalente (pois o processo é reversivel).

Estas operagoes vistas na matriz ampliada do sistema significam:

e trocar as linhas i e j da matriz ampliada (L; <+ L;);

e multiplicar a linha ¢ da matriz ampliada por um escalar ¢ nao nulo (L; — cL;);

e substituir a linha 7 da matriz ampliada pela soma dessa linha por ¢ vezes a linha j (j # i) (L; — L; + cLj).

Deste modo, todo o sistema de equagoes lineares é equivalente a um sistema de equacoes lineares em que a matriz
ampliada estd em escada. E estes ultimos sistemas sao faceis de resolver.

Vejamos dois exemplos.
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Exemplo 2.14. Consideremos o sistema

z+3y+z+t = 0
20 +4y+32+3t = 4
3r+5y+4z+2t = 2

Podemos aplicar as sequintes operacoes elementares sobre a matriz ampliada do sistema

1 3 1 1|0 1 3 1 110
24 3 34— 0 -2 1 114
3 5 4 2|2 0 -4 1 —-1|2

Ly—L3—2L
Ly — Ly — 2L —L3—
Lo s Le_ 3L, drre e 0 -1 -3|-6
Deste modo o sistema inicial € equivalente ao sistema
r+3y+z+t = 0
—2y+z+t = 4
—2—=3t = -6

que, como vimos atrds, tem um grau de liberdade. Podemos assim, arbitrar o valor de t (unica varidvel que nao
tem nenhum pivé como coeficiente), tirar o valor de z (em fungdo de t) na iltima equagdo, substituir z na sequnda
equagdo, tirar o valor de y (em fungdo de t), substituir z e y na primeira equacgdo e tirar o valor de x (em fungao de
t). Obtemos assim,

r = —-945t
y = 1—t
z = 6-—3t
t = t

Exemplo 2.15. Consideremos o sistema

y+6z = -1 01 50 x -1

20+ 2y + 32+ 2t = ) 2 2 3 2 Y 7
Tyt — 5 ou equivalentemente 110 2 I 3
—2z+z24+2t = —11 -2 0 1 2 t —11

Utilizando os cdlculos que foram feitos ma subseccdo anterior para a matriz ampliada do sistema, o sistema ¢é
equivalente a

20 +2y+ 3242t = 7
Y+ 5z = -1
3z -2t = 1

E este sistema tem um grau de liberdade. Podemos arbitrar t (dnica varidvel que nao tem nenhum pivé como
coeficiente), tirar o valor de z na dltima equagdo, depois tirar o valor de y na sequnda e finalmente tirar o valor de x
na primeira, tudo em funcdo de t. Obtemos sucessivamente

o =  l7tat
3
20 +2y+32+2t = 7 2r4+2y+32 42t = 8J7rm y = sl
_ 3
Y+ 52 = -1 Y = T3 Lo
142t B 142t z = 1+2¢
o 3 z o= 2 3
t = t

E claro que poderiamos ter sequido outros caminhos. Por exemplo, a primeira troca de linhas poderia ser outra.
Poderiamos também ter mudado a ordem das varidveis, o que levava a trocar colunas nas matrizes, etc..
Poderiamos ser levados a solugao

_ 3xz—17
t = 2

_ 23—5x
y = 2

_ r—5
= 2
xr = X
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Formalizagao do método

Para resolvermos um sistema de equagoes lineares do tipo AX = b, com A € M,,x,(K), X € M, x1(K) e
b € M,,«1(K) podemos fazer os seguintes passos:

e consideramos a matriz ampliada do sistema (A|b);

e colocamos esta matriz em escada, obtendo uma matriz do tipo (A’|b’);

1. se na tltima coluna de (A’|b’) existir um pivo a, entdo o sistema é impossivel pois a equagao correspondente

serd 0 = a (isto corresponde a dizer que o nimero de pivos de A’ é menor do que o nimero de pivos de (A’|b’));

2. se na ultima coluna de (A’|b’) nao existir um pivé (ou seja, se o nimero de pivds de A’ for igual ao nimero de
pivos de (A’|b')) e o sistema tiver k pivos, entao o sistema é possivel e tem n — k graus de liberdade;

3. neste ultimo caso, arbitramos os valores das variaveis que nao correspondem a nenhum pivo e tiramos de seguida,
comecando da iltima para a primeira equagao, os valores das varidveis que correspondem aos pivos.

Podemos concluir que:
e 0 sistema é possivel se e s6 se o nimero de pivos de A’ for igual ao nimero de pivos de (A'|b');
e se n > m entao o sistema ¢é impossivel ou entao é indeterminado, pois o niimero de pivos é no maximo m;

e se n=m, A é invertivel se e s6 se A’ for triangular superior e com n pivos (que estao na diagonal).

2.4 Calculo da matriz inversa

Seja A = (a;j)n € Mp(K) uma matriz quadrada e suponhamos que aplicando operacdes elementares sobre A
conseguiamos chegar & matriz identidade. Deste modo, atendendo & Nota 2.10, existe uma matriz P € M,,(K) tal que
PA =1, e, assim obtinhamos a inversa de A.

Na prética isto corresponde a comecar por considerar a matriz (A|l,) e, de seguida aplicar a esta matriz as
operagoes elementares definidas por P. Obtemos a matriz (PA|PI,), ou seja (PA|P), que é igual a (I,|P).

Exemplos 2.16. Vejamos dois exemplos de aplicacao do método. O sequndo ndao é relevante atendendo a Proposi¢ao
1.19. De qualquer maneira pode funcionar como uma outra demonstra¢ao dessa proposi¢ao.

0 1 5
a) Seja A= 2 2 3 | etentemos calcular a sua inversa. Comegcamos com
1 1 0
0 1 5|1 0 O 2 2 3|0 1 0 2 2 3|0 1 0
223010LL 015100#015100
1 10foo0o 1) " 11 0[0 01 so2letl N\ g 0 3|0 1 -2
2 0 -71-2 1 0 6 0 0|—-6 10 -—-14
m 01 5 1 0 0 0 3 0 3 =5 10
—L1—2Ls Ly — 3Ly + 7L
0 0 3 0 1 -2 Li—>3L;—5Lz 0 0 3 0 1 =2
1 o0oo0l-1 3§ -%
—F 010 1 -5 2
Ll—)%Ll 1 9
Ly — 1L, 0 0 1 0 35 —3
Lg*}%Lg
5 7
-1 5 -3
concluindo assim que A € invertivel e a sua inversa € igual a 1 -3
1 2
0 5 —3
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b) Seja A= ( (Cz fi ) com a,b,c,d € K. Vamos aplicar o método se a # 0 (o outro caso € ainda mais simples)

a b|1 O a b 1 0
_— .
c d|0 1 L2—aLo—cL 0 ad—bc| —c a

Se ad — bec = 0 podemos jd concluir que a matriz nao € invertivel. Se ad — bc # 0, continuamos o processo

a b 1 0 a(ad — bc) 0 ad —ab
0 ad—bc| —c a L1—(ad—be)L1—bLy 0 ad —bc | —c a
4 __ b
ad—bec ad—bc >

- adibc adibc

E claro que podemos tentar utilizar este método para qualquer matriz A quadrada de ordem n. Comegamos por

1 0

L1 — srad=pey In (0 1

1
Lo = gL

encontrar a matriz em escada E obtida a partir de A por aplicagdo de operagoes elementares sobre as linhas de A.
Recorde-se que A é invertivel se e s6 se E é invertivel, ou seja, se e 6 se E tiver n pivos (tantos quantas as linhas da
matriz). Se E tiver n pivds entdo é triangular superior e os elementos da sua diagonal sao diferentes de zero (sao os
pivos de E). Deste modo E ¢ invertivel.

Se F tiver n pivos vamos anular, usando operagoes elementares sobre linhas, os elementos ndo nulos que estao acima

dos pivos. E fazemos este processo comecando na iltima coluna, para garantir que cada um dos passos executados
nao estraga passos anteriores (verifique!). Para anular o elemento a;; com j > ¢ podemos fazer L; — aj;L; — ai;L;.
Finalmente tornamos iguais a 1 todos os pivos, com novas operagoes elementares.

2.5 Exercicios

2.1 Reduza a forma em escada (por linhas) as matrizes:

0 0 0 1 1 0 0 0 1 -2 3 -1 1 2 - 2
) 0 0 2 0 d) 1 1 00 g) 2 -1 2 2 |; j) 2 4 -2 ;
& 0 3 0 0 ) 111 0 ) 3 1 2 3 3 6 2 —6
4 0 0 O 1 1 1 1
1 2 00 6 3 -4 0 1 3 -2 2 3 2 5
b) 3 4 0 0 ) 41 -6 | h) 2 1 —4 3 |5 k) 3 -1 2 0 |;
00 2 3 ¢ Lo o) 2 3 2 -1 4 -5 6 -5
0 0 4 5
11 1 1 1 2 0 1 3 -2 1 3 -1 2
1 1 1 1 2 2 . 0 4 -1 3 0 11 -5 3
dl111 1] Dl s 4 Dloo 2 10 YVl2 5 31
1 1 1 1 5 6 0 5 -3 4 4 1 1 5
2.2 Resolva os seguintes sistemas.
a) 204+3y = 1 r—3y+4z—-2w = 5 2c+y—32z = 5
504+Ty = 3 f) 2y +b5z+w = 2 j) 3r—2y+2z = 5
b) {2x+4y = 10 y—3z = 4 5r—3y—2z = 16
3r+6y = 15 T+2y—32z = -1 2r+3y+2z = 5
dr—2 = 5 g) 3r—y+2z = 7 k) r—2y+3z = 2
c) { —6r+3y = 1 S5r+3y —4z = 2 dr—y+4z = 1
2c+2y = 3 20 +y—2z = 10 r+2y+3z = 3
d) z—2 = 5 h) 3x+2y+2z = 1 1) 20 4+3y+8 = 4
3x4+2y = 7 Sr+4y+3z = 4 3r4+2y+172 = 1
20 — 3y +624+2v—>5w = 3 r+2y—3z = 6 T+ 2y —3z+2w =2
e) y—4dz+v = 1 i) 20 —y+4z = 2 m) 2 4+ 5y — 82+ 6w =5
v—3w = 2 dr+3y—2z = 14 3r+4y —52z2+2w=4
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r+2y+2z = 2 z4+2y—z2+3w = 3 45y —4z+ 13w +2u=3
n) 3r —2y—2z = 5 0) { 2c+4y+4z+3w = 9 3r —y+2z4+dwt+u=2
20 —by—3z = 4 3r+6y—2+8w = 10 p) 20 +2y+ 3z —4dw=1
r+4y+6z = 0 2c+y—z+4w—-—u=3

z+3y+z4+u=1

2.3 Quais dos seguintes sistemas (homogéneos) tem solugéo nao nula?

z+3y—22=0 r+2y—5z2+4w =0 20 +4y —Tz+4v — 5w =0
a) r—8y+82=0 c) 20 — 3y +2z+3w=0 o) 9r+3y+2z—Tv+w=0
3z —2y+42=0 e —Ty+2z—6w=0 S5cr+2y—3z+v+3w=0

z—2y+22=0 6x —b5y+4z—3v—-2w=0

z+3y—22=0
2w4y—22=0
b) 20 —3y+2=0 d) Smx+4y_6j_0
32 —2y+22=0 Y =

3z — 11y +122 =0

2.4 Determine os valores de k € R tais que o sistema (nas incégnitas x, y, z) tenha: solucao tinica; nenhuma solugao;
mais do que uma solugao.

kx+y+z = 1
a) JL'JrkyJ];Z i 1 kr+y+kz = 0
THY+Rz 1 kx+(k-1y+kz = 0
x+2y+kz = 1 r4+y+(k—2)z = 0
b) 20+ ky+8 = 3
kr+y+8: = 3 ry+z = 1
r+ky+2kz = 2
rrythkz = 2 2+ 2k%y + 8k%2 = 0
c) x+4y+22 = k
20 +3y—2 = 1 c+y+z+kt = 1
r—3y — _3 kx4 (k-1Dy+(k+1)z+t = 1
d) 20 +ky—2z = 2 r+y+z+t = 1
m+2y+kz = 1 —.’1?+( ) ( Z—l—kit — 3
x+ky+2kz = 1 kx—y+(2-— )z—i—kjt = 2
e) y+kz = kx+ky+(2—-k)z+kt = 2
204+ 2k —1y+3kz = 1 kx+ky+(2—-kz—t = 2
2.5 Para que valores de a, b, c os seguintes sistemas tém solugao?
r+2y—3z = a ax+y+z+t = 1
a) 3r—y+2z = b r+by+z+t = 1
rT—5y+8z = r+y+cz+t = 1
z+y+z+(abe)t = 1
r+2y+4z = a r+y+z = 3
b) 20 4+3y—2z = b d) ax+by+cz = 2
Jx+y+2z = c a’z+by+c2z = 2

ar +by =

2.6 Considere o sistema { cx+dy — ; ,com a,b,c,d, e, f € K, sendo a, b, ¢, d nao todos nulos. Mostre que:

a) se ad — be # 0 ent@o o sistema tem uma dnica solugao;
b) sead —bc=0eaf —ec+# 0 entdo o sistema nao tem solugao;

¢) sead—bc=0eaf—ec=0 entdo o sistema tem mais do que uma solugao.

2.7 Para cada uma das matrizes quadradas que aparecem nos exercicios anteriores (incluindo as matrizes dos coefi-
cientes dos sistemas) verifique se sdo invertiveis e, em caso afirmativo, calcule a sua inversa.
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3 Espacos vectoriais

3.1 Definigoes e preliminares

Sobre o espago R™ (ou mais geralmente, K™) temos definidas as operacoes de soma e de multiplica¢do por um escalar
dadas por:

e seX=(z1,...,xp) €Y= (Y1,...,Yn) entdo X+ Y = (x1 + Y1, ., Tn + Yn);
e se X = (21,...,%,) e A€ Kentdo AX = (Axy1,...,Azy).

Estas operagoes satisfazem varias propriedades: a soma é comutativa, associativa, etc., a multiplicagao por um
escalar é distributiva em relagao a soma, etc..

Um espaco com estas caracteristicas serd designado de espago vectorial. Mais concretamente temos a seguinte
definigao.

Definicao 3.1. Seja V' um conjunto nao vazio admitindo duas funcoes, a que chamaremos soma (ou adi¢do) e
multiplicagdo por um escalar

VxV — V, KxV — V.
(u,v) =  u+w Nu) —  Au

Diz-se que V', conjuntamente com estas operacoes € um espago vectorial sobre K se:
Al. Vu,v eV, u+v=v+u (aadigio é comutativa);
A2. Yu,v,w eV, (ut+v)+w=u+ (v+w) (a adigio é associativa);
A3. Jug eV Vu€eV, u+ug=ug+u=u (existéncia de elemento neutro para a adi¢io);
Ad. Yu eV weV, ut+v=v+u=ug (todo o elemento tem simétrico);

M1. VA peRKVueV, A+p)-u=A-u)+ (u-u) (distributividade da multiplicagao escalar em relagio a adigao
em K);

M2. VAeKVu,v eV, A (ut+v)= AN -u)+ (\-v) (distributividade da multiplicagcdo escalar em relagio & adigdo
emV);

M3. Vi peKYueV, X-(u-u)= (A pu)- u (compatibilidade da multiplicagao em K com a multiplicagao escalar);
M4. Yu eV, 1-u=u (identidade da multiplicagdo escalar).

E claro que K™ com a adi¢do e multiplicagdo por um escalar usuais satisfaz estes axiomas, em que (0,...,0) é o
elemento neutro da adi¢do e o simétrico de um vector (z1,...,2,) é (—z1,...,—z,). Vejamos mais alguns exemplos.
Deixaremos de denotar a multiplicacao escalar por um ponto. Deste modo escreveremos Au em vez de A - u.

Exemplos 3.2. Fica como exercicio verificar que nos exemplos seguintes estamos na presenga de espagos vectoriais.

1. Myxn(K), com a soma de matrizes e a multiplicagdo por um escalar j& definidas.

2. F(R,R), o conjunto das fungdes reais de varidvel real, com a adi¢do e a multiplicagio escalar definidas por: se
frge FIR,R)e A€ Rentdo f+ge X f sdo tais que (f +g)(x) = f(z) + g(x) e (A- f)(z) = A\f(x), se z €R.

3. P.(R), o conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a n, com a adi¢do e multiplicagao escalar usuais.
4. P(R), o conjunto dos polinémios, com a adigdo e multiplica¢do escalar usuais.

Essencialmente os exemplos de espagos vectoriais que daremos serao do tipo dos ja referidos, ou subconjuntos deles.
De qualquer maneira vou dar um exemplo com um aspecto um pouco diferente embora, como poderemos ver mais
tarde, nao seja assim tao diferente.
Consideremos V = Rar com as operacoes
Rif xRy — R{, KxRf — R{.
(z,y) =  xy A\z) = 2t

Aplicado a estes exemplo os axiomas de espago vectoriais sdo
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Al
A2
A3
A4

. Vx,yERsr, TY = Yx;
Y,y z €RY, (xy)z = 2(y2);
. HIOER(‘;‘ VmeRS‘, TxTo = ToT = T;

. VIERE}' EyERE}', TY = YT = X0}

M1
M2
M3
M4

YA peR Ve eRY, aMH =atak

)

.VAEKVr,y e RE,  (zy)* = 2y

.Y\ peKVr e Ry, (x”)’\ =g

.Vz eRY, zl=uz.

A verificacao deste axiomas no caso em questdo é muito simples.

Proposicao 3.3 (Unicidade do elemento neutro e do simétrico). Se V' € um espaco vectorial entdo:

a) existe um sé elemento neutro para a adi¢do;

b) cada elemento de V' tem um dnico simétrico.

Demonstracdo. Suponhamos que z; e zo s@o elementos neutros para a adigdo. Entao

z1 porque zo é elemento neutro da adigao
21+ 29 = , .~
zo porque z1 é elemento neutro da adigao

e, portanto 21 = 2».
Por outro lado, se u € V e u; e us sao simétricos de u entao, se ug for o elemento neutro,

Uy = up+ug

= i+ (u+us)
= (u1+u)+us

Up + U2

porque ug é elemento neutro

porque us é simétrico de u

porque a operagao + é associativa

porque u; é simétrico de u

= wug porque ug é elemento neutro

e, portanto, u; = us.

O

Atendendo aos resultados acima enunciados, denotaremos o elemento neutro da adigdo de V por 0y, ou simples-
mente 0, se ndo houver dividas quanto ao espago vectorial em causa. Chamaremos a Oy o vector nulo ou o zero de
V. Analogamente, dado u € V denotaremos o seu simétrico por —u. Escreveremos u — v (dita a diferenga de u por v)
para significar u + (—v). Fica como exercicio mostrar algumas propriedades “naturais” desta operacdo. Por exemplo,
seu,v € VeaeKentioalu—v)=au—ave (u—v)—w=u—(v+w).

As seguintes sao algumas propriedades dos espacos vectoriais “mais ou menos evidentes”, mas que necessitam
demonstragao.

Proposigao 3.4. Seja V' um espaco vectorial sobre K, u,v € V e a, 8 € K. Entdo:

a) —0y =0y;

b) seu+v=u+w entiov=w;
c) seu+u=u entdo u=0y;

d) aly = Oy;

e) Ou=0y;

Demonstragao.

f)
9)
h)
i)

(—)u=a(-u)=—(au);
se au=qav entio a =0 ou u = v;
se au =0y entao a =0 ou u =0y,

se au = fu entio a = f ou u = Oy.

a) Atendendo & definigao de simétrico de um elemento, —0y = Oy se e 86 se Oy +0y = Oy . Esta tltima igualdade
¢é verdadeira porque Oy é o elemento neutro da soma.

b) Daigualdade u+v = u+w obtemos, somando —u (& esquerda) a ambos os membros e usando a associatividade

da operacao +, v = w.

¢) Caso particular de b), pois u = u + Oy.
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d) Como a0y + a0y = a(0y + 0y) = a0y entdo a conclusao segue de c).
e) Como Ou = (0+ 0)u = Ou + Ou entao a conclusdo segue de c).

f) Mostrar que (—a)u = —(au) é equivalente a mostrar que (—«) u+ (au) = Oy. Usando a distributividade da
multiplicagdo escalar em relagio & adigao (vectorial) e a alinea anterior temos ((—«) + @) u = Ou = Oy. A outra
igualdade tem demonstracao andloga.

g) De au = av obtemos, se a # 0,  (au) = L (aw), ou seja u = v, usando os axiomas M3 e M4.

h) Caso particular da alinea anterior (porque Oy = a0y ).

i) De au = v obtemos (a — f) u = Oy. E a conclusdo segue da alinea anterior.

3.2 Subespacgos vectoriais

Definicao 3.5. Seja V' um espago vectorial sobre K e W um subconjunto de V.. W diz-se um subespaco vectorial de
V e denotamos por W <V se:

a) Oy e W,
b) Yu,veW,u+veW;
¢) Yoe KVueW aueW.

Deste modo, se W for um subespacgo vectorial de um espaco vectorial V', entao W é um espago vectorial sobre K
relativamente as operacoes de adicao e multiplicagao escalar definidas em V, restritas a W.

Por vezes a condigio a) aparece substituida pela condi¢ao mais fraca“W # (7. Mas de facto, nada se altera pois,
na presenca da condigao c), se existe u € W entdo Ou € W, ou seja, 0y € W.

Vejamos alguns exemplos simples.
e V e {0y} sdo sempre subespagos vectoriais de V, ditos subespagos triviais.

¢ Em R, os tnicos subespagos vectoriais sdo {0} e R. Suponhamos que W < R e que existe a € W tal que a # 0.
Vejamos que W = R. Se x € R entao x € W porque ¢é o produto de um escalar, %, por um elemento de W, a.

e Em R? qualquer recta que passe na origem é um subespaco vectorial. Para ver isso basta notar que a recta é um
conjunto da forma {(z,y) : az + by = 0}, com (a,b) € R?\ {(0,0)}. Fica como exercicio mostrar que os tinicos
subespacos vectoriais de R? sdo os triviais e as rectas que passam na origem.

¢ Como no ponto acima, em R? qualquer recta ou plano que passe na origem é um subespaco vectorial. Estes
subespacos e os triviais sdo de facto os tnicos subespacos de R3.

¢ P,(R) é um subespago vectorial de P(R) que por sua vez é um subespago vectorial de F(R,R).

e O conjunto das matrizes simétricas (ou das anti-simétricas) de ordem n X n, o conjunto das matrizes triangulares
superiores (ou das inferiores), o conjunto das matrizes diagonais sdo subespagos do conjunto das matrizes de
ordem n X n.

e Se n,m > 2, o conjunto das matrizes em escada de ordem m x n nao é um subespago do conjunto das matrizes
de ordem m X n.

¢ O conjunto das solucoes de um sistema linear de m equagoes e n incdgnitas é um subespago de R™ se e s6 se o
sistema for homogéneo.

Nota 3.6. Vejamos alguns exemplos em R? que mostram que as trés condicées na definicdo de subespaco vectorial
sao necessdrias.
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a) O conjunto vazio satisfaz b) e ¢) da definicao de subespago vectorial e nao satisfaz a).

b) A unido de duas rectas de R? que passem na origem satisfaz a) e c) e ndo b). Ver Proposicao 3.14 para uma
generalizacao deste resultado.

¢) Z x {0} satisfaz a) e b) e nao c).

A primeira nota acima vale em qualquer espaco vectorial, a terceira vale num espago vectorial que nao se reduza ao
elemento neutro (no lugar de Z x {0} consideramos o conjunto formado pelos multiplos inteiros de um qualquer (mas
fixo) vector ndo nulo). Quando & segunda nota ela é vélida em qualquer espago vectorial que tenha dois elementos
nao nulos que nao sejam multiplos um do outro.

A segundo e a terceira condigdo na defini¢cdo de subespago vectorial podem ser substituidas (sem alterar o signifi-
cado) por:

Vo, € K, Yu,v e W au+ v e W.
ou ainda
Vn € NVay, - - ,a, €K, Yur, - ,up, e W arui+---+a,u, € W.

Pretendemos de seguida definir o que se entende pelo subespago gerado por um conjunto. A ideia é a de que sera
0 menor subespago que contem esse conjunto. Comecamos por um resultado que fundamentara a definicao a seguir.

Proposigao 3.7. A intersec¢do de subespagos vectoriais de um espago vectorial V. € um subespago vectorial de V.

Demonstragao. Seja (W;);c; uma familia de subespagos de Ve W = N;c;W;. Entéo Oy € W porque 0y € W;, para
todo i € I. Se u,v € W e a € K entao u,v € W, para todo i € I e, como W, é um subespaco vectorial de V,
u+v,au € W;. Assim u+v,au € NiegfW; = W. O

Tem assim sentido a seguinte definigao.

Definicao 3.8. Sejam V um espaco vectorial sobre K e S C W. Chama-se subespaco gerado por S a intersec¢ao
de todos os subespagos vectoriais de V que contém S.

E claro que o subespaco gerado por um conjunto S é o menor subespaco que contém S.

Notacgao. Nas condigées da definicao anterior denotaremos por {S) o subespaco gerado por S. Se S = {uy,...,u,}
escreveremos Ui, ..., un) em vez de ({u1,...,un}).

Antes de darmos alguns exemplos, vamos ver mais uma defini¢ao.

Defini¢ao 3.9. Sejam V um espago vectorial e S C V. Diz-se que u € V' é uma combinac¢ao linear de elementos de
S se existiremn € N, uy,...,u, € S e ay,...,a, € K tais que u = aquy + - -+ + apy.

Denotemos por L(S) o conjunto formado por todas as combinagoes lineares de elementos de S. Note-se que
L(S) C (S) pois (S) é um subespaco vectorial que contém S. E também claro que S C L(S) e que Oy € L(S) se S
for nao vazio, uma vez que Oy = Ou se u € S.

Proposicao 3.10. Se V € um espago vectorial e S € um subconjunto nao vazio de V entio {S) = L(S).

Demonstragao. Vimos acima que S C L(S) C (S). Se mostrarmos que L(S) é um subespago vectorial de V' entao
concluimos que (S) C L(S), pois {(S) é o menor subespago vectorial de V' que contém S.

De facto se u,v € L(S) e @ € K entdo existem uy,...,u, € Seay,...,a, EKewvy,...,up € Sepfr,...,0 €K
tais que u = aquy + -+ apu, e v = Brvg + -+ Bpog. Assim u+ v, au € L(S) porque u+v = aquy + -+ + apup, +
Bivr + -+ + Bpuk € au = acqug + -+ + @, uy,. Finalmente, Oy € L(S) porque S é ndo vazio. O

Como consequéncia imediata desta proposicao temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.11. Sejam V um espago vectorial e S, T C V. Entao {(S) C (T) se e sd se todo o elemento de S é
combinagao linear de elementos de T'. Por conseguinte (S) = (T') se e s6 se todo o elemento de S é combinagao linear
de elementos de T e todo o elemento de T é combinagao linear de elementos de S. O
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Exemplos 3.12. Vejamos alguns exemplos.

a) (0) = {Ov}.
) Em R, seacR\ {0} entdo (a) =

=3

) Em R? ((1,0)) = ((—2,0)) =R x {0}.

o

o,

) Em R2 ((170)’(071» = ((171)7(170» =R
) Em P(R), (1,z,22,...,2") = P,(R).
) Em P(R), ({z" : k € Ng}) = P(R).

e

-

) Em Mpxm(K), ({4 € Myxm(K) : A tem todos as entradas nulas excepto uma que é igual a 1}) é igual a
M xcm (K).

h) Se T é obtido de S substituindo um elemento por um seu multiplo ndo nulo entao {(S) = (T').

o

i) Se T é obtido de S substituindo um elemento por esse elemento somado a uma combinagao linear de outros
elementos de S entdo (S) = (T).

Definigao 3.13. Seja V um espacgo vectorial sobre K e U um seu subespaco vectorial. Um subconjunto S de U diz-se
um conjunto gerador de U, se (S) = U. Diz-se que U € finitamente gerado se admitir um conjunto gerador que
seja finito.

Note-se que R, M, «xm(K) e P,(R) sao finitamente gerados. Por outro lado P(R) nao é finitamente gerado uma
vez que um subconjunto gerado por um conjunto finito de polinémios estd contido em P, (R) em que n é o maior de
entre os graus dos polinémios desse conjunto.

Contrariamente ao que acontece com a intersec¢do, a uniao de subespagos nem sempre é um subespago como vimos
na Nota 3.6. De facto a uniao de dois subespacos é um subespago apenas em casos triviais.

Proposigao 3.14. A unido de dois subespacos de um espaco vectorial V' € um subespaco se e s se um deles contiver
o0 outro.

Demonstrag¢ao. Sejam Vi e V4 dois subespagos de V' tais que V; U V5 é um subespaco de V. Suponhamos que Vi & V5
eque Vo € Vi esejamu € Vi \ Vo ewv € Vo \ V5. Como Vi UV, é um subespago entdo u + v € V4 U Vs e, portanto
u+veVionu+v e Vs Seu+wv e Vyentdov = (ut+v)—_ u € Vi, oqueé absurdo. Se u+ v € V; entao
—_—
cv; Q%
= — § absurdo. O
u=(u+v)—_v € Vi 0queé absurdo

€Va EVz

Definigcao 3.15. Sejam V um espago vectorial sobre K e U, W dois subespacos de V. Chama-se soma de U e W e
denota-se por U +W a

U4+W={ut+w:uel, weW}

A soma diz-se directa e denota-se por U@ W se UNW = {0y }.
SeV =U®W dizemos que V é soma directa de U e W e que W € suplementar de U relativamente a V.

Note-se que, nas condigoes anteriores temos U + W =W 4 U.
Proposicao 3.16. Nas condi¢ées da defini¢ao anterior, U+ W = (U UW).

Demonstragao. E claro que UUW C U+ W C (UUW). Resta entao ver que U + W é um subespago de V. Se
up,ug € U, wi,wg € We a € Kentao (ug + wi) + (ug +wse) = (ug +ug) + (wy +we) € U+ W, a(uy +wy) =
—_——— ——

eUu ew
(aur)+ (aw) eU+W. E claro que Oy € U + W pois Oy = Oy + Oy . O
—_—— N — ~—
€U ew eU  ew
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Proposigao 3.17. Se V' é um espaco vectorial e V1, Vo, Vs sdo subespagos vectoriais de V' entao Vs = V3 @ Vo se e s6
se todo o elemento de V3 se escreve de maneira unica como soma de um elemento de Vi com um elemento de V5.

Demonstracdo. Suponhamos que V3 = Vi3 & V5 e que vy + v = wy + we, com vy, w; € Vi e vg,wy € V5. Entéo
v1 —wy = we — vg. Como Vi NV, =0y entdo v; — wy = 0y = wy — vy e, portanto v1 = wy e vy = ws.
—_—— =

eV eV,
Suponhamos agora que V3 satisfaz a condicao referida e seja u € Vi NVa. Entao Vasu= u +0y =0y + u , ¢
eVy €Va SA%Y €Va
a conclusao segue. O

Vejamos alguns exemplos:

¢ R? ¢ a soma directa de dois quaisquer subespacos nio triviais de R? que sejam diferentes (no fundo duas rectas
diferentes que passam na origem). Para mostrar isso usamos um resultado referido na pégina 25 que diz quais
sdo os subespacos de R?;

e R3 ¢ a soma directa de uma recta que passe na origem com um plano que passe na origem e que nao contenha
a recta. A justificacao é andlogo a do exemplo anterior e usa um resultado referido na pagina 25 que diz quais
sdo os subespacos de R3;

e P(R) é a soma directa de U = {ap+ a1z +---a,z™: n €N, a; =0,se i épar} comV ={ag+ a1z +- - a,z™:
n €N, a; =0, se i é impar};

¢ M, xm(K) ndo é a soma directa do espago formado pelas matrizes triangulares superiores com o espago formado
pelas matrizes triangulares inferiores pois a interseccao destes espagos é formado pelas matrizes diagonais;

¢ My xm(K) é a soma directa do espago formado pelas matrizes simétricas com o espago formado pelas matrizes
anti-simétricas (ver Exercicio 1.27);

¢ F(R,R) é soma directa de {f € F(R,R): f é par} com {f € F(R,R): f é impar}.

3.3 Dependéncia linear e bases

Uma lista finita de elementos de um conjunto X é um sucessdo (z1,...,T,), com Z1,...,T,. A diferenga entre
lista e conjunto é a seguinte: duas listas (z1,...,2,) € (y1,...,¥m) s80 iguais se e s6 se n = m e x; = y;, para
todo @ = 1,...,n; dois conjuntos {x1,...,2n} € {y1,...,ym} sdo iguais se e sé se para qualquer ¢ = 1,...,n existe
j =1,...,m tal que z; = y; e para qualquer r = 1,...,m existe s = 1,...,n tal que y, = ys. Por exemplo:

(1,2,3) # (3,2,1) mas {1,2,3} = {3,2,1}, (1,2,3,1) # (1,2,3) mas {1,2,3,1} = {1,2,3}.

Vamos agora definir o que se entende por base de um espaco vectorial. A ideia é que seja uma lista cujo conjunto
associado seja gerador do espago e que nao admita nenhum seu subconjunto préprio como conjunto gerador.

Definigao 3.18. Seja V' um espaco vectorial sobre K e A C V. Diz-se que A é linearmente independente ou
livre se a unica maneira de escrever o vector nulo como combinac¢ao linear dos elementos de A € considerando todos
0s coeficientes nulos, isto €,

Yn € NVuy,...,u, € AVaq,...,a, € K:joqus + - apu, =0 = a3 = =ay).
A diz-se linearmente dependente se ndo for linearmente independente.
Por exemplo:
e se Oy € A entdo A é linearmente dependente;
e {(1,0),(0,1)} é livre (em R?);

e o conjunto formado pelas matrizes de M, ., (K) com todas as entradas nulas excepto uma que é igual a 1 é
livre em M, xrm (K);

o conjunto {sen (z), cos(z)} é livre em F(R,R);

se A é livre e B é uma sub-familia de A entao B também é livre.
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A justificacdo para o nome (linearmente dependente) estd no seguinte resultado.
Proposigao 3.19. Seja A um subconjunto de um espaco vectorial V. As sequintes condigdes sdo equivalentes:
a) A € linearmente independente;
b) menhum elemento de A se escreve como combinagdo linear dos outros elementos de A;
¢) todo o elemento de (A) escreve-se de modo inico como uma combinagao linear de elementos de A.

Em particular, se A tiver dois elementos entdo A € linearmente dependente se e s6 se um dos elementos € miltiplo do
outro.

Demonstragao.
b) = a) Sejamn € N, ay,...,a, € Kewvy,...,v, € A tais que ajv1 + -+ + apv, = Oy. Se existisse i tal que
~ le' P .
a; # 0 entdo v; = — 3, oL vj, contrariando b).

a) = ¢) Se u se se escreve como combinagao linear de elementos de A de duas maneiras diferentes entao os vectores
de A envolvidos nessas duas combinagoes lineares sdo em nimero finito. Suponhamos que esse vectores sdo vy, ..., v,
e sejam aq,...,Qn,B1,..., 0, € K tais que u = aqv1 + -+ - + apv, € u = frvg + - - - + Bpvy,. Subtraindo as igualdades
obtemos (a3 — f1)v1 + -+ + (@ — Bn)vn = Oy €, como A é linearmente independente, o; = §;, para todoi =1,...,n.
¢) = b) Suponhamos que existe u € A e uy,...,u, € A tais que v & {uy,...,u,} e u é combinacao linear de
~ . . n n
{ul, .. .,un}. Entao existem escalares aq,...,«q, tais que u = Zi:l a;u;. Deste modo Oy = u — Zi:l Ui, 0 que
contradiz ¢), uma vez que 0, = Ou + Oug + - - - + Ouy,. O

Em K", se quisermos ver se um dado conjunto A com k elementos é linearmente independente acabamos por ser
levados a estudar um sistema linear homogéneo com n equagoes e k incégnitas. Em particular, se £ > n entao o sistema
tem mais do que uma solugao. Concluimos assim que qualquer subconjunto de K” com mais do que n elementos é
linearmente dependente.

Definigao 3.20. Seja V' um espaco vectorial sobre K. Uma lista B de elementos de V' diz-se uma base de V' se os
seus elementos formarem um conjunto que € simultaneamente um gerador de V' e linearmente independente.

Por convengao, costuma-se considerar que o conjunto vazio é uma base de {0y }.

Diz-se que V tem dimensdo finita se admitir uma base com um numero finito de elementos.

Por exemplo, em R", (eq,...,e,), em que e; é o vector de R” que tem 1 na i-ésima coordenada e 0 nas outras, é
uma base de R", que se diz base canénica. Note-se que, se u = (a1, ...,a,) € R" entdo u =Y ., ase;.

Exemplos 3.21. Vejamos alguns exemplos.

a) ((1,0),(1,1)) é uma base de R%. E claro que a lista é linearmente independente pois se a(1,0)+b(1,1) = (0,0)
entdo a+b=0 eb=0 de onde obtemos a =b = 0. Por outro lado, dado (a,b) € R? existem x,y € R? tais que
x(1,0) + y(1,1) = (a,b), basta considerar xt =a—b ey =Db.

b) Sea,b,c,d €R entio ((a,b),(c,d)) é uma base de R? se e s6 se ad — be # 0 (ver Exercicio 2.6).
c) Sewu,v € R? entdo (u,v) € uma base de R? se e s6 se nenhum dos dois vectores é miiltiplo do outro.

d) Sen,m € N € imediato verificar que M, xn(K) admite uma base com n x m elementos. Basta considerar
uma lista formada pelas matrizes que tém uma entrada igual a 1 e todas as outras nulas.

e) O espago vectorial formado pelas matrizes simétricas de M,,(K) admite uma base com w elementos.

Basta considerar o conjunto formado pelas matrizes A; j, com ¢ > j em que: as entradas de A; j sdo todas nulas
com a excep¢ao das entradas da linha i e coluna j e da linha j e coluna i que sdo iguais a 1.

f) O espago vectorial formado pelas matrizes anti-simétricas de M., (K) admite uma base com =Y elementos.

Basta considerar o conjunto formado pelas matrizes A; j, com i > j em que: as entradas de A; ; sdo todas nulas
com a excepcao das entradas da linha i e coluna j e da linha j e coluna i que sao iguais a 1 e —1 respectivamente.

g) O espago vectorial formado pelos polinémios reais numa varidvel admite uma base numerdvel. Basta pensar
no conjunto {z* : k € Ny}.

29



O seguinte resultado é consequéncia imediata das definigoes.
Lema 3.22. Seja V' um espaco vectorial e B uma base de V. Entado:
a) Se B* é uma sublista prépria de B entdo B* ndo forma um conjunto gerador de V;
b) se B é uma sublista prépria de uma lista B’ entdo B' ndo forma um conjunto livre. O

Demonstracdo. Seja u um elemento de B que nao pertence a B*. Como B é linearmente independente, a Proposicao
3.19 garante-nos que u nao é combinacao linear dos elementos de B*.

Seja u um elemento de B’ que ndo pertence a B. Como B gera V', u é combinacao linear dos elementos de B. A
Proposicao 3.19 garante-nos entdao que B’ nao é livre. O

Temos agora trés questoes. Consideremos um espago vectorial V.

¢ Dado um conjunto A de geradores de V' como encontrar um seu subconjunto que forme uma base?

Resposta incompleta: Se A for um conjunto linearmente independente entao A define uma base. Caso
contrério, existe u € A que é combinacao linear de A\ {u}. Nesse caso (A \ {u}) = (A) = V. De seguida
repetimos o processo com A \ {u} no lugar de A. Se o conjunto A for finito entdo ao fim de um nimero finito
de passos chegamos a um subconjunto B de A tal que B é linearmente independente e tal que (B) = V.

¢ Dado um conjunto A linearmente independente como encontrar uma base de V' que contenha A?

Resposta incompleta: Se A nao gerar V entdo existe u € V' \ (4). Deste modo A U {u} é linearmente
independente e (AU {u}) é estritamente maior do que {A). A ideia agora é a repetir o processo. O problema é
garantir que o processo termina!l Veremos isto nem sempre acontece, mas acontece se V for finitamente.

e Se tivermos duas bases como mostrar que elas tém o mesmo cardinal? Se isso for possivel entdo podemos definir
o que se entende por dimensao de um espago vectorial.

Proposigao 3.23. Sejam V um espago vectorial e vy,...,v, € V. Seu € V € tal que existem aq, ..., a, € K tais que
U=+ + o, v, eap #£0 entdo podemos substituir vy, por u no conjunto {v1,...,v,} que obtemos um conjunto
que gera o mesmo espago, isto €, {{vi,...,vn}) = {u,v1,..., 0} \ {vr})-

Além disso se {vi,...,v,} for um conjunto linearmente independente entao {u,v1,...,v,} \ {vr} também € line-

armente independente.

Demonstracao. Para a primeira parte basta ver que v é combinacao linear dos elementos do novo conjunto. E isto é
— 1 4, Qi ).
verdade porque vy = G- u— Y, ;o ;.

ag
Suponhamos agora que {v1,...,v,} é linearmente independente. Para simplificar a escrita vamos supdr que k = 1.
Sejam f1,...,8, € K tais que fiu+ > i, Biv; = Oy e vejamos que f; = -+ = B, = 0. Da igualdade u =

a1 v1 4 -+ ay, v, obtemos B (g vy 4 -+ ay vn) + Dy Biv; = Oy ou seja
n
Brag vy + Z(ﬂlai + Bi)vi = Oy,
i=2
Como {v1,...,v,} é um conjunto linearmente independente entdo Sy =0 = fras+ o = = f1a, + B = 0. Da

primeira igualdade tiramos 8; = 0, porque «a; # 0 e, portanto, So = - -+ = [3,. O

Vejamos agora (parte de) a resposta as trés questoes referidas acima. O Teorema de Steinitz, a seguir, responde as
duas primeiras questoes, sendo que a demonstragao da primeira ja foi feita de um modo informal. A terceira questao
serd analisada no corolario seguinte.

Teorema 3.24 (Steinitz). Sejam V um espago vectorial que nao se reduz ao elemento neutro, n,m € N, A um
congunto gerador de V. com n elementos e {x1,..., Ty} um subconjunto de V' linearmente independente. Entdo:

a) existe B C A tal que B gera V e é um conjunto linearmente independente (isto €, define uma base);

b) m <nealsta(z1,...,x,) pode ser completada com n—m elementos de A de modo a obtermos um conjunto
gerador de V.

Além disso, se A for um conjunto linearmente independente entdo a lista que se obtém em b) é uma base de V.
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Demonstragao. a) Formalmente a demonstragao pode ser feita por indugdo sobre o cardinal de A. Se o cardinal de A
for igual a 1 entao A é livre, pois o seu unico elemento nao é o vector nulo. Seja k € N, com k > 2 e suponhamos que
o resultado é valido para conjuntos geradores de V com k elementos e vejamos que o resultado também é vélido para
conjuntos com k + 1 elementos. Seja entdo A um conjunto gerador de V' com k + 1 elementos. Se A for livre tomamos
B = A. Se A nao for livre entdo existe u € A que se escreve como combinacao linear dos elementos de A\ {u}. Deste
modo (A\ {u}) = (4) = V. Como A\ {u} tem k elementos e gera V podemos usar a hipétese (dita de indugéo) e
concluir que existe B C A\ {u} que gera V e é um conjunto livre. E a conclusao segue porque B C A.

b) Como A é um conjunto gerador de V e x1 nao é o vector nulo entdo ;7 é uma combinagao linear nado nula dos
elementos de A. Neste caso, a proposigao anterior garante-nos que podemos substituir um dos elementos de A por x1,
continuando com um conjunto gerador de V. Assim a lista (x1) pode ser completada com n — 1 elementos de A de
modo a obtermos um conjunto gerador de V.

Seja I o maior inteiro entre 1 e m tal que a lista (x1,...,2;) pode ser completada com n — [ elementos de A de
modo a obtermos um conjunto gerador de V. Vejamos que [ = m.

Suponhamos que | < m. Por defini¢do de [ existem vjy1,...,v, € A tais que B = {x1,...,2;,Vi41,...,0,} é um
conjunto gerador de V. Em particular existem escalares f1,..., 3, tais que ;41 = f1x1 + -+ Bixi + Big1vi41 +
-+ + By v,. Note-se que existe k > [+ 1 tal que S # 0 pois x;41 nao é combinacao linear de {z1,...,z;}. Usando
novamente a proposicao anterior podemos substituir em B, v; por z;y1, obtendo um conjunto gerador de V que
contem {x1,...,2;41} e n — (I 4+ 1) elementos de A, contrariando a defini¢ao de I. Mostramos assim que [ = m.

Para a ultima observacao, basta usar a segunda parte da proposicao anterior. O

Coroldrio 3.25. Se V ¢ um espaco vectorial finitamente gerado entao V' admite uma base finita. Além disso, duas
quaisquer bases de V tém o mesmo numero de elementos.

Demonstragdo. Seja A um conjunto gerador de V. Se A = {0y} entdo ndo hd nada a provar. Se A # {0y} basta
aplicar a alinea a) do Teorema de Steinitz.

Vejamos agora que duas quaisquer bases de V' tém o mesmo nimero de elementos. Sejam (v1,...,v,) e (U1, ..., Up)
duas bases de V. Como {v1,...,v,} é um conjunto gerador de V' e {us,...,uy} é linearmente independente entéo,
pelo Teorema de Steinitz, m < n. Inversamente, como {u1,...,umn} é um conjunto gerador de V e {vy,...,v,} é
linearmente independente entao, pelo Teorema de Steinitz, n < m. O]

O resultado acima enunciado é também vélido para espagos vectoriais que nao sao finitamente gerados, mas a sua
demonstracdo usa resultados (Lema de Zorn) que estao fora do ambito da disciplina.
O resultado enunciado neste ultimo corolario da coeréncia & seguinte defini¢ao.

Definigao 3.26. Se V' € um espacgo vectorial finitamente gerado chamamos dimensao de V' e denotamos por dim V/
ao cardinal de uma base de V.

J4& sabemos que R™ tem dimenséao n, pois (eq,...,e,) é uma base de R". Um exemplo muito simples de um espago
vectorial sem dimensao finita ¢ P(R). Isto acontece porque, se B ¢ um subconjunto finito de P(R) e n é maior dos
graus dos elementos (polinémios) que pertencem a B entdo (B) C P, (R).

Corolario 3.27. Se V' € um espaco vectorial de dimensao finita entdo todo o seu subconjunto linearmente independente

pode ser prolongado a um conjunto que € simultaneamente linearmente independente e que gera V (isto €, define uma
base de V).

Demonstrag¢ao. Basta aplicar o Teorema 3.24 a este conjunto considerando A uma qualquer base de V. O
Podemos agora juntar estes resultados para concluir o seguinte.

Teorema 3.28. Sejam V um espago vectorial de dimensio n (n € N) e B uma lista com m (m € N) elementos.
Entao:

a) se B geraV entdo m > n;

b) se B ¢ linearmente independente entdo n > m;

c) sen=melB geraV entdo B € base de V;

d) sen=m e B € linearmente independente entdo B € base de V.

Em particular se B tem n elementos entao B € linearmente independente se e sé se gera V' (se e sé se € base de V).
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Demonstragdo. a) e ¢) Se B é um conjunto gerador entdo sabemos que contém uma base de V' que, por hipétese tem
n elementos.

b) e d) Se B for linearmente independente entéo, pelo Teorema de Steinitz, pode ser prolongada a uma base, que
tem de ter n elementos. O

Exemplo 3.29. Seja V = R* e A = {(1,1,1,1),(1,2,1,2)}. Como encontrar uma base de R* que contenha os
elementos de A7 Comegamos por verificar que A é um conjunto livre. De seguida temos algumas opcoes, com mais
ou menos calculos.

e Escolhemos, | mais ou menos | & sorte dois elementos de R* (podendo ser um de cada vez ou os dois ao mesmo

tempo) e vamos ver se os 4 elementos formam uma base. Como vimos atrds, basta-nos fazer essa escolha dentro
. s sos . 4 .

de uma base que j& conhegamos, por exemplo a base candnica (para evitar contas). Temos (2) maneiras de o

fazer. Devido ao Teorema 3.28 um subconjunto de R* com 4 elementos forma uma base se e sé se for livre.

Vou fazer uma escolha azarada mas que mesmo assim pode ser aproveitada. Vamos ver se o conjunto B =
{(1,1,1,1),(1,2,1,2),(0,1,0,0),(0,0,0,1)} é livre. Somos levados ao sistema

r+y = 0

r+2y+z = 0

z+y = 0

z+2y+w = 0.

que é sucessivamente equivalente a

z+y = 0 Tty = 0 z+y =0
z+2y+z = 0 y+z = 0 y+z =0
r+2y+w = 0 Y +w = 0 z—w = 0

Daqui concluimos que o conjunto B é linearmente dependente, mas que {(1,1,1,1),(1,2,1,2),(0,1,0,0)} (e
também {(1,1,1,1),(1,2,1,2),(0,0,0,1)}) é livre. Ou seja, a tentativa foi falhada mas podemos aproveitar um
dos dois vectores que escolhemos e de seguida resta-nos acrescentar um. Temos apenas mais duas escolhas,
(1,0,0,0) ou (0,0,1,0). De certeza (por causa dos resultados provados) que

{(1,1,1,1),(1,2,1,2),(0,1,0,0),(1,0,0,0)} ou {(1,1,1,1),(1,2,1,2),(0,1,0,0),(0,0,1,0)}
é uma base de R* (basta ver que é livre). Resta agora fazer a verificacao!

e Se seguirmos o processo referido acima (juntar os elementos da base candnica - ou outra qualquer) considera-
mos o conjunto {(1,1,1,1),(1,2,1,2),(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} e chegamos sucessivamente aos

sistemas
xz(1,1,1,1) +y(1,2,1,2) + 2(1,0,0,0) + ¢(0,1,0,0) + (0,0, 1,0) + s(0,0,0,1) = (0,0,0,0)
z+y+z = 0 r+y+z - 0 rT+y+z =0
z+2y+t = 0 y—z+1 = 0 y—z+t 0
z+y+r = 0 z -7 = 0 z -7 =0
r+2y+s = 0 Yy—z +s =0 t -s =0

Deste modo ((1,1,1,1),(1,2,1,2),(1,0,0,0),(0,1,0,0)) é uma base de R* que contem os elementos de A (esco-
lhemos os vectores associados & varidveis que “tém pivds” no sistema).

Fica ainda provado que R* é soma directa do espago gerado por {(1,1,1,1),(1,2,1,2)} pelo espago gerado por
{(17 07 07 0)7 (07 ]" 0’ 0)}'

Corolario 3.30. Seja V um espaco vectorial de dimensao finita n € N e U um subespago vectorial de V. Entao:
a) U tem dimensdo finita e dimU < dim V';
b) sedimU =dimV entio U =V;

¢) existe um subespago W tal que V-=U @ W. Por consequéncia dimV = dimU + dim W.
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Demonstragdo. a) Se U tivesse dimensado maior do que n entdo existiria um subconjunto de U com mais do que n
elementos e que era linearmente independente. Como esse subconjunto também estd contido em V', chegamos a uma
contradigao atendendo ao teorema anterior.

b) Seja B uma base de U. Se B néo for base de V entao pode ser completada de modo a obter uma base de V' com
mais elementos do que B. Mas isto contradiz a igualdade dimU = dim V.

¢) Seja (vi,...,v) uma base de U e wy,...,w,—p € V tais que (vi,...,05,w1,...,wy_k) é uma base de V.
Consideremos W = (w1,...,w,_x) e mostremos que V. = U @& W. Se v € V entdo, por definicdo de V, existem
Ay Oy 1y Bk €E Ktaisque v =a1vy + - +apvp+Prur + -+ Bk Up_i. Deste modowv € U+ V.

€U cew

Por outro lado, se v € U N W entao existem aq,...,a,B1,...,08n—k € K tais que v = ajvi + - 4+ apvg =
Brwi+--+PBn_kWnp_pousejav=cayvi+---+apvp+0w+- - +0wp_p = 0w+ +0vp+Brwi+- 4 Buop Wy—g-
Daqui obtemos a; = -+ = ap = 1 = -+ = B,,_ = 0, pois caso contrario teriamos um elemento de V escrito de duas
maneiras diferentes como combinacao linear de elementos de uma base de V. Concluimos assim que v = 0. O

O seguinte resultado relaciona as dimensoes entre dois espagos vectoriais e a sua soma. Nao é de admirar que a
resposta dependa da interseccao desses espagos.

O resultado é semelhante ao principio da inclusdo-exclusdo que na sua forma mais simples diz que se A e B
forem conjuntos finitos entdo |[A U B| = |A| + |B| — |A N B] (denotamos o cardinal de um conjunto X por |X]|).
Este principio pode ser generalizado para calcular o cardinal de uma unido finita de conjuntos finitos. Por exemplo
|JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—(|JANnB|+|ANnC|+|BNC|)+|AnBNC|.

Teorema 3.31 (Teorema das dimensdes). Sejam V' um espago vectorial e U e W dois subespagos vectoriais de V' de
dimensao finita. Entao

dim (U 4+ W) =dimU + dim W — dim (U N W).

Demonstragao. Sejam k = dimU, p = dimW e m = dim (U N W). Vamos supdr que m > 0 uma vez que 0 caso em
que m = 0 ja foi tratado na alinea c) do coroldrio anterior.

Seja (z1,...,2,) uma base de U N W. Usando o Teorema 3.24 existem uy, ..., Uk—m € U € Wi,...,Wp—pm € W
tais que (Z1,...,Tm, U1, ..., Uk—m) ¢ uma base de U e (1,...,ZTm, W1, .., Wp_m) ¢ uma base de W. Deste modo
U+W = (Z1, oy Ty Uly e ey Uiy Ty - oy Ty Wi oo, Wpgm ) = Ty« oy Ty Uy« « o s Wh—imy W1y -« Wp_pm ).
Para concluir resta mostrar que {x1, ..., Zm, U1, ..., Uk—m, W1, .. ., Wp_m }, que é um conjunto com m + (k —m) +

(p — m) elementos, é linearmente independente.
Se Z:r;l )\ixi =+ Zfz_lm QUG =+ f:_lm W = OV entao

m p—m k—m
g AiTi + E Biw; = — E QiU
i=1 i=1 i=1

cw eu

e portanto Zf:_lm a;u; € UNW. Deste modo existem pq, ..., uy, € K tais que
k—m m
Sam = Sou.
=1 =1

Como {z1,...,Tm,U1,...,Uk—m} € livre entdo a3 = -+ = Qg—y, = p1 = *++ = py, = 0. Substituindo acima
obtemos Y_" Nix; + > " Biw; = Oy, e a conclusdo segue pois (1, ..., Tm, W1, ..., Wy_m) é uma base de W. O

Exemplos 3.32. Suponhamos que U e V sdo dois subespacos de R* nio contidos um no outro. Deste modo U + V
contém estritamente U e V e, portanto dim (U + V) > dim U, dim V. Temos as seguintes possibilidades:

e se dimU =3 oudimV =3 entdo U +V = R*;

e sedimU =dimV =2entio U+ V =R* se UNV = {0y} ou dim (U + V) = 3, caso contrrio;
e sedimU=2edimV =1oudimV =2edimU =1, entao dim (U + V) = 3;

e se dimU =dimV =1 entdo dim (U + V) = 2.
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Apenas a titulo de curiosidade, se quiséssemos generalizar o teorema das dimensoes indo de encontro ao espirito
do teorema da inclusao-exclusao teriamos qualquer coisa do género

dim (U +V +W)=dmU +dimV +dimV — {dim(UmV)+dim(UmW)+dim(VmW)] +dim(UNVNW),

que facilmente vemos que é falso. Basta considerar trés subespacos de R? todos diferentes e com dimensdo um.

3.4 Caracteristica de uma matriz
Definicao 3.33. Sejam m,n € N e A € M, (K). Chama-se:

e caracteristica de linha de A, e representa-se por ¢;(A), a dimensdo do subespago vectorial de R™ gerado pelas
m linhas de A.

e caracteristica de coluna de A, e representa-se por c.(A), a dimensio do subespago vectorial de R™ gerado
pelas n colunas de A.

11 1 1
Por exemplo,se A= 0 1 2 1 | entdo:
1 2 3 2

b Cl(A) =2 porque ((17 17 s

1,1),(0,1,2,1),(1,2,3,2)) = {(1,1,1,1),(0,1,2,1)) (porque o terceiro vector é soma dos
dois primeiros) e {(1,1,1,1),(0,1,2,1

),(0,1,2,1)) tem dimensao dois porque nenhum dos vectores é multiplo do outro.

e c.(A) =2 porque ((1,0,1),(1,1,2),(1,2,3),(1,1,2)) = ((1,0,1),(1,1,2),(1,2,3)) = ((1,1,2),(1,2,3)) (porque
o primeiro vector é o dobro do segundo menos o terceiro) e {(1,1,2),(1,2,3)) tem dimensao dois porque nenhum
dos vectores é miltiplo do outro.

Nas condigoes da definigao acima, é claro que ¢;(A) < n e ¢;(A) < m, porque se trata da dimensao de um subespago
de R™ gerado por m vectores. De modo andlogo se vé que ¢.(4) < m e c.(A) < n.

Atendendo as defini¢oes temos ainda c¢;(AT) = c.(A) e c.(AT) = ¢;(A).

E também claro que, se fizermos operagoes elementares sobre linhas em A entao a caracteristica de linha da matriz
obtida é igual & caracteristica de linha de A.

Nota 3.34. Se A € M,,,xn(K) entao os vectores coluna sao os vectores Ae;, em que ey,...,e, sdo os vectores da
base candnica de R™. Em particular, se u € R"™ entao Au € combinacdo linear dos vectores coluna de A, ou seja
{Aey,...,Ae,} € um conjunto de geradores de {Au : u € R™}.

De modo dual, os vectores linha sio os vectores e; A, em que e1,. .., ey sGo 0s vectores da base candnica de R™.
Em particular, se u € R™ entdo uA é combinagao linear dos vectores linha de A, ou seja, {e1A,...,en A} é um
conjunto de geradores de {uA :u € R™}.

Proposicao 3.35. Se m,n € N e A € M;,xn(K) entdo ¢;(A) € igual ao nimero de pivds de qualquer matriz em
escada que seja obtida de A usando operacdes elementares.

Demonstracao. Seja B uma matriz em escada nas condigoes referidas. Entao o nimero de linhas nao nulas de B ¢
igual ao ndmero de pivos de B. Pelo que foi dito acima ¢;(A) = ¢;(B) e portanto resta mostrar que as linhas nao nulas
de B formam um conjunto linearmente independente.

Sejam w1, ..., u, os vectores linha nao nulos de B e suponhamos que o pivo de u;, aparece na posi¢ao j;. Deste
modo j1 < jo <--- < jreu; =(0,...,pj,— — —), para algum p,, # 0.
Sejam «aq, ..., q, € K tais que aqu; + agug + - -+ + apu, = (0,...,0) e mostremos que a3 = -+ = . = 0.
Da igualdade aju; + agus + -+ - + a,u, = (0,...,0) temos, em particular,
a1pj, =0 igualando as j;-ésimas coordenadas
o+ aapj, =0 igualando as jo-ésimas coordenadas
o0+ o + aspj, = 0 igualando as j3-ésimas coordenadas
o+ a0+ a3+ -+ app;, = 0 igualando as j.-ésimas coordenadas.

Da primeira igualdade tiramos a; = 0, porque p;, # 0. Substituindo «; por 0 nas outras igualdades obtemos
ag = 0. Repetindo o processo concluimos que a3 = as =--- =, = 0. O
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O seguinte é o resultado principal desta subseccao.

Teorema 3.36. Se m,n € N e A € My, n(K) entdo ¢;(A) = c.(A).

Demonstrag¢ao. Seja r a caracteristica linha de A e uq, ..., u,, os vectores linha de A. Apenas para simplificar a escrita
vamos supor que as primeiras r linhas de A, uy, ..., u,, sdo linearmente independentes.

Vejamos que Auy, ..., Au, formam um conjunto linearmente independente ou seja, (Au, ..., Au,) tem dimenséao
r. Sejam ¢ ..., ¢, € K tais que ¢; Aug + -+ - + ¢, Au, = (0,...,0). Denotemos ciug + - - - + ¢,u, por v. Note-se que, por
definicao, a componente j de Au; é igual a u; - u; e daqui se conclui que a componente j de Av ¢ igual a Z?Zl Cillj - Us
ou seja u; - v. Por outro lado Av = c1Auqy + - -+ + ¢, Au, = (0,...,0) e portanto u; - v =0 para j =1,...,r. Entéo

vy = (qui+-4au)v=cu v+ Fcu.-v=>0

de onde se conclui que v = 0 e, como {uq,...,u,} é linearmente independente, ¢; = --- = ¢, = 0.

Por outro lado, pela Nota 3.34, (Auy, ..., Au,), que tem dimensao r, estd contido no espago gerado pelos vectores

coluna de A. Fica assim mostrando que c.(A) > r = ¢;(A).

Finalmente, aplicando o resultado agora provado & matriz AT obtemos c.(AT) > ¢;(AT) e a conclusdo segue pois
c1(AT) = co(A) e c.(AT) = ¢ (A). O

Definigao 3.37. Sejam m,n € N e A € My,«n(K). Chamamos caracteristica de A, e representa-se por c¢(A),
caracteristica de linha, ou equivalentemente, de coluna, de A.

Os seguintes resultados sao consequéncia do que foi feito quando estudamos sistemas de equagoes lineares. Recor-
damos a Proposicao 2.3, a Proposicao 3.35, o método de eliminacao de Gauss e o que foi dito sobre o niimero de pivos
de uma matriz em escada.

Corolario 3.38. Se m,n € N e A € M,,x,(K) entdo:

a) a dimensao do espago de solugdes do sistema homogéneo AX =0 € igual a n — c(A).

b) um sistema AX = b tem solugdo se e sé se c(A|b) = c¢(A). O
Corolario 3.39. Sejamn € N e A € M,,(K). As sequintes condigdes sao equivalentes.

a) A € invertivel;

b) o sistema AX =0 tem uma unica solugdo;

c) c(A) =n.

Vamos agora ver um resultado que, juntamente com o que ja foi dito, caracteriza os subespacos lineares de R™. Co-
mecemos com um exemplo. Consideremos o espago vectorial de R*, F' = ((1,1,0,1), (0, —1,1,1),(1,2,-1,0), (2,3, —1,1)).
Um elemento (z1, 22,23, 24) pertence a F se e s6 se existem aq,ag, as, aq € R tais que a1(1,1,0,1) + a2(0,—-1,1,1) +
as(1,2,—1,0) + aq4(2,3,—1,1) = (1, x2, 3, T4) OU SEjA

a1 +0as +a3+2a4 = x1
a1 —as+0az+3a4 = a9
Oai +as+az3—ags = x3
a1 +as+2a3+ays = x4
Vamos colocar em escada a matriz aumentada deste sistema
1 0 1 2| x1 1 0 1 2 T
1 -1 0 3| o 0o -1 -1 1| 29—
_—
0 1 1 —-11|ax3 Ly = Lo — Ly 0 1 1 -1 T3
1 1 2 1| x4 Ly— Ly— 1L 0 1 1 —1|z4—2x1
1 0 1 2 T
0O -1 -1 1 To — I
[
Ls — Ly + Lo 0 0 0 0f a3+x2—11
Ly — Ly + Lo 0 0 0 O] xg+ax9— 221
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Como o sistema tem solugao se e sO se a caracteristica da matriz dos coeficientes do sistema for igual a caracteristica
da matriz aumentada entdo (z1,22,23,24) € F se e s6 se x5 + 22 — 21 = 0 e 24 + 3 — 227 = 0. Deste modo os
elementos de F' sao as solugoes do sistema homogéneo { rgtap—m = 0

Ty+ a0 —221 = 0.

E claro que, se tivesse reparado que, por exemplo, o terceiro e o quarto vector do conjunto de geradores de F' que
foi dado eram combinagio linear dos outros dois entdo as contas seriam mais simples. De facto, como (1,2,—1,0) =
(1,1,0,1) + (0,-1,1,1) e (2,3,-1,1) = 2(1,1,0,1) — (0, —1,1,1) entdo F = {(1,1,0,1),(0,—1,1,1)). Deste modo
(21,9, x3,24) pertence a F se e s6 se existem aq,as € R tais que a3(1,1,0,1)+a2(0,—1,1,1) = (21, 22, 23, 24) Ou seja

a1 +0ay = x1
ay —az2 = T2
0(11 +ag = T3
ar+az = T4

Vamos colocar em escada a matriz aumentada deste sistema,

1 0 T 1 0 T 1 0 T

1 —1| 0 —1|x9—21 0 -1 To — T
_ -

0 1l Ly Lo~ L 0 1| = Ls - Lo+ Lo 0 0| z3+z—m

1 1| x4 Ly — Lys— Ly 0 1| x4 — 24 Ly — Ls+ Lo 0 0| xg +2x9 — 211

Concluimos assim (e novamente) que F = { (71,22, 73,24) € R* : 23 + 13 — 21 = 0, 4 + 23 — 271 = 0}.

E também claro que poderia ter seguido um caminho mais rapido reescrevendo o sistema acima na forma

a = I
az = I3
ap —azx = T2
aptax = x4

de onde safa x9 = 11 —r3 € T4 = 11 + T3.

Teorema 3.40. Um subconjunto de R™ € um subespaco de K™ se e sé se for o conjunto de solugoes de um sistema
linear homogéneo de n varidveis.

Demonstragao. (Para a implicagdo que ainda nao foi feita) Sejam F' um subespago de K", k = dim F' e (uq,...,ux)
um conjunto gerador de F. Um elemento (z1,...,x,) de K™ pertence a F' se e s6 se existem ay,...,a; € K tais que
ajuy + -+ + agug = (z1,...,2,). Esta dltima igualdade é um sistema de n equagoes e k incognitas (aq,...,ar). A
matriz aumentada deste sistema é

aip aiz2 -+ Qg | 21
az1 Q22 - G2k | T2
apl Ap2 -+ Gpk | Tn
em que o vector da coluna i é u;, ou seja, u; = (ai;,a2,...,an;), com ¢ = 1,... k. Se a caracteristica da matriz

dos coeficientes for igual a n entdo o sistema é sempre possivel e, portanto, F' = K™. Se a caracteristica da matriz
dos coeficientes for s, sendo s < m entdo usando o método de eliminagdo de Gauss este sistema é equivalente a um
sistema cuja matriz aumentada estd em escada. Deste modo, o sistema é possivel se e s se a caracteristica da matriz
aumentada for igual a s. Isto significa que os n — s elementos da ultima coluna tém de ser iguais a 0. Para terminar
resta notar que estes elementos sdo combinagoes lineares de {x1,...,z,}. O

Na prova do teorema comegamos com um conjunto gerador de F'. E claro que, na pratica, convém comegar com
uma base de F' pois isso diminui os calculos. E também de esperar que se comegarmos com dois conjuntos de geradores
de F' possamos chegar a sistemas diferentes (mas com as mesmas solugdes, claro!).
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3.5 Exercicios

3.1 Considere R? com a operacio soma de vectores usual e a multiplicacio escalar definida por k ® (a,b) = (ka, 0).
Mostre que R? com estas operacoes apenas nao satisfaz um dos axiomas de espaco vectorial.

3.2 Considere R? com as operacdes @ e ® definidas por:

a) (a,0)®(¢,d) =(a+c,b+d)ek®(a,b) = (ka,b);
b) (a,b) ® (c,d) = (a,b) e k ® (a,b) = (ka, kb);
¢) (a,b)® (c,d) = (a+c,b+d) ek (a,b)=(k%a,k?b).

Quais os axiomas de espago vectorial sao satisfeitos em cada caso?
3.3 Verifique se RT com a soma e a multiplicacio escalar definidas por
Ve,ye R VaeR z2@y=2y, a®z=21"
é um espaco vectorial real.
3.4 Mostre que o axioma da comutatividade da soma em espacos vectoriais pode ser deduzido dos restantes axiomas.

3.5 Mostre que os seguintes conjuntos sdo subespacos vectoriais de R3:

a) R%x {0};

b) R x {0} x R;

c) {(a,b,c):a=2b};

d) {(a,b,¢):a+b+c=0};

e) {(a,b,c):a—b=2a+3b+3c=0}

f) {(a,b,c):a®+b*+c*=0};

g) {(a,b,c):IN, peR (a,b,c) =A(1,1,2) + n(2,3,4)};

h) {(2a+3b+c¢,—2a+ 7b—14¢,—1la+b—c): a,b,c € R}.

3.6 Mostre que os seguintes conjuntos nao sao subespacos vectoriais de R3:

a) Rx{0,1} xR;
b) {(a,b,¢):a > 0};
c) {(a,b,c):a?+b*+c* =1}
d) {(a,b,¢):a<b<c}
e) {(a,b,c):ab=0};
f) {(a,b,c):a="0b%};
g) {(a,b,¢):a,b,ceQ}.
3.7 Quais dos seguintes subconjuntos de M, (K) sao subespagos vectoriais?
a) {AeM,(K): A= AT};
b) {Ae M,(K): A=-AT};
c) {AeM,(K): A é triangular superior};
d) {AeM,(K): AB = BA}, em que B ¢é uma certa matriz fixa;
e) {Ae M,(K): AB = B?AB}, em que B é uma certa matriz fixa;
f) {Ae M,(K): A éinvertivel};
g) {Ae M,(K): AA= A};
h) {4 e M,(K): AAT =TI};

37



3.8 Quais dos seguintes subconjuntos de F(R,R) s@o subespagos vectoriais?

2) {f e FRR): £(3) = 0};
b) {f € FRE): £(3) = F(1));

c) {feFRR): fépar};

d) {feFR,R): féimpar};

e) {feFR,R): féperiddical;

0 {f e FRE): f(3) = (1) +2):

8 {f€FRR): f(x) > 0,Va € R}

h) {f e F(R,R): f(z) >0, Vo € R};

) {f € C'(R): 2f(@) + 2f(2) = 0, Va € R);

i) AfeC*R): e f"(x) + af'(z) + cos(x) f(x) = 0, Yz € R};
k) {f€CHR):af'(z)+2z f(z)* =0, Vo € R};

) {feC'R): f(x) — f(z) =0, Var € R);
m) {feCR): wll)r_{loof(x) existe};

W {feC®): lim_f(@)=0}.

3.9 Escreva (1,2, —5) como combinagao linear dos vectores (1,1,1), (1,2,3) e (2,—1,1).
3.10 Escreva (2, —5,3) como combinagao linear dos vectores (1,—3,2), (2,—4,—1) e (1,—5,7).

. 3 1 S . 11 0 0 0 2
3.11 Escreva a matriz ( 1 1 > como combinagao linear das matrizes ( 10 ), ( 11 ) e < 0 —1 )

3.12 Para que valores de k € R, o vector (1, —2, k) é combinagéo linear dos vectores (3,0, —2) e (2,—1,—5)?
3.13 Encontre uma relacao sobre a, b, ¢ para que:

a) (a,b,c) seja combinagao linear dos vectores (3,0, —2) e (2, —1, —5);
b) (a,b,c) seja combinacao linear dos vectores (2,1,0), (1,—1,2) e (0,3, —4).

3.14 Para que valores de k € R, ((1,%,1),(1,0,0)) = ((1,1,1),(1,2,2))?
3.15 Para que valores de a,b,c € R, (a,b,¢) € ((2,1,0),(1,1,1))7
3.16 Para que valores de k € R, {(1,-2,k),(3,0,—2),(2,—1,-5)} é livre?

3.17 Mostre que, se u,v,w € V e o, 3,7 € K entdo {au — fv,yv — aw,Bw — yu} é um conjunto linearmente
dependente.

3.18 Dé um exemplo de uma infinidade de bases de R? de tal modo que nenhuma delas tem um elemento que é
multiplo de um elemento de outra das bases.

3.19 Considere V o conjunto formado pelas sucessoes reais. Quais dos seguintes subconjuntos de V' é um subespago?

a) {(an)nen:as =0};

b) {(an)nen : as +as = 10};

¢) {(an)nen : ae +as <10}

d) {(an)nen : an = 2ap41,Yn € N};

e) {(an)nen: @ny2 = any1 + an,¥n € N

£) {(an)nen : an = 0 apenas para um nimero finito de n’s};
g) {(an)nen : an =0 para um ndmero infinito de n’s}.
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3.20

3.21
3.22
3.23
3.24
3.25
3.26
3.27

3.28
3.29

3.30

3.31

3.32

3.33

(Sucessao de Fibonacci) Considere o subespago F' = {(apn)neN : Gnt2 = ant1+an, ¥n € N}, referido no exercicio
anterior.

2

a) Mostre que se a é um zero do polinémio z* — x + 1 entdo a sucessao (a”_l)neN pertence a F'.

b) ﬁ/[ostge (};w, se a e 3 sdo zeros distintos do polinémio z? — x + 1 entdo ( (a"‘l)neN, (B”'_l)neN) é uma
ase de F.

¢) Encontre uma expressio geral para a sucessio (a,)nen € F tal que a1 = ay = 1.
Encontre uma base de R® que contenha os vectores (1,2,3) e (1,0,2).
Mostre que {(1,1,1),(0,1,1),(0,1,—1)} gera R3.
Mostre que U = {(0,b,¢) : b,c € R} é gerado por {(0,1,1),(0,2,—-1)} e por {(0,1,2),(0,2,3),(0,3,1)}.
Mostre que {2+ 3,1 — 24} gera C, visto como espago vectorial sobre R.
Mostre que {(2 + 34,1 —24),(1 — 24,2 + 34i)} gera C?, visto como espago vectorial sobre C.
Encontre um conjunto gerador de W em que W = {(a,b,0) : a,b € R} N ((1,2,3),(1,-1,1)).
Verifique se os seguintes subconjuntos de R* sdo livres:

1,2,-1,4),(3,8,—5,7),(2,9,4,23)};

1,-2,4,1),(2,1,0,-3),(3,-6,1,4)};
1,1,1,1),(0,2,2,2),(2,0,2,0),(0,0,1,1)}.

1,1123,1,1), (430,23,2,2), (21, —222220, 2,0), (10,10, 1, 1), (—12, 143, 1,0, 38)}.

a
b
¢

) Al(
) A(
) A(
d) {(

Mostre que se {u1, ug, uz} é um conjunto livre de um espaco V' entao {u; + ug, u1 + us, us + ug} também é livre.
Quais dos seguintes conjuntos formam uma base de P5(K)?
a) {l,z,2% 2% + 1}

b) {23, 2 + 2% 2% + 2% + 2,23 + 2% + 2 + 1};

c) {z,2%, 2% +x, 2% + 2+ 2%}

d) {2,2% + 1,23 + 2%, 23 + x};

e) {l,2%2+2x,2% —2?+x,2% - 222 — 2+ 2,23+ 1}.
Encontre uma base dos seguintes subespagos de P3(R).

a) {f€Ps(R): f(0) =0}

b) {fePs(R): f(1) =0}

c) {fePs(R): f(1)=f(2) =0}

d) {fePs(R): f(1) = f(2) = f(3) =0}

e) {fePs(R): f(1)=f(2)=/f(3)=f(4)=0}

"(0) 4'(0) R(0) ¢ uma matriz invertivel. Mostre que o conjunto
f7(0) ¢"(0) h"(0)
{f,g,h} é um subconjunto livre de C?(R).

Sejam f,g,h € C%(R) tais que (

Generalize o resultado considerando n fungdes pertencentes a C"~1(R).

Mostre que {f, g}, em que f(z) = 23, g(z) = }x?”, ¢ um subconjunto livre de C*(R) e (
invertivel.

Qual a dimensao do espago vectorial F(S,R), se |S| =1, se |S| =2 e se |S| =37
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3.34

3.35

3.36

3.37

3.38

3.39
3.40

3.41

3.42

3.43

3.44
3.45

Quais dos seguintes subconjuntos de C (] 55 D sao livres?
a) {sen(z),cos(x)};
b) {sen?(z),cos?(x),1};

)
)
c) {sen?(z),cos?(x), tg (z)};
)
)

d) {1, sen(x), sen (22)};

e) {1, sen?(z),cos(2z)}.
Sejam w1, ...,ur € R"\ {(0,...,0)} tais que u; - u; = 0 (u; e u; sdo perpendiculares) para todo i # j. Mostre
que {uq,...,ur} é um conjunto livre.

Considere U o subespaco vectorial de F(R,R) gerado pelas poténcias de |z|.

a) Mostre que 23 ¢ U.

b) Quais sdo os polinémios que pertencem a U?
Seja A ={(a —b+2¢,2a+3b—¢,—4a — 11b+ 7¢,5b — 5¢) : a, b, c € R}.

a) Calcule uma base de A.

b) Complete a base encontrada de modo a obter uma base de R*.

c) Encontre um subespago B de R* tal que A @ B = R*.
Seja B={(a—b+¢,—2a+3b—c¢,3a — b+ 5¢c,a+ 2b+ 4c,2a+2b+ 6¢) : a,b,c € R}.
a) Calcule uma base de B.

b) {(1,-2,3,1,1),(0,2,4,6,8)} é uma base de B?
c) Complete a base encontrada de modo a obter uma base de R5.
d) Sendo U = {(z,y,z,t,w) ER® :x —y+2=2 -3y +t =+ 2 + 2t}, calcule a dimensdo de U N B.

Se U e W sdo subespaco de R” com dimensio 4 e 5 respectivamente, quais sdo as possiveis dimensdes de U N W?

Sejam U = {(a,b,c) : a+b+c =0}, V = {(a,b,¢c) : a = ¢} e W = {(0,0,¢) : ¢ € R}. Mostre que
R3=U+V =U+W =V +W. Quais das somas sdo directas?

Dé um exemplo de:

a) Subespaco vectorial V de R* tal que R* =V & {(z,y,2,t) ;2 +y+ 2+t =0};

b) um subespago vectorial V de R® com dimensao 2 e contido em {(z,y, z,t,w) : x +y — 2z + t + 2w = 0};
c) V e W, subespacos vectoriais préprios de R tais que V 4+ W =R5 e dimV NW = 2;

d) U,V,W subespacos vectoriais de R*, todos com dimensdo 3 e taisque R* =U oV =UaW =Ua W.

Dé um exemplo de um espago vectorial V' de dimensao numeravel e de dois subespagos vectoriais de V', U e W
com dimensao numeravel e tais que V=U ¢ W.

Sejam U, V, W subespacos vectoriais de R? tais que R3 =U +V =U + W = V + W. Mostre que, pelo menos,
uma das somas nao é directa.

Sejam U e V dois subespacos de R? com dimensdo 2. Mostre que, se U # V entdo U + V = R3.

Seja V um espago vectorial e Uy,..., Uy subespacos de V. Dizemos que a soma U; + --- + Uy é directa e
escrevemos Uy @ - -- @ Uy, se para todo 4, a interseccao de U; com a soma dos outros subespagos for o subespaco
nulo.

a) Dé exemplos de subespagos de R*, Uy, Us, Us tais que Uy NU; = {0}, se i # j e tais que a soma Uy + Uz + Us
nao é directa.

k
b) Mostre que se a soma Uy +- - -+ Uy, é directa e V tem dimensao finita entdo dim(Uy +- - -+Uy) = Z dim(U;).
i=1

40



3.46 Em cada uma alineas encontre uma base de U + V e uma base U N W.

a) U={(z,9,2) ER3:o+y+2=0}eV ={(z,y,2) ER3: 2+ 2y + 32 =0}.

) U={(z,y,2) ER3:x+y+2=0}eV = ({(1,1,1)}).

) U={(z,y,2,t) ER*: 2 +y+2=0 eV =({(1,1,1,1),(3,0,0,1)}).

)y U= ((17 1,1,1,1),(1,-2,1,-1,1), (0, 1,0,1,2), (3,—1,3,0, 1)) eV = ({(1,0, 1,1, 1), (3, 1,0,1, 1)})

) U=1{(1,3,3,1,4),(-1,-4,1,2,2),(2,9,0,—5,-2))y e W = ((1,6,2,-2,3), (—-2,-8,1,6,5), (—1,—3,1,5,6)).
)

)

=

C

- O &

U={AecM,K): Aétriangular inferior} e V.= {4 € M, (K): A é triangular superior}
g) U={AeM,(K): Aésimétrica} e V ={A € M, (K): A é triangular superior}.

3.47 Calcule a caracteristica das seguintes matrizes.

)115 )1—2—1
¥ \2 2 13) 8 \3 -4 5 )
I -1 =2 1 -1 2
b)(32 3) h)(z 31)'
11 -1 —2 1 1 3
c) 0 -2 *g. i) 2 —1 10 |.
0 0 - 3 -5 1
1 -2 -3
1 -1 1 i) (1 —13154 13 1234 >
a (14 -3 2 2 - 0 —321
3 -1 3 110 2 0 1
1 3 5 011 0 0 1
e) 1 4 3 k) 110 0 1 O
119 100 -1 1 -1
L 9 3 111 -1 -1 -1
) -2 -3 —4 2 3 4
712 17 ) |4 9 16
1 1 2 8 27 64

3.48 Calcule, consoante os valores de a,b,c € R a caracteristica das seguintes matrizes.

a 1 1 a 0 0 b
a) 0 2 0 0 b 0 ¢
b 0 1 00 a b
0 ¢ 0 O
1 1 la
b) | @ a=1 a+1 1 atb 0 1 a-c
1 0 1 0
a a a a 1 a b ¢
c) b b b b a b e 1
c ¢ ¢ c g) b ¢ 1 a
a 00 b 1 ¢ 1 ab
d) 0 b 0 ¢ 1 1 1
0 0 ¢ a1l h) a b ¢
0 ¢c 0 01 a2 b2 2
1 -1 0 2 1
0 0 2 4 0
3.49 Considere a matriz A = 2 -2 -1 2 1
-1 1 2 21
0 0 0 0 O
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Qual a caracteristica de A7

Calcule uma base para o espago das linhas de A.

Calcule uma base para o espago das colunas de A.
Encontre um complementar para o espaco das linhas de A.

Encontre um complementar para o espaco das colunas de A.

1

0

Resolva o sistema AX = 2
-1

0

3.50 Encontre um sistema linear homogéneo do qual os seguintes conjuntos geram o espago de solugoes:

1,1)}, em R?;
1a la 0)7 (27 _17 1)}7 €1m RS;
1,1,0),(1,1,1),(0,1,1)}, em R3;

{(
{(
{(
{(1,-2,0,3,-1),(2,-3,2,5,-3), (1,-2,1,2,-2)}, em R.

3.51 Sejam A € Mxn(K) e B € Myyxp(K).

Mostre que: ¢(AB) < ¢(A) e ¢(AB) < ¢(B).
Dé um exemplo, com n =m =p =3, em que ¢(A) =¢(B) =2e C(AB) = 1.
Mostre que, se m =n e A é invertivel entdo ¢(AB) = ¢(B).

(
Mostre que, se n = p e B invertivel entdo c(AB) = ¢(A).

42



4 Aplicagoes lineares

Informalmente uma aplicagao linear é uma funcao de um espago vectorial para outro que “respeita” as operagoes
de soma e de multiplicagao por escalares definidos nesses espacos. No que segue vou denotar, se dai nao advier
nenhuma confusao, estas operagoes em espacos vectoriais diferentes pelo mesmo simbolo. Deste modo denotarei por
+ a operagdo de soma de vectores em qualquer espago vectorial. Se houver alguma duvida sobre o espago vectorial a
que nos estamos a referir quando falamos dessas operagoes costuma-se escrever +y e -y em vez de + e -.

4.1 Preliminares

Definigao 4.1. Sejam V e W espagos vectoriais sobre K. Uma fung¢ao T : V — W diz-se uma aplicagao linear se
a) Yu,v eV, T(u+v)=T(u)+T(v);
b) VAeK, YVueV, T(Au) = AT (u).

Comegamos por notar que as condigdes a) e b) acima poderiam ser substituidas, sem alterar o sentido da defini¢ao
(é claro) por

’c) Yu,v € V, Vo, €K, T(au+ fv) :aT(u)—&—ﬁT(v).‘

De facto a) e b) s@o casos particulares de ¢) e podemos obter ¢) usando a) em primeiro lugar e depois b).
Note-se ainda que, com o mesmo tipo de argumentos, podemos substituir ¢) por

’d) Yn e NYug,. .. un €V, ¥A1,..., A €K, T (X7, Avug) :Z?:l)\iT(ui).‘

Segue também da definicao que, se T': V' — W é uma aplicacao linear entao a imagem do elemento zero de V' é o
elemento zero de W. Vejamos duas provas deste resultado:

e como Oy = Oy + 0y entdo T (0y) = T(0y) + T(0y) e, aplicando a Proposigao 3.4, alinea c), temos T'(0y) = Oyy;
e como 00y = 0y entdo T(0y) = 07 (0y) = Ow;

Exemplos 4.2. Como primeiros e mais simples exemplos de aplicacdes lineares temos a funcao identidade de V' para
V (sendo V um espaco vectorial) e a fungdo nula de V' para outro espago vectorial.

Podemos facilmente ver, se a,...,a, € K entdo a fun¢ao T : K" — K definida por T(x1,...,2,) = a121 + -+ +
anty € linear. Isto acontece porque, se (z1,...,%n), (Y1,..-,4yn) € K" e X € K entdo
T((a:l,...,xn) + (yl,...,yn)) = T(@1+y1,- T+ Yn)=a1(z1+y1) + -+ an(®n + yn)
= (a]_.'I}]_ +--+ a/nxn) + (alyl +o+ a/nyn) = T(-Th' . 7.’17n) +T(y17 . 7yn>
T()\(ml, . ,xn))) = TAzxy,..., zp) =a1(Az1) + -+ an(Axy)

Majzy + -+ anxn) = AT(x1,...,%,).

Proposicao 4.3. Sejam, V um espago vectorial sobre K e T = (Ty,...,T,,) : V. — K". Entdo T é uma aplicagdo
linear se e s6 se T; for aplicagao linear para todo i =1,...,n.

Demonstragao. Se u,v € V e o, f € K entao
T(au+ Bv) = (Tl(au+ﬁv),T2(au+ﬁv),...,Tn(au—i—ﬂv))

aT(w)+BT(0) = (aTi(w) + ATi(v),aTo(u) + BTo(v), .., aTu(u) + BT, (v))

e a conclusao segue imediatamente. O
Daqui se conclui imediatamente que, se a;; € K parai =1,...,me j =1,...,n entao a fungao T' : K* — K™
definida por T'(z1,...,%,) = (1121 + 4 @1nTn, A21T1 + -+ + A2 Ty - - o, A1 T1 + -+ + A y) € linear. De qualquer

modo os cdlculos serdo feitos mais & frente numa situagdo um pouco mais geral (ver Coroldrio 4.23).
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Proposigao 4.4. Se U, V,W sdo espagos vectoriais sobre K e T : U =V e S :V — W sdo lineares entdo S oT :
U— W € linear.

Demonstracdo. Sejam u,v € U e a, 8 € K. Entao
(SoT)(au+pv) = S(T(au+ Pv)) por definigao de composi¢ao
= S(aT(u)+ BT (v)) porque T é linear
= aS(T(u)) + BS(T(v)) porque S é linear
e a conclusao segue. O

Proposicao 4.5. Se V e W sao espagos vectoriais sobre K entao L(V,W) ={T :V — W, T ¢ linear} é um espago
vectorial sobre K.

Demonstragdo. Basta-nos provar que, se S,T € L(V,W) e a,b € K entdo a .S + bT é linear. Isto acontece porque, se
u,v €V ea,p €K entao

(aS+bT)(au+Bv) = aS(au+v)+bT(au+ Bv) por definigao
a(aSu)+B8TW))+b(aT(u)+ BS(w)) porque S e T sdo lineares
aaS(u)+aBT(W)+baT(u)+bBS(v)
a(aS(u)+bT(uw) + B(aSw)+bT(v))
a(aS+bT)(u)+ L (aS+bT)(v)

mostrando assim que a.S + bT é linear. O

Vamos agora ver que conhecer uma aplicagao linear é equivalente a conhecer as imagens dos elementos de uma
base do dominio. Vejamos um exemplo. Suponhamos que T : R? — R? é uma aplicacio linear tal que

T(1,1) = (2,0,3), T(—-1,1) = (2,0,1).

Vejamos que esta informacao chega para conhecer T. Seja (z,y) € R2. Note-se que (z,y) = -”JFTJC(L 1)+ %5%(-1,1).
Deste modo T'(z,y) = LFET(1,1) + L55T(—1,1) = (2y,0,2y + ) e, pelo que vimos atrds, T ¢ linear.

Teorema 4.6. Sejam V e W espagos vectoriais e B uma base de V. Para cada elemento de u em B escolhamos um
elemento w, de W. Nestas condi¢des existe uma e uma sé aplicagao linear T : V. — W tal que T'(u) = wy, para
qualquer u € B.

Demonstracdo. Parav € V sejamn € N, uy,...u, € B, a1,...,a, € K tais que v = Z?:l a;u;. Note-se que o facto
de B ser uma base garante que esta escolha é tnica, se nao usarmos coeficientes nulos. Como queremos que T seja
linear entdo teremos de definir T'(v) = > .| a;T1(u;). Até aqui mostramos que se existir uma aplicacdo nas condigoes
referidas entao ela é tnica.

Vejamos agora que a fungdo T que definimos é linear. Sejam u,v € V e o, 8 € K e vejamos que T(au + bv) =
aT(u) 4+ T(v). Como B é uma base de V entdo u e v sdo combinagdo linear de elementos de B. Acrescentando
eventualmente coeficientes nulos podemos assumir que os elementos de B envolvidos na representagao linear de u
e de v sao os mesmos. Deste modo existem n € N,m, vi,...v,, € B, a1,...,an,b1,...,b, € K tais que v =
S avieu=y  bv. Assimau+Bv =3 [aav; + Bbv;] = > (aa; + Bb;)v; e, portanto, T(au+ Bv) =
S (a; + Bb)T(v;) = a >l a;T(v;)+ B> b;T(v;), atendendo a definicdo de T. Concluimos assim que
T(au+ Bv)=aT(u)+ BT (v). O

Vamos agora dar um nome as fungoes lineares consoante sao injectivas, sobrejectivas, etc.. Mas antes vamos mostrar
o seguinte resultado.

Lema 4.7. Se V e W sdo espacos vectoriais sobre K e T : V. — W € uma aplicacdo linear bijectiva entdo T—! €
linear.

Demonstrag¢ao. Sejam wy,wy € W e «, f € K. Entao, atendendo a que T' é bijectiva

T aw + Bws) =aT Hw) + BT Hwz) <= T (T '(aw +Bws)) =T (aT "(w)+ BT " (w2))
= aw+Bwy=al (T_l(w1)) +8T (T_l(wg)) porque T é linear
= aw;+ fws =aw; + Bws,

mostrando assim que 7' é linear. O
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Definigao 4.8. Sejam V e W dois espagos vectoriais sobre K e T : V. — W uma aplicagao linear. Diz-se que T é um
a) monomorfismo se for injectiva;
b) epimorfismo se for sobrejectiva;
¢) isomorfismo se for bijectiva;
d) endomorfismo se V =W;
e) automorfismo se for bijectiva e V. =W.
Definigcao 4.9. Dois espacos vectoriais dizem-se isomorfos se existir um isomorfismo de um para o outro.

E claro que a composta de monomorfismos (respectivamente epimorfismos) é um monomorfismo (respectivamente,
isomorfismo). Atendendo ao Lema 4.7 e & Proposigao 4.4, a relagdo de isomorfismo é uma relagdo de equivaléncia.
Chamamos espagos isomorfos a dois espagos que admitem um isomorfismo entre eles.

Exemplos 4.10. Vejamos alguns exemplos simples de espacos isomorfos. Nos primeiros casos apresento um iSomor-
fismo entre os espagos (as provas sao imediatas). De qualquer modo veremos mais d frente que dois espagos vectoriais
finitamente baseados sao isomorfos se e so se tiverem a mesma dimensdo.

a) R — C ,comK=R.
(z,y) — x+iy

b) R2n — cr , com K=R.
($17"'awn7y17"'ayn) = (551+Zy1a733n+23/n

c) K+l N Po(K)
(ag,a1,...,an) — agt+az+--+apa”

d) Mpxn(K) — Kmn
(aij)mxn = (alla-"aalnaCLQla"'7a2na~"aam17-"7am,n)

n(n+1)

e) {Ae M,(K): A= AT} éisomorfo a K~ = ;
n(n—1)

f) {Ae M,(K): A= —AT} éisomorfo a K™ 2 ;

g) O espaco de solugoes de um sistema linear homogéneo de m equagdes e n incdgnitas é isomorfo a K*, sendo
k=n—c(A), em que A e a matriz dos coeficientes do sistema.

Proposigao 4.11. Se V e W sdo espagos vectoriais sobre K e T : V. — W ¢é uma aplicagao linear entdo:
a) seT éum monomorfismo entao T transforma conjuntos livres de V' em conjuntos livres de W ;
b) seT é um epimorfismo entao T transforma conjuntos geradores de V. em conjuntos geradores de W.
Em particular se T € um monomorfismo entdo dimV < dimW e se se T € um epimorfismo entao dimV > dim W.

Demonstracdo. Suponhamos que T é um monomorfismo e A é um subconjunto livre de V. Vejamos que o conjunto
B ={T(v) : v € A} élivre. Sejam n € N, uy,...,u,, n elementos diferentes pertencentes a B e ay,...,a, € K tais
que a;u1 + -+ apu, = Ow. Por definigdo de B, para cada i =1,...,n existe v; € A tal que T(v;) = u;. Deste modo,

T(avy + -+ apvy) = a;T(v1) + -+ + anT(vy) = ajuy + -+ + anuy, = Oy

Como T é injectiva concluimos que a;vy + -+ - + an v, = 0y. Como vy, ..., v, sao elementos diferentes pertencentes
a Ae Aélivre, entdo a; = --- = a, = 0.

Aplicando este resultado a um conjunto A livre e gerador de V' obtemos, usando o Teorema 3.28, alinea b) e o
facto de T ser injectiva, dimV = |A] = |B| < dim W.

Suponhamos agora que T é sobrejectiva e consideremos A um conjunto gerador de Ve B = {T'(v) : v € A}.
Vejamos que todo o elemento de W é combinagao linear de elementos de B. Seja u € W. Como T é sobrejectiva,
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existe v € V tal que T'(v) = u. Usando o facto de A gerar V', consideremos agoran € N, vq,...,v, € Aeaq,...,a, € K
tais que v = a;v; + - - - + a,v,. Deste modo

u=T(wW)=T(a;v1 + -+ apvy,) = a;T(v1) + -+ a,T(vy)

e a conclusao segue porque T'(vy),...,T(v,) € B.

Aplicando este resultado a um conjunto A livre e gerador de V obtemos, usando o Teorema 3.28, alinea a),
dimV = |A| > |B| > dim W. O

O seguinte resultado, que em certa medida generaliza a proposigao anterior, diz-nos quando é que pode existir um
monomorfismo, epimorfismo ou isomorfismo de um espago vectorial noutro espago vectorial.

Teorema 4.12. Sejam V e W espagos vectoriais de dimensao finita. Entao
a) FExiste um epimorfismo T : V — W se e s¢ se dimV > dim W
b) Existe um monomorfismo T : V — W se e s6 se dimV < dim W;
¢) Existe um isomorfismo T : V — W se e s se dimV = dim W.

Demonstracdo. Vejamos as implicagoes que ainda nao foram mostradas. Sejam n = dimV, m = dimW, B =
(v1,...,v,) uma base de V e B = (wy,...,w,,) uma base de W. Pelo Teorema 4.6, definir uma aplicagao linear de
V para W equivale a definir as imagens dos elementos de 5.

Suponhamos que n > m. Defina-se T(v;) = w;, para i = 1,...,m e T(v;) = Oy, se i > m (a imagem deste
elementos ¢ irrelevante para o que segue). Deste modo T fica definido e é claro que T é sobrejectiva pois a imagem
dos elementos de B contém todos os elementos de B'.

Suponhamos agora que n < m e defina-se T'(v;) = w;, para ¢ = 1,...,n. Vejamos que T é injectiva. Seja
v € V tal que T(v) = Oy e vejamos que v = Oy. Como B é uma base de V existem aq,...,a, € K tais que
v =aivy; + -+ + apv,. Deste modo O =T(v) = a1T(v1) + -+ + a,T(vy,) = aywy + - - - + apwy,. Como {wy, ..., wy}
é livre entdao a; = --- = a, = 0 e, portanto v = Oy .

Se n = m a fungao definida nos dois casos anteriores é a mesma e, por isso, € bijectiva. O

Nota 4.13. No teorema anterior consideramos que o0s espacos vectoriais em questao sdo finitamente gerados. De
facto o resultado € valido (com a “mesma” demonstra¢ao) se os espagos ndo forem finitamente gerados. O que falta
mostrar € que todo o espago vectorial admite uma base e que duas quaisquer bases desse espago tém o mesmo cardinal.
Este resultado € verdadeiro mas a sua demonstracao usa o chamado Lema de Zorn, que ndo € do conhecimento dos
alunos.

Vamos agora defini,r dada uma aplicacdo linear T : V' — W (V e W espagos vectoriais), dois espacos naturais, um
deles subespago de V' e o outro subespago de W.

Definigao 4.14. Sejam V e W espacos vectoriais sobre K e T : V. — W uma aplicacdo linear. Define-se
a) nicleo de T, e denota-se por Nuc(T') como sendo {v € V : T(v) = 0w };
b) imagem de T, e denota-se por Im(T) como sendo {T(v) : v € V}.
O seguinte resultado é uma consequéncia imediata das defini¢oes.

Proposicao 4.15. Se V e W sdo espagos vectoriais sobre K e T : V. — W € uma aplicagio linear entdo Nuc(T) €
um subespago de V e Im(T') é um subespago de W. Além disso, T transforma qualquer conjunto de geradores de V
(em particular, bases de V') num conjunto de geradores de Im(T).

Demonstragao. Como T'(0y) = O entdo Oy € Nuc(T) e O € Im(T).
Sejam vq, vy € Nuc(T) e a,b € K. Temos av; + bvg € Nuc(T') pois

T(avy +bvy) = aT(v1)+ bT(vy) porque T é linear
= Ow porque T(v1) = T(v2) = Ow
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Mostramos assim que Nuc(T) < V.

Por outro, se uj,us € Im(T) e a,b € R entao, escolhendo vi,vs € V tais que T'(v1) = uy e T(vy) = ug, temos
T(avy + bug) = aT(v1) + bT (ve) = auy + buz, mostrando assim que auy + bug € Im(T).
Para a ultima parte basta usar a Proposicao 4.11. O

Exemplo 4.16. Consideremos T : R® — R? definida por T'(z,y,2) = (22 —y+ 2z, —x + 32). Vamos calcular uma base
de Nuc(T) e de Im(T'). Temos

2r—y+2z =0

(z,9,2) € Nuc(T) <= { —e43s —0

Daqui concluimos que Nuc(T) = {(3z,7z,2) : z € R} e portanto ((3,7,1)) € uma base de Nuc(T'). Por outro lado
{T(1,0,0),7(0,1,0),7(0,0,1)} ou seja {(2,—1),(—1,0),(1,3)} € um conjunto de geradores de Im(T). Daqui se obtém
facilmente que ((2,—1),(—1,0)) € uma base de Im(T') e, € claro que T € sobrejectiva.

Este exemplo pode ser generalizado da seguinte forma.
Exemplo 4.17. Seja T : K™ — K™ definido por
T(z1,... @) = (a1121 + 4 Q1pn, G21T1 + -+ + 2Ty -5 A1 T1 + -+ + Qo)
em que a;; EK parat=1,...,mej=1,...,n. Entao:
e Nuc(T) € o conjunto das solugdes do sistema

a1171 + a2 + -+ + a1 Ty, =0
a21T1 + a22%2 + -+ + agn Ty, =0

Am1%1 + Am2T2 + -+ QpnZn =0
que sabemos ser um espaco vectorial de dimensdo n — c(A) em que A € a matriz dos coeficientes do sistema.

o Im(T) = {(b1,...,bm) € K™} tal que o sistema

1121 + @222 + -+ Q1p Ty = by
a21%1 + A22%2 + -+ + A2p Ty, = b

Am1T1 + Am2X2 + +++ + App Ty = bm

admite solugdo. Sabemos da proposi¢ao anterior que o conjunto formado pelas imagens dos vectores de uma
qualquer base de K" forma uma base de Im(T). Em particular se escolhermos a base candnica de K" as suas
imagens sao os vectores coluna da matriz A. Deste modo dimIm(T') € igual & caracteristica coluna de A que €
igual a c(A).

Concluimos assim que dim Nuc(T) + dimIm(T) = n.
Vamos agora caracterizar as fungoes injectivas em fung¢ao do seu nucleo.

Proposigao 4.18. Sejam V e W dois espagos vectoriais sobre K e T : V. — W. Nestas condigies, se u € V e
w=T(u) entdo T~ (w) = {u+v:v € Nuc(T)}. Em particular T é injectiva se e sé se Nuc(T) = {0y }.

Demonstragdo. Note-se que, se v € Nuc(T) entdao T'(u+v) = T(u)+T(v) = w e portanto u+v € T~ (w). Inversamente,
sev € T Hw) entdo v =u+ (v —u) e v —u € Nuc(T) porque T(v —u) = T(v) — T'(u) = Oy. O

Note-se que a Proposigao 2.5, alinea ¢), relativo a solugdes de sistemas de equagoes lineares, é um caso particular
deste resultado.

Vamos agora generalizar o Corolédrio 3.38 que relaciona a caracteristica de uma matriz com a dimensao do espago
de solugoes do sistema homogéneo associado & matriz. De facto estes resultados sao equivalentes!
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Teorema 4.19 (do nicleo e da imagem). Sejam V e W espacos vectoriais sobre K, sendo V' de dimensao finita. Se
T:V = W € linear entao

dimV = dim Nuc(T') + dim Im(T).

Demonstragdo. Seja (uq,...,ux) uma base de Nuc(T'). Usando o Coroldrio 3.27 existem vi,...,v, € V tais que
B = (u1,ua,..., U v1,...,0,) é uma base de V. Temos
Im(T) = (T(u1),...,T(ug),T(v1),...,T(v.)) pelo Corolario 4.15
= (T(v1),...,T(vy)) porque T'(u;) =Ow, parai=1,...,k.

Para concluir a demonstracao basta ver que este ultimo conjunto é livre. Para ver isso, sejam aq,...,a, € K tais
que a1T'(v1)+- - +a,.T(v,) = Ow ouseja T'(a;v1+- - -+a,v,) = Oy. Deste modo ayv1+- - -+a,v, € Nuc(T) e portanto
existem by, ..., b, € K tais que ajvy + - -+ a,v, = byuy + - - - + bruy, ou seja a1vy + - - - + arv, —byuy — - - - — brug, = Oy
Como B é uma base de V' concluimos que a1 = -+ = a, =b; = --- = by = 0, o que mostra que {T'(v1),...,T(v.)} é
um conjunto livre. O

Vejamos uma consequéncia imediata deste resultado (que ja poderia ter sido demonstrado!)

Corolario 4.20. Sejam V e W espagos vectoriais com a mesma dimensao finita e T : V. — W uma aplicagcao linear.
Entao T € injectiva se e so se for sobrejectiva (e portanto bijectiva).

Demonstra¢io. Pela Proposicao 4.18, T é injectiva se e s6 se Nuc(T') = {0y} ou seja dim Nuc(T") = 0. Por outro lado
T é sobrejectiva se e s6 se Im(T') = W ou seja dim Im(7") = dim W. A conclusio segue agora da igualdade

dim Nuc(7T) + dimIm(7) = dimV
pois dim Nuc(7T') = 0 se e s6 se dimIm(7") = dim W (recorde-se que estamos a supor que dim W = dim V). O

O que é usado explicitamente na demonstracao do coroldrio anterior que nao é valido para espagos de dimensao
infinita é o seguinte resultado, ja referido e usado varias vezes: se tivermos dois subespacos de um espago vectorial
com a mesma dimensao finita e um contido no outro entao eles sao iguais.

Exemplo 4.21. Seja S o espago vectorial definido pelas sucessoes reais (com a soma e produto por um escalar usuais)
e sejam T1,T5 : S — S definidas por

Ti((an)nen) = (an+1)nen; Ts((an)nen) = (bn)nen, em que by =0 e b,y = ap, sen € N.
ou Se quisermos,
Tl(al, a2,a3,04, ..., ) = ((127(137(147 .o .)7 712((117(127(1370447 N ,) = (0, a1,0a2,0a3,04, . . )

E assim fdcil de ver que Ty € sobrejectiva e Ty € injectiva. Isto pode ser visto directamente ou notando que Ty o Th
¢ a fungao identidade. Por outro lado Ty nao é injectiva porque (por exemplo) T1(1,0,0,0,...,) = T11(0,0,0,0,...,),
e Ty nao € sobrejectiva porque (por exemplo) (1,0,0,...,) & Im(T). De facto Nuc(Ty) = {(an)nen : an =0, Vn > 2}
e Im(T) = {(an)nen : a1 = 0}.

Note-se ainda que Ty o Ty nao € a identidade pois € definida por (Ts o Th) (a1, ag, as,aq, ..., ) = (0,a2, a3, aq,...).

Exemplo 4.22. Um outro exemplo “interessante” é dado pelas aplicagoes lineares Ty, To : P(R) — P(R) definidas
por: Ty (f) = f' e To(f) = pf em que p € um polindmio nio constante fixzado. Entdo T) € sobrejectiva e ndo injectiva
e Ty € injectiva e nao sobrejectiva.

4.2 Aplicagoes lineares entre espacos vectoriais de dimensao finita

Estamos agora em condigoes de caracterizar as aplicagoes lineares entre espagos vectoriais de dimensao finita.

Notagao. Se B = (uy,...,u,) for uma base de um espago vectorial de dimensdo n (n € N) entao, para todo v € V
existem x1, . ..,x, € K dnicos tais que v = xyuy +- -+, v,. Escreveremos simplesmente v = (x1,...,2,)5. No caso
em que o espaco em questio € K™ e a base € a base candnica simplificaremos ainda mais a escrita, v = (1,...,Zn).
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Corolario 4.23. Sejam V e W espagos vectoriais de dimensdo e B e B* bases de V- e W respectivamente e suponhamos
que dim(V) =n e dim(W) = m. Uma aplicagio T : V. — W € linear se e s6 se existe uma matriz (a;j)mxn tal que

V(@1,...,20)B €V T((21,...,20)8) = (a1121 + -+ + Q1nTp, 2121 + -+ + A2nTp, ., A1 T1 + -+ Jramnxn)B*. (1)

Demonstra¢do. Suponhamos que T é linear e seja B = (u1,...,u,) € B* = (v1,...,v,). Suponhamos que, para
i=1,...,n, T(u;) = (a1i, a2, ..., am,)p - Nestas condigoes, se (z1,...,2,)g € K" entdo x =Y .| x; u; e, portanto

n n
T ( g T ui> = g x; T(u;) porque T é linear
i=1 i=1
n n n n
E xX; ((lu, A5y -+« 7am’i)3* = E a1;%;, E A2;iLjy ..., E Qi Li
i=1 i=1 i=1 i=1

Inversamente, vejamos que uma funcdo definida como em (1) é linear. Sejam = = (x1,...,2,)8 € V, y =
(Y1,---,Yn)B €V e a,b € K. Entao,

T((x1,...,%0)B)

B*

i=1 i=1 i=1

n n n n n n
= g a1;,0z;, E a2;aT;, . . ., E i QT + E a1;by;, E az;by;, . .., E Qmiby;
i=1 i=1 i=1 B i=1 i=1 i—1 B
n n n n n n
= a E a1;T;, E A2 Tjy .- E i T +b E aiiYi, E a2iYis - - - 5 E Qrmili
i=1 i=1 i=1 B* i=1 i=1 i=1 B

e a conclusao segue de imediato. O

T(ax+by) = (Z ayi(azx; + by;), Z agi(azx; + by;), . .., Z ami(az; + byi)>
B*

*

*

Estes ltimos resultados fazem uma ligacao entre L(V, W) e 0 espago M, (K), sendo dim(V) = n e dim(W) = m.
Resumindo temos.

Definigao 4.24. Sejam V e W espagos vectoriais tais que dim(V) =n e dim(W) = m e sejam B e B* bases de V e
de W, respectivamente. SeT : V — W ¢é uma aplicagao linear chamamos matriz de T relativamente as bases B e B*
a (inica) matriz de A = (aij)mxn dada pelo Coroldrio 4.23. Denotamos esta matriz por M3 T.

T
4 4 ’ . .
Por vezes escreveremos T((:cl, e ,xn)B) = /\/lg T : . De facto /\/lg T é a matriz coluna cujos elementos
Tn
sao as coordenadas, pela ordem correcta, de T((gcl7 ... ,:En)g) na base B’.

Nota 4.25. Nas condigoes da definicao anterior e tendo em conta o Coroldrio 4.28 a matriz Mg T ¢ a matrizm xn
cujo elemento da coluna i, linha j € a j-€sima coordenada da imagem do i-ésimo elemento de B. Costuma-se dizer
que na coluna i sao colocados por ordem as coordenadas na base B* do i-ésimo elemento da base B.

Exemplo 4.26. Se I : R* — R" € a funcdo identidade e B € uma base de R™ entao € imediato ver (usando por
exemplo a nota acima) que Mg] € a matriz identidade, independentemente de B. Por outro lado, se B* for outra
base de R™ entao ./\/lg I € a matrizn X n cuja coluna j tem os elementos do j-ésimo elemento de B*.

5 1 1
Por exemplo, se B* = ((5,1,2),(1,1,0),(1,0,3)) a matriz M%‘i I=1 110
2 0 3
Fazendo os cdlculos podemos ver que
3 3 2
1 = 2(51,2) — —(1,1,0) — —(1
(1.0.0) = $56:1.2) = 15(L1,0) — 15(1,0.3)
3 _3 _1
5 13 5 10 10 10
(0,1,0) = _E(5’1’2) = 1—0(1,1,0) + 1—0(1,0,3) e, portanto, Mg I = 3 - L
i 10 10
(0,0,1) = ——=(5,1,2) + —(1,1,0) + —(1,0,3)
) ) - 10 ) ) 10 ) 9 10 ) )
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Exemplo 4.27. Consideremos T : R® — R? definida por T(x,y,z) = (22 —y + 2z, —x + 32). Temos, se estivermos a
trabalhar com as bases candnicas de R? e de R?

c 2 -1 1
MC§T2<—1 0 3)'

Consideremos agora em R3 a base B = ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)). Como T(1,1,1) = (2,2), T(1,1,0) = (1,-1) e
T(1,0,0) = (2,—-1) temos
o (2 1 2
MBT‘(z -1 —1)'

Seja u = (2,1,3). E claro que T(2,1,3) = (6,7). Se tivéssemos de calcular T(2,1,3) conhecendo apenas a matriz
MZC; T comegariamos por escrever o vector (2,1,3) na basa B. Resolvendo o sistema inerente obtemos (2,1,3) =
(3,—2,1)5. Deste modo

T(u)=3T(1,1,1) — 27(1,1,0) + T(1,0,0) = (6, 7).
Como € referido acima este resultado pode ser obtido notando que

3 3
arnl 2N /2 1 2N[ 32\ (6
M| =2 _<2—1 —1> 2 _<7)'

Complicando ainda mais, vamos considerar a base B* = ((1,1),(1,—1)) em R2. Para calcular ME T teremos de
escrever a imagem dos elementos de B na base B*. Fazendo alguns cdlculos obtemos T(1,1,1) = (2,2) = (2,0)p~,
T(1,1,0) = (1,-1) = (0,1)p- e T(1,0,0) = (2,—1) = (3, 3)5~ e, portanto

x 20

0 1
Note-se que, & luz do que foi dito, os espagos L(K™, K™) e M,,x»(K) sio isomorfos. Mais concretamente, usando
as propriedades que conhecemos sobre matrizes e o Corolario 4.23 temos o seguinte resultado.

[SISCENTE

Teorema 4.28. Sejam V e W espagos vectoriais tais que dim(V) =n e dim(W) = m e sejam B e B* bases de V e
de W, respectivamente. Nestas condi¢oes a fung¢do

U: LV,IW) — Mpyxa(K)
T = ME' T

€ um isomorfismo. O

O seguinte resultado mostra que a ligacdo entre aplicacoes lineares e matrizes é um pouco mais forte. De facto a
composicao de aplicagoes lineares corresponde a multiplicagao das matrizes associadas a essas aplicagoes.

Teorema 4.29. Sejam U, V e W espagos vectoriais sobre K de dimensdo finita, By, By e Bs bases de U, V e W
respectivamente e T : U —V e S : V — W aplicagoes lineares. Entdo

B- B: B.
Demonstrag¢do. Suponhamos que By = (u1,...,uy), Bo = (v1,...,0n) e Bg = (wy,...,wg).

(aij)mxn = Mg? T7 (bri)kxm = Mgg 57
(erlixen = Mg (S0T)  (duj)ixn = M5} S - M2 T,

Vejamos que,

Vr=1,....k Vj=1,...,n Crj = drj.
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Por defini¢ao de ./\/lg“:’ (SoT), (SoT)(uj) = (c1j,¢25s---,Ckj)B ZcmwT
Por outro lado

(SoT)(u;) = ST(uy)) =S (a1j,a2j,--.,am;)B,) por definicao de ./\/lgf T

S (aljvl + agjve + - + amjvm)

= ZaijS(vi) por linearidade

= Z @;j (b1, b2i, ..., bgi)B, por definigdo de Mg; S

m k
= D _aiy ) briw,
=1 r=1
Deste modo
m k k m k m k
(SoT)(u Zzbriaijwr = Zzbriaijwr = Z Zbriaij w, = Zdrjwr~
i=1r=1 r=11i=1 r=1 =1 r=1

k k . .
Note-se que mostramos que ), _, drjw, = Y ., ¢rjw,. Mas isto prova, atendendo a que Bz é uma base que
drj = crj paratodor=1,... k. O

Vejamos algumas consequéncias deste resultado.

Corolario 4.30. Sejam k € N\ {1}, Uy, Us, ..., Uy espagos vectoriais sobre K de dimensdo finita, e, parai=1,... k
seja B; uma base de U;. Se T; : Uy — Uiqq, parai =1,...,k —1 é uma aplicag¢ao linear entiao

M Ty 00Ty o) = (ME_ Tea) -+ (MET) - (MET).
Demonstracdo. Basta aplicar repetidamente o teorema anterior. O]

Corolario 4.31. Sejam U eV espacos vectoriais sobre K de dimensdo finita, By e By bases de U e V' respectivamente
eT :U — V é um isomorfismo entdao

M T = (M T)

-1
Em particular, se V. =U e Iy € a identidade em U entdo Mg; Iy = (M52 IU) .

Demonstracao. Pelos resultados acima sabemos que Mgi (T~1oT) = Mﬁ; Tt . /\/lgf T e a conclusao segue porque
Mgi (T~ 1oT) = ./\/lgi (Iy) é a matriz identidade. O

Corolario 4.32. Sejam U e V espacos vectoriais sobre K de dimensao finita, By e By bases de U, D1 e Dy bases de
V e Entao se T : U — V € uma aplicagcao linear

MGT =Mp*Iy - MG'T - MG 1.

Em particular, se V ="U,

-1

1
MET = (METy) - MET - MBIy | ousejo |MBET = ME Iy - MET - (M 1)

Demonstracdo. Note-se que T' = Iy oT o Iy. Resta agora aplicar convenientemente o Corolario 4.30 e, para a segunda
parte, o coroldrio anterior. O
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Aplicando estes resultados ao Exemplo 4.27 temos

MET = ME Ips - MPT - M I
<1 1)‘1.(2—11). 1}(1)
1 -1 -1 0 3 Lo o
1 1
_ 2 2 (2 1 2
N 11 2 -1 -1
2 2
2 1 1
01 3

Pelo menos na resolugao de alguns exercicios e para evitar calcular matrizes inversas, podemos olhar para a
igualdade (nas condigoes referidas acima)

-1
MET = (M Iv) - MET - M3 Iy
na forma equivalente
B B B B
Mg Iy - Mg T =Mpg! T - Mgl Iy.
O resultado do corolario anterior dé origem & seguinte definicao.

Definicao 4.33. Sejam A, B € M, (K). Diz-se que A é semelhante a B se existir uma matriz P € M, (K) invertivel
tal que A = P~'BP.

Proposicao 4.34. A relacdo de semelhancga entre matrizes quadradas é uma relacdo de equivaléncia.

Demonstragio. Sejam A, B,C € M, (K).

E claro que A é semelhante A porque A = I 1AL, sendo I,, a matriz identidade de M,,(K). Por outro lado se
existe P € M, (K) invertivel tal que A = P"'BP entdo B = PAP~! e portanto B é semelhante a A (porque P ¢ a
matriz inversa de P~1). Finalmente, se existem P,Q € M,,(K) invertiveis tais que A = P"'BP e B = Q~'CQ entdo
A=P7'BP=PlQ7'CQP = (QP)"*C(QP). O

Note-se que a tnica matriz que é equivalente a matriz identidade I,, é a propria matriz I,,. Isto acontece porque,
se B for equivalente a I,, entdo B = P!, P, para alguma matriz invertivel P. O que estd em causa é a I,, comuta
com qualquer matriz. E entdo claro que, no lugar de I, podemos colocar qualquer matriz diagonal.

A ligagdo entre a definigdo de semelhanca de matrizes quadradas e Corolario 4.32 é 6bvio mas pode ser levada um
pouco mais além.

Proposicao 4.35. Sejam A, B € M, (K). Entao A e B sao semelhantes se e sd se existem bases B e B' de K™ ¢
uma aplicacdo linear T : K™ — K™ tais que A = MgT e B=ME,T. Além disso uma das bases pode ser arbitrdria.

Demonstragdo. Seja P € M, (K) invertivel tal que B = P~ AP e consideremos B uma base qualquer de K.
Defina-se T : K* — K" tal que A = MET. Como ji foi referido, isto é feito definindo a imagem de j-ésimo
elemento de B como (a1, a2;, - .., an;j)B, ¢ A = (Gij)nxn-
Consideremos B’ a base de K" cujo j-ésimo elemento é (pi1j,p2;,-..,Pnj)B, ¢ P = (Pij)nxn. Deste modo P =
./\/lg, I,,. Usando agora o Corolério 4.32 temos

MET=ME I, MET .- ME I, =P 'AP=B.
A outra implicagao é simplesmente o Corolario 4.32. O

0
r 2

(a)=CE2) ()
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4.3 Exercicios resolvidos

Vamos de seguida ver alguns exemplos.

Seja V' um espago vectorial de dimensao n. Pretende-se encontrar as aplicacoes lineares T : V. — V
tais que

Yu eV {T(u),u} é um conjunto linearmente dependente.

Isto significa que, para todo u € V existe A € K tal que T'(u) = Au (note-se que X pode depender de u).

Suponhamos que T satisfaz a condigdo e seja B = (u1,us, ..., u,) uma base de V. Entdo para todoi=1,...,n
existe \; € K tal que T'(u;) = A;ju;. O que vamos mostrar é que a linearidade de T vai implicar que A\; = -+ = A,,.
Parai=2,...,n, como {T(u; —u1),u; —u1} é um conjunto linearmente dependente e u; —u; # 0, existe A; € K

tal que T'(u; —uy) = A;(u; — ug) = Aju; — Ajug. Por outro lado T'(u; —uy) = T(u;) — T'(ur) = Mju; — Aug.

Igualando os dois valores que encontramos para T'(u; — u1) obtemos A;u; — Aju; = Aju; — Aug. Usando agora
o facto de {u;,u1} ser um conjunto livre temos A; = A\; e A; = A1 e, portanto, \; = \; para todoi=2,...,n.

Finalmente, se u € V, sejam «aq,...,q, € K tais que v = aqu; + -+ + @uu,. Entdo T(u) = o T(uq) + -+ +
anT(up) = arhur + -+ + aphiuy, = A (Qrug + - + apuy) = Au.

Sejam Vi, Vo, ..., V) subespacos de K™ tais que V; C V;41 edimV; = ¢, parat =1,...,k — 1. Vamos

definir uma aplicagao linear T : K" — K" tal que Nuc(T?) = V;, parai = 1,...,k. Note-se que, se v € K" entdo:

e veV;seesése T(v)=0;

e vEVyseesose T?(v) =0, ou seja, se e 56 se T(v) € Vi;

° ( .. )

e vV seeséseTF(v) =0, ou seja, se e s6 se T'(v) € Vi_.
Como definir T" equivale a definir as imagens dos elementos de uma base de K™ entao a observacao acima leva-nos
a considerar uma base B = (v1,va,...,v,) tal que (v1,...,v;) é uma base de V; para i = 1,...,k. Define-se

entdo T'(v1) =0, T'(vj) =vj_i,se j =2,..., ke T(v;) =vj, se j > k. E assim fécil ver que T est4 nas condicoes
referidas. O esquema a “reter” é

Vgpj —— Vkt4s Vp ——> V1 - Vo U1 0.
oo J T

Consideremos a funcdo f : R? — R? correspondente a uma rotacdo no sentido directo em volta
da origem de um angulo a. Seja (z,y) € R?\ {(0,0)}. Entdo existe v € R tal que, se p = /22 + y2,
(x,y) = (p cos(y), p sen(v)). O ponto (z,y) é enviado por f no ponto (z',y") = (p cos(y + @), p sen (v + «)).
Como

p cos(y + a) = p cos(y) cos(a) — p sen () sen («), p sen (v + a) = p sen () cos(a) + p cos(7y) sen ()

temos f(z,y) = (cos(a)z — sen (a)y, sen (a)z + cos(a)y).

Yy
cos(a; — sen (a) )

Fica assim mostrado que f é linear e Mgz f= ( sen (a cos(a)

, . ~ . . c .. .
Note-se que, se assumissemos que f era linear entao o calculo da matriz Mg2 f era bem mais simples pois

f(1,0) = (cos(a), sen (a)) e f(0,1) = (—sen (), cos(w)).
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Vamos agora definir 7' : R® — R3 tal que T'(x,y, 2) é a imagem ao espelho relativamente ao plano de
equacdo = 4+ y = 0. Vamos agora escolher trés vectores que formem uma base de R3 e cuja imagem por T seja

facil de calcular. Escolhemos dois vectores u e v no plano e um vector w perpendicular ao plano. Note-se que
T(u) =u, T(v) =v e T(w) = —w, ficando assim definido T. Temos assim, se B = (u,v,w), com w = (1,1,0),
u=(0,0,1) ev=(1,-1,0)

0 1 1 1 0 0 o 1 1\ " 0 1 -1
0 -1 1 01 o0 0 -1 1 = (o -1 41
1 00 0 0 -1 1 0 0 1 0 o0

Exercicio 5.| Consideremos agora, em R? uma rotacdo 7' de um angulo 7 em relacdo a um eixo. Suponhamos que
(2,1,1) é um vector desse eixo. Vamos (novamente) escolher uma base que se adapte convenientemente a este

problema. Consideremos u = (2,1,1) e v e w dois vectores ndo colineares e que sejam perpendiculares a (2,1, 1).
Nesta situac¢ao T'(u) = u, T(v) = —v e T(w) = —w. Deste modo, se v = (0,1, —1), w = (1,-2,0) e B = (u,v,w)

MG T

S O =
\/

N[=N= O
== O

oS = O

-1
0
0

= O O

1 0 0
entdo MET = ( 0 —1 0 |. Sendo assim
0 0 -1

2 0 1 1 0 0 2 0 1\ "
MET=MPI-MET MEI=|1 1 -2 0 -1 0 11 -2 =1
1 -1 0 0 0 -1 1 -1 0

e portanto T'(x,y, z) = %(;U +2y+22,2¢ —2y+ 2,2z +y—22).

Vamos agora definir T : R® — R? tal que T'(z,y,z) é a projec¢do do vector (x,y,z) no plano de

equacao ax + by +cz = 0 (com a, b, ¢ € R nao todos nulos). Vamos assumir que T é linear (embora isso possa ser
verificado!). Vamos agora escolher trés vectores que formem uma base de R? e cuja imagem por T seja facil de
calcular. Escolhemos dois vectores u e v no plano e um vector w perpendicular ao plano. Note-se que T'(u) = u,
T(v) =v e T(w) =0, ficando assim definido T'. Temos assim, se B = (u,v,w), com w = (a, b, c)

UL v a 1 0 0 up v a -1 u wvi 0 u v wi -t
Mg§ T = Uz U2 b O 1 O U2 V2 b = U2 U2 0 U2 U2 w2 .
us V3 ¢ 0 0 O us v3 ¢ us vz 0 us V3 W3

Vamos tentar resolver com a maior generalidade possivel. Vamos supor que a # 0. Neste caso podemos escolher
u=(b,—a,0) e v=(—¢,0,a). Temos assim

b ¢ 0 b —c a\ 1 a® — ) —b(2c +a?) c(2b® +a?)
Cap _ _ _ b _ 2 2, 2 _
M3 8 2 8 a 0 AT a2b a(c® + a”) ach

0 a c —a‘c —acb  a(d® + %)

Definida a matriz Mgg T fica definida a aplicacao T. Atendendo a generalidade com que estamos a lidar, os
calculos nao foram muito complicados.

Consideremos as fungoes T, S : P3 — Ps tal que para cada polinémio p, T'(p) = p”’ +p e S(p)(t) =
(1+3t)p'(t). Calculemos MET e MBS, sendo B = (1,t,t2,¢3). Como:

o T(1)=1=(1,0,0,0)5, T(t) =t = (0,1,0,0)s, T(t2) = 2+t2 = (2,0,1,0)5 e T(t3) = 6t +13 = (0,6,0,1)5;
e S(1)=(0,0,0,0)5, S(t) = 1+3t = (1,3,0,0)5, S(t2) = 2t+6t2 = (0,2,6,0)5 e S(t3) = 3t+13 = (0,0,3,9)5
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temos

SO O =
o o= O
o= O N
o O OO
oS O W
O OO
O w o O

Daqui podemos concluir que 7' e um isomorfismo, porque a matriz acima tem caracteristica 4. Por outro lado
Im(S) tem dimensao 3 e (é claro) Nuc(S) tem dimensao 1.

E claro que a expressao de T' e S pode ser feita directamente usando a defini¢do. De facto

o T(a+bt+ct? +dt3) =2c+6dt +a+bt+ct? +dt3 =a+2c+ (b+6d)t+ct® + dt3;
o S(a+bt+ct?>+dt?) = (14 3t)(b+ 2ct + 3dt> = b+ (2c + 3b) t + (3d + 6¢) t* + 9d t3.

Isto pode ser “confirmado” usando as matrizes de T e de S. Temos

1 0 2 0 a

o s o106 b

T(a+bt+ct*+dt”) = T((a,b,c,d)g) = 001 0 .

00 01 d

= (a+2¢,b+6d,c,d)g=a+2c+ (b+6d)t+ct? +dt3.
e
01 00 a
o o3 20 b
Sla+bt+ct=+dt°) = S((a,b,c,d)p) = 00 6 3 .
0 0 0 9 d
= (b,2c+ 3b,3d + 6¢,9d)5 = b+ (2¢ + 3b) ¢ + (3d + 6¢) £ + 94 3.

Consideremos T : R? — R? linear tal que Mgi T = ( 72 _11 ) Vejamos que existe uma base B
de R? tal que ME T é diagonal.

Queremos encontrar u,v € R? tais que B = (u, v) seja uma base e M% T seja diagonal, isto é, T'(u) miiltiplo de
u e T'(v) miltiplo de v. Mas, se w = (a, b) # (0,0) entéo

(=5—XNa+4b =0
=0

- b :%a )\:3 b:2a
T(a,b) = A(a,b) < { 8a+ (=1 —\) =

< {()\+9)()\—3)a A=-9 b=—a.

|
e

Podemos assim escolher u = (1,2), para A =3, e v = (1, —1), para A = —9. Deste modo MET = ( g _8 )

Note-se que, a partir do momento em que mostramos que hé uma base de R? na qual a matriz de T é diagonal,
n

P - -5 , . - .

é facil encontrar uma expressao para ( 3 1 que é a matriz de T™ na base candnica. Para isso basta

notar, usando o Corolario 4.32, que

(F)-Ga)G e
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de onde obtemos

() -

Note-se que esta argumentacao funciona com qualquer matriz que seja semelhante a uma matriz diagonal.

Vamos ver em que condigdes existe uma aplicacao linear T : K™ — K" tal que Nuc(T) = Im(T).

Atendendo ao Teorema 4.19 se existir uma tal aplicagdo entdo n terd de ser par e dim Nuc(T') = dimIm(7T') = m,
sendo n = 2m.

Inversamente suponhamos que n = 2m, com m € N e seja B = (u1,...,Um,V1,...,0y) uma base de K" e
definamos T do seguinte modo: T'(u;) =0 e T(v;) = u;, para i = 1,...,m. Deste modo:

o {u1,...,um} C Nuc(T) e portanto, dim Nuc(7T') > m;

e Im(T) é gerada por {uy,...,uy} e portanto dim Nuc(T') = m, pois {uy,..., U, } é um conjunto livre.
Assim Im(T) C Nuc(T) e dimIm(T) = m. Usando o Teorema 4.19 obtemos dim Nuc(T) = m e, portanto
Nuc(T') = Im(T).

Nesta segunda parte poderiamos nao ter usado o Teorema 4.19. E claro que a prova ficaria mais complicada. O

que falta mostrar é que Nuc(T') estd contido no espago gerado por {uy, ..., un}. O raciocinio pode ser o seguinte.
Seja w € Nuc(T) e consideremos ay, . .., am, b1, ..., by, € R tais que w = ajug +- -+t + 0101+ -+ b Ui, €
Nuc(T). Entao 0 = T'(w) = byug + - - - + bypuyy, de onde se conclui que by = -+ = b, = 0 porque {ug, ..., Uy} é

um conjunto livre e portanto w € Nuc(T).

Define-se trago de uma matriz quadrada A e denota-se por tr(A) como a soma dos elementos da

diagonal de A. Vejamos que se T : K® — K" é uma aplicacao linear ¢ B e B’ sdo bases de R™ entao Mg/ T
e Mg/ T tém o mesmo traco. Comecamos por ver que tr(AB) = tr(BA) se A = (aij)nxn € B = (bij)nxn-
Comecemos por notar que

AB = (Z aikbkj> BA = <Z bikakj>
k=1 n k=1 n

Xn Xn

Deste modo

tr(AB) = Zn: (i%k%i) = Zn: < Y aikbki> = i( . bkiaik> = tr(BA).

i=1 \k=1 k=1 \i= k=1 \i=

Usando o Corolario 4.32 e a igualdade acima temos

tr(MgiT) = tr (&%’_{-M@T- (Mg’l)l) = tr | MBT . (Mg/l)il-/\/lgll = tr (MET).

=In

Isto significa que podemos definir o traco de uma aplicagao linear de K™ em K™ como sendo o traco da matriz
Mg T, sendo B uma qualquer base de K™.
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4.4 Exercicios

E muito facil encontrar exercicios rotineiros sobre aplicagoes lineares, principalmente se estivermos a lidar apenas
com espacos vectoriais de dimensao finita. Por exemplo:

e Escolhemos A € M, «,(K), com ou sem pardmetros e podemos fazer perguntas sobre a aplicacdo linear T :
R™ — R™ tal que Mg = A, sendo B base de R™ e B’ base de R™:

— qual o niicleo e a imagem de T? e de T2?
— T é semelhante a uma matriz diagonal?

— qual a matriz de T noutras bases (que sejam dadas)? T é um isomorfismo e se sim, qual a sua inversa.

e Escolhemos um subespago E de R™ e um subespago F' de R™ e procuramos uma (todas!) aplicagao linear com
ntcleo igual a F e imagem igual a F'.

Desta maneira ja temos um numero grande de exercicios para treinar.

Para nao estar sempre a repetir, U, V e W sao sempre espagos vectoriais sobre K.

1. Consideremos o espagco vectorial F(R,R) = {f : R — R}. Quais das fung¢oes T : F(R,R) — F(R,R) definidas a
seguir sao lineares.

a) T(f)(z) = f(-x),se f € F(R,R) e v € R;

b) T(f)(z)= f(xz+1)— f(z), se f e F(R,R) e z € R;

¢) T(f)(x)= flax +D),se f € F(R,R) e z € R (com a,b € R);
d) T(f)(x)=zf(z),se feF(R,R)ezecR;

e) T(f)(x)=LEt=I@ o fe F(RR)exeR (com h#0).

2. Calcule T?, em que T esté definida na tltima alinea da pergunta anterior.

3. Seja F': V — W uma fungao aditiva (preserva a soma). Mostre que F(Au) = AF(u) qualquer que seja A € Q e
u € V. Sugestao: comece por considerar os casos em que: A € N; XA € Z; A é o inverso de um inteiro positivo.

4. Dé um exemplo de uma fungao nio linear 7 : R? — R tal que T'(au) = aT'(u) para todo a € R e u € R?.
5. Mostre que, se T : V. — W é linear, A C V. Mostre que:

a) se T'(A) é um subconjunto livre de W entao A é livre;

b) se T néo é injectiva entdo existe B C V que é livre e tal que T'(B) nao é livre.

6. Seja T : V — W uma aplicagao linear. Mostre que a imagem reciproca por 7" de um subespago vectorial de W
é um subespaco vectorial de V.

7. Calcule, se existir, T~ em que T : R3 — R3 é definida por:

a) T(z,y,z) =(z+y,y+22+a);

b) T(z,y,2) = (x —3y+2z,y+ 2,y +42);

c) T(x,y,2)=(x+2y+4z,2x+4z,2+y+ 2);

d) T(z,y,z) = (2x+ 12y + 19z, 2 + 123y + 121z,0).

8. Seja T : R? — R3 linear tal que T'(1,1,1) = T'(0,1,1) = 27(0,0,1). Quais as possibilidades para a caracterfstica
de Mgg T?7 Dé um exemplo de T em cada uma das situagoes.

9. Seja ¢ : R? — R3 linear tal que ¢(1,0,0) = (0,1,0), ©(0,1,0) = (2,2,2) e 9> = p. Calcule ¢ e, de seguida, ¢",
para qualquer n € N.

10. Mostre que nio existe ¢ : R® — R3 linear tal que ¢(1,0,0) = (0,1,0), »(0,1,0) = (2,2,0) e p> = .
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Sejam n € N, ¢, 9 : R™ — R" lineares, nao bijectivas e tais Nuc(¢) = Nuc(¢)) e Im(p) = Im(¢)).

a) Mostre que, se n = 2, entdo ¢ e ¢ sdo miltiplas uma da outra, isto é, existe A € R\ {0} tal que ¢(u) = Mp(u),
para todo u € R2.

b) Mostre (com um exemplo) que o resultado da alinea anteiror nao ¢ vélido se n = 3.

Considere a aplicacao linear T : R3 — R3 .
(z,y,2) — (2z,4¢ —y,2z+ 3y — 2)

a) Mostre que T é invertivel e calcule 7.

2 0 0
b) Encontre uma base B tal que MET = | 0 -1 1 1.
0 0 -1
Seja M € M,,(K) e considere T: M,(K) —  M,(K)
A — AM - MA

a) Mostre que T é linear.

11

b) Con51deren:2eM:<0 1

) e calcule uma base de Nuc(T), Im(7'), Nuc(T?), Im(T?).

¢) Nas condigdes da alinea anterior calcule M% T, sendo B uma base de M,,(K) & sua escolha.
Considere T : R? — P3(R) aplicagdo linear tal que 7(1,0,0) = 23 +2z, T(0,1,0) = 2% — 2z ¢ T(0,0,1) = 23 +22%.

a) Determine uma base de Nuc(T') e uma base B de R? que a contenha.
b) Determine uma base de Im(7") e uma base B’ de P3(R) que a contenha.
c¢) Calcule Mg/ T.

Considere V = R* x R* e as operacoes

@ : VxV — |4 e ©: RxV — .
(#,9), (a,;b) = (za,yd) (A (@) = @y
a) Mostre que V com as operagoes & e ® é um espago vectorial sobre R.
b) Mostre que, se a,b € Rt \ {1} entao By, = ((a,1),(1,b)) é uma base de V.
¢) Mostre que T : vV = |4 ¢ linear e calcule Mgg'g T.
(@y) = (2,5) |
d) Seja B = ((e,1),(1,e)), em que e é o ntimero de Euler (ou de Napier). Calcule T(z,y),se T : V — V é

linear e tal que MET = ( g _? )

Considere V = Rt x R e as operacoes

@ : VxV — 14 e ©: RxV — \%4 .
(z,y),(a,b) — (za,y+Db) ()\, (x,y)) = (2 Ay)

Use o facto de V' ser um espaco vectorial sobre R.
a) Mostre que, se a € RT\ {1} e b € R\ {0} entdo B, = ((a,0),(1,b)) é uma base de V.

b) Calcule explicitamente T : V — V linear tal que Mgz'z T = ( i ;’ >

¢) Seja S :V — V definida por S(z,y) = (xe¥,y + log x). Mostre que S é linear e calcule uma base do seu
ntcleo.

Sejam S < R™ e T < R™. Quais as condigoes sobre S e T de modo a que exista ¢ : R™ — R™ linear tal que
Nuc(p) = S e Im(p) =T7
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.
29.

Sejam B = ((1,1),(2,3)), D = ((1,2),(2,1)) e T : R* — R? uma aplicagao linear tal que

MET = ( é ? ) Calcule MB T

Sejam U, V, W espagos vectoriais, T : U — V e S : V — W aplicagdes lineares. Mostre que, se (u1,...,u,) é
uma base de Nuc(T) e (T'(wy),...,T(wy)) é uma base de Im(7T") N Nuc(S) entao (uq,...,ur,w,...,wg) é uma

base de Nuc(S o T).

Seja T : R3 — R3 linear tal que M2 T é a matriz identidade sendo B = ((1,1,1),(1,1,0), (1 ,0,0)) D =
((1,1,0), (2,1,0), (0,0, —1)). Sejam ainda B’ = ((1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)) e C3 = ((1,0,0), (0, 1,0), (

Calcule M5 T, MB, T, ME T, MG T, MET~*, ME T~ ME T~1. Calcule ainda T(z,y, 2).

Sejam A; = {(a +c,a+b+2¢,—a+b,2a+ b+ 3c);a,b,c € R}, Ay = {(z,y,2,t) ER*:z+y+2+t=0}e A3

o subespaco de R* gerado por (1,0,0,1). Para que valores de i, j = 1,2, 3 existe uma aplicacdo linear de R* em
R?* cujo niicleo seja A; e a imagem A;?

Seja ¢,v : P(R) — P(R) tais que, se p(z) = ag + a1@ + - - - + a,2™ entdao ¢(p)(z) = a1 + azx + -+ + az" e
Y(p)(x) = apr + ayx® + -+ + apz™ L. Mostre que poty =T epod # I.

Sejam Ty, T5, T3 : R? — R? definidos por

Ty (x,y,2) (T+y+tzetyt+zrty+e)
Tr(z,y,2) = QQe—y—z,x—2y+z,x+y—22)
Ts(z,y,2) = (—z4+y+z,c—y+z,c+y—2).

a) Para cada i = 1,2, 3 calcule Nuc(7y) e Im(7T3).

b) Para cada i = 1,2,3 escolha u € Im(T) \ {(0,0,0)} e calcule T, *(u).

c) Para que valores de i, R? = Nuc(7;) ® Im(T3).

d) {Ti,T»,T»} é um subconjunto livre de £(R3,R3)?

Considere T : R? — R3 tal que Mgz T=

N O =
W = N
— =

a) Mostre que R3 = Nuc(T) @ Im(T).
b) Calcule {(z,y,2) € R®: T(z,y,2) = (1,1,4)}.
¢) Encontre MET em que B é uma base de R® contida em Nuc(7) U Im(T).

Sejam T : U — V e S : V — W aplicagoes lineares tais que Nuc(7T') e Nuc(S) tém dimensdo finita. Mostre que:

a) Nuc(T) € Nuc(SoT);

b) weNuc(SoT)seséseT(u) e Nue(S).

¢) dimNuc(S oT) = dim Nue(T')+dim Nuc(S) N Im(T) (aplique o Teorema 4.19 a restrigdo de T a Nuc(SoT)).
) )=

d) dimNuc(S oT) = dim Nue(T)+dim Nuc(S) se e sé se Nuc(S) C Im(T') (em particular, se T for sobrejectiva).

Encontre todas as aplicages lineares T : R? — R3 tais que Nuc(T') = {(x,y, 2) : 2z+y+2z = 0} e (1,1,1) € Im(T).
Para cada uma delas encontre Mgi T.

Seja T : V — W tal que Nuc(T) e Im(T) tém dimenséo finita. Mostre que V' também tem dimensao finita.
Seja T': V — V uma aplicacgao linear. Mostre que Nuc(T) NIm(T) = {0y} se e s6 se Nuc(T?) = Nuc(T).
Sejam E, F <V tais que dim F e dim F’ sdo finitas. Considere-se o espago vectorial E x F.

a) Mostre que A* = {(z,—z) : € EN F} é um subespago vectorial de E x F' que ¢ isomorfo a EN F.

b) Considere ¢: ExF — FE+F . Calcule Nuc(p) e conclua, usando o Teorema 4.19 que

(z,y) — x+y
dmFE+F=dmF+dmF —dimENF.
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30

31

32

33

34

. Seja T : V — V linear e tal que T2 = T. Mostre que:
a) I-T)?=1-T;

) se €K, ueV\{0}eT(u)=Auentdo A éigual a 0 ou a 1.
) u€Im(T) se e sése T'(u) = u;
d) sewu €V entdo T'(x) —u € Nuc(T);
) V =Nuc(T) ® Im(T);

) se V tem dimensdo finita entdo existe uma base B de V tal que a MgT é uma matriz diagonal cujos
elementos nao nulos sao iguais a 1.

. Sejam n € Ne T : R® — R" linear nao nula tal que 7% =T,

a) Mostre que R™ = Nuc(T') & Im(T).

b) Mostre que existe uma base B de R"™ e k < n tal que MST = (aij)ij=1,..,n em que a;; = 0 se i > k ou
k € invertivel e igual a sua inversa.

.....

. Sejam V e W espacos vectoriais de dimensao finita, com dimV > dimW,T:V - W e S : W — V lineares.

a) Mostre que dimIm(SoT) < dim V.

b) Conclua que S o T néo é invertivel.
. Mostre que:

a

. 1 < -
a) a matriz ( 0 1 ), com a # 0, ndo é semelhante a uma matriz diagonal;

b) uma matriz A € Myy2(K)(R) é semelhante a ( 0 -1

. 2 _ 7.
1 0>seesoseA— I;

c) se A é invertivel entdo AB é semelhante a BA.

. Seja V um espago vectorial sobre K admitindo uma base B. Defina V* = L(V,R) e V** = L(V*,R).
a) Mostre quese x € Ventdo Z: V — R élinear (isto é, pertence a V**).
fo= fla)
b) Mostre quese ¢: V — V** & um monomorfismo.

T = xT

¢) Conclua que, se dim V' é finita entdo V e V** s@o isomorfos.
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