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Capitulo 1 Produto interno em R"

Introducao

[ Produto interno e norma [ Regressdo linear

[ Ortogonalidade [ Método de ortogonalizacdo de Gram-
[ Projecdo ortogonal Schmidt

[ Método dos minimos quadrados [d Decomposicdo QR

Neste capitulo apresenta-se o produto interno como um conceito fundamental para descrever
caracteristicas geométricas de vetores em R™. Assim, a norma associada ao produto interno
permite calcular distincias e angulos entre dois vetores. O conceito de ortogonalidade juntamente
com a projecdo ortogonal sdo importantes para resolver problemas de minimizacdo através do
Método dos minimos quadrados. O Método dos minimos quadrados € usado para determinar
modelos de regressao linear. O Método de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, que transforma
uma base numa base ortonormada, permite determinar a decomposi¢do QR de uma matriz. A
decomposicao QR € relevante para simplificar em certos casos a resolucdo de problemas de

minimos quadrados.

1.1 Produto interno e norma

A seguinte defini¢do de produto interno generaliza a definicdo de produto escalar de dois
vetores. Neste curso apenas se consideram espacos vetoriais reais, passando-se apenas a dizer
“espaco vetorial”.

Sejam V um espago vetorial e a aplicagdo
VxV — R

(,y) — z-y.

Diz-se que esta aplicacdo define um produto interno se:
(a) Ve,y e V[z -y =1y x|
(b) Ve,y,zeVix-(y+2)=z-y+x-z|.
(c) Y,y € V,Va € R[(az) - y = a(x - y)).
(d) Yz € V\{Oy }z -z > 0].
(e) Oy -0y =0.

)

Também se usam as notagdes z|y, (x,y), (x,y) e (x|y) para representar o produto interno

dos vetores x e .
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Definicao 1.2

Chama-se espago euclidiano a um par (V,-) onde V' é um espago vetorial de dimensdo

finita e a aplicacdo - :' V x V. — R é um produto interno. .

Seja a aplicagdo
R™ x R™ — R
(($17‘"7xn)7(y17"'7yn)) — Z1Y1 -+ TpYn.

Entdo, (R™, ) é um espago euclidiano.

Observacao O produto interno usual de R™ € o produto interno do teorema anterior, que também
é designado por produto interno euclidiano. E ficil de verificar que as propriedades (a)-(e) da

Definicao 1.1 sdo vdlidas para este produto interno.

Exercicio 1.1 Determine o produto interno dos vetores z = (1, —2,1) e y = (3,4, 5).

Resolucio z-y=(1,-2,1)-(3,4,5) =1x3+(-2) x4+ 1x5=0.

A seguinte definicdo de norma generaliza o conceito de comprimento de um vetor.

Definicao 1.3

Sejam V' um espaco vetorial e a aplicacdo
l-|: Vv. — R

Diz-se que esta aplicacdo é uma norma se:
(a) Vz,y € Vl|lz +y| < |lz| + [lyll]- (desigualdade triangular)
(b) Yz € V,Va € R[[|ow|| = |ov][|]]]
(c) Vo € VA{Ov }[||lz| > 0].
(d) ||0v| = 0.

)
Definicao 1.4
Chama-se espaco normado a um par (V, || - ||) onde V' é um espago vetorial e a aplicagdo
|- : V— R é uma norma. N

Sejam (V,-) um espago euclidiano e a aplica¢do

|\-: V — R
r — -
Entdo, (V,|| - ||) é um espago normado.
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Definicao 1.5

A norma definida no teorema anterior chama-se norma induzida pelo produto interno. .

A norma por defeito num espaco euclidiano € a norma induzida pelo produto interno.

Seja a aplicagdo

-1 - R"™ — R
(Z1,.. s xn) — (@1, .., 20)|| = /22 F - + 22.
Entdo, (R™, | - ||) é um espago normado.

Observacao
o A norma por defeito de R™ € a norma do teorema anterior, que também € designada por
norma euclidiana.
o A titulo ilustrativo, apresentam-se mais exemplos de normas em R":
@ |zllp = (lz1[P +- -+ |znlP) %, p € N (fazendo p = 2 obtém-se a norma euclidiana).

() ||z]|co = max(|z1],. .., |zn])-

Exercicio 1.2 Determine as normas dos vetores z = (1,0,2) e y = (*2,0, —‘/75)

Resolucao

z]| = V12 4 02 + 22 = /5.

Il = (“2) +02+<—\/_§> Y-

Definicao 1.6

Sejam (V,-) um espago euclidiano e x € V. Entdo, x diz-se um vetor unitdrio se

2] = 1. .

Exercicio 1.3 Indique se os vetores do Exercicio 1.2 s@o unitarios.
Resoluciio Atendendo a resolugdo do Exercicio 1.2. tem-se que ||z|| = /5 # 1, pelo que x ndo

¢é um vetor unitdrio, e ||y|| = 1, pelo que y é um vetor unitdrio.

Teorema 1.4. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

Seja (V,-) um espago euclidiano. Entdo:

Vo,y € Ve -yl < [lzllllyll) v

Demonstracao Sejam z,y € V et € R. Atendendo as propriedades do produto interno,

tem-se que

(tz +y) - (tr+y) 20 & ||z]* + 2t(z - y) + ylI* > 0,
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que € um polinémio de segundo grau em t. O polinémio de segundo grau é maior ou igual a

zero para cada t se e so se
Az y)? = 4llz[Pyll* <0
ou
(- 9)* < ll=]*[lyll*.
Como (z - y)? = |z - y|?, conclui-se que

|z -yl < [l ][yl

Il
Definicao 1.7
Sejam (V, -) um espago euclidiano, || - || a norma induzida pelo produto internoe x,y € V.
Chama-se distdncia entre os vetores x e y, que se representa por d(z,vy), a
def
dlz,y) = ||z —yl|.
(z,y) = llz -yl L
Exercicio 1.4 Determine a distincia entre os vetores x = (1,0,2) ey = (3,1,0).
Resolucao
d(z,y) = [z —yll =1(1,0,2) = 3,1,0) = (=2, -1,2)| = V4 + 1+ 4 =3.
Definicao 1.8
Sejam (V, -) um espago euclidiano, || - || a norma induzida pelo produto internoe x,y € V.
Chama-se angulo entre os vetores x e y, que se representa por Z(z,y)(€ [0,7]), a
0 sex =0y ouy=0
def 1% Yy Vs
L(z,y) = .
arccos (Ilrl\llyll) sex # Oy ey # Oy.
[ )
Observaciao Sejam (V,-) um espago euclidiano, || - || a norma induzida pelo produto interno e

x,y € V. Entao:

(a) Atendendo 2 desigualdade de Cauchy-Schwarz tem-se que —1 < HTQ\CIITyLH < 1, pelo que a
defini¢do de aAngulo entre dois vetores faz sentido.

(b)
2 -y = ||| lyll cos b, em que 6 = Z(z, ).

Exercicio 1.5 Determine o angulo entre os vetores z = (1,0,2) ey = (3, 1,0).

Resolucio
x-y
Z(x,y) = arccos (—)
[y
(1,0,2)-(3,1,0) >
= arccos
(II(LO, 2)[11(3,1,0)]
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N <3+0+0>
_= I —_—
V510

3
= arccos | — | .
(V50>

1.2 Ortogonalidade

Definicao 1.9

-|| @ norma induzida pelo produto internoe xz,y € V.

Sejam (V, -) um espago euclidiano,
Os vetores x e y dizem-se ortogonais (ou perpendiculares), que se representa por x Ly,

se Z(z,y) = 5. o

Observacao Se x # Oy ey # Oy, entdo, z 1 yseesdse x -y = 0, pois

T -y T
La;,y):@arccos( )z@x'yzo.
) =5 fellloll) ~ 2

Exercicio 1.6 Indique o valor 16gico das seguintes proposicoes:
Py: “Os vetores z = (1,1,2) ey = (0,0, 0) sdo ortogonais.”
Py: “Os vetores z = (1,0,2) e w = (2, 3, —1) sdo ortogonais.”
Ps: “Os vetores z = (1,0,2) e v = (3,1, 0) sdo ortogonais.”
Resolucao
Py Como Z(x,y) = 0, pois y = Ogs, os vetores x e y ndo sdo ortogonais. Assim, Pj é uma
proposigdo falsa.
P, Como z-w = (1,0,2) - (2,3,—1) =2+ 0— 2 = 0, os vetores z e w sdo ortogonais.
Assim, P> é uma proposicdo verdadeira.
P; Como z-v = (1,0,2)-(3,1,0) =3+ 0+0 = 3 # 0, os vetores z e v ndo sdo ortogonais.

Assim, P3 é uma proposicdo falsa.

Definicao 1.10

Sejam (V,-) um espago euclidiano,

| - || @ norma induzida pelo produto interno e

Vi,...,0n € V. Diz-se que os vetores v1,...,v, formam uma base ortogonal se o

conjunto dos vetores é uma base e se cada um dos vetores considerado é ortogonal a cada

um dos outros, i.e., v; - vj = 0parai,j=1,...,n, 1 # j. N

Exercicio 1.7 Verifique se os vetores v; = (1,1) e v2 = (1, —1) formam uma base ortogonal
de R?.
Resolucao Como

14| =-1-1=-2%#0,
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entdo vy, vy sdo linearmente independentes e formam uma base de R?. Além disso
v =1—1=0,

pelo que {vy, vy} é uma base ortogonal de R?.

Definicao 1.11

Sejam (V,-) um espago euclidiano, || - | a norma induzida pelo produto interno e
Vi,...,0n € V. Diz-se que os vetores vi,...,v, formam uma base ortonormada

se o conjunto dos vetores é uma base ortogonal e além disso ||v;|| = 1, parai=1,...,n.

)

Diz-se também que os vetores vq,...,v, formam um sistema ortogonal (ou conjunto
? )
ortogonal) ou sistema ortonormado (ou conjunto ortonormado) se verificarem as propriedades

da Defini¢@o 1.10 ou da Definicdo 1.11, respetivamente.

Exercicio 1.8 Verifique se os vetores v; = ﬁ(l’ 3)ewvy = \/LTO(_?” 1) formam uma base
ortonormada de R?.

Resolucao Como

1 .3 1 \2 3\2 1 9

V6 TV :( > +<> L9 s
3 1 10 10 ’
V10 V10 V10 V1o

entdo vy, vy sdo linearmente independentes e formam uma base de R?. Além disso
o1l =1, floz]l = 1, v1 - v2 = 0.

Assim, conclui-se que {vy,v2} é uma base ortonormada de R?.

Se {v1,...,v,} € uma base ortogonal, entdo facilmente se obtém uma base orto-
normada, dividindo cada vetor v;, i = 1,...,n, pela sua norma ||v;||. Assim, {”Z—i”, cee ”5—"”}
n

€ uma base ortonormada.

Exercicio 1.9 Determine uma base ortonormada a partir dos vetores v; = (1,1) e vy = (1, —1).
Resolucao Como jd foi visto no Exercicio 1.7 que {v1, va} é uma base ortogonal, entdo dividindo
o0s vetores pelas respetivas normas, tem-se

(L_l)a

U1 1 (%) 1
T 7(13 1)7 T =
Joal] V2 o2l V2

1

pelo que {%(1, 1), 75(1, —1)} é uma base ortonormada de R>.

Definicao 1.12

Sejam (V, -) um espago euclidiano e W C V. Chama-se complemento ortogonal de W,

que se representa por W, ao conjunto

WL e vivwe W v L w]).

Exercicio 1.10 Seja W = {(0,0,2)}. Determine W+,

6
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Resolucio Como W C R3, seja (a,b,c) € R3. Entdo (a,b,c) € W se e s6 se (a,b,c) L
(0,0,2). Como (a,b,c)-(0,0,2) =0 < ¢ =0, conclui-se que

1 {(a,b,0) : a,b € R} ={((1,0,0),(0,1,0)).

Exercicio 1.11 Sejam W, = ((1,0,0)) e Wa = ((0, 1, 0)). Mostre que nenhum destes subespa-

cos € complemento ortogonal do outro (apesar dos vetores de W; e de W serem ortogonais).

Resolucao Como

Wit = {(a,b,c) € R :V¥(x,0,0) € Wi [(a,b,¢) L (z,0,0)]}
= {(a,b,¢) € R?:V(x,0,0) € Wy [(a,b,c) - (,0,0) = 0]}
= {(a,b,c) €R?:Vz € R [az = 0]}
= {(a,b,c) eR*:a =0}
={(0,b,¢) : b,c € R}
= ((0,1,0),(0,0,1))
entdo Wit # Ws
Como
Wit = {(a,b,c¢) € R*:¥(0,y,0) € Wy [(a,b,c) L (0,y,0)]}
= {(a,b,c) € R*:Y(0,y,0) € W [(a,b,c) - (0,y,0) = 0]}
= {(a,b,c) eR3:Vy € R [by = 0]}
= {(a,b,c) €R*: b =0}
={(a,0,¢) : a,c € R}
= ((1,0,0),(0,0,1)),

entdo Wit #+ W1.

Logo, nenhum dos subespacos W1 e Wy é complemento ortogonal do outro, apesar de

V(x,0,0) € W1 eV(0,y,0) € Wy, se ter (x,0,0) L (0,y,0), pois (x,0,0) - (0,y,0) = 0.

Sejam (V, -) um espago euclidiano e W um subespaco de V. Entdo:
(a) W é um subespago de V.
(b) O iinico vetor comum a W e W= é Oy
(c) O complemento ortogonal de W+ éW, i.e. (W)Lt =W.

Definicao 1.13

Seja A € Myxn(R).
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(a) Chama-se espago nulo da matriz A, que se representa por N(A), ao conjunto

solugdo do sistema homogéneo cuja matriz dos coeficientes é a matriz A, ou seja,
def
N(A) = CS(4z—q) -

(b) Chama-se espago das linhas da matriz A, que se representa por EL(A), ao

conjunto gerado pelas linhas da matriz A, ou seja,
def
EL(A) = (t14,...,lma).

(c) Chama-se espago das colunas da matriz A, que se representa por EC(A), ao

conjunto gerado pelas colunas da matriz A, ou seja,

de
EC(A) e (c1a,...,cma).

[ )
Exercicio 1.12 Considere a matriz A = [} ]. Determine o espago nulo N(A), o espago das
linhas EL(A) e o espago das colunas EC(A) da matriz A.
Resolucao Para determinar N(A), resolve-se o sistema homogéneo Az = 0, onde x = [31],

vindo

1 4/0 |+—— |1 4 |0

2 4|10 | log+tla—20; | O =410
Como car(A) = car(A|0) = 2 = n, onde n é o niimero de incdgnitas, entdo o sistema é possivel
e determinado. O sistema é equivalente ao sistema de equagoes lineares

1+ 420 =0 1 =0
— 429 =0 zg = 0.

Assim, tem-se N(A) = {(0,0)}
O espaco das linhas de A é

EL(A) = ((1,4), (2,4)) = {(a+ 28,40+ 48) : a, B € R}.

O espago das colunas A é

EC(A) = ((1,2), (4,4)) = {(y + 46,2y + 45) : 4,6 € R}.

O seguinte teorema estabelece uma relagdo geométrica entre os espago nulo e o espago das

linhas de uma matriz.

Seja A € My, xn(R). Entao:
(a) Ode A e o espaco das linhas de A sdo complementos ortogonais em R conside-

rando o produto interno usual, ou seja,

N(A)t =EL(A) e  EL(A)' =N(4).
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(b) O espaco nulo de AT e o espago das colunas de A sdo complementos ortogonais

em R™ considerando o produto interno usual,

N(AT)T =EC(4) e  ECA)*L =N@A4D).

Exercicio 1.13 Seja A = [1
(a) Verifique que EL(A)
)

(b) Verifique que N(AT) e EC(A) sdo complementos ortogonais em R2.

it
€

N(A) sdo complementos ortogonais em R3.

Resolucao

. . , T .
(a) Para determinar N(A), resolve-se o sistema homogéneo Ax = 0, onde x = [%2 }, vindo
3

12 0(0 |[+<———— |1 2 0]0
2 4 110 £2<—£2—2£1 0 0 1]0
Como car(A) = car(A|0) = 2 < n = 3, onde n é o nimero de incdgnitas, entdo o
sistema é possivel e indeterminado. A incégnita xo é uma incognita livre e o sistema é
equivalente ao sistema de equagoes lineares
1 + 229 =0 rp = —20
= ro=a€R
x3=0
xr3 = 0.
Assim, tem-se N(A) = {(—2a, @,0) : « € R} = ((—=2,1,0)).
O espaco das linhas de A é

EL(A) =((1,2,0),(2,4,1)) ={(8 + 27,28+ 47,7) : B,y € R}.
Por um lado, tem-se
EL(A)* = {(z,y,2) € R®:¥(a,b,¢) € EL(A)[(x,y,2) L (a,b,¢)]},
onde (a,b,c) = (6 + 27,28 + 4v,7), 8,7 € R. Como
(z,y,2) L (a,b,¢) & (z,9,2) - (B+27,2(8+27),7) =0
S x(B+2v)+2y(B+27)+ 2
& (ﬁ+2'y)(a:+2y)+2'y:0,
entdo x +2y =0 Az =0.
Logo EL(A)" = {(=2y,9,0) : y € R} = ((=2,1,0)) = N(A).

Por outro lado, tem-se

N(A)* € R’ :¥(a,B,7) € N(4) [(z,y,2) L (, 8,7)]}

€ R*:V(—2a,a,0) € N(4) [(z,y,2) L (—2a,0,0)]}

x? y?z

{( )
{(z,y,2)
{(z,y,2) €R?:Va € R [-2az + ay = 0]}
{( )
{( )

r,y,2) € R¥:Va e R [a(-2z +y) = 0]}

eR?:y =2z}

x’y’z
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(b)

{(z,2z,2) : 2,z € R}
(

(1,2,0),(0,0,1)).
Como
EL(A) = {(6 + 2772(6 + 27)77) 1B+ 2y,7€ R} = <(17270)> (ana 1))7

entio N(A)*+ = EL(A).

Logo EL(A) e N(A) sd@o complementos ortogonais em R3.

Para determinar N(A7), resolve-se o sistema homogéneo ATx = 0, onde x = [3}], vindo
120f(¢<—— |1 2|0 |¢—— |1 2|0
2 410 | lo<+4la—=200 | 0 00 ly < U3 0 1]0
0 1]0 0 110 0 0]0

Como car(A) = car(A|0) = 2 = n, onde n é o niimero de incognitas, entdo o sistema é
possivel e determinado. O sistema é equivalente ao sistema de equacoes lineares

1+ 229 =0 1 =0

-~
x9 =10 zo = 0.
Assim, tem-se N(A™) = {(0,0)}.
O espago das colunas de A é
EC(A) = ((17 2)7 (27 4)7 (07 1)) = <(17 2)7 (07 1)) =R%.

Por um lado, tem-se

€ R? : ¥(a,b) € EC(A) [(z,y) L (a,b)]}

EC(A)" = {(z,y)
= {(z,y) € R? : ¥(a,b) € EC(A) [za + yb = 0]}
={(z,y) eR?:2=0Ay =0}
= {(0,0)}.

Logo, EL(A)+ = N(AT).

Por outro lado, tem-se

N(AT)" = {(,y) € R?: V(a,b) € N(AT) [(z,y) L (a,b)]}
= {(z,y) €R?: (z,y) - (0,0) = 0]}
= {(z,y) €R?: 0z + 0y = 0}
= {(z,y) e R?*}

Logo, N(AT)t = EC(A).

Assim, conclui-se que EC(A) e N(AT) sdo complementos ortogonais em R>.

10
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1.3 Projecao ortogonal

Em virias aplicagdes, por exemplo na drea da Fisica, € necessario decompor um vetor em
duas dire¢des: uma paralela e outra perpendicular a um outro vetor de referéncia dado. Sea e b
sdo dois vetores do plano R? tais que b # O, entdo vetor a pode ser escrito como a = w + u,
onde w é um vetor paralelo a b (o que significa que w e b s@o linearmente dependentes) e v é um

vetor ortogonal a b (ver Figura 1.1).

b

Figura 1.1: Decomposi¢do de um vetor em duas dire¢des ortogonais.

Geometricamente, o vetor w pode ser obtido da seguinte forma. Sejam a = v4, 4, 0 vetor
com ponto inicial A; e ponto final As e b # Op2. Considera-se uma reta perpendicular ao vetor
b que passa no ponto final A, do vetor a. Seja () o ponto de interse¢do dessa reta com o vetor b.
Entdo, tem-se que w = v4,¢ € o vetor com ponto inicial A; e ponto final ) (ver Figura 1.2).

O vetor w é designado por vetor projecdo ortogonal de a sobre b e serd mais a frente

representado por projy a.

&

Pl 2
f=p

Ay "

QO

Figura 1.2: Projecdo ortogonal de um vetor sobre outro vetor.

Considere os vetores w e v = a — w (ver Figura 1.3). Como w e b sdo vetores linearmente

dependentes, entdo existe k € R tal que w = kb. Assim, tem-se que a = w + v = kb + v.

b

w

Figura 1.3: Vetora = w+vcomw || bev L b.
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Considerando a = kb 4 v e calculando o produto interno de a com b e de kb + v com b,

obtém-se a seguinte igualdade

a-b=(kb+v)-bsa-b=k(b-b)+uv-b.

Como v é perpendicular a b, a Gltima igualdade simplifica para a - b = k||b||?, logo,
_a-b
[l
Como w = kb, entdo, substituindo o valor de k nesta expressao, conclui-se que
a-b
w = ——=b.
1612

Estes resultados podem ser generalizados quando a e b pertencem a um espago vetorial de

dimensdo finita. Faz entdo sentido definir o vetor w = proj, a da seguinte forma.

Definicao 1.14

Sejam (V,-) um espago euclidiano e a,b € V tais que b # Oy. Chama-se projecdo

ortogonal do vetor a sobre o vetor b, que se representa por proj, a, ao vetor

proj, a def 49 bb
’ [l

No seguinte teorema estao resumidos os resultados obtidos anteriormente.

Sejam (V,-) um espago euclidiano e a,b € V tais que b # Oy . Entdo:
(a) O vetor a — proj, a é ortogonal ao vetor projy, a.
(b) a = w+ v, onde w = projya e v = a — proj,a, sendo w e b linearmente

dependentes e v ortogonal a b.

Na Figura 1.4 pode observar-se que a = proj, a+ (a — proj, a); b e proj, a sdo linearmente

dependentes e a — proj, a € ortogonal a b.

a — proj, a

proj, a

Figura 1.4: Vetores a, b, proj, a e a — proj, a.

O comprimento do vetor da projecdo ortogonal de a sobre b é

o Ja-b
| projy all = =5
vol =g
pois
) a-b l|la - bl la - b
Iprojsall = |52 ’ e P= T
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O vetor da projecao ortogonal de a sobre b também pode ser escrito da forma

. a-b,  |allllb] cos ¢
proj, a = b= b=
IR 161

onde ¢ € o angulo formado entre os vetores a e b.

b
lall cos
1]

A Definicao 1.14 também pode ser entendida de outra forma, tendo em conta o

angulo entre os vetores a e b.

(a) Considere ¢ € [0, g] Note que se tem
a-b _ |a-bl | projy, all

= e Cosp =
lelllfoll llalll[ol
la-b] __ [[proj, af

(ver Figura 1.5). Igualando as duas expressoes para cos ¢: TallBl = Tall

cosp =

, eresolvendo

em ordem a || proj, al| obtém-se

I projy a = 14
proj, aj| = .
0

O vetor proj,a, que tem dire¢do e sentido de b e comprimento || proj,al|, é obtido

multiplicando %% pelo vetor unitério 2
p ol P ToT

a-b b a-b

proj,a = — — = ——=b.
U RN

ﬁ' b
proj, a

Figura 1.5: Vetor proj, a com ¢ € [0, 3].

(b) Considere ¢ € [g, 7r]. Note que se tem (ver Figura 1.6)

cos p = ab cos(m — ) = —cosp = | projy, al|
lallllo] ]
Igualando as duas expressdes para cos ¢, vem ”ac|1|~|1|)bH — | pll“lc;if') all donde se obtém
. a-b
I projyall = =1 (= 0).

O vetor proj, a, que tem direcdo e sentido oposto de b e comprimento || proj, al|, é obtido

multiplicando —ﬁ pelo vetor unitario — H%H:

. a-b b > a-b
projya¢ = ——— | =0 | = 7=5b.
’ 2] ( 1ol llblf?
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a

¢ b
projy a

Figura 1.6: Vetor proj, a com ¢ € %, 7).

Exercicio 1.14 Sejam u = (2,2) e v = (1, 2).

(a) Determine a proje¢do ortogonal do vetor v sobre o vetor u.

(b) Calcule o comprimento do vetor da projecdo ortogonal de v sobre u usando dois processo

distintos.

(c) Determine um vetor ortogonal ao vetor da projecdo ortogonal de v sobre w.

Resolucao
(a)
) uU-v (2,2)-(1,2) 2+4 3
proj, v = U= (2,2) = ——=(2,2) = =(1,1)
o ul? 1(2,2)[? (VA+4)? 2
(ver Figura 1.7).
Y
3
2 . u
1 proj,, v
1 2 3

Figura 1.7: Vetores u, v e proj,, v.

(b) Processo 1:
lu - v _ 6

3
lull — V8 22

Processo 2: Tendo em conta o resultado da alinea anterior, entdo

33,

I proj,, vl =

Iroi, ol = |20 = 2w =

(c) O vetor

v —proj, v = (1,2) — =(1,

N
—_
=
|
/T
o =
S N
SN—

QA
=)
3
S
oQ
S
=
Q
=
Q
o]
=
o
.
S
&
i)
S
S
\
~—
—
NI
NI
~—
Il

(ver Figura 1.8).
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Yy
3
2t 1
1 e proj, v
U — Proj, v &
x
-2 -1 1 2 3

Figura 1.8: Vetor v — proj,, v.

Exercicio 1.15 Sejam u = (1,1,0) e v = (2,2, 3).
(a) Determine a projecdo ortogonal do vetor v sobre o vetor u.
(b) Calcule o comprimento do vetor da proje¢@o ortogonal de v sobre u usando dois processo
distintos.

(c) Determine um vetor ortogonal ao vetor da projecdo ortogonal de v sobre .

Resolucao
(a)
. U v (1,1,0)-(2,2,3) 2+2
proj, v = u = (1,1,0) =
[lu]? 1(1,1,0)]? (v2)?

(1,1,0) = (2,2,0).

(b) Processo 1:

. lu - vl 4
Iproj, v|| = G = ——= = 2v2.
“ [ull  2v2
Processo 2: Tendo em conta o resultado da alinea anterior, entdo
I proj, oll = [1(2,2,0)]| = 2v2.
(c) O vetor

v — proj, v = (2,2,3) — (2,2,0) = (0,0, 3)

é ortogonal a proj,, v, pois (0,0,3) - (2,2,0) = 0.

Teorema 1.8
Seja (V,-) um espago euclidiano ndo nulo. Entdo, existe uma base ortonormada em'V'. O

O processo que se apresenta a seguir permite construir uma base ortonormada a partir de

uma base qualquer do espaco e € designado por método de ortogonalizacdo de Gram-Schmidkt.

Teorema 1.9. (Método de ortogonalizacio de Gram-Schmidt)

Sejam V' um espago euclidiano ndo nulo de dimensdo n e {e, ..., ey} uma base de V.
Entdo, o seguinte algoritmo determina uma base ortonormada de V' :

Passo 1 [calcular o primeiro vetor da base ortonormada]
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__ €1
W1 = el

Passo 2 [calcular os restantes vetores da base ortonormada]

para k < 2 até n fazer

k-1
Zk = € — Zwi (ek . wi)
i=1
2k
wg =
12|
fimpara
Os vetores zx, k = 2,...,n também podem ser escritos da forma
k—1
2L = el — ZPTOJW €.
i=1
Sejam V' um espago euclidiano ndo nulo de dimensdo n e {ej,...,e,} uma
base de V.
(a) O vetor

7y = €3 — Proj,, ez = ez — wi (e2 - wi)

é ortogonal a w; e 23 ndo é nulo, porque se zo = Oy ter-se-ia
€9 - W1
€1,
[[el]

o que significa que e; seria multiplo de e;, o que é impossivel visto que e; e eo sdo vetores

ex = (eg - wi)wy =

linearmente independentes.

Os vetores wy € wo = =2 formam um sistema ortonormado.

[lz2]]
(b) O vetor
Z3 = e3 — projw1 es — pI‘ij2 es
=e3 —w; (e3-wi) —ws (e3 - wo)

¢ ortogonal a w; e ws e, como no passo anterior, a independéncia linear de {ey, ea, ... e, }

assegura que 23 7 Oy .

23
[lz3ll

(c) Continuando este processo, calculando os vetores

Os vetores w, ws € w3 = formam um sistema ortonormado.

2 = €k — PrOJy, €k — PIOJy,, €k — "+ — projwkq e
=ep —wp (er-w1) —wy (e - w2) — -+ — Wp—1 (€ - Wr—1)
e
Zk
Wy = ———
|2l

para k = 4,...,n, mostra-se que os vetores wi, . .., w, formam uma base ortonormada
em V.

0

Note que, no teorema anterior, wy, é ortogonal a {e1,...,ex_1}.

16
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Exercicio 1.16 Usando o método de Gram-Schmidt, obtenha a partir dos vetores da base e; =

(1,1,1),e2 = (0,1,1), e3 = (0,0, 1) uma base ortonormada {wy, w2, ws}.

Resolucao Aplicando o processo de Gram-Schmidt obtém-se:
. €1 o (17 17 1) o L
led (L LD V3

zg = e — wy (eg - wo)

w1 (lvlvl)a

1 1
=(0,1,1) — %(1, 1,1) ((0, 1,1)- —(1,1, 1))
2

w

—(0,1,1) — ——(1,1,1)

V3 V3
(211
—\ 3'33)"
w9 = 2 = 1 _211 _@(_211).
STl T i U)o

z3 =e3 —w (e3-w1) —ws (e3 - wa)

1 1
=(0,0,1) — %(1, 1,1) ((0,0, 1)- %(1, 1, 1))

- @(_27171) ((0707 1) ' \/6(_27171>>
6 6
1 1
= (0’ 1’ 1) - 5(17 17 1) - 6(_23 ]-7 1)

11
=(0,—=, =
<7 272>7
23 1 11 V2 V2
w3 = = 07_7a7 = 07_777 .
ETVE S 2772
171

Assim, conclui-se que a base ortonormada {w1, wy, w3} obtida a partir dos vetores e, ez, €3

é dada por
1 V6 V2
—(1,1,1), —(—2,1,1), — (0, —1,1) ».
{Jg )2 (-2,1,1), 25 )}
Se {v1,...,v,} é uma base ortonormada do espago euclidiano (V,-) e u € V, entdo

u=(u-vy)vy + (u-ve)vy + -+ + (u- vy)vp.

Como {vy,...,v,} é uma base, entdo
Jag,...,an € Rlu=ajvr + -+ + anuvy)].
Basta entdo provar que oy; = u - vy, parat = 1,...,n:

u-vp = (Qvr + - apvy) v = (v v) o+ an (v - vi) = ag,
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pois v; - v; = lewv;-v; = 0 parai # j. -

Exercicio 1.17 Considere a base ortonormada B = {%(1, -1,0),(0,0,1), % (1,1,0) } de

R3. Escreva o vetor u = (2,1, 1) como combinagio linear dos vetores da base B.
Resolucido Sejam vy = %(1, —1,0), v2 = (0,0,1) e v3 = % (1,1,0). Como
wevy = (2,1,1)- (1,_1,()) 2 1
V2' V2 V2 V2 V2
u-ve = (2,1,1)-(0,0,1) =1,

1 1 2 1 3

wovg = (2,1,1) (= 0] = 4+ — = >
3= )<¢§\/§> NI

entao

1 3
u=(u-v1)v1 + (u-v2)va + (u-v3)v3 = —=v1 + V2 + —=V3.

V2 V2

Definicao 1.15

Sejam (V,-) um espago euclidiano, W um subespaco de V e v € V. Diz-se que o vetor

w € a projecdo ortogonal de v sobre o subespago vetorial W, que se representa por

W = Projy v, se

Ve e W(v—w) L z].

)

A Figura 1.9 ilustra a projecdo ortogonal de um vetor v sobre um subespaco vetorial W em

que w = projyy v e (v —w) L x, onde x é um vetor qualquer de W.

W

Figura 1.9: Projecdo ortogonal de um vetor sobre um subespago vetorial.

Sejam (V, -) um espago euclidiano, W um subespagco de V e v € V.
(a) Se W = {0Ow }, entdo projy, v = Oy.
(b) Se W =V, entdo projy, v = v.

(c) Se{ws,...,w,} éuma base ortonormada de W, entdo

projyy v = (v - wi)wi + - + (v - Wp)Wn.

(@) SeW = {0w}, WL =V e Oy + v é adecomposicio de v como soma de um vetor de W

com um vetor de . Logo, projy v = Oy
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(b) Se W =V, entio W+ = {0y} e assim,

U = projy v + projyg,,} v = projy v + Oy = projy v.
(c) Seja {wy,...,w,} uma base ortonormada de W e suponha que v = w + w’ onde w € W

e w’ € W, Entdo, pelo Teorema 1.10 tem-se

projyy v =w = (w - wi)wy + (w - wa)wa + + -+ + (W - Wy )wy,.
Comow - w; =v-wj;,t=1,...,n, porque

vow = (wHw) w=w-w +w - w;
e w’ - w; = 0, entdo conclui-se que

projyy v = (v-wy)wy + -+ + (v - Wy )W,

0

Exercicio 1.18 Seja W o subespaco gerado pelos vetores ortonormados v; = (0,1,0) e vy =

(—%, 0, %) Determine a projecdo ortogonal do vetor u = (1,1, 1) sobre W.
Resolucao A projecdo ortogonal de uw sobre W pode ser calculada usando a formula do teorema
anterior:

projy v = (u - vi)vy + (u - v2)ve

:(UﬂLl)-@7L0»(Q1JD+'<“”L1).<_§JL§>> <_§JL§>
:(QLoy—;<—§JL§>

4
NEIEAY
(25 25)

Sejam (V,-) um espago euclidiano, W um subespaco de V e v € V. Entdo, v pode ser

escrito na forma tinica
/
vV=w+w,

onde w e Wew' € W,

Sejam v € V, w € W e {wy,...,w,} uma base ortonormada de W, que
pode ser construida através do Método de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt. Entdo, pelo

Teorema 1.11 tem-se
w=(v-w)wy + -+ (v wy)wy,.

Seja ainda w’ = v — w, entdo, w + w’ = w + (v — w) = v. Assim, resta provar que w € W
e w’ € W+. Pelo facto de w ser uma combinagio linear dos vetores da base de W, conclui-se
que w € W. Para provar que w’ € W, é necessario mostrar que w’ - u = 0 é vilido para todo

u € W. Como u € W, entdo u pode ser escrito como combinacdo linear dos vetores da base de
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u=kiwy + - + kpwn,
onde ki, ..., k, € R. Assim, tem-se
/
weu=@W—-w) - u=v-u—w-u.
Além disso, € vélido que

veou=v-(kiwy + -+ kpwp) =ki(v-wy) + -+ kp(v-wy)

e
w-u=((v-wp)wy + -+ (v-wp)wy) - (krwy + -+ + kpwy,)
=ki(v-wy)+ -+ kp(v-wy),
porque w1, . .., wy, sdo vetores ortonormados. Conclui-se assim, que v - u € w - u sdo iguais e

como consequéncia
/
weu=v-u—w-u=>0,

que € o que se pretendia provar.

Para mostrar que w e w’ sdo 0s Unicos vetores que tém as propriedades indicadas no teorema,

suponha que também €& possivel escrever
v=x+ :1:’,

onde z € W e 2’ € W+. Subtraindo 4 equagio anterior a expressio v = w -+ w’, obtém-se
Oy =@—w) + @ —v)esw-—o=2—-uw.

Como w' e 2’ sdo ortogonais a W, entdo a sua diferenca é um vetor ortogonal a W, i.e.

x' —w' € W, porque para todo u € W se tem
w- (' —w)=u-2'—u-w'=0-0=0,

mas 2’ — w’ é um vetor pertencente a W, porque ' — w’ = w — x € W, dado que w,z € W.
Entio, pelo Teorema 1.5 , como 2/ — w’ € Wt e 2/ —w' € W, conclui-se que 2’ — w’ = Oy e
assim 2/ = w’. Assim, a igualdade w — z = 2’ — w’ implica que = = w, ficando provado que

os vetores w e w’ sdo tnicos. O

No teorema anterior, o vetor v = w + w’ pode ser escrito na forma
VU = PIOjy U + Projy L v,
onde
w = projyyv € W,
I _ . 1
w =v—w=projyyLveW

(ver Figura 1.10).

20
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v w' = projyL v

W = projy, v
w

Figura 1.10: Vetores v, projy, v € projy . v.

Exercicio 1.19 Sejam W = ((2,1,-3)) e v = (1,—1,1). Determine w € W e w’ € W tal
que v =w + w'.

Resolucao Como v = projy, v+projyyL vew; = \/%(27 1, —3) forma uma base ortonormada

de W, tem-se

W = PIojy v

= (v-wy)wy
1 1
= <(1,—1, 1)- ﬁ(z, 1, —3)> 1(2, 1,-3)
_ 21 o 1y
mm( 1
_ _%(2,1,—3).

De v = w + W', obtém-se

w=v—-—w=(1,-1,1) - <—;(2, 1, —3)> = %(9, —6,4).

Exercicio 1.20 Considere W = {(2,9,2) € R¥ : 2 —y+ 2 = 0} C R®e v = (1,2,3).
Determine projy, v € projy, L v.

Resolucao Como

W={(z,y,2): 2 —y+2=0 ={(y —2,9,2) 19,2 € R} = ((1,1,0),(=1,0,1)),
entdo {(1,1,0),(—1,0,1)} é uma base de W, porque, como nenhum dos vetores é combinagdo
linear do outro, os vetores sdo linearmente independentes. Aplicando o processo de Gram-
Schmidt para transformar a base {ei,ea} = {(1,1,0),(—1,0,1)} numa base ortonormada

{w1,wa}, obtém-se
€1 1

el V2

29 = eg —wi(ez - wy)

w1 (17170)a

1 1

= (_1?07 1) - ﬁ(la 1’0) ((_1,0, 1) . E(L 1,0))
1 1

= (-1,0.1) = 7 (1,1.0) <\/§>

1
=—(-1,1,2
2( 57)7

21
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Z9 1 1
wg = = (_17172) = 7(_17172)
z 1,1, 4 6
Fall =~ Jipii2 G
Assim,
{wwn) = { 50,10 o -11.2))
wy, w = ) Ly [~ ) Ly
1, W2 /2 5
é uma base ortonormada.
Entdo,
projyy v = (v - wi)wi + (v - w2)ws
1 1
=1{(1,2,3)-—(1,1,0) )| —=(1,1,0
(23 J50.1.0) J50.10)
+<(123) L 112)> L 119
) 9 \/6 ) ? 6 ? ?
3 7
=—(1,1,0) + =(—1,1,2
2( ) ) + 6( ) )
1
=—(1,8,7
S(1,8,7)
e
. . 1 1
PIOjy L ¥V =70 — PIojy v = (1) 2’3) - 5(17 87 7) = §(27 _27 2)
O seguinte teorema estabelece uma caracterizacao util de matrizes ortogonais.
Seja A € My xn(R). A é uma matriz ortogonal se e sé se as colunas de A formam um
sistema ortonormado.
Seja A € Mpxn(R). Como ¢; 4 cja = {; grcja = (ATA);;, parai,j €
{1,...,n}, entdo as colunas cj 4, . ..cp 4 sdo ortonormadas se
1, se 1=
(ATA);; = ’
0, se i#j,
que é equivalente a ter ATA = I,,. O
Exercicio 1.21 Verifique se a matriz A = 1 V3 0] ¢ ortogonal usando dois processos
2 2
0 01
distintos.
Resolucao

o Processo 1:

Sejam ¢, = (i % ) co = (—%, @,0) e cs = (0,0,1) os vetores coluna da matriz
A. Como
V3 1 1 V3 V3 V3
€= (2,2,0 eV =gty 00
31
e1-c3= (*2[,2,0) .(0,0,1) =0



1.3 Projecdo ortogonal

1 V3
C2 - C3 = <_27\é>70> (07071):0

e
V31 3 1
HClH: 5,0 n —-=1
279 =111
1 V3 1 3
leal| = ||| =55 =0 —+-=1
2’ 2 =171

lex]l = 11€0,0, D[} = 1,

entdo, as colunas de A formam um sistema ortonormado. Logo, A é uma matriz ortogonal.

o Processo 2: Como

1 V3 1
5 5 0 5 —3 0 1 0 0
Ty _ 1 V3 1 V3 _
0 0 1 0 0 1 0 0 1

entdo A é uma matriz ortogonal.

Seja A € My, xn(R) tal que as suas colunas sdo linearmente independentes. Entdo, A

admite uma tinica decomposicdao QR (ou fatorizacdo QR) na forma
A=QR,

onde @ € M, xn(R) é uma matriz com vetores coluna ortonormados e R € M, xn(R)

é uma matriz triangular superior invertivel com elementos positivos na diagonal.

Sejam {ey, ..., e, } umconjunto linearmente independente de R™ e {q1, ..., ¢, }
uma base ortonormada obtida pelo processo de Gram-Schmidt aplicado a {e1, ..., e,}. Sejam,
ainda, A € M,,,»,,(R) a matriz que tem nas colunas os vetores e1, ..., e, € Q € My, x,(R) a

matriz que tem nas colunas os vetores qi, . . . , G, OU S€ja,
A=ler-en] ¢ Q=g .

Entdo, pelo teorema anterior pode escrever-se
er=(e1-q)q +(e1-q)e+ -+ (1 @)
e2=(e2-q1)q1 + (e2-q@2)q2 + - + (€2 qn)tn

€n = (en : Q1)CI1 + (en : 6]2)Q2 + -t (en : Qn)Qn‘

As equagdes anteriores podem ser escritas na forma matricial

€1-q1 €2-q1 -+ €En-(q1
€1-q2 €2:-q2 -+ €Ep-Qq2
| €1°4n €2°Gn - €En-Q4n |
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Capitulo1 Produto interno em R"

Como g; € ortogonal aeq,...,e;_1 paraj > 2, entdao
€1-q1 €e2-q1 - €En-q1
R 0 €242 -+ €n-q2
0 0 o en o |

A matriz R ¢é invertivel, porque os elementos da diagonal de R sdo nao nulos. Note que, como

paraj =1,...,n setem
ej = (ej-q)q + (e - q2)q2 + -+ (& - Gn)dn
e {q1,...,q,} é uma base ortonormada, entdo

er - qr = ((ex - a)ar) - ax = (ex - ar)(ar - Q)

para qualquer k = 1,...,n.
Se ey, - qx = 0 ter-se-ia qi, - g = 0, o que é impossivel, porque {q1,...,q,} é uma base
ortonormada, logo e, - g, # Oparak =1,...,n.

Para provar que os elementos da diagonal de R sdo positivos, recorre-se ao seguinte lema.

A matriz R da decomposicdo A = QR pode ser escrita na forma

|1l e2 a1 - en-@
0l - en-a
. ol e |
[ 0 0 -zl
onde ||z1| = llell e llzll = llex — X5 @i (ex - @)l para k =2, .
Pelo Método de ortogonalizagao de Gram-Schmidt, os vetores da base ortonor-
mada {q1, ..., qy} construida a partir de {eq, ..., e, } sdo dados por
el
A et
22
q2 = 7, onde 23 = e2 — q1(e2 - q1)
22l
23

q3 = m7 onde 23 = e3 — q1(e3 - q1) — ga(€3 - q2)

n—1
z
" i=1

Estas equagdes podem ser reescritas do seguinte modo
er = [lerflqr
e2 = (e2- q1)q1 + |22 g2

es = (es-q1)q1 + (e3 - q2)q2 + ||z3]|93
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1.3 Projecdo ortogonal

en=(en-q)q1 + (en- @)+ (en - Gn-1)qn-1+ ||2nl|¢n-

Passando estas equagdes para a forma matricial, obtém-se

leill e2-q1 - en-@
0 lz2l -+ en-a
|0 0 el |
Resta mostrar que esta matriz R € equivalente a matriz da decomposicao QR obtida anteriormente.
Observe que, calculando os produtos internos e; - ¢;, ¢ = 1,...,n, usando as equagdes para
ei, ..., e, obtidas anteriormente e tendo em conta que {qi, . . ., ¢, } € uma base ortonormada, se
tem
e1-q1 = |le1]|

ez - q2 = || 22|

es3 - qz3 = ||z

en - n = || znl|-

Entdo, conclui-se que

€1-q1 €2-q1 -+ €n-q1 HZ1H €2:q1 -+ €n-q1

R: 0 62.q2 en.qz _ O ||Z2” en.q2 7
i 0 0 o en - qn | i 0 0 ”an ]
onde |[z1]| = flexl| e[|zl = llex — 32571 ¢i (ex - i)l parak =2,...,n O

Fica assim provado que os elementos da diagonal da matriz R sdo positivos: ||z;|| > 0,
1 =1,...,n. Recorde que o Método de ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt também garante que

|lzill #0,0=1,...,n. O

Seja A uma matriz quadrada. Se A é invertivel, entdo A admite uma iinica decomposicdo

OR.

Seja A uma matriz quadrada. Entdo, A € invertivel se e s6 se as colunas de A
sdo linearmente independentes. Logo, pelo Teorema 1.14, sendo A € M,,»,,(R) tal que as suas
colunas sdo linearmente independentes, conclui-se que A admite uma tnica fatorizagdo A = QR,
onde ) € My, (R) é uma matriz com vetores coluna ortonormados e R € M,,»,,(R) é uma

matriz triangular superior com elementos positivos na diagonal. U
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Capitulo1 Produto interno em R"

. . _— . 100
Exercicio 1.22 Determine a decomposicdo QR da matriz A = { L1 (ﬂ .

Resolucao Aplicando o método de Gram-Schmidt aos vetores coluna

{617 €2, 63} = {(17 1, 1)7 (0’ 1, 1)’ (07 0, 1)}

de A — que sdo linearmente independentes porque ) é é % ‘ = 1 # 0 — para construir uma base
ortonormada {q1, q2, q3 }, obtém-se
€1 1
q1 = :7(17171)7
ledl V3
1 w9 1
w2 = €2 — (62 ' Q1)(J1 = 7( 2a171) 42 = 7 & 7(_27171%
3 Jwa] V6
1
wy =e3— (€3 g2)a2 — (e3 - q1)r = 5 (0,~1,1),
wy V2
q3:7:7(07—1,1).
Jwsl] 2
Entdo, A = QR, onde
! 2
v v Y
Q=L L _2
NERR 2
11 V2
L3 6 2
e
i 3 2 1
€1-q1 €2-q1 €3-4q1 3 V3 V3
R=1 0 e-q ez =10 % %
i 0 0 €3 q3 0 0 ?

Sejam W um subespago do espaco euclidiano V e uw € V. Entdo projy, u é a melhor

aproximagdo de uw a W no sentido
Vw € W [|lu — projy ul| < flu—wll],

onde a igualdade é valida se e so se w = Projy, u.

Para todo w € W € possivel escrever
u—w = (u— projy u) + (projy u — w).

Por um lado, tem-se (projy, v — w) € W, porque € a diferenga de dois vetores de W, por outro

lado, (u — projy, u) € W. Entio, pelo Teorema de Pitdgoras, sabe-se que

lu —wl||* = ||u — projy ull® + || projy u — wl|*.

Se w # projy u, entdo o segundo termo do lado direito da expressdo anterior € positivo e

assim

lu = wlf* > |lu — projy ul|?,
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1.4 Método dos minimos quadrados

que € equivalente a
lu = wl| > [Ju = projy ul],

ficando provada a desigualdade.

Se w = projy u, obtém-se a igualdade. Se, por outro lado, ||u — projy u|| = |Ju — w||,

entdo substituindo esta igualdade na equacgdo obtida pelo Teorema de Pitdgoras, vem
lu—w|* = lu—wl|* + | projw u — w||* & | projy u — w|* = 0.

Entdo, || projy u—w|| = 0 e das propriedades da defini¢ao de norma resulta que projy, u—w =

Oy, logo w = projy u, ficando provado que a igualdade € vélida se e s6 se w = projy, u. [

1.4 Método dos minimos quadrados

Quando se formula um problema como um sistema de equacdes lineares, espera-se, na
maior parte dos casos, que o sistema seja possivel e determinado. Nestes casos, o sistema de
equagdes lineares tem uma solugdo z, dita exata, tendo-se Az —b = 0,em que A € M, «n(R),
b € Myx1(R) e se identifica R™ com M,,,x1(R). No entanto, pode acontecer que o sistema,
que devia ser possivel e determinado do ponto de vista tedrico, devido a falhas nas medi¢des
ou devido a erros de arredondamento, tenha os elementos de A e/ou b ligeiramente perturbados,
tendo como consequéncia que o sistema se torne impossivel. Nestas situacdes o objetivo passa a
ser determinar = de modo a minimizar || Ax — b||, em que a quantidade || Ax — b|| pode ser vista
como uma medida de erro. Assim, quanto menor € o valor de || AZ — b||, melhor é a aproximagio
de Z como solugdo de Az = b, tendo-se ||AZ — b|| = 0 no caso de & ser uma solucdo exata do

sistema.

O problema de minimos quadrados consiste em determinar  que minimiza | Az — b|| em
relagdo ao produto interno euclidiano em R™. O vetor x é designado por solucdo de minimos

quadrados de Az = b.

Seja e = AZ — b o erro que resulta da aproximagdo com Z. Se e = (eq,...,€y), onde
e;, t = 1,...,m, representa o erro correspondente a coordenada ¢, entdo a solucdo de minimos
quadrados minimiza [e|| = \/e? + -+ + €2, e, assim, minimiza |[e]|? = €% + --- + €2, (daf a
designacdo “minimos quadrados”).

Para resolver o problema de minimos quadrados, seja W o espago das colunas de A, EC(A).

Entdo, para todo o z, Ax é uma combinacio linear das colunas de A. Basta observar que

ail a2 - Qlp T a11x1 + a12x2 + - - + a1pTy

as1 Q22 -+ Q2n T2 a21T1 + a22x2 + + - - + A2p Ty

Aml am2 - Gmn In | Om1Z1 + AmaZ2 + -+ + QmnTnp |
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ail ai2 A1n
a1 a2 a2n
o | e | 4+t
| Am1 | | Am2 | | Amn |

Geometricamente, resolver o problema de minimos quadrados consiste em encontrar Z tal
que Az é o vetor mais proximo de b em W. E o vetor mais préximo € a proje¢do ortogonal de
b em W (ver Figura 1.11). Note que pelo Teorema 1.15 se tem ||b — projy, b|| < ||b — Ax||.

Entdo, um vetor Z que € solu¢do dos minimos quadrados de Ax = b tem que satisfazer

Az = projy b.

Az
W = EC(A)

Figura 1.11: Vetor AZ = projy, b € EC(A).

A solucdo de minimos quadradros pode ser determinada da seguinte forma. Sabe-se que
b— Ax =b— projy b

¢ ortogonal a W (ver Figura 1.12); mas W € o espago das colunas de A, entdo b — Ax pertence
ao espago nulo de AT, N(AT), pois EC(A)+ = N(AT).

b b — projy b

A7
W = EC(A) L N(AT)

Figura 1.12: Vetor b — projy, b ortogonal a EC(A).

Como b — Az € N(AT), entdo a solucio de minimos quadrados de Az = b tem que

satisfazer a equacdo
AT(b— Az) =0,
que € equivalente a
AT Az = AD.
Este sistema é designado por sistema normal associado a Az = be as equagGes correspondentes

designam-se por equacdes normais associadas a Az = b. As solugdes de AT Az = ATb sio

as solucées de minimos quadrados de Ax = b.
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1.4 Método dos minimos quadrados

Seja A € Mypxn(R). Entao:
(a) AT A é uma matriz simétrica.
(b) N(ATA) = N(A).
(c) EC(ATA) = EC(A™).

(a) Como (ATA)T = AT(AT)T = AT A, entdo AT A é uma matriz simétrica.

(b) Sejax € N(ATA). Entdo, tem-se AT Az = 0 < AT(Az) = 0, o que significa que Az €
N(AT), mas N(AT) = EC(A)*, pelo que Az € EC(A)=*. Por outro lado, Az € EC(A),
visto que Az é uma combinagio linear das colunas de A, e como EC(A) N EC(A)* =0

(ver Teorema 1.5), entdo Ax = 0, o que significa que Az € N(A). Assim, conclui-se que
N(ATA) C N(A).

Considere agora z € N(A), entdo Az = 0, donde se conclui que z € N(AT A), porque
Az =0 ATAz = AT0« ATAz = 0.

Assim, conclui-se que N(A) C N(AT A).
Logo, como N(ATA) C N(A) e N(A) € N(AT A), fica provado que N(ATA) = N(A).
(c) Para provar que EC(ATA) = EC(AT), basta observar que

EC(ATA) = N(ATA)L = N(A)L = EC(AT),

onde na segunda igualdade se usou o resultado da alinea (b) deste teorema.

Exercicio 1.23 Considere a matriz A = [

O
nNON

]. Verifique que:
(a) AT A é uma matriz simétrica.

(b) N(ATA) = N(A).

(c) EC(ATA) = EC(AT).

Resolucao
(a) Como
1 10 b2
ATA = 1 0] = ,
2 0 2 2 4
0 2
conlcui-se que AT A é uma matriz simétrica (porque ATA = (ATA)T).
(b) Para determinar N(AT A), resolve-se o sistema homogéneo AT Ax = 0, onde x = [3}],
vindo

2 2|10 [¢«——— 1| 2 2|0
2 410 52%52—61 0 210
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Capitulo1 Produto interno em R"

Como car(ATA) = car(ATA|0) = 2 = n, onde n é o niimero de incégnitas, entéo o
sistema é possivel e determinado. O sistema é equivalente ao sistema de equacoes lineares
221 + 229 =0 71 =0
-
2x9 =0 zo = 0.
Assim, tem-se N(ATA) = {(0,0)}.
Para determinar N(A), resolve-se o sistema homogéneo Ax = 0, onde x = [}, vindo
1 2|10 |[«<——— |1 2 |0 — (1 2 |0
1 0/0 | la<4tla—4; | 0O =210 0 2|0
0 20 0 210 Uy < U3+ 0o 0 010
Como car(A) = car(A|0) = 2 = n, onde n é o niimero de incognitas, entdo o sistema é
possivel e determinado. O sistema é equivalente ao sistema de equacoes lineares
221 + 229 =0 71 =0
=
— 222 =0 x9 = 0.
Assim, tem-se N(A) = {(0,0)}.
Logo, é vilido que N(AT A) = N(A).
(c) Como

EC(AT) ((1,2),(1,0),(0,2)) =R
EC(ATA) = ((2,2),(2,4)) = R?,
verifica-se que EC(ATA) = EC(A™).

Seja A € Mpxn(R). Se car(A) = n, entdo AT A é uma matriz invertivel.

Seja A € My, xn(R) tal que car(A) = n. Ento,
dim{cy,...,cp) =dim(ly, ..., 0y) =n,
ouseja, dim(EC(A)) = dim(EL(A)) = n.Como EC(AT) = EL(A), obtém-se dim(EC(A™1)) =
n e, como pelo Teorema 1.16 é vdlido que EC(AT A) = EC(A™), conclui-se que dim(EC(AT A)) =
n. Daqui resulta que car(ATA) = n.

Observe agora que, como car(A) = n, entdo Az = 0 € um sistema possivel e determinado.
Como pelo Teorema 1.16 se tem N(ATA) = N(A), entdo AT Az = 0 é um sistema possivel e
determinado.

Assim, sendo AT Az = 0 um sistema possivel e determinado e car(A™ A) = n, conclui-se

que AT A é uma matriz invertivel. O

Exercicio 1.24 Considere a matriz A = [

O
NON

] . Verifique se AT A é um matriz invertivel:

(a) usando o teorema anterior.
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1.4 Método dos minimos quadrados

(b) calculando det(A™ A).

Resolucao
(a) Como
1 2 | ¢—— |1 2 — | 1 2
10 by < 0y — £ 0 -2 0 -2 |,
0 2 0 2 b3 < U3+ {o 0 0

tem-se que car(A) = 2, que coincide com o niimero de colunas de A. Assim, conclui-se
que AT A é uma matriz invertivel.

(b) Como

entiio det(ATA) = 16 — 4 = 12 # 0, logo, AT A é uma matriz invertivel.

Seja Ax = b um sistema de equagoes lineares com A € My, (R). Entdo, x é solugdo

de minimos quadrados de Ax = b se e 56 se x é solucdo do sistema normal associado

AT Az = ATh.

Ver a introducdo no inicio desta sec¢ao. O

Seja Ax = b um sistema de equagées lineares com A € My, sn(R). Entdo:
(a) O sistema normal associado
AT Az = ATp
é sempre possivel e todas as solugoes do sistema normal sdo solugcoes de minimos
quadrados de Ax = b.
(b) Se car(A) = n, entdo AT A é invertivel e existe uma tinica solugdo de minimos

quadrados que é dada por

z=(ATA)71ATh.

(a) PeloTeorema 1.16tem-se que EC(AT A) = EC(AT). ComoEC(ATA) = EC(ATA|ATb),
onde AT A|ATb é a matriz ampliada do sistema normal AT Az = A™b, porque as colunas

de AT formam uma combinacio linear das colunas de AT, entdo conclui-se que
car(ATA) = car(ATA|ATh),

o que significa que o sistema normal é sempre possivel.
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Para mostrar que todas as solugdes do sistema normal sdo solu¢gdes de minimos quadrados

de Ax = b, suponha que existem duas solu¢des 1 e x2 do sistema normal. Entdo, tem-se
ATA(xl —I9) = AT — ATy =0,
de modo que y = z1 — 3 € N(ATA) e, pelo Teorema 1.16, como N(ATA) = N(A),
entdo y € N(A), logo Ay = 0.
Tendo em conta que x; = y + 2, vem
Azy —b=A(y + z2) — b= Axy — b.

Isto significa que |le]| = ||Axy — b||*> = ||Aza — b||2. Assim, conclui-se que todas as
solugdes do sistema normal t&ém o mesmo erro ||e||, como consequéncia do Teorema 1.18,
estas solugdes do sistema normal sdo solu¢des de minimos quadrados de Ax = b.

(b) Suponha que car(A) = n. Entdo, pelo Teorema 1.17, a matriz AT A é invertivel, pelo que

o sistema normal AT Az = ATb tem uma tnica solugdo dada por x = (AT A)~tATb.

O
Seja Ax = b um sistema de equagées lineares com A € My, xn(R). Se W é o espago das
colunas de A, W = EC(A), e x é a solugdo de minimos quadrados de Az = b, entdo a
projecdo ortogonal de b em W é
projyy b = Az.
Ver a introdug¢do no inicio desta secgao. U

Note que a solucdo de minimos quadrados de Az = b ndo é de facto uma solucgdo
de Ax = b, a ndo ser que o sistema Ax = b seja possivel, mas € uma solucio do sistema normal
associado AT Az = ATb. No caso de Az = b ser um sistema possivel a solugido de Az = béa

solucio de minimos quadrados que coincide com a solugio de AT Az = ATb.

Exercicio 1.25 Considere o sistema de equacdes lineares Az = b, onde A = [:1% i] eb= [ _57} .
(a) Determine a solugdo de minimos quadrados do sistema de equacdes lineares Ax = b.
(b) Calcule a projecéo ortogonal de b no espaco EC(A).

Resolucao

(a) Seja x = [31]. Tem-se

1 1
. 1 -1 -1 3 -2
A A= -1 1| =
1 1 2 2 6
-1 2
e
1 1 1 7 14
AT = T ol =
1 1 2 -7
7
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1.4 Método dos minimos quadrados

Entdo o sistema normal associado AT Ax = ATh ¢

3 2| |z 14

—2 6 i) -7

Resolvendo este sistema pelo Método de Gauss, vem

3 =214 — | 3 =214
-2 6 -7 fg(—EQ—F%El 0 % %

Como car(AT A) = car(ATA|ATb) = 2 = n, onde n é o niimero de incognitas, entéo o

sistema é possivel e determinado. O sistema é equivalente ao sistema de equagoes lineares

3r1 — 2x0 =14 =5
34273 2"

Logo, a solucdo de minimos quadrados é dada por

x1_5

1
i) 5

(b) A projecdo ortogonal de b no espaco EC(A) é Ax, onde x é a solugdo de minimos

quadrados:
11
1 1 . 5
_ _ 9
Az = |-1 1 =8
-1 2| L? —4

Exercicio 1.26 Determine a projegio ortogonal de u = (2,1,3) no subespaco de R? gerado
pelos vetores v1 = (1,1,0) e v2 = (1,2, 1) usando o Método dos minimos quadrados.
Resolucao Seja W = EC(A) = (v1,v2). Entdo, projy u = Az, onde A = H) ﬂ ex = [z}]

é a solugdo de minimos quadrados de Ax = u.

Tem-se
1 10 b 2 3
ATA = 1 2| =
1 21 3 6
0 1
e
1 10 2 3

—_
[N
—_
EN{

Entéo, o sistema normal associado AT Ax = AT é

2 3 I 3

3 6| |z2 7

Resolvendo este sistema pelo Método de Gauss, vem

w
w

2 3|3 |[+—— |2
3 6(7 | lato—30|0 3

N Ut
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Como car(AT A) = car(AT A|ATu) = 2 = n, onde n é o niimero de incégnitas, entdo o sistema
é possivel e determinado. O sistema é equivalente ao sistema de equagoes lineares

2x1 + 310 =3 =1
<~

3 _ 5 _ 5
§f1}'2—§ 1'2—3.

. 117 -1
Logo, projyy u = Ax = [é%] [%} =

1
Wt~ W
—_

1.5 Método dos minimos quadrados e regressao linear

Os modelos de regressao linear permitem descrever a relacao formal entre varidveis baseada
em dados obtidos experimentalmente. Estes modelos podem ser ajustados usando o Método dos
minimos quadrados.

Considere duas varidveis = e y e dados (z;,y;), ¢ = 1,...,n. Suponha que existe um
polinémio que melhor se ajusta aos dados. O objetivo é determinar um polinémio de grau £,

f(z) = ap+ a1z + agz® + - - + apat,

de modo que f(x;) seja a melhor aproximagdo para y; para todo i = 1,...,n. A qualidade da
aproximagdo é determinada através das diferengas (erros) y; — f(z;) entre os dados observados

y; e os dados previstos f(x;) (ver Figura 1.13).

x
1 2 3 4

Figura 1.13: Reta de regressdo e dados com erros y; — f(z;).

Para obter a melhor aproximacao pretende-se minimizar

n

Sy — )

i=1
O problema de minimos quadrados consiste neste caso em determinar a fun¢do f que
minimiza a soma dos quadrados dos erros. A fun¢do f que minimiza a soma dos quadrados dos
erros € designada por polindmio de regressao linear de y em z. O modelo diz-se “linear”, porque

o modelo € linear nos pardmetros ao, . . . , a;. Para ver que este problema de minimos quadrados
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1.5 Método dos minimos quadrados e regressdo linear

tem solucdo, considere as matrizes

ap
U1 1 = a:% x]f
ai
y - ) A = y &= 9
Un 1 =z, m% fo
L0k |
entao
n n
>l — S =Dy — (a0 + arzi + -+ agab)P = [y — Az|>.
i=1 i=1

Assim, o objetivo passa a ser:

minimizar ||y — Az| quando z varia em R

Lembre-se que aqui se identifica R com M, x1(R), em particular R¥ com M1 (R).
Note que W = {Az : z € RF} = EC(A) é um subespago de R" e
min{||y — Az| : z € R¥} = min{||y — w|| : w € W}.
De acordo com o Teorema 1.15, o dnico elemento de W que estd mais préximo de y é projy, ().
Assim, a aproximacdo de minimos quadrados € obtida resolvendo
Az = projy (y)-

Este sistema € possivel porque projy, (y) € W = {Az,z € RF}. O sistema é possivel e

determinado se as colunas de A forem linearmente independentes, o que acontece se Ji #
jlzi # ;).

Estes resultados sdo apresentados no seguinte teorema.

Se (z;,1;) € R%, i = 1,...,n, sdo dados em que pelo menos dois dos x1,...,x, sdo

distintos, entdo existem ag, ai, . ..,a € R inicos tais que

n

n
> lyi — (a0 + ami + -+ apzf)? <D [yi — (o + cami+ -+ cpah)],
i=1

i=1
Y1 1 a1 a:% zlf co

Yeo, e, ... 0 € R.Além disso, sey=| : |, A= |: : : : : ez:[s},entdo
Yn 1 ap 22 - ok Ck

ao
Zp = [ : ] é a solugdo de Az = projy, (y), onde W = EC(A).

ag

(a) A solugdo de minimos quadrados zg € a solucdo do sistema normal
ATAz = ATy,
(b) Se o polinémio de regressao é de grau 1, i.e., se k = 1, entdo a fungdo f que minimiza a

soma dos quadrados dos erros € designada por reta de regressdo de y em x.
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Exercicio 1.27 Considere os dados (1,2), (2,1), (3,1) e (4, —1). Determine a reta de regressao

linear que melhor se ajusta aos dados no sentido dos minimos quadrados.

Resolucdo A reta que melhor se ajusta aos dados é uma funcdo da forma f(x) = ag + ajz,
ap,a; € R.

Substituindo os dados (x,y) na equagdo y = f(x), obtém-se

apg+ a3 =2
ap+2a; =1
ap+3a; =1
ap + 4a1 = —1.
11 2
Este sistema pode ser escrito na forma matricial Az = y, onde A = [% %} y = [ 1 ] e
14 1
z=[al-

Entdo ATA =1 19] e ATy = [3]. Resolvendo o sistema normal AT Az = ATy

4 10 |ag 3

10 30| |a1 3

pelo Método de Gauss, vem

4 103 |[«—— |4 10| 3
10 303 | bosto—36, | O 5|3

Como car(AT A) = car(AT A|ATy) = 2 = n, onde n é o niimero de incognitas, entdo o sistema
é possivel e determinado. O sistema é equivalente ao sistema de equacoes lineares

4ag 4+ 10a1 = 3 30
0 ! a0 = 19

9

day = —% a1 = —1g-

Entdo, a reta de regressdo linear f(x) = ag + a1z fica definida por
9
flz)=3— 0%

(ver Figura 1.14).
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1.5 Método dos minimos quadrados e regressdo linear

3 I
o dados
—#— regressao linear f(z) =3 — %x
2+ ,
1 L ] L ] -
>
0 | |
-1 ® |
—9 | | | |
0 1 2 3 4 5

Figura 1.14: Reta de regressio linear.

Exercicio 1.28 Considere os dados (—1,0), (0,1), (1,3) e (2,9). Determine a fun¢do quadrética
que melhor se ajusta aos dados no sentido dos minimos quadrados.

Resolucao A fungdo quadrdtica que melhor se ajusta aos dados é um polinémio de segundo
grau da forma f(z) = ag + a1z + asz?, ag,a1,as € R.

Substituindo os dados (x,y) na equacdo y = f(x), obtém-se

(a0 — a1+ az =0

aq =1

apg+ a1+ as =3

ap + 2a1 + 4as = 9.

1-11 0
. . o . _ _ _ 1
Este sistema pode ser escrito na forma matricial Az = y, onde A = h g ﬂ, Yy = [S} e

z = [gg } Entdo, AT A = {% é g } e ATy = [ég} Resolvendo o sistemanormal AT Az = ATy

8
4 2 6] [ao 13
2 6 8 a | = 21]
6 8 18] |as 39
pelo Método de Gauss, vem
(42 6|13]«—[4 2 6
2 6 8|21 | lp+tlo—36 |0 5 5|2
8 1839 | b3+ tl3—36, [0 5 9

5 £3<—€3—€2

6

4 2 6
0 5 5
0 4

ot i ;
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Como car(AT A) = car(AT A|ATy) = 3 = n, onde n é 0 niimero de incégnitas, entdo o sistema

é possivel e determinado. O sistema é equivalente ao sistema de equagoes lineares

4dag 4 2a1 + 6ao = 13 aoz%
bay+5ay =% & ¢ ay = -3
daz =5 az = §.
Entdo, o polindmio de regressdo linear f(x) = ag + a1x + asx? fica definido por
flz) = % + %x + Z:ﬂ = 0.55 + 1.652 + 1.252°

(ver Figura 1.15).

10 T
9l ® dados N
—#— regressao linear f(z) = % + %w + %172
] N
7 N
6L N
5 | —
>
41 N
3L N
921 N
1l N
ok N
-1 \ | | |
-2 -1 0 1 2 3
xr

Figura 1.15: Polinémio de regressdo linear.

1.6 Método dos minimos quadrados e decomposiciao QR

Considerando o problema de minimos quadrados para o sistema de equagdes lineares
Az = b, com A € M,xn(R), foi visto que, se car(A) = n, entdo existe uma tnica solugdo de
minimos quadrados z = (AT A)~! ATh. Esta expressio fica com uma forma mais simples, se a

matriz A € substituida pela decomposi¢do QR.

Seja A € Myxn(R) tal que as colunas de A sdo linearmente independentes e seja
A = QR a fatorizacdo QR da matriz A. Entdo, para todo b € R™ a equacdo Ax = b

tem uma unica solucdo de minimos quadrados dada por

z=R'Q"b.

Considere o problema de minimos quadrados para o sistema de equagdes

lineares Ax = b, com A € M, (R). A solu¢do de minimos quadrados € a solugéo do sistema
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1.6 Método dos minimos quadrados e decomposi¢do QR

normal associado AT Az = ATb. Se car(A) = n, entdo AT A & invertivel e
= (ATA)"TA ),
Além disso, como car(A) = n, entdo as colunas de A sdo linearmente independentes e assim,
A admite a decomposi¢do QR. Neste caso, A pode ser substituida pela decomposicdo QR e a
expressdo da solucdo de minimos quadrados pode ser simplificada da seguinte forma:
ATA=(QR)'QR = R"QTQR = R'R,
porque @ é uma matriz ortogonal, logo QTQ = I,,,, e
ATb = (QR)Tb = RTQ"0,
entao

z=(R'R)T'R"Q"b = R™Y(R")'RTQ"b = R7'Q"b.

A solucio z = R~1QTb é a solugdo do sistema Rz = QTb.

Exercicio 1.29 Determine a solu¢do de minimos quadrados do sistemas de equacdes lineares

0 . . .
Ax = b,onde A = [§ ﬂ eb= [ —52} , usando a decomposi¢ao QR por dois processos distintos.
Resolucao

o Processo 1:
Como os vetores coluna c; = (3,0,4) eca = (2,1, 1) de A sdo linearmente independentes,
porque nenhum vetor é combinagdo linear do outro, entdo A admite uma decomposicdo
OR. Aplicando o Método de Gram-Schmidt a {ci1, ca} para construir uma base ortonor-

mada {q1,q2} obtém-se
_a _1
el 5

4 3
wy=c2—(c2-q1)q1 = ( 1,—> )

q1 (37()’ 4)7

57§

_ w2 1 (4 1 3)
P wall ~ V255
Entdo A = QR, com

4
5v/2 ) .
i R = -
\/5 )

__3 0
5v2

Calculando R, obtém-se

Q=

gl O ulw

2 2
O %
-2 5 Z

(S

R~ =

Slg =
(@)
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A tinica solugdo de minimos quadrados é entdo calculada da seguinte forma:

R
szQb:Q valla s | |72 T s
2 5vV2 V2 5v/2 5 2

o Processo 2:
Neste caso a solugdo de minimos quadrados é a solucdo do sistema Rx = QTb, onde as

matrizes () e R jd foram calculadas no processo anterior:

3 4
0 ov2 5 2
4 _ 3 V2
5 5v/2
Entao,
0
3 4
= 0 = 4
T, 5 5 _
Qb= 4 1 3 2| = _ 5
5v2 V2 5v2 5 V2

e resolve-se o sistema Rx = Qb dado pela matriz ampliada

5 2| 4
2 5
0 7|~

Como car(R) = car(QTb) = 2 = n, onde n é o niimero de incégnitas, entdo o sistema é
possivel e determinado. O sistema é equivalente ao sistema de equagoes lineares

S5x1+ 2x90=4 _9
5

2 5
& — _ 9 To = —
\/§x2 V2 2

\Gl[3

o

|

Exercicio 1.30 Considere os dados (1, 7), (2,4), (3, 3). Determine a reta de regressao linear que

Logo, a solucdo de minimos quadrados é r = [

njot

melhor se ajusta aos dados no sentido dos minimos quadrados:

(a) resolvendo o sistema normal associado.

(b) usando a decomposi¢ido QR.

Resolucdo A reta que melhor se ajusta aos dados é uma func¢do da forma f(x) = ag + a1z,
ap, a1 € R.

Substituindo os dados (x,y) na equagdo y = f(x), obtém-se

ag+ a1 =7
a0+2a1:4
ag + 3a; = 3.

. . . 11 7
Este sistema pode ser escrito na forma matricial Az = y, onde A = h %] Yy = [%] ez=a]
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1.6 Método dos minimos quadrados e decomposi¢cdo QR

(a) O sistema normal associado a Az = y é ATAz = ATy, onde ATA = [} 5] e ATy =

[34]. Resolvendo o sistema normal AT Az = ATy

3 6 ao 14

6 14| |ag 24

pelo Método de Gauss, vem

3 6 |4 |+—— |3 6| 14
6 14|24 £2<—€2—2€1 0 2|—4

Como car(AT A) = car(ATA|ATy) = 2 = n, onde n é o niimero de incognitas, entéo o

sistema é possivel e determinado. O sistema é equivalente ao sistema de equacoes lineares

3ag + 6a; = 14 ag = 26
o 3
2a1 =—4 ay = —2.
Entdo, a reta de regressdo linear f(x) = ag + a1 fica definida por
26
flx) = 3~ 2x

(ver Figura 1.16).

T
e dados
s . —#— regressdo linear f(z) = 20 — 2z ||
6 .
5[ .
= 41 . |
31 ° .
2 .
1 .
0 , ‘ \ \
0 1 2 3 4 5
T

Figura 1.16: Reta de regressdo linear.

(b) Como os vetores coluna ¢; = (1,1,1) e ca = (1,2,3) de A sdo linearmente indepen-
dentes, porque nenhum vetor é combinagdo linear do outro, entdo A admite uma tinica
decomposicdo QR. Aplicando o Método de Gram-Schmidt a {cy, co} para construir uma

base ortonormada {q1, q2} obtém-se
C1 1
Q=577 = 7(1a 17 1)7
el V3
we = ¢y — (c2-q1)q1 = (—1,0,1),
w9 1

q2 = = —
Jwa V2

(=1,0,1).

41



Capitulo1 Produto interno em R"

Entdo A = QR, onde

1 1
V3 V2 3 6
c - cy - = =
0= % 0 . R= 1°4q1 C2-q1 _ |3 \ég
11 0 C2 G2 0 2
V3 V2
A tinica solugdo de minimos quadrados é solugdo de Rz = QTy, onde
1 1 1 7 14
Tpy— | V3 V3 V3 —| v3
Qb= 1 9 L e
V2 v2] |3 V2

A matriz ampliada de Rz = Q"y é

3 6 | 14
V3 3] V3
0o 2| -4

V2 V2

Como car(R) = car(Q1y) = 2 = n, onde n é o niimero de incdgnitas, entdo o sistema é

possivel e determinado (como ja se sabia). O sistema é equivalente ao sistema de equacoes

lineares
3 6 14
~_a -a] = “= 26
VBt 5N = g ap =%
2 4
—_— = —_—— al = —2
Nokt! V2 1

[V

. . 26 ~ .
Logo, a solucdo de minimos quadrados é z = [ 3 } e a reta de regressdo linear f(x) =

[\

ao + a1x é dada por
26

f(x) 3~ 2x.
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Capitulo 2 Espacos afins

Introducao

[ Espacos afins [ Problemas métricos
[ Subespacos afins [ Problemas ndo métricos

[ Pontos, retas e planos

Um espaco afim estd associado a um espaco vetorial e os elementos de um espago afim,
que se chamam “pontos”, estdo associados aos vetores do espaco vetorial. Neste capitulo, apds
a definicao de espaco afim, serdo introduzidas diferentes formas de representacdo de subespagos
afins, como pontos, retas e planos. Serdo depois estudados problemas ndo métricos, como o
paralelismo entre subespacos afins. A métrica, que € a norma usual, permite estudar problemas

métricos, como o cdlculo de distancias e angulos entre subespacos afins.

2.1 Espacos afins

Em geometria, um espaco afim pode ser pensado informalmente como um espago vetorial
onde ndo existe a nocdo de origem. Num espaco vetorial, depois de se definir um sistema de
coordenadas, os pontos sdo descritos por coordenadas e sdo identificados como vetores. A
introdugdo de coordenadas através da escolha de uma origem do referencial e das dire¢des dos
eixos de coordenadas destréi a homogeneidade do espago. Num espacgo afim sdo considerados
pontos sem referéncia a uma origem. Pode-se dizer que um espaco afim surge de um espacgo
vetorial, quando se ignora a escolha de uma origem e assim todos os pontos passam a ser
equitativos. A relacdo entre um espago afim e um espaco vetorial associado a esse espago afim
pode ser estabelecida da seguinte forma. Considere-se o espago afim &, cujos elementos sdo
pontos. Definindo um ponto O no espago afim como origem € possivel associar a cada ponto
P € £ um vetor vop (ver Figura 2.1) que permite definir uma correspondéncia entre os espago
afim e o espago vetorial associado. Esta correspondéncia entre pontos e vetores depende da

escolha da origem.

vopr

@)

Figura 2.1: Relacdo entre o ponto P e o vetor vop.
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Por outro lado, qualquer espaco vetorial pode ser visto como um espago afim, que associa
dois pontos A e B ao vetor que liga esses pontos vag = B — A (ver Figura 2.2). Neste caso é

privilegiado um ponto do espaco afim, que é o vetor nulo do espaco vetorial.

Figura 2.2: Vetor v4p e pontos associados A e B.

Definicao 2.1

Seja E um espago vetorial de dimensdo finita. Diz-se que um conjunto &, ndo vazio, é um
espaco afim associado ao espago vetorial E, se existe uma aplicacdo
p: ExE — E
(4,B) — ¢(4,B)
que verifica as seguintes condicoes:
(i) YA,B,C € & [p(A,B) + ¢(B,C) = p(A,C)].
(ii) VA€ E,Yv € E,3'B € £ [p(A, B) = v].

e
Definicao 2.2
Seja E um espago vetorial de dimensdo finita e seja £ um espaco afim associado ao
espaco vetorial E. Entdo, os elementos de £ chamam-se pontos. o

Seja £ € um espago afim associado ao espago vetorial E. Entdo:

(a) Dados dois pontos A, B € &, representa-se o vetor (A, B) € E por vap ou por B — A.
(b) Dados um ponto A € £ e um vetor u € F, representa-se o ponto B € £ tal que u = vap

por A + u, isto &,
B=A+u<s u=uv4p.

Ao ponto B chama-se soma do ponto A com o vetor u.

A condi¢@o (7) da definicdo de espago afim também pode ser escrita da forma: VA, B,C €

E [vap +vpo = vac]| (ver ailustragdo na Figura 2.3).
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VAC
VAB

C

UBC
B

Figura 2.3: Condi¢do (i) da defini¢do de espago afim.

De acordo com a condigéo (i¢) da definigdo de espago afim, para cada ponto A € £ e para

todo o vetor v € F existe um nico ponto B € £ tal que vap = v (ver a ilustragdo na Figura 2.4).

B

VAB

Figura 2.4: Condigéo (7¢) da defini¢do de espago afim.

Qualquer espaco vetorial tem uma estrutura natural de espagco afim conforme o seguinte

teorema.

Seja V' um espaco vetorial. Entdo, o conjunto V' é um espaco afim associado ao espaco

vetorial V' considerando a aplicagdo
p: VXV — V

(z,y) — y—=

Prova-se a seguir que as duas condi¢des da defini¢do de espaco afim sdo vélidas

para o espago afim dos pontos V' associado ao espaco vetorial V.

o Condigdo (i): Vx,y,z € V, p(z,y) + ¢(y,2) = o(z, 2).

Como
p(r,y) + oy, 2) = (y—z)+(z2—y) =2 -2 =p(z,2),

entdo a primeira condi¢ao da defini¢do de espago afim é vélida.

o Condigdo (ii): Vx € V,Vv € V, 3y € V [p(x,y) = v].
Suponha-se que existem y, z € V, com y # z, tais que v = p(z,y) e v = p(z, z). Entdo,
v=y—xev=z—xpeloque

Yy—r=z2—TrSY=2=2.
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Assim, conclui-se que existe um tnico y € V' tal que ¢(x,y) = v, pelo que a segunda

condicdo da definicao de espago afim € vdlida.
Logo, o conjunto dos pontos V' € um espago afim associado ao espago vetorial V. O

Definicao 2.3

Chama-se estrutura canénica a estrutura natural de espaco afim do espaco vetorial R,

ou seja, considerando a aplicacdo
0 R™ x R™

—> R™
(1, ymn), Y1y yUn)) — (Y1 — X1y oy Yn — Tn)-

O conjunto R™ € um espacgo afim associado ao espago vetorial R™.

Prova-se a seguir que as duas condi¢des da definicdo de espago afim sdo verificadas para a

estrutura candnica de R".
Sejam X = (z1,...,2), Y = (Y1,...,yn) € Z = (21,...,2,) € R™.
o Condig¢do (i): VXY, Z e R", p(X,Y) + o(Y, Z) = o(X, Z).
e(X,Y)+oY,Z2)=(Y -X)+(Z2-Y)
=@ =25 yn— o) + (21— Y1, 20— Un)
= (21— T1,.--,2n — Tp)
= ¢(X, 2),

pelo que a primeira condi¢do da defini¢do de espago afim é vélida.
o Condigio (ii): VX € R", Vv € R",3'Y € R" [p(X,Y) = v].
Suponha-se que existem Y, Z € R, com Y # Z, taisque v = (X, Y) e v = o(X, Z).

Entéo,
(U1, yUn) = (Y1 — X1y ooy Yn — Tn)
e
(V1. yUn) = (21 — T1, ..oy 2n — Tn),
pelo que
(Y1 — @1,y Yn — Xn) = (21 — T1, ..., 2n — Tp)-

A equacdo anterior € equivalente a

Y1 —r1 = 21— 71 y = 2
Yn —Tp = Zn — Tn Yn = Zn-

Entdo, Y = Z e assim conclui-se que existe um tnico Y € R” tal que (X, Y’) = v, pelo

que a segunda condi¢do da defini¢do de espaco afim € vélida.
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Seja € um espaco afim associado a um espago vetorial E. Entdo:
(a) VA € Evaa = 0gl.
(b) VA,B € £ [vap =0 < A= B].
(c) VA,B € £ [vap = —vpal
(d) VA ENu,v e E[(A+u)+v=A+ (u+v).

(a) Seja A €& Comovag = vaa +vas, entdo vaa = vaa —vas = 0p.
(b) (=) Suponha que v4p = 0. Como va4 = Of, entdo pela propriedade (ii) da Defini¢dao
2.1tem-se VA € £,3'B € € [uap = 0g], logo B = A.
(<) Suponha que A = B. Entdo vap = vaa e vaa = O (por (a)), logo vap = Op.
(c) Como vap +vpa = vas evaa = 0 (por (a)), entdo vap + vpa = Op, logo, vap =
—UBA.
(d) Sejam B = A +ue C = B + v. Entdo, por um lado, tem-se
(A+u)+v=B+v=C
e por outro lado, comou =B — A=wvapev=C — B = vpc,
A+ (u+v)=A+ (vap+vpe) =A4+vac=A+C—-A=C,

concluindo-se que (A +u) +v = A+ (u+ v).

Definicao 2.4

Seja £ um espaco afim associado a um espago vetorial E de dimensdo finita n e
{e1,...,en} uma base de E. Entdo:

(a) Diz-se que a dimensao de £ também é n, escrevendo-se dim(E) = n.

(b) Seja O um ponto. Ao par (O; (e, ..., e,)) chama-se referencial de £ e ao ponto
O chama-se origem do referencial. Seja X também um ponto. Ao vetor vox
chama-se vetor posicao do ponto X em relagcdo a origem O. As componentes do
vetor posi¢cdo em relagcdo a base do referencial chamam-se coordenadas do ponto

X, que se representa por X = (x1,...,xy), ou, quando for adequado, na forma

z1
matricial X = { : }

Tn

(c) Se £ = FE = R" chama-se referencial candnico ao referencial
(0, 0); ((1,0,...,0),..., (0,0,..., 1)) .
As coordenadas de um ponto arbitrdrio A = (ay, . . ., a,) emrelagdo ao referencial canénico

podem ser calculadas da seguinte forma.

Primeiro calcula-se o vetor posi¢do

voa=A—-0 = (a,...,an) —(0,...,0) = (a1,...,an).
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Seguidamente obtém-se as componentes do vetor posi¢do em relacdo a base candnica
voA = (a1,...,a,) = ajer + - - apeén.

Por consequéncia, as coordenadas de A no referencial canénico sdo (ay, ..., a,).

2.2 Subespacos afins

Definicao 2.5

Seja € um espago afim associado a um espaco vetorial E. Sejam F um subconjunto ndo

vazio de £ e F' um subespago vetorial de E. Diz-se que F ¢ um subespaco afim de £
associado ao subespaco vetorial F' se:

(i) YA,B € F [vap € F].

(ii) VAe F,Yv e F[A+v e Fl.

)

Exercicio 2.1 Mostre que G = {(1 + z,4,0,2 4+ y) : =,y € R} é um subespaco afim associado
ao subespago vetorial G = ((1,0,0,0), (0,1,0,1)) de R*.
Resolucao Prova-se a seguir que as duas condicdes da Definicdo 2.5 sdo validas.
o Condigdo (i): YA, B € G [vap € G].
Sejam A = (1+2,y,0,2+y),B= (14 z,w,0,2+w) € G. Entdo,
vap =B — A
=(1+2—(1+2),w—y,0,2+w—(2+7y))
=(z—z,w—y,0,w—1y)
= (2 —x)(1,0,0,0) + (w —y)(0,1,0,1) € G.
Assim, conclui-se que a condicdo (i) é vdlida.
o Condigdo (ii): VA € G,Vv € G[A+v € g].
Sejam A = (1+x,y,0,2+y) € Gev = (e, 3,0,8) € G. Entdo,
A+v=(14z,9,0,2+y)+ (o, 5,0,5)
=(1+z4+ay+750,2+y+0)
=(1+2,9,0,2+79) €g,
onder=x+aey=y+ Q.
Assim, conclui-se que a condicdo (ii) é vdlida.
Como as condigées (i) e (ii) sdo vdlidas, conclui-se que G é um subespaco afim associado ao

subespaco vetorial G.

Exercicio 2.2 Mostre que H = {(1 + z,2y,32,2+y + z) : ,y,z € R} é um subespago afim
associado ao subespago vetorial H = ((1,0,0,0), (0,2,0,1),(0,0,3,1)) de R*.

Resolucao Prova-se a seguir que as duas condigcoes da Defini¢do 2.5 sdo vdlidas.
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o Condigdo (i): YA, B € H [vap € H|.
Sejam A = (1 + x,2y,32,24+y+ z),B=(1+a,2b,3c,2+ b+ ¢) € H. Entdo,
vap=B - A
=(a—2,2(b-y),3(c—2),(b-y) - (c—2))
= (a—x)(1,0,0,0) + (b — y)(0,2,0,1) 4+ (c — 2)(0,0,3,1) € H.
Assim, conclui-se que a condicdo (i) é vdlida.
o Condigao (ii): VA € H,Yv € H[A+v € H].
Sejam A = (1 + x,2y,32,24+y+z2) € Hev = (a,23,3v,58+ ) € H. Entdo,
A+v=_1+2,2y,32,2+y+2)+ (0,205,37,8+7)
=(14+z+a,2(y+0),3(z4+7),24y+2+5+7)
=(1+=z2y,32,2+7+2) €H,
onder=x+a,y=y+Pez=z2+".
Assim, conclui-se que a condicdo (ii) é vdlida.
Como as condigoes (i) e (ii) sdo vdlidas, conclui-se que H é um subespago afim associado ao

subespago vetorial H.

Definicao 2.6

Sejam £ um espaco afim associado a um espago vetorial E e F um subespago afim de £

associado ao subespago vetorial ' de E. A dimensao do subespaco afim F ¢ definida

por

dim(F) ¢ dim(F).

2.3 Pontos, retas e planos

Os subespacos afins de £ que sdo constituidos por um unico ponto t€ém dimensdo zero.
Esses subespagos afins sdo subconjuntos de £ com um tnico elemento: {P} com P € &, sdo
designados por pontos e podem ser representados da forma P = P + (0g), onde E é o espago

vetorial associado ao espaco afim €. Neste caso tem-se dim(P) = dim(0g) = 0.

Definicao 2.7

Seja £ um espago afim associado a um espago vetorial E.

(a) Aos subespagos afins de dimensdo 1 de £ chama-se retas: R = P + (u), P€ E e
u um vetor linearmente independente, que se diz vetor diretor da reta R.

(b) Aos subespagos afins de dimensdo 2 de £ chama-se planos: P = P + (u,v),
P € & e u e v vetores linearmente independentes, que se dizem vetores diretores

do plano P.
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(c) Se & tem dimensdo n > 4, um subespago de dimensdo n — 1 chama-se hiperplano.

)

Exercicio 2.3 Considere o subespaco afim F = {(1 + z,1,1 + z) : x € R} associado ao
subespaco vetorial F' = ((1,0,1)). Determine a dimenséo de F e caracterize F.
Resolucao Como dim(F') = 1, entdo dim(F) = 1. Assim, conclui-se que o subespago afim F

é uma reta.

Exercicio 2.4 Considere em R* o subespago afim G = {(1+x,y,0,2+y) : z,y € R} associado
ao subespago vetorial G = ((1,0,0,0), (0,1,0,1)). Determine a dimensao de G e caracterize
g.

Resolucao Como dim(G) = 2, entdo dim(G) = 2, logo, G é uma plano.

Exercicio 2.5 Considere em R* o subespaco afim
H={1422y,32,2+y+2):z,y,z € R}

associado ao subespago vetorial H = ((1,0,0,0), (0,2,0,1),(0,0,3,1)). Determine a dimen-
sdo de H e caracterize H.

Resolucio Como dim(H) = 3 = dim(R?*) — 1, entdo dim(H) = 3 e H é um hiperplano.

Definicao 2.8

Seja €& um espaco afim associado a um espaco vetorial E.

(a) Dois ou mais pontos de £ dizem-se colineares quando existe uma reta do espaco
que os contém a todos.

(b) Dois ou mais pontos de € dizem-se complanares quando existe um plano do espaco
que os contém a todos.

(c) Duas retas dizem-se complanares quando estiverem contidas num mesmo plano.

)

Exercicio 2.6 Verifique se os pontos A = (—2,1,2), B = (0,-3,4) e C = (—3,3,1) de R3
s@o colineares.
Resolucio Os pontos A, B,C sdo colineares, i.e. pertencem a mesma reta em R3, se
dim(vap,vac) = 1. Considere a matriz A = [31 _24 31] onde {1 = vyp = B— A =
(2,—4,2) e by = vyc = C — A = (—1,2,-1). Sabe-se que dim(EL(A)) = dim(¢;,{3) =
car(A). Como

2 -4 2 |[+—| 2 -4 2

—1 2 =1 | flo«Vlo+36, {0 0 O
entdo car(A) = 1, logo dim(vap,vac) = 1, concluindo-se que os pontos A, B, C' sdo coline-

ares.

Exercicio 2.7 Verifique se os pontos A = (1,0,1), B = (0,2,2),C = (—-1,0,4)e D = (2,0,1)

de R3 sdio complanares.
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Resolucio Os pontos A, B, C, D sdo complanares, i.e. pertencem ao mesmo plano em R3, se
-121

dim(vap,vac,vap) = 2. Considere a matriz A = [—1283], onde /1 = vgyp = B— A=

(=1,2,1), b3 =vpc =C — A= (-2,0,3) el =vap =D — A= (1,0,0). Sabe-se que

dim(EL(A)) = dim(¢y, €2, £3) = car(A). Como

-1 2 1|+——|-1 2 1|¢+———| -1 2 1
-2 0 3 £2<—£2_2£1 0 —4 1 0 —4 1
1 00| f3«4t3+6 | 0 2 1| b3+ 4L3+36,| 0 0 3

entdo car(A) = 3, logo dim(vap,vac,vap) = 3 # 2, concluindo-se que os pontos A, B,C, D
ndo sdo colineares, porque os vetores que 0s unem vap, VAC € VAp geram um espaco de

dimensdo 3 e a dimensdo de um plano é 2.

Exercicio 2.8 Verifique se as seguintes retas R e S sdo complanares:

(@) R =1(0,0,1)+ ((1,0,0)),S = (0,4,3) + ((0,2,1)).
(b) R=1(0,0,1)+((1,2,0)), S = (1,0,1) + ((—4, —8,0)).
() R=1(0,0,1)+((1,2,0)),S = (1,0,1) + ((0,1,1)).

Resolucao

(a) Considere A = (0,0,1) € Re B=(0,4,3) € S. Sejam {1 = (1,0,0) o vetor diretor da

reta R, {2 = (0,2, 1) o vetor diretor da reta S e {3 = vap = B — A = (0,4, 2). As retas
R e S sdo complanares se dim({{1,{2,03)) = 2. Considere a matriz A = [é % g} com

linhas 1,05, ¢3. Como

10 0f+—| 1 00
0 21 o2 1/,
0 4 2| b3+ ¥3—2650 | 0 0 O
entdo car(A) = 2, logo dim({{1,¥2,03)) = 2, concluindo-se que as retas R e S sdo

complanares.
Neste caso, as retas intersetam-se num ponto. De facto, igualando as expressoes das duas

retas
(0,0,1) + ((1,0,0)) = (0,4,3) + ((0,2,1)) & «(1,0,0) + 5(0,2,1) = (0,4, 2),
onde o, f € R, e analisando a matriz ampliada deste sistema de equagoes lineares
1 0/]0 [¢———— |1 0|0
Ab=10 2|4 0 2|41,
0 1[2 | lz3+4t3—26 [0 00
tem-se que car(A) = car(Alb) = 2 = n (n é o niimero de incdgnitas). Assim, conclui-se
que o sistema tem uma tinica solugcdo, que é o ponto de intersecdo entre as duas retas.
(b) Considere A = (0,0,1) € Re B=(1,0,1) € S. Sejam {1 = (1,2,0) o vetor diretor da
reta R, Uy = (—4,—8,0) o vetor diretor da reta S e {3 = vap = B — A = (1,0,0). As

1 20
retas R e S sdo complanares se dim({¢1, {3, l3)) = 2. Considere a matriz A = [ 48 8]
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(c)

com linhas (1, £, ¢3. Como

1
—4
1

2 0l¢+—mmm
-8 0 by < 05 + 444
0 0 53%53—52

1 2 0
0 0 O
0 -2 0

— |1 2 0
52 <~ fg 0 -2 0
0 0 O

entdo car(A) = 2, logo dim((¢1,¥2,03)) = 2, concluindo-se que as retas R e S sdo

complanares.

Neste caso, como os vetores diretores das retas R e S sdo linearmente dependentes, pois

um vetor diretor pode ser escrito como combinagdo linear do outro, {95 = —441, as duas

retas sdo paralelas.

Considere A = (0,0,1) € Re B = (1,0,1) € S. Sejam ¢, = (1,2,0) o vetor diretor da

reta R, lo = (0,1,1) o vetor diretor da reta S e {3 = vap = B — A = (1,0,0).

R e S sdo complanares se dim((¢1,¢2,03)) = 2. Considere a matriz A = [(1) (21)

linhas (1,9, ¢3. Como

1 20
011
1 00

>

63%63—61

1
0
0

2 0
1 1
-2 0

A
0
1
0

+— |1 2 0

53 — 63 +2€2

011
0 0 2

s retas

} com

)

entdo car(A) = 3, logo dim({¢1, 2, (3)) = 3 # 2, concluindo-se que as retas R e S ndo

sdo complanares.

Neste caso, como os vetores diretores das retas R e S sdo linearmente independentes, pois

ndo é possivel escrever um vetor diretor como combinacdo linear do outro, as duas retas

ndo sdo paralelas. As retas também ndo se intersetam, porque considerando o seguintes

sistema de equacoes lineares

(0,0,1) + ((1,2,0)) = (1,0,1) + ((0,1,1)) & «(1,2,0) + 5(0,1,1) = (1,0,0),

onde a, 5 € R, vem

Alb =

1
2
0

1
0
0

0
1
1

0
1
0

1
0

-2
2

>
62 (ffg — 251

i

10
0 1
01

€3<—€3—f1

tem-se que car(A) = 2 # car(A|b) = 3, donde se conclui que o sistema é impossivel, ndo

existindo um ponto de intersecdo entre as duas retas.

Neste caso, as duas retas sdo enviezadas (as retas ndo sdo paralelas e ndo se intersetam).

Apresenta-se a seguir diferentes representacdes da reta.



2.3 Pontos, retas e planos

Definicao 2.9

Sejam R uma reta de R3, P = (a, b, c) um ponto da reta R e u = (u1,ug,ug) um vetor

diretor de 'R. Entdo pode escrever-se
R =P+ (u).
Considere um ponto qualquer X = (x,y, z) € R. A expressio

(x,y,z):(a,b,c)+)\(u1,u2,U3), AER:

chama-se equacao vetorial da reta R.

Definicao 2.10

Seja R uma reta de R® com equagdo vetorial
(z,y,2) = (a,b,¢) + AMu1,u2,u3), A€ER.
Da expressdo anterior resulta o seguinte sistema
T =a-+ Aug
y=b+ lug

z = c+ Aus.

Estas equacdes designam-se por equagoes paramétricas da reta R. .

Definicao 2.11

Resolvendo as equacdes paramétricas da reta em ordem ao pardmetro X e eliminando A

obtém-se
r—a y—b z-—c

Ul u9g us ’

comuy # 0,us # 0,us # 0.

Estas equagdes chamam-se equagoes cartesianas ou equacoes normais da reta R. o

Exercicio 2.9 Determine a equagao vetorial, as equagdes paramétricas e as equacdes cartesianas

das seguintes retas:

(a) reta R que passa no ponto A = (—1,0, 2) e é paralela ao vetor v = (1,2, 3).
(b) reta R que passa pelos pontos A = (1,2,3) e B = (3,1, 3).

Resolucao

(a) A equacdo vetorial da reta R é
(z,y,2) = (-1,0,2) + a(1,2,3),a € R,
podendo-se escrever

R =(1,1,1) + ((1,2,3)).

53



Capitulo2 Espacos afins

Da equacdo vetorial obtém-se as equagdes paramétricas:
r=-14a, y=2a, z=2+3a, a € R.

Eliminando o parametro o das equagées paramétricas, obtém-se as equagoes cartesianas:

y 2—2
]_ = - =
S R
(b) A equagdo vetorial da reta R, que tem vap = B — A = (2, —1,0) como vetor diretor, é

S 2x—y=-2AN3y—2z=—4).

(r,y,2) =(1,2,3) + «(2,-1,0),a € R,
podendo-se escrever
R =1(1,2,3) 4+ ((2,—1,0)).
Da equacdo vetorial obtém-se as equagbes paramétricas:
r=142a,y=2—a, 2=3, a € R.
Eliminando o parametro o das equagées paramétricas, obtém-se as equacoes cartesianas:

1 y—2
<x :y/\z:3><:>(:n+2y:5/\z:3).

2 -1

As seguintes definicdes contém as representagdes do plano na forma vetorial e na forma de
equacdes paramétricas. Mais a frente introduz-se a representacio do plano através da equacio

cartesiana.

Definicao 2.12

Sejam P = (a,b,c) um ponto de R® e u = (uy,uz,us) e v = (v1,v2,v3) dois vetores

linearmente independentes. O plano ‘P definido pelo ponto P e pelos vetores u e v pode

ser escrito da forma
P =P+ (u,v).

Dados trés pontos A, B, C ndo colinerares do plano P tem-se também
P =A+ (vap,vac).

Seja X = (z,y,z) € P. A expressdo

(x,y,2) = (a,b,¢) + AN(u1, ug, us) + p(v1,va,v3), A p€R,

chama-se equacao vetorial do plano P.

Definicao 2.13

Sejam P um plano com equagdo vetorial

(ZL',y,Z) = ((L, ba C) + )\(Ul,UQ,Ug) +/,L(’U1,’Ug,’(}3), )‘a,u € Ra

54



2.3 Pontos, retas e planos

Da expressdo anterior resulta o seguinte sistema
T =a+ A\uy + pv;
y =0b+ Aug + pvs
z = ¢+ Aug + pvs.

Estas equacdes designam-se por equacgoes paramétricas do plano P.

)

O seguinte produto, definido em R? e designado por produto externo ou produto vetorial,

quando € aplicado a dois vetores produz um vetor.

Definicao 2.14

Sejam o espago vetorial R® e x = (x1,2,23),y = (y1,%2,y3) € R3. Chama-se produto

externo (ou produto vetorial) de x e y, que se representa por x X vy, ao vetor de R>
definido por

d
Xy k] (x2y3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1). P

Sejam {e1, 2, e3} abase canénicade R3 e v = (w1, 2, 73),y = (y1,¥y2,y3) € R3.
Entdo, o produto externo de x e y pode ser calculado através do “determinante simbdlico”
e] es e3
TXY=|r1 T2 x3|-
1 Y2 Y3
Exercicio 2.10 Sejam os vetores © = (1,0,2) e y = (3,1,0).

(a) Determine z X yey X x.

(b) Mostreque (z xy) Lze(zxy) Ly.

Resolucio
e1 e e3
(a) v xy= 102 = —2e1 + 6Geg + e3 = (—2,6,1).
el ez e3
yxz=|3 19 = 2e; — 6eg —e3 = (2,—6,—1).

Observa-se que o produto externo ndo é comutativo, pois x X y 7% y X x. Neste caso

tem-se que T X Yy = —Yy X T e pode provar-se que é sempre vilido que x X y = —y X .
(b) Como (x x y) -z = (—2,6,1)-(1,0,2) = =2x 14+6 x0+1x 2 =0, tem-se que

(x xy) L

Como (x x y) -y = (—2,6,1)-(3,1,0) = =2 x3+6 x 1 +1x0 =0, tem-se que

(x xy) Ly

Definicao 2.15

Sejam a,b,c € R3 vetores linearmente independentes. Diz-se que (a,b,c) formam um
triedro direto se um observador com os pés no ponto (0,0,0) e com a cabe¢a na parte

positiva de c, vé a a direita de b. o
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(a) Vo € R3 [z x Ogs = Os].

(b) Yo,y € R3 [z x y = —y x ).

(c) Vz,y € R3 Va e Rz x () = a(z x y)].

(d) Vz,y,z € R3[(x +y) x z=x x 2 +y X 2].

(e) Vo,y,z€R3 [z x (y+2) = xy+2x X 2]

(f) Vo, y eR3[(z xy) Lz e(x xy) Ly

(g) Va,y € R?[|lz x y|| = |[z||||y]| sen 6], onde § = L(,y).

(h) ||z x y|| é igual a drea do paralelogramo que tem como lados x e y.

Demonstracao

(a) Sejax = (x1, 12, 73) € R3. Entdo,
x X Ops = (2 X0 —23 x 0,23 x0—21 X0,21 X0 —x9 X 0)=0ps.
(b) Sejamx = (l'l,.%'g,.%'g),y = (y17y2ay3) € RS' Como

T Xy = (Tay3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)

—y X & = (—y2x3 + Y32, —Y3T1 + Y173, Y172 + Y2T1),
conclui-se que © X y = —y X .
(¢) Sejam x = (21,72, 23),y = (y1,v2,93) € R? e a € R. Entio,
x X (ay) = (xoays — x30Y2, T3QY1 — T1QY3, T1QY2 — T2y )
= a(T2y3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)
= azx X y).
(d) Sejam z = (x1,22,23),y = (Y1,%2,y3), 2 = (21, 22, 23) € R3. Entio,
(x+y)xz = ((x2+y2)23—(x3+y3) 22, (¥3+y3) 21— (¥1+y1) 23, (T1+y1) 22— (@2 +y2)21)
= (w223 — 322, X321 — X123, T122 — T221) + (Y223 — Y322, Y321 — Y123, Y122 — Y221)
=T Xz+yXz.
(e) Sejam x = (z1,72,23),y = (Y1,Y2,93), 2 = (21, 22, 2z3) € R3. Entdo,
X (y+2) = (z2(ys+z3)—w3(y2+22), x3(y1+21) —1(ys+23), v1(y2+22) —22(y1+21))
= (22y3 — T3y2, T3y1 — T1Y3, T1Y2 — T2y1) + (T223 — ¥322, T321 — T123, T122 — T221)
=TrXy+x Xz

(f) Sejam z = (x1,x2,23),y = (y1,¥2,y3) € R3. Como
(x xy) - x = (x2y3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1) - (21, 2, T3)
= T1X2Y3 — T1T3Y2 + T2T3Y1 — T2X1Y3 + T3X1Y2 — T3T2Y1

=0,
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entdo (x x y) Lz, e

(x xy) -y = (T2ys — 3Y2, T3y1 — T1Y3, L1Y2 — T2y1) - (Y1,Y2, Y3)
= Y122Y3 — Y1T3Y2 + Y2T3Y1 — Y2X1Y3 + Y3T1Y2 — Y3T2y1
—0,

peloque (z x y) L y.
(g) Sejam x,y € R3. Para provar que || x y|| = ||z||/||y| sen 6, onde § = Z(z,y), recorre-se

a igualdade

lz x ylI* = llzl*llyll* - (= - 9)*,
que pode ser verificada calculando e simplificando as expressdes dos dois lados da equagao.

Substituindo z - y = ||z|||ly|| cos # na igualdade anterior, obtém-se
lz <yl = llz[*yll* = =] lly]|* cos® 0
= [lz[I*lyl*(1 — cos®6)
= [l*[ly]|* sen® 6,
donde se conclui que
[l < yll = [[=[lllyl| sen 6.

(h) Sejam z,y € R3. Considere um paralelogramo que tem como lados x e 3. Entdo, como a
area A do paralelogramo € igual ao produto do comprimento da base pela altura, em que

a altura € dada por ||z|| sen 6 e o comprimento da base por ||y|| (ver Figura 2.5), tem-se

A= yllllz|sent = [lz >x y].

||| sen 0

n

[yl

Figura 2.5: Paralelogramo de drea ||z X y||.

Destas propriedades é importante observar que dados dois vetores = e y de R3, o produto
externo x X y € um vetor que € ortogonal a x e a y (ver Figura 2.6) e o valor da érea do

paralelogramo formado pelos dois vetores é igual a ||z x y||.
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T Xy
Y

oy Tz

T

Figura 2.6: Produto externo entre dois vetores.

Vo,y € R¥[z x y = (||z[|||yl[senf) n], onde 6 = Z(z,y) e n € R® em que

|In|| =1talquen L z,n L ye (z,y,n) formam um triedro direto.

Sejam o espago vetorial R® e u,v € R3. Entdo:
(a) Osvetores u e v sdo linearmente dependentes (ou paralelos) se e s6 se u X v = Ogs.
Em particular, tem-se u X u = Ops.
(b) Se u e v sdo linearmente independentes, entdo u X v é o vetor perpendicular aos
vetores u e v de norma igual a ||u|||v]| sin 0, sendo 0 o dngulo formado pelos vetores

uev.

Seja {e1, 2, e3} a base canénica de R3. Entio, tem-se
e X ep = e3,
ey X ez = eq,

€3 X e1 = eq.

Definicao 2.16

Considere o plano P definido pelo ponto P = (p1, p2, p3) e pelos vetores u = (u1, ug, u3)

ev = (v1,va,v3). Seja X = (x,y, z) um ponto qualquer de P. Entdo
X ePeuvpx-(uxv)=0.

Efetuando cdlculos, obtém-se
XePsaxr+by+cz=d,

onde a = ugv3 — U3V, b = Ugv] — ULV3, C = UIV3 — UV €

d = pra + p2b + psc.

A equagdo ax + by + cz = d chama-se equacao cartesiana do plano P. .

Na Figura 2.7, P € P é um ponto dado e X € um ponto qualquer no plano P. O vetor u X v

¢ pependicular ao plano e assim tem-se que vpx L (u X v).
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2.3 Pontos, retas e planos

u X v
X
v
v
P PX u

P

Figura 2.7: Plano P com vpx L (u X v).

Considere o plano P definido pelo ponto P = (p1,p2,p3) e pelos vetores u =
(u1,u2,us) ev = (vi,ve,v3). Seja X = (x,y,2) € Pesejau X v = (a,b,c). Entdo:
XePsuvpx - (uxv)=0
< (x—p1,y —p2,2—p3) - (a,b,¢) =0
< a(z—p1) +b(y —p2) +c(z—p3) =0
< ax + by + cz = pra + pa2b + psc.
Usando a substitui¢ao d = p1a + pab + psc, obtém-se a equacio cartesiana

axr + by + cz =d.

Exercicio 2.11 Determine uma equagio vetorial, equa¢des paramétricas e uma equacio cartesiana
do plano P definido pelos pontos A = (—4,—1,—-1), B =(-2,0,1),C = (-1,—2,-3).
Resolucao Usandovap =B — A= (2,1,2) evac =C — A = (3,—1, —2), entdo
(z,9,2) = A+ Mvap + pvac
=(—4,-1,-1)+ X\2,1,2) + u(3,—1,-2), A\, u € R,

é uma equacdo vetorial do plano 'P. A partir da equagdo vetorial obtém-se as seguintes equagoes
paramétricas

T =—44+2\+3pu
—14+A—pn
-1+ 2\ —2u.

y =
z =
Seja P = (z,y,z) € P. O vetor

N =vAB X VAC
e1 ey e3
=12 1 2
3 -1 =2
= —2ey + 6eg — 2e3 — 3ez + 2e1 + 4es
= (0,10, -5)
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é perpendicular a P. Entdo, obtém-se
vap-n=0< (z+4,y+1,2+1)-(0,10,—5) =0
< 10(y+1)—5(z+1)=0
& 10y — 52z = —5,

donde se conclui que 10y — 5z = —5 é uma equacdo cartesiana de P.

Exercicio 2.12 Considere o plano P representado pela equagio x + 2y + z = 3. Determine por
dois processos distintos uma equacio vetorial de P.
Resolucao

o Processo I:

O plano ‘P pode ser representado da seguinte forma
P={(x,y,3—x—2y):z,y € R}
={z(1,0,-1) +y(0,1,—-2) + (0,0,3) : z,y € R}
=(0,0,3) + ((1,0,-1),(0,1,—2)),
logo, uma equacdo vetorial de P é
(z,y,2) =(0,0,3) + A\(1,0,—1) + u(0,1,-2), A\, u € R.

o Processo 2:

Escolhendo trés pontos do plano P, por exemplo,
A=(3,0,0), B=(0,1,1), C =(0,0,3) € P,

tem-se vap = B—A=(-3,1,1)evac =C — A =(-3,0,3), ¢ assim,
(z,y,2) = (3,0,0) + A(=3,1,1) + u(—=3,0,3), ,,p € R

é uma equacgdo vetorial de P.

2.4 Problemas nao métricos

Os seguintes problemas, em que € estudado o paralelismo de subespagos afins, sdo designa-
dos por problemas nido métricos, porque nao necessitam da aplicacdo da métrica, que € a norma

usual.

Definicao 2.17

Sejam F e G subespacos de um certo espago afim &, associados aos subespacos F e G

de E, respetivamente.

Diz-se que F é um subespaco afim paralelo a G, escrevendo-se F || G, se F C G ou
C F.

GCF 'Y

Exercicio 2.13 Considere em R? areta R = (0,1,0) + ((1,0,—1)) e o plano P = (1,2,2) +
((0,1,0), (1,0, —1)). Verifique se R ¢ paralelo a P.
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Resolucao Como ((1,0,—1)) C ((0,1,0), (1,0, —1)), conclui-se que R || P.

Se F e G sdo subespacos afins paralelos, num certo espaco afim, ou a sua intersecdo é

vazia (F NG = 0) ou um deles estd contido no outro (F C G ou G C F).

Exercicio 2.14 Considere em R? areta R = (0,1,0) + (1,0, —1)). Verifique se R esté contida
nos seguintes planos:
(a) P = (17 2> 2) + <(Oa 17 0)7 (17 07 _1)>
(b) Q= (0,0,0) + ((1,1,-1), (—1,0,1)).
Resolucao
(a) Ja foi visto no Exercicio 2.13 que R || P. Como fa,3 € R : (0,1,0) = (1,2,2) +
«(0,1,0) + 8(1,0,—1), tem-se que RN'P = 0, entdo R ¢ P.
(b) Considerando o plano Q = (0,0,0) + ((1,1,—-1),(-1,0,1)), como ((1,0,—1)) C
((1,1,-1),(—1,0,1)), tem-se que R || Q e como (0,1,0) € Q, porque
(0,1,0) = (0,0,0) + 1(1,1, —1) 4+ 1(~1,0, 1),
entdo R C Q.
Considere dois planos P; e P, definidos pelas equagdes cartesianas ax+by+cz = d

eexr+ fy+ gz = h, respetivamente. Como u = (a, b, ¢) é um vetor perpendicular ao plano P,

entao
w = (w1, wy,w3) € P1 < u-w=0< aw; + bws + cws = 0.

Assim, as solugdes (x, y, z) da equacdo ax + by + cz = 0 sdo as coordenadas de todos os vetores

do plano P;. Logo, Py || P2 se e s6 se
ar+by+cz=0&ex+ fy+gz=0,
i.e. se e sO se

da € R: (a,b,c) = ale, f,9).

Considere areta R definida pela equag@o vetorial (x,y, z) = P+ A(v1,v2,v3), A €
R, e o plano P; definido pela equagao cartesiana ax + by + cz = d.
Entdo R || P1 se e s6 se
(a,b,c) - (v1,v2,v3) =0 <& avy + bvg + cvg = 0.
Note que a equagao cartesiana ax + by + cz = 0 representa o plano paralelo a P; que passa

na origem do referencial.

Exercicio 2.15 Considere o plano P definido pelos pontos A = (1,0,1), B = (0,2,0), C =
(1,2,2). Determine a equagdo cartesiana do plano Q paralelo a P contendo a origem do sistema

de eixos e a equagdo cartesiana do plano 7 paralelo a P, que passa pelo ponto P = (1,1, 1).

61



Capitulo2 Espacos afins

Resolucdo O vetor n = vap X vac € perpendicular a P. Como vap = B — A= (—1,2,—1)

evac = Cy = (0,2,1), obtém-se

€1 €9 €3
n=uvap Xv4c = |—1 2 —1|=2e; —2e3+2e;+ex=(4,1,-2).
0 2 1

Entdo, a equagdo cartesiana do plano O, paralelo a P, é da forma 4x 4+ y — 2z = d e como

(0,0,0) € Q, tem-se
dr +y—22=0.

Para determinar a equagdo cartesiana de T, como T || P e (1,1,1) € T, substiui-se o ponto

(1,1,1) na equagdo 4x + y — 2z = d, obtendo-se d = 3. Logo a equagdo cartesiana de T é

dr+y—2z=3.

Exercicio 2.16 Considere a reta R definida pelo sistema de equagdes
x = -2y + 1
z = Y + 2
e o plano P dado por = 4+ y + 3z = 1. Verifique se R || P.
Resolucao A reta pode ser escrita da forma
R =1(1,0,2) 4+ ((—2,1,1)),

onde (—2,1,1) é um vetor diretor de R. Sabe-se que (1,1,3) é um vetor perpendicular a P.

Entdo R || P se e so se (—2,1,1) - (1,1,3) = 0. Como
(—2,1,1)- (1,1,3) = 2 £ 0,

entdo conclui-se que R }f P.

2.5 Problemas métricos

Nas seguintes defini¢des € apresentado o conceito de distdncia entre subespacos afins.
Os problemas que dependem deste conceito sdo designados por problemas métricos. Aqui os

problemas métricos envolvem o cdlculo de distincias e angulos e a métrica usada € a norma

usual.

Definicao 2.18

Sejam F e F dois subespacos afins de R3. A distancia entre subespacos afins F; ¢ F»

define-se como sendo o minimo das distancias entre os pontos de F1 e Fa, ou seja,

d(F1, F>) “? min{d(A,B): A e F\,B € F).
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Definicao 2.19

Sejam P = (a,b,c) e Q = (w,y, 2) dois pontos de R, entdo a distancia entre dois

pontos P e () é definida por

d(P,Q) Y |lvpol = V(@ — a2 + (y =) + (z — )2.

[ )
Exercicio 2.17 Determine a distancia entre os pontos A = (1,2, —1)e B = (3,0, 1).
Resolucao
d(A, B) = [loapll = [1(2,-2,2)| = V22 + (-2)2 + 22 = 23,
Definicao 2.20
Sejam P um ponto de R? e T um plano. Entdo, chama-se distancia do ponto P ao plano
T, que se representa por d(P,T), a
def
d(P7T) = d(Pv Q) = ||UPQ||7
em que
(a) R é a reta perpendicular a T que passa em P.
(b) Q=TNR. .

A Figura 2.8 ilustra a Definicdo 2.20.

d(P,T)

R

Figura 2.8: Distancia de um ponto a um plano.

A distancia de um ponto P € R? a um plano 7 pode ser também obtida de outra
forma usando a projecdo ortogonal.

Sejam ax + by + ¢z = d a equagdo cartesiana do plano 7, A = (z,y,2) € T um ponto
qualquer do plano 7 e o ponto P = (zq, o0, 20) € R®. Sejan = (a,b,c) o vetor normal do
plano e considere que o ponto A = (x,y, z) € o ponto inicial desse vetor, entdo a distancia de P
ao plano 7 € igual ao comprimento do vetor da projecio ortogonal de v4p sobre n (ver Figura

2.9), ou seja,
lvap - nf

d(P,T) = | proj, vap|| = el
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Proj, vAp

7—'

Figura 2.9: Distancia de um ponto a um plano usando a projecdo ortogonal.

Sejam P um ponto de R3 e T um plano. Entdo,
d(P,T) = || proj, varl,

onde n é o vetor normal do plano T e A é um ponto qualquer de T .

Sejam ax + by + ¢z = d a equagdo cartesiana do plano 7, A = (x,y,2) € T
um ponto qualquer de 7 e o ponto P = (¢, 40, 20) € R>. Sejan = (a, b, c) o vetor normal do

plano e considere que o ponto A = (x,y, z) é o ponto inicial desse vetor.

Entao

d(P,T) = || proj, vapl||

(xo —x,90 — Y, 20 — 2) - (a,b,¢)
[(a, b, )|
_laxg — ax + by — by 4 czp — cz|
- V2 + 3
_ lazg + byo + czo — d|
T VErrre

A seguir prova-se que esta expressdo coincide com a expressao obtida através da Definicao 2.20

A reta R perpendicular a 7 que passa no ponto P tem equagio vetorial
(l‘,y,Z) - (5607y0,2’0) + )\TL, AeR.
Calculando R N 7, obtém-se

a(xo+ Aa) + b(yo + Ab) + c(z0 + A\¢) = d < axg + byo + czo + A(n-n) =d

d — axg + byo + c2p
n-n '

SN\ =

Substituindo o valor de A na equagdo de R, obtém-se o ponto de interse¢io Q@ =R N T :
d — axo + byo + c2o
n.
n-n

Q = (%0, Y0, 20) +
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Pela Defini¢do 2.20, vem que
d(P,T) = d(P,Q)
= [lveell

=[Q - P
H —axo + byg + ¢z H

_ |d — axg —i— byo + czpl |||
s

_|d — axo + byo + czo|
[l

_ |d — azop + byo + czo]
Va?z + b2 + 2

concluindo-se que esta expressao coincide com a expressao anterior, obtida a partir da projecao

ortogonal || proj,, vap||, logo, d(P,T) = || proj, var| O

Sejam P = (z0, Yo, 20) um ponto de R® e T um plano com equagdo cartesiana ax -+ by +

cz = d. Entado,

d(P,T) =

|ax0 + byg + czg — d|

Va2 4+ b2 + ¢2

Exercicio 2.18 Determine por trés processos distintos a distancia do ponto P = (0,1, —2) ao
plano 7 cuja equacdo cartesiana é x +y + z = 1.
Resolucao

o Processo 1:

A reta R, perpendicular a T que passa em P, é dada por
(z,y,2) =(0,1,-2) + A(1,1,1), A€ R.

Para se determinar o ponto de interse¢do Q = T N 'R substitua-se primeiro (r,y,z) =

(A, 1+ X, =2+ \) na equagado cartesiana de T, vindo

2
)\+1+/\—2+)\:1<:>3)\:2<:>)\:§.

Substituindo \ = % na equagdo de R, obtém-se
Q: (071’_2)—’_% X (17171) = (%727_%)‘

Entao,

2 2v/3
AP.T) = d(P.Q) = orgll = Q- PIl = [ 21, 1.1)] = 222,

o Processo 2:
Seja A um ponto qualquer de T, por exemplo A = (1,0,0) € T e sejan = (1,1,1) o
vetor perpendicular a T . Tem-se que vap = P — A = (—1,1,—2). Entdo,
lvap-n|  (=1,1,-2)-(1,1,1) 2 23

d(P,T) = || proj = = VB
( 7T> Hpro-]nvAPH Hn” ”(17171)H \/g 3
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o Processo 3:

Aplicando a formula do Coroldrio 2.1, obtém-se
b —d
d(P,T) — ’a$0+ yO+CZO ‘
v a2 + b2 + c2
O Ix0+1x14+1x(-2)—1
B I+1+1

_ =2
VB
23
==
Exercicio 2.19 Determine por trés processos distintos a distincia do ponto P = (—2,—4, —3)

aoplano 7 : z+2y+3z=09.
Resolucao

o Processo 1:
A reta R perpendicular a T que passa em P é dada por
R: (x,y,2) = (—2,—4,-3) + A\(1,2,3).
Para se determinar Q = T N'R, substitua-se (x,y,z) = (=2 + X\, —4+2X, =3+ 3\) na
equagdo cartesiana de T, vindo
24+ A+2(—442\)+3(-343\) =9 14X =28 A =2.
Assim, Q = (—2,—-4,-3) + 2 x (1,2,3) = (0,0, 3), pelo que
d(P,T) = d(P,Q) = [vrqll = |(2,4,6)] = V22 + 42 + 6 = 2VI4.
o Processo 2:

Seja A um ponto qualquer de T, por exemplo A = (0,0,3) € T e sejan = (1,2,3) o

vetor perpendicular a T . Tem-se que vap = P — A = (=2, —4,—6). Entdo,

. lvap-n|  (=2,-4,-6)-(1,2,3) 28
D =lpetvarl = P = ey v Y

e Processo 3:

Aplicando a formula do Coroldrio 2.1, obtém-se
lazg + byo + czo — d
d(P,T) =
S N
X (=2)+2x (—4)+3x(=3) -9
v1+4+4+9

_ =28
V14
— 2V/14.

Definicao 2.21

Sejam P um ponto de R e R uma reta. Entdo, chama-se distincia do ponto P i reta
d
R, que se representa por d(P,R), a d(P,R) ief d(P,Q), em que
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(a) T é o plano perpendicular a R que passa em P.

(b) Q=TNR.

A Figura 2.10 ilustra a Defini¢ao 2.21.

Figura 2.10: Distincia de um ponto a uma reta.

A distincia de um ponto P € R? a uma reta R pode ser também obtida de outra

forma usando a proje¢ao ortogonal.

Sejam A = (z1,y1, 21) € R um ponto qualquer dareta R e o ponto P = (9, %o, z0) € R3.

Sejan = (a, b, ¢) o vetor diretor de R. Entdo a distancia de P a reta R € igual ao comprimento

do vetor que € a diferenca entre o vetor v4p € 0 vetor projecdo ortogonal de v4p sobre n (ver

Figura 2.11), ou seja

d(P,R) = |lvap — proj, vap|l = HUAP - Uzp' nnnH
P
vAP d(P,R)
e R

Figura 2.11: Distancia de um ponto a uma reta usando a projecao ortogonal.

Sejam P um ponto de R? e R uma reta. Entdo,

d(P’ R) = ||UAP - projn UAPHa
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onde n é o vetor diretor da reta R e A é um ponto qualquer de R.

Sejam A = (z1,y1,21) € Re P = (z0,Y0,20) € R3. Sejan = (a,b,c) o
vetor diretor de R. Entao,

vap - n
n-n

d(P,R) = |[lvap — proj, vap| = HUAP - nH

A seguir prova-se que esta expressao coincide com a expressdo obtida através da Definicao 2.21.
Seja T o plano perpendicular a R que passa em P. Entdo, a equagao cartesiana de 7 € da

forma ax + by + cz = de,como P € P, d = axg + byy + czp, vem que a equacgdo cartesiana

de T pode ser escrita da forma
ax + by + cz = axg + byg + czo.

A equagdo vetorial da reta R tem a expressao
(x,y,2) = (z1,91,21) + Aa,b,¢c), N € R,

onde A = (x1,y1, 21) é um ponto qualquer da reta R.

Calculando 7 N'R, e resolvendo a equagdo em ordem a \, obtém-se a seguinte expressao.
a(xl + Aa) + b(yl + )\b) + C(Zl + )\C) pr— axo —|— byo _|_ CZ[)

<~ (a7 ba C) : (xlaylazl) + )\(7’1, . n) = (avba C) : (5U0,2/0,ZO)
(CL, ba C) . ('anyOaZO) - (CL, bv C) . ($17y1721)

S A=
n-n
o\ = (a,b,c) ’ ((Z’O,Z/O,ZO) - (1'1,3/1,21))
n-n
(P—-A
n-n

Substituindo agora a expressdo de A na equagdo vetorial de R, obtém-se o ponto de intersecdo

RQ=TNR:
Q:A—Fin.(P_A)n.

Da Definicdo 2.21 resulta que

d(P,R) = d(P,Q)

= [lopg]

=[|Q — P

— as 224, p|
n-n

[ - =)

= [ o

que coincide com a expressdo anterior, obtida com a projegdo ortogonal ||[ugp — proj,, vap||,

logo, d(P,R) = |[lvap — proj, vap||. =
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Exercicio 2.20 Determine por dois processos distintos a distincia entre o ponto P = (4,3,0) e
areta R : (z,y,2) = (2,1,—1) + A\(1,1,0), A € R.
Resolucao
o Processo I:
O plano T, perpendicular a R que passa em P, é dado pela equacdo x + y = d. Como
PeT,entdod=4+3=7, logo
T:xz+y="T7.
Para se determinar Q) = T N'R, substitua-se (x,y,z) = (2+ X\, 1+ X, —1) na equagdo
cartesiana de T, vindo
24 A+14+A=7T822=4 =2
Assim,
Q=(21,-1)+2x(1,1,0) = (4,3,-1)
pelo que
d(P,R) = d(P,Q) = |lvpqll = 1Q = Pl = [[(0,0, -1)| = v/(-1)* = L.
o Processo 2:
Seja A um ponto qualquer da reta R, por exemplo A = (2,1, —1) € R. Sejan = (1,1,0)
o vetor diretor de R e considere vayp = P — A = (2,2, 1). Entdo,
vAp M (2,2,1)-(1,1,0) 4

j = = 1,1,0) = =(1,1,0) = (2,2,0
proj,, vap non n (171,0)(171’0)(7 ) ) 2(7 ) ) (7 3 )

e, assim,

d(P,R) = [lvap — proj, vap| = [I(2,2,1) = (2,2,0)[ = [|(0,0, 1)[| = 1.

Definicao 2.22

Sejam P e T dois planos. Chama-se distancia entre os planos P e 7T, que se representa
pord(P,T), a:
(a)

aP, 7)o,
se os dois planos sdo coincidentes.
(b)
dP, 7)o,
se os dois planos se intersetam.
(c)
aP. 7)< d(P,Q).

se os dois planos sdo paralelos, onde () é um ponto qualquer de T. Neste caso, o

problema fica reduzido ao cdlculo da distancia de um ponto a um plano. o
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Na Figure 2.12 pode observar-se que no caso em que os planos P e T sdo paralelos, o

célculo da distancia entre P e 7T fica reduzido ao cdlculo da distancia de um ponto a um plano.

T Q{
e,
. |

Figura 2.12: Distancia entre dois planos paralelos.

Exercicio 2.21 Considere os planos P e T definidos pelas equagdes = + 2y — 2z = 3 e
2z + 4y — 4z = 7, respetivamente. Determine a distidncia entre os dois planos.

Resolucao Os planos P e T sdo paralelos visto que os seus vetores normais, que sdo (1,2, —2)
e (2,4, —4), respetivamente, sdo linearmente dependentes. Seja (Q um ponto arbitrdrio de P,
por exemplo Q = (3,0,0) € P. Considere ainda um ponto arbitririo A = (x,y,z) € T e 0

vetor normal n = (2,4, —4) ao plano T. Entdo, como
d(Pa T) = d(Qa T) = H proj,, 'UAQH,
pode calcular-se a distancia da seguinte forma

d(P,T) = | proj, vagl|

lvag - 1|
[l
l@-4) )
([l
(@ -n) —(A-n)|
[l
~1(3,0,0) - (2,4, —4) — (z,y,2) - (2,4, —4)|
1(2,4, =4)||
167
T 6
_ 1
=5

onde na sexta igualdade se usou o facto de (x,y,z) - (2,4,—4) = 7, que é a expressdo da

equacdo cartesiana do plano T.

Definicao 2.23

Sejam P um plano e ‘R uma reta. Chama-se distancia entre a reta R e o plano P, que

se representa por d(P,R), a:
(a)
a(P,R) <o,

se R estd contida em P.
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(b)
dP,R)“ o,
se R interseta P.
(c)
P, R) < d(P,Q),

se P e R sdo paralelos, onde () é um ponto qualquer de R. Neste caso, o problema

fica reduzido ao cadlculo da distancia de um ponto a um plano.

)

Na Figure 2.13 pode observar-se que no caso em que o plano P e a reta R sdo paralelos, o

calculo da distancia entre P e ‘R fica reduzido ao célculo da distancia de um ponto a um plano.

Q

R

| d(P,R)
'P m

Figura 2.13: Distincia entre uma reta € um plano.

Exercicio 2.22 Considere o plano P de equacdio x — y — z = 2 e areta R definida pela equacdo
vetorial (z,y,z) = (1,0,1) + A(2,1,1), A € R. Determine a distincia entre a reta R e o plano
P.

Resolucio Sejan = (1,—1,—1) o vetor normal a P ev = (2,1, 1) o vetor diretor de R. A reta

‘R é paralela ao plano P, porque
n-v=(1,-1,-1)-(2,1,1) = 0.
Tem-se aina que R ¢ P, porque, por exemplo Q = (1,0,1) € R e Q ¢ P. Seja A um ponto
qualquer de P, por exemplo A = (2,0,0) € P. Entdo,
d(P,R) = d(P,Q) = || proj, vaql-
Como vag = Q — A =(-1,0,1), obtém-se

. lvag-n| _|(=L0,1)-(1,=1,-1)] 2 _2V3
(Pa ) ”pro.]nvAQH HnH ||(1’_17_1)H \/g 3

Definicao 2.24

Sejam R e S duas retas. Chama-se distancia entre as retas R e S, que se representa
pord(R,S), a:
(a)
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se R e S sdo concorrentes.
(b)
d(R,8) 2 d(P,s),
se R e S sdo paralelas, onde P é um ponto qualquer da reta 'R.
(c)
def
d(R,S) = d(R,P),

se R e S sdo enviezadas, onde P é o plano que contém S e é paralelo a R. o

Na Figure 2.14 observar-se que no caso em que as retas R e S sdo paralelas, o cdlculo da

distancia entre R e R fica reduzido ao cdlculo da distancia de um ponto a uma reta.

R

P
L d(R,S)

= S

Figura 2.14: Distancia entre duas retas paralelas.

Na Figure 2.15 observar-se que no caso em que as retas R e S sdo enviezadas, o cdlculo da
distancia entre ‘R e R fica reduzido ao cdlculo da distdncia de uma reta a um plano, paralelo a

esta reta, que contém a outra reta.

Figura 2.15: Distancia entre duas retas enviezadas.

Exercicio 2.23 Considere as retas R = (1,1,2) + ((1,0,—-2)) e S = (0,0,0) + ((2,1,1)).
Determine a distancia entre R e S.
Resolucao Como (1,0,—2) # k(2,1,1), k € R, entao R }t S.
Para analisar se as retas se intersetam, considere o seguinte sistema de equacgoes
(1,1,2) + «(1,0,-2) = (0,0,0) + 5(2,1,1)
< «o(1,0,-2) + B(-2,—-1,—-1) = (—-1,-1,-2),

onde o, B € R.
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Como
1 91— 1 21—
0 —-1]|-1 0 —-1|-1

_—2 -1 -2 b3 < £3 + 204 0 -5|—4 l3 < f3 — 50,

1 2|1
0 —1|-11,
0 0| 1

conclui-se que o sistema de equagées é impossivel, logo R NS = (.

Seja T o plano que contém S tal que T || R. Seja n um vetor normal a T. Entdo, n pode

ser calculado a partirde n = (2,1,1) x (1,0, —2). Tem-se

€1 €9 €3
n=1(2,1,1) x (1,0,-2) =12 1 1 |=—2e;+e2—ez+4es =(—2,5-1).
1 0 -2

Considere um ponto A € T, por exemplo A = (0,0,0) € S C T e seja P um ponto quaquer de

R, por exemplo P = (1,1,2) € R. Entdo, como d(R,S) = d(R,T) = d(P, T), obtém-se

lvap-n|  [(1,1,2)-(=2,5,-1)] 1 /30
ol I(=25-1I V30 30"

d(R,8) = || proj, var|l =

Definicao 2.25

Sejam R e S duas retas de R® com vetores diretores u e v, respetivamente. Chama-se

angulo entre as retas R e S, que se representa por Z(R,S), a

Z(R,S) “ arceos ( [u o] ) )
[[ullf|v]]

Seja§ = Z(R,S). Entdo:
0 0 € [0, g]

o 0 = 0seesobseasretas R e S sdo paralelas.

Exercicio 2.24 Determine o anguloentre areta R : (x,y,z) = (3,17,3) + A(4,6,2), A € R, e

areta S definida pelas equacdes cartesianas
r y+10 =z+9

3 3 6

Resolucao O vetor (4, 6,2) é um vetor diretor da reta R.

A reta S pode ser definida pelas equacées paramétricas

T =3u
y+10=3u
z+9=06u,

w € R, pelo que (3,3,6) é um vetor diretor da reta S.
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Entdo, o dngulo entre R e S é dado por
|(4,6,2) - (3,3,6)] )
11(4,6,2)]111(3,3,6)]]
|12 + 18 4 12|
\/16+36+4\/9+9+36)

(
—— )
[

Definicao 2.26

Sejam R uma reta e P um plano. Chama-se angulo entre a reta R e o plano P, que se

Z(R,s) = arccos <

= arccos

= arccos

representa por A(R P), a
|u - wl
Z(R, 73) “f arcsen <— ,
]l ||
onde u é um vetor diretor da reta R e w é um vetor perpendicular ao plano P. o

Observaciao Seja @ = Z(R,P), entdo:

0 0 € [0,%];

o 6 =0seesoseareta’R 4 paralela ao plano P.

Exercicio 2.25 Determine o angulo entre areta R : (x,y,2) = (—1,0,1) + A(0,4,3), A € R,
eoplano 7 : 4z — 3y = 1.

Resolucio Sendo (0,4, 3) um vetor diretor de R e (4,—3,0) L T, entdo

1(0,4,3) - (4,-3,0)| )
10, 4, 3)[[[[(4, =3, 0)]]

Z(R,T) = arcsen <

B |- 12| )
- aresen (m 1619

12
=arcsen [ — | .
arcse oF

Definicao 2.27

Sejam P e Q dois planos. Chama-se angulo entre os dois planos P e O, que se representa
por Z(P,Q), a

Z(P,Q) S arccos (M),

[Ira [l
onde ny e ngy sdo vetores perpendiculares a P e Q, respetivamente. .
Exercicio 2.26 Determine o angulo entre o plano P : —3z + 2y — z = 4 e o plano 7 :
x—3y+4z=05.
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Resolucao Sendo ( )LPe ( —3,4) L T, entdo
( a2ty )
[EEEyTeR=
( |— 36— 4 >
\/9+4+1\/1+9+16
arccos( )
V1426

Z(P,T) = arccos

— arccos

— arccos
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Capitulo 3 Conicas e Quadricas

Introducao

[ Conicas [ Formas quadrdticas

[ Quddricas [d Diagonalizacdo de matrizes

As cénicas e quadricas podem ser definidas por equacdes quadriticas em R? e R3, respe-
tivamente. Estas equagdes t€ém uma representacdo matricial equivalente, contendo uma forma
quadrética que depende de uma matriz simétrica. Através de transformacdes de coordenadas é
possivel transformar as equagdes em formas reduzidas que permitem a identificacdo das cénicas
e quadricas. A ferramenta essencial nessas transformagdes € a diagonaliza¢do de uma matriz

simétrica com a ajuda de uma matriz ortogonal.

3.1 Conicas

Definicao 3.1

Chama-se cénica ao conjunto de pontos de R? cujas coordenadas satisfazem a equagdo

de segundo grau

a117% + 2a127Y + azy® + b1z + boy + ¢ = 0,

com aii, a12, a2, b1, bz, c € R.

Observacao
(a) Como uma cénica é uma equacio de segundo grau em R?, tem-se na equacio da definicio
anterior que a11 # 0V ajo # 0V ase # 0.
(b) Por uma questdo de simplificagdo de linguagem, diz-se por vezes “Considere a cénica
a112? + 2a122y + azy?® + bix + by + ¢ = 07 em vez de “Considere a cénica com

equacio a112? + 2a122y + agny® + b1z + by +¢=0."

A seguir apresentam-se as defini¢cdes de conicas na forma reduzida e exemplos.

Definicao 3.2

Uma conica diz-se que estd na forma reduzida ou forma canénica se é dada por uma

das seguintes equagoes:
(@) Mz +Xy? +d=0 A, 2 €R\ {0}, deR
(b) Mz +d=0,\ € R\ {0}, deR
(c) \x? =2ay, \1 R\ {0}, a €R.
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Definicao 3.3

Sejam a,b € RT, a # b. Chama-se elipse a cénica cuja equagdo reduzida é

.’L‘2 y2

$+b_2:1'

.. . . 2 2 . ..
Exercicio 3.1 Considere a cénica Z- + %- = 1. Identifique a c6nica e faga o seu esbogo.
9 4
- .. 2 2 o . ,
Resolucao A conica % + yz = 1, que ja estd na forma reduzida (com a = 3, b = 2), é uma

elipse (ver Figura 3.1).

w

Figura 3.1: Esboco da cénica % + %2 =1.

Definicao 3.4

Seja p € RT. Chama-se circunferéncia a cénica cuja equagdo reduzida é

z? +y* = p?.

Exercicio 3.2 Considere a cénica 2 + y? = 2. Identifique a cénica e faca o seu esboco.
Resolucio A cdnica z* + y* = 2, que jd estd na forma reduzida (com p = /2), é uma

circunferéncia (ver Figura 3.2).

Figura 3.2: Esbogo da cénica 22 + 3% = 2.
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Definicao 3.5

Sejam a,b € RT. Chama-se hipérbole a cénica cuja equagdo reduzida é
2 2 22 2

& Yy Yy

Exercicio 3.3 Considere a cénica 2> — y? = 1. Identifique a cénica e faga o seu esboco.

Resolucio A cénica x* — y* = 1, que jd estd na forma reduzida (com a = b = 1 na equagdo
2—2 — z—; = 1), é uma hipérbole (ver Figura 3.3).

Figura 3.3: Esboco da cénica 22 — 3% = 1.

Definicao 3.6

Sejam a,b € RT. Chama-se parabola a cénica cuja equacdo reduzida é

ar? —by =0 ou ay’? —br =0 ou ax®+by=0 ou ay?®+bx =0.

Exercicio 3.4 Considere a cénica y = 2x2. Identifique a cénica e faca o seu esbogo.
Resolucio A conica y = 222, que ja estd na forma reduzida (com a = 2 e b = 1 na equacdo

ax® — by = 0 ), é uma pardbola (ver Figura 3.4).

Y

Figura 3.4: Esboco da cénica y = 2z2.
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Definicao 3.7

Uma cénica chama-se cénica degenerada se ndo hd pontos de R? que satisfacam a sua
p q ¢

equagdo, ou se, existindo, eles definem uma reta, duas retas ou apenas um ponto de R>. .

Observacio Sejam a,b € R*. Entdo, as seguintes equagdes definem conicas degeneradas:

(@) %+ % =0,

b) &+ 4% = —1.

© & —% =0

(d) 2? =a? y? = b
(e) x2:_a2’ y2:_b2

) z2=0,y>=0.

Teorema 3.1
Uma conica ou é uma elipse ou uma circunferéncia ou uma hipérbole ou uma pardbola

ou uma conica degenerada. v

Na observacdo que se segue, apresenta-se um resumo das conicas ndo degeneradas na forma
reduzida, ou seja, conicas que se podem escrever como
Az 4+ Ay™? =d,
com
o Ni,A\j e R—{0},4,5 € {1,2} Ni # 4,
o aj,az € {1,2} A (a1 =2Var=2)e
o d€ {0, 1}.
Observacao Resumo das cénicas ndo degeneradas:
@d=1lLa =ay=2
(@i) A; >0,2; >0
(ai.l) A\; # Aj: elipse

y

i
N

2 2
z_ ¥ —
9+4_1

Figura 3.5: Elipse.
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(a.i.2) A; = Aj: circunferéncia

N
NI

x2+y2:4

Figura 3.6: Circunferéncia.

(a.ii) A; > 0, A; < 0: hipérbole

NV
ZERNEZN

a:2—y2:1 —x2—|—y2:1

Figura 3.7: Hipérbole.

(b) d =0, o; = 2, oj = 1: pardbola

Yy Y

E— —

42 +y =0 dr+1y2 =0 402 —y =0 4 —1y* =0
Figura 3.8: Parabola.

Os graficos da elipse, circunferéncia e hipérbole na forma reduzida sdo simétricos em
relacdo aos dois eixos coordenados e em relagdo a origem. A pardbola na forma reduzida tem o
vértice na origem e € simétrica em relagdo a um dos eixos coordenados.

A coénica
anz? + 2a19xy + asny® + b1z + by + ¢ =0
pode ser escrita na forma matricial

XTAX + BX 4+ ¢=0,
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onde A =[5!} 422] (uma matriz simétrica), B = [b1 b2] e X = [}], pois
1 la a x annT +a

xTAxX = [m y 11 a12 _ [x y} 11 12Y

S la2 a| |y a12% + azz2y

= a11962 + a2y + aory + a22y2 = a11962 + 2a127y + a22y2,

BX = [bl 52} j = byz + bay.

Definicao 3.8

Seja a conica ai12> +2a122y + azoy® + b1z +bay + ¢ = 0. Chama-se forma quadratica

associada a conica ao termo

XTAX = ap12? + 2a107y + axny®.

Exercicio 3.5 Escreva a cénica 22 + 8z — 24y = —36 na forma matricial.

Resolucao A forma matricial da cénica é
XTAX +BX +¢=0,

onde A= [}0], B=[s8-24], X = [}] ec= 36

Através de mudancas de coordenadas correspondentes a rotagoes e/ou translacoes, é

sempre possivel transformar uma conica numa das formas reduzidas.

Caso 1 — translagdo de eixos:
As cénicas que ndo estdo na forma reduzida e que ndo t€m o termo cruzado (a;2 = 0)
podem ser transformadas na forma reduzida através de uma translacio de eixos.

(a) Quando os termos em x>

e em z tém coeficientes ndo-nulos (a11; # 0 A by # 0), aplica-se
uma translacdo horizontal de eixos.

(b) Quando os termos em 32 e em y tém coeficientes ndo-nulos (ago = 0 A by # 0), aplica-se
uma translacdo vertical de eixos.

(c) Quando os termos em z2, x, 32, v sdo ndo-nulos (a1 # 0 A by # 0 A aga # 0 A by # 0),
considera-se uma combina¢do de uma translag@o horizontal e translagdo vertical de eixos.

Os novos eixos, nos quais a conica ja estd na forma reduzida, podem ser determinados comple-

tando os quadrados na expressao da conica.

Exercicio 3.6 Considere a cénica 2 + 8x + 4y? — 24y = —36.
(a) Determine a mudanga de coordenadas de modo que a cénica resultante esteja na forma
reduzida.

(b) Identifique e esboce a cénica.
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Resolucao

(a) Por um lado, tem-se
8\ /8)\?
2 2
8r = 8 -] ==

Tz° + 3T x+x+<2> <2>

=224 8r+16—16

= (z +4)? - 16,
4y® — 24y = 4(y* — 6y)

2 2
“i(-ae (3 (3))
=4(y? — 6y +9—9)
=4((y—3)° - 9).
Substituindo as expressoes anteriores na equacdo da cénica, obtém-se
22 4 8z + 4y? — 24y = —36
& (z+4)° —16+4((y —3)* — 9) = —36
e (r+4)%4+4(y—3)%2=—-36+ 16 + 36
s (r+4)°*+4y—3)2=16
PRECE N k)

=1
16 4
(z+4)*  (y—3)?
&gty =1

A mudanga de coordenadas ¥’ = v + 4 e y = y — 3 transforma a cénica na seguinte
forma reduzida:
@7, W)
42 22
(z")?

(D) A equagdo ~5- + (%;2)2 = 1 é a equagdo reduzida de uma elipse. A origem ' = 0,3y’ =0

= 1.

do novo sistema de coordenadas x' e y' estd em x = —4, y = 3.

Na Figura 3.9 apresenta-se o esbogo da cénica.

Y Y

T

Figura 3.9: Esbogo da cénica 22 + 8z + 4y — 24y = —36.
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Caso 2 — rotacao de eixos:

As cénicas que nao estdo na forma reduzida e que tém o termo cruzado (a;2 # 0) podem
ser transformadas na forma reduzida através de uma rotacdo dos eixos. Neste caso, € necessario
eliminar o termo cruzado, o que pode ser feito através da diagonalizacdo da matriz simétrica A,

aplicando o Teorema 3.4.

Definicao 3.9

Uma matriz A € Myxn(R) é ortogonalmente diagonalizavel se existem uma matriz

ortogonal P € Myxn(R) (PT = P™1) e uma matriz diagonal D € M5, (R) tal que
PTAP =D. .

Seja A € My xn(R). Entdo, A é ortogonalmente diagonalizdvel se e s6 se A é uma

matriz simétrica.

Seja A € My,xn(R) uma matriz simétrica. Entdo:
(a) Os valores proprios de A sdo reais.
(b) Vetores proprios correspondentes a valores proprios distintos sdo ortogonais.
(c) A é ortogonalmente diagonalizavel, i.e., existe uma matriz P € M, (R) tal que
P é ortogonal e PYAP = D, onde D é uma matriz diagonal.
As colunas de P = [ Py - P | sdo os vetores proprios ortonormados Py, ..., P, da

matriz A.

O seguinte algoritmo permite construir a partir de uma matriz simétrica A uma matriz P

que diagonaliza A ortgonalmente.

Algoritmo 3.1

Algoritmo para construir uma matriz P que diagonaliza ortogonalmente uma matriz

simétrica A:
(1) determinar o espetro \(A) da matriz A;
(2) determinar uma base para cada espago proprio da matriz A;
(3) construir uma base ortonormada para cada espago préprio da matriz A;

(4) construir a matriz P = [Py - P, | em que cada coluna P;,i = 1,...,n, é um vetor

da base obtida em (3). &
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Seja a2 + 2a102y + a22y2 + bix + boy + ¢ = 0 a equagdo de uma conica e seja

XTAX = a112%+2a102y + agoy? a forma quadrdtica associada. Entéo é possivel rodar

os eixos de coordenadas tal que a equagdo da cénica no novo sistema de coordenadas x'

ey tem aforma

(@) + Ao ()2 + b’ + bhy' + ¢ =0,

onde \1 e \g sdo os valores préprios de A.

A mudanca de coordenadas — rotacdo — é dada por

X =P

onde X =[y], X' = [”y”;} e P é uma matriz ortogonal que diagonaliza A e det(P) = 1.

Seja P uma matriz ortogonal que diagonaliza A.Entdo, substituindo X = PX' na

forma quadritica X T AX e no termo BX da forma matricial da cénica, obtém-se:

XTAX — (PX/)TA(PX/) _ (X/)TPTAPX/ —_ (X/)TDX/

At 0
0 A

= v

BX = BPX' = [bl by |

/

T
/ :)‘1(17,)2"_)‘2(3//)27

Yy

P11 P12 , :b,1$/_|_ '2?/,
P21 D22 Yy

onde b} = bip11 + bapa1 e by = bipia + bapoa.

Como se pode observar, os termos quadréticos ji ndo possuem o termo cruzado.

(a) Seja Ty : R? — R? a transformagdo linear que define a rotagio de um angulo 6 € (0, 7)

no sentido anti-hordrio em torno da origem. Entdo

Ty(e1) = Tp(1,0) = (cosb,senb),

pois, sendo Ty(1,0) = (=

~ . PR _
,y), das relagdes trigonométricas tem-se que cosf = T e

senf) = ¥ (ver Figura 3.10). Considerando Tpy(e2) = Ty(0, 1), entdo as coordenadas

(z,y) deste novo vetor so tais que cos# = ¥ e sen# = =* (ver Figura 3.10), assim,

Ty(e2) = Tp(0,1) = (—senb, cosb).

Logo, a matriz que representa esta rotacdo é dada por

cos

Ar, =

2]
sen 0

—send

cosf
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(—senf, cosf) (cos,senf)

(1,0)

Figura 3.10: Rotagdo no sentido anti-hordrio em torno da origem.

(b) SejaT_g : R? — R? a transformagio linear que define a rotacdo de um angulo 6 € (0, )

no sentido hordrio em torno da origem. Entao
T g(e1) =T_p(1,0) = (cos B, —senb),
pois, sendo T_4(1,0) = (z,y), das relagdes trigonométricas tem-se que cosf = ¥ e

sen® = { (ver Figura 3.11). Considerando T"_gy(e2) = T'(0,1), entdo as coordenadas

(z,y) deste novo vetor sdo tais que cos ) = { e sen = ny (ver Figura 3.11), assim,
T g(e2) =T-9(0,1) = (senb, cos ).
A matriz que representa esta rotacao é dada por

cosf senf
Ap , =
—senf cos6

(sen @, cos )

(cos@,—send)

Figura 3.11: Rotag@o no sentido hordrio em torno da origem.

Passa-se a seguir a representar as matrizes de rotacdo A, e Ap , por R(6) e R(—0),

respetivamente.
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Definicao 3.10

(a) A matriz de rotacio no sentido anti-horario R(0), que representa a rotacdo de

um dngulo 0 € (0, ) no sentido anti-hordrio em torno da origem, é definida por

cos —senf
R(0) =
senf cosf

(b) A matriz de rotacio no sentido horario R(—0) que representa a rotagcdo de um

dngulo 6 € (0, 7) no sentido hordrio em torno da origem é dada por

cosf senf
R(-0) =
—senf cosf

Sejam R(0) e R(—0), § € (0, ), matrizes de rotagio em R2. Entdo:

(@) R(—0) = RT(0).

(b) R(#) e R(—0) sdo matrizes ortogonais com
det(R(6)) = det(R(—0)) = 1.

(c) Como R(#) é uma matriz ortogonal, entdo

R7Y0) = RY(0) = R(-9).

(a) A matriz P do Teorema 3.5 € uma matriz de rotagao.

(b) Se a matriz P construida com o Algoritmo 3.1 é tal que det(P) = —1, entdo basta trocar
as duas colunas de P para se obter a matriz de rotacdo.

(c) Geometricamente, o problema da eliminag@o do termo cruzado corresponde a fazer uma
rotacdo de eixos de modo que a cénica no novo sistema de eixos rodados ja esteja na forma
reduzida. Deste ponto de vista, o problema passa pela determinagdo do Angulo # na matriz

de rotacao.

Exercicio 3.7 Considere a cénica 10x? — 8zy + 4y? = 12.

(a) Determine a mudanca de coordenadas de modo que a cénica resultante esteja na forma
reduzida.

(b) Identifique e esboce a cénica.

(c) Determine o angulo # associado a matriz de rotacdo usada para transformar a cénica na

forma reduzida.

Resolucao

(a) A equacdo da conica pode ser escrita da seguinte forma matricial:

1022 — 8zy + 42 =12 & XTAX =12,
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com A = [191 _44] e X = [y]. Calculando os valores préprios da matriz A, obtém-se:

det(A—AL) =0« |} =0 N —14X+24=0

1444196 -96 14+ 10
o 2 2

S A SA=12VA=2

= A(A) = {2,12}.
Para determinar do espaco proprio associado ao valor proprio \1 = 2, resolve-se o
sistema:

(A—2I)z; =0,

ou seja, Ayx1 = by, com A = [_84 _24], z1 = [711] e by =[], vindo

8 —4|0 |[+——> | 8 —4]0

—4 2 |0 |b+Ll+i |0 00
Como car(Ay) = car(Ai1|b1) = 1 < n = 2 (n é o niimero de incégnitas), Ayx1 = by
é um sistema possivel e indeterminado (como tinha que ser) equivalente ao sistema de

equagoes lineares

T =9
{8%11 —4x19 =0 &

T19 = o € R.
Assim, tem-se que o = {(§,a) : a € R}, pelo que, por exemplo, p1 = (1,2) é um
vetor préprio associado ao valor préprio \; = 2. Como ||p1|| = /5, entdo normalizando
p1 obtém-se a primeira coluna da matriz P: P, = % [3]. Para determinar do espago

proprio associado ao valor proprio Ay = 12, resolve-se o sistema:
(A —12I5)x9 = 0,
: —2 -4

ou seja, Aoxoy = by, com Ay = [_4 —8]’ x9 = |22

-2 4|0 |[+———| -2 —-410

—4 =8 |0 | by ¢ by — 20 0 010
Como car(Ay) = car(Aslb2) = 1 < n = 2 (n é o niimero de incégnitas), Aaxa = by
é um sistema possivel e indeterminado (como tinha que ser) equivalente ao sistema de

equagoes lineares

o1 = —2«
{—2$21 —4x99 =0 &
Too = a € R.

Assim, tem-se que E19 = {(—2a, @) : o € R}, pelo que, por exemplo, po = (—2,1) é um
vetor proprio associado ao valor proprio Ay = 12. Como ||p2|| = /5, entdo normalizando
1 -2

p2 obtém-se a segunda coluna da matriz P: P, = 7 [ ) ]

Logo, a matriz ortogonal P com det(P) = 1 que diagonaliza A é

1 |1
V52 1
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Verificagdo:
A T
1 -2 10 —4 1 -2
piap— | L 1
V52 1 —4 4 V5 l2 1
1 1 2( |10 -4 1 -2
S\ -2 1| |-4 4 2 1
12 4|1 -2
9 1-24 12| [2 1
200
0 12

Usando a mudanga de variavel X = PX', vem
XTAX =12 (X)TDX' =12 & 2(2/)? +12(y)* = 12,
onde D = PTAP = [2.%]. Logo, a mudanga de coordenadas que permite transformar

. v 1 T1-27 v/
a conica na forma reduzida é X = \/5[2 1 ]X-

(b) A conica na forma reduzida pode ser escrita da seguinte forma
(«)? (@) | ()

222 +12(y)? =12 & V=1 + =1,
que é a equagdo reduzida de uma elipse.
Na Figura 3.12 apresenta-se o esbo¢o da conica.
Y
‘,I/,/
V6
y/ p1 = (17 2)
b2 = (_2* I

Figura 3.12: Esbogo da cénica 1022 — 8zy + 4y? = 12.
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c) O angulo 0 que corresponde a rotacdo do sistema de eixos x'y' em relacdo ao sistema de
g q )4 ¢ Y ¢

eixos xy pode ser determinado a partir da matriz P:

-2 cos@ senf

1
P:
2 1 —senf cos6

Sl

logo

1 2
0 = arccos [ — | = arcsen [ — | = arctan (2) (=~ 63.43°).
(\@ > (\/5 > @1 )

Caso 3 — rotacdo e translacao de eixos:

As cénicas que nio estdo na forma reduzida com termo cruzado e com coeficientes de 22 e
x e/ou coeficientes de y? e y ndo-nulos podem ser transformadas na forma reduzida aplicando
primeiro uma rotagdo de eixos (ver caso 2). No novo sistema de eixos rodados z’ € 4/ a conica

ja ndo tem termo cruzado:
XTAX +BX +c¢=0% (PX)TAPX'+ BPX' +c=0&

x/
)\1(:13/)2 + A2<y/)2 + |:b1 bg} b bz , +c=0&

P21 P22 Yy
M (22 4+ X (y)2 + bz’ + by’ + ¢ =0,
onde b} = bip11 + bapa1 e by = bipi2 + bapaa.

De seguida aplica-se uma translag@o de eixos (ver caso 1). No novo sistema de eixos x” e
", que é obtido completando os quadrados na expressdo da c6nica em 2’ € ¢/, a c6nica ficard na

forma reduzida.

Exercicio 3.8 Considere a cénica 222 — 2zy + 2y% — 2¢/2x + 4/2y = 8.

(a) Determine a mudanca de coordenadas de modo que a cénica resultante esteja na forma
reduzida.

(b) Identifique e esboce a cénica.

(c) Determine o angulo 6 associado a matriz de rotacdo usada para transformar a cénica na

forma reduzida no exercicio.
Resolucao
(a) A equacdo da conica pode ser escrita na seguinte forma matricial
202 — 2xy 4 2% — 2V2x + 4V2y =8 & XTAX + BX + ¢ =0,
onde A = [31 _21], B=[-2v24v2),c=-8e X =[}].
A seguir determina-se os valores préprios da matriz A:
det(A—AL) =0« | 4| =0
< 2-MN2-MN)-1=0
S A —4A+3=0.
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Aplicando a formula resolvente, obtém-se

4+V16—-12 442
2 2
Logo, A1 = 1 e Ao = 3 sdo valores préprios da matriz A.

A= e A=1viA=3=X\A) ={1,3}.

Para determinar o espago proprio associado ao valor proprio \1 = 1, tem que se resolver

o seguinte sistema:
(A—IL)x =0,
ou seja, Ayzy = by, com Ay = [ 1 7],z = [F14] e by = [3], vindo

1 —-1]0 |«— |1 =110

=1 1 [0 | be<+ta+ 10 0 010
Como car(Ay) = car(A1|b1) = 1 < n = 2 (n é o niimero de incégnitas), Ayx1 = by
é um sistema possivel e indeterminado (como tinha que ser) equivalente ao sistema de

equagoes lineares

r11 =«
{x11—$12:0<:>
T12 = o € R.

Assim, tem-se:

Ey ={(a,a): a € R},
pelo que, por exemplo, p1 = (1, 1) é um vetor proprio associado ao valor proprio \y = 1.
Como ||p1|| = V2, entdo normalizando py obtém-se a primeira coluna da matriz P:
P = % [1]. Para determinar o espago préprio associado ao valor préprio Ay = 3,
resolve-se o sistema

(A—3I)x2 =0,

ou seja, Ayxy = by, com Ay = [j :H xo = [2l]eby = [8], vindo

-1 -1|0 |+——— | -1 =110

—1 —1[0 | ba<+ty—1 0 0|0
Como car(Ay) = car(Aslbe) = 1 < n = 2 (n é o niimero de incégnitas), Asxs = bo
é um sistema possivel e indeterminado (como tinha que ser) equivalente ao sistema de

equagoes lineares

o1 = —«
{—1'21 —222 =0 %
Too = a € R.

Assim, tem-se Es = {(—a, ) : a € R}, pelo que, por exemplo, py = (—1,1) é um vetor

proprio associado ao valor préprio Ay = 3. Como |ps|| = /2, entdo normalizando po
obtém-se a segunda coluna da matriz P: Py = % [*11]. Logo, a matriz ortogonal P

com det(P) = 1 que diagonaliza A é

1 (1 -1

P=_—_
V211 1
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Verificagdo:
- T
1 -1 2 -1 1 -1
piap— | L 1
V211 1 1 2 V21 1
111 1 2 1| |1 -1
2111 -1 2|1 1
Sl ro1f 1 =3
211 1|1 3

Usando a mudanga de variavel X = PX', vem
XTAX + BX 4+ c¢= (PX")TAPX' + BPX' +¢
1 =1 |2

:1(x')2+3(y')2+[—2\/§ 4\/5}\}5 Lo |y -8

= (2/)? +3(y)* + 22" + 6y — 8,
logo,
222 — 2zy + 2% — 2V2x + 4V2y = 8 & (/)% + 3(y)? + 22" + 6y = 8.
Completando os quadrados na equagcdo anterior, obtém-se
(z')? + 22" + (;)2 - (;)2 +3 ((y/)z + 2y + (;)2 - (;>2> =
A equacdo anterior simplifica para
(@) +22"+1-1+3((W)*+2/+1-1)=38
@) +20 +1+3 () +2y +1)=8+1+3
& (@' +1)2 43y +1)? =12
PR R U Y

=1.
12 4
Aplicando agora a mudanga de variavel " = 2'+1, " = i/ +1, aequacdo é transformada

na seguinte forma reduzida

11N\2 11N\2
i

Logo, para transformar a conica na forma reduzida aplica-se primeiro uma rotacdo de

eixos definida pela mudanga de coordenadas

1 |1 -1

V2 1 1

e de seguida uma translacdo de eixos definida por

!

x//:x/+1, y//:y/_‘_]“
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(b) A equacgdo

P WL @ W
2 T T T e T T

é a equagdo reduzida de uma elipse.

Na Figura 3.13 apresenta-se o esbogo da conica.

P2

P1 V12

d

Figura 3.13: Esboco da cénica 222 — 22y + 2y — 2v/2z + 42y = 8.

\/

(c) O dngulo 0 correspondente a rotagcdo usada no exercicio anterior pode ser determinado a

partir da matriz P:

-1 cosf senfb

1
P =
1 1 —senf cos6

-

logo

6 = arccos (\}5) — arcsen (;5) — arctan (1) = Z(: 45°).

As cénicas ndo-degeneradas podem ser classificadas a partir dos valores proprios

da matriz A da forma quadratica X TAX.
Sejam A1, Ao os valores préprios da matriz A. Entdo, a conica é:

(a) uma elipse (ou circunferéncia), se A; A > 0;
(b) uma hipérbole, se \; Ay < 0;
(c) uma pardbola, se A\; =0V Ay = 0.

Note ainda que se det(A) # 0, entdo a cénica é uma elipse (ou circunferéncia) ou uma

hipérbole. Se det(A) = 0, entdo a c6nica é uma parabola.

Exercicio 3.9 Considere a cénica ndo-degenerada 2x2 + 4z — 4y = —6.

(a) Classifique a cénica a partir dos valores préprios da matriz da forma quadrética associada.
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(b) Determine a mudanga de coordenadas de modo que a cénica resultante esteja na forma
reduzida.

(c) Identifique e esboce a conica.

Resolucao

(a) A cénica pode ser escrita na forma matricial X AX 4+ BX + ¢ = 0, em que a matriz da
forma quadrdtica XTAX é A = [33]. Como os valores préprios da matriz A sdo \y = 2
e \o = 0, sendo um dos valores proprios nulo, entdo a conica é uma pardbola.

(b) Como a conica ndo tem termo cruzado, completa-se o quadrado para a transformar da

seguinte forma:
202 +4r —dy =622 +2r+1—-1) -4y =—6

S2x+1)2-2—4y=—6

S2r+1) =4y —4

s @@+1)?=2y-1).
Usando a mudanga de coordenadas ' = x + 1,y = y — 1, obtém-se a equagado na forma
reduzida
=2y
(c) A equagcdo reduzida x'* = 2y’ representa uma pardbola.

Na Figura 3.14 apresenta-se o esbo¢o da conica.

/

) )

N
8

} } } x
-3 -2 —1 1

Figura 3.14: Esboco da cénica 222 4 42 — 4y = —6.

3.2 Quadricas

Definicao 3.11

Chama-se quadrica ao conjunto de pontos de R? cujas coordenadas satisfazem uma

equacdo de segundo grau em trés variaveis

a11x2 + a22y2 + CL3322 + 2a12:cy + 2(113%2’ + 2a23yz + blx + be + bgz +c= 0,

com allaa227a337a127a137a237b17b27b37c6 R *
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Observacio Como uma quidrica é uma equacio de segundo grau em R?, tem-se na equacio da

defini¢@o anterior que a;; # 0V aze # 0V asz # 0V aja # 0V ajz # 0V ags # 0.

Definicao 3.12

Uma quadrica diz-se que estd na forma reduzida (ou forma canénica) se é dada por

uma das seguintes equagoes:
(@) Mz + Xoy? + X322 +d =0, A\, g, A3 € R\ {0}, d € R.
(b) Mz +Xy? +d=0 A, 2 €R\ {0}, dER
(c) Mz +d=0, A\ € R\ {0}, deR.
(d) Mz? + Xay? = 2az, A1, A2 € R\ {0}, a €R.
(e) \x? =2ay, \1 R\ {0}, a €R.

Definicao 3.13

Sejam a, b, c,p € R™. Entdo, chama-se elipséide a quddrica cuja equagdo reduzida é
2 2 2
75 z - Lo
— + s + — = 1,a, b e c ndo todos iguais,
a b2 2

e esfera a quddrica cuja equacdo reduzida é

224y 2= P A

Exercicio 3.10 Considere a quadrica de equacio z2 + 532 + 322 = 1. Identifique a quddrica e

faca o seu esboco.

»

b= =1

(%)

~ P . . g2 2
Resolucio A quddrica pode ser escrita na seguinte forma candnica 5 + 11/ 3
()
(coma=1,b= ‘/T‘?’, c= \/Tg ), que é a equacdo reduzida de um elipsoide.

Na Figura 3.15 apresenta-se o esboco da quadrica.

Figura 3.15: Esboco da quadrica 22 + 5y + 322 = 1.

- . - . . .. 2 2 2 .
Observacio Sejam a, b, ¢ € RT ndo todos iguais e o elipséide ot 727 + % = 1. Entdo,

(a) tragos:
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o no plano XOY — a elipse % 4 + 4
o No plano XOZ — aelipse 25 + =1,y=0.
o No plano YOZ — a elipse % b—Q + i =1,z =
(b) Simetrias: quédrica simétrica relativamente aos planos coordenados, aos eixos coordena-
dos e a origem.

L . ~ -, . 2 2 . .
(c) Superficie de revolugdo se a = b, em que a geratriz € a elipse 3;—2 +% =1leoeixoéo

»

. . », . 2 . 7
eixo coordenado OZ, ou se a = ¢, em que a geratriz € a elipse 75 + 3;—2 =1leoeixo€o

N

. N 2 .
eixo coordenado OY', ou se b = ¢, em que a geratriz € aelipse 73 + &7 = leoeixo€o

eixo coordenado OX.

Definicao 3.14

Sejam a,b,c € RT. Entdo, chama-se hiperboléide de uma folha a quddrica cuja

equacdo reduzida é

$2 y2 22 $2 y2 22 332 2 2

2R 2 Z B & TEZtetaET

Exercicio 3.11 Considere a quadrica de equagio 2% + y? — 22 = 1. Identifique a quadrica e faca
0 seu esbogo.

~ P . . .. 2 2 2
Resolucio A quddrica pode ser escrita na seguinte forma candnica 1z + %2 — % =1 (com
a=10=1,c=1), que é a equacio reduzida de um hiperboloide de uma folha.

Na Figura 3.16 apresenta-se o esbo¢o da quadrica.

Figura 3.16: Esboco da quddrica 22 + 3% — 22 = 1.

Sejam a, b, c € R e o hiperboléide de uma folha ’;—; + 8 i—; = 1. Entéo,

b2
(a) tragos:

o no plano XOY — a elipse i—; + Z—; =1,2=0.

o No plano XOZ — a hipérbole i—; — % =1,y=0.

o No plano YOZ — a hipérbole %—j — —; =1,z=0.
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(b) Simetrias: quddrica simétrica relativamente aos planos coordenados, aos eixos coordena-

dos e a origem.
Z ~ . 7 . 7 2 2 . 7z
(c) Superficie de revolugdo se a = b, em que a geratriz € a hipérbole z—g — % =1leoeixoéo

eixo coordenado O Z.

Definicao 3.15

Sejam a,b,c € RT. Entdo, chama-se hiperboléide de duas folhas a quddrica cuja

equagdo reduzida é
22 2 22 22 2 2 2 2

X z
A @@ M Tttt v tEtetaesl

Exercicio 3.12 Considere a quadrica de equagao %2 — 2% — 222 = 1. Identifique a quidrica e
faca o seu esbocgo.

~ P . . P 2 2 2
Resolucao A quddrica pode ser escrita na seguinte forma candnica —= Y 2

Y )
)

l(a=+3b= 72 c= @ ), que é a equagdo reduzida de um hiperboloide de duas folhas.

Na Figura 3.17 apresenta-se o esboco da quadrica.

Figura 3.17: Esbogo da quddrica 13—2 —2y? — 222 = 1.

. . ,e 2 ~
Sejam a, b, c € R e o hiperboléide de duas folhas ’5—3 — g—z — 'z—; = 1. Entdo,

(a) tragos:

o no plano XOY — a hipérbole & — ¥ =1, z =

a

o No plano XOZ — a hipérbole %, — 2, = 1,y =

o No plano YOZ — nao existe.
(b) Simetrias: quddrica simétrica relativamente aos planos coordenados, aos eixos coordena-

dos e a origem.
2

(c) Superficie de revolugédo se b = ¢, em que a geratriz é a hipérbole I—i — ¥ =1leoecixoéo

p ¢ q g P a b

eixo coordenado OX.
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Definicao 3.16

Sejam a,b,c € RT. Entdo, chama-se cone a quddrica cuja equagdo reduzida é

2 2 2 2 2 2 2 2 2
T Y z¢ T Y z° 7 Y z°
Bip gl ® gt g=l @ —gigta=t

)

Exercicio 3.13 Considere a quadrica de equagdo x2 + y? — 22 = 0. Identifique a quédrica e faca

0 seu esboco.

n

~ . . . . 2 2
Resolucao A quddrica pode ser escrita na seguinte forma candnica ”1”—2 + 31’—2 — % = 0 (com

a=10=1,c=1), que é a equacdo reduzida de um cone.

Na Figura 3.18 apresenta-se o esbo¢o da quddrica.

Figura 3.18: Esbogo da quddrica 22 + 32 — 22 = 0.

N . 2 2 2 B
Observacio Sejam a, b, c € RT e o cone 2y + 4 — % = 0. Entdo,
(a) tragos:

e 1o plano XOY — o ponto (0, 0,0

~—

o No plano XOZ — o par de retas = = +7, y = 0.

::E%,:L'ZO.

Qv ow

o No plano YOZ — o par de retas

(b) Simetrias: quddrica simétrica relativamente aos planos coordenados, aos eixos coordena-
dos e a origem.

(c) Superficie de revolugdo se a = b, em que a geratriz é areta § = 2,2 = 0 e 0 eixo € 0 eixo

coordenado OZ.

Definicao 3.17

Sejam a, b, c, p € R™. Entdo, chama-se cilindro elitico a quddrica cuja equagdo reduzida

é
2 2 2 2

x Yy x z
ﬁ—i_b_?:l’a?éb’ ou ﬁ—i-c—2=1,a7réc7
2 2
Y z
ou b—2+c—2=1,b7éc,
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e cilindro circular a quddrica cuja equacdo reduzida é

?+yt=p ou *+22=p" ou y*+22=p% o

Exercicio 3.14 Considere a quddrica de equacio z2 + 232 = 1. Identifique a quidrica e faca o

seu esboco.

~ P . . L. 2 2
Resolucio A quddrica pode ser escrita na seguinte forma candnica Tz + (

<

= 0 (com

-

S

a=1>b= g ), que é a equacdo reduzida de um cilindro elitico.

Na Figura 3.19 apresenta-se o esboco da quadrica.

~ -
0 ,\\

Figura 3.19: Esboco da quddrica 22 + 2y = 1.

Sejam a,b € R, a # b, e o cilindro elitico z—z + %2 = 1. Entdo,

(a) tragos:

o no plano XOY — a elipse ﬁ—; + Zé—j =1,2=0.

o No plano XOZ — o par de retas x = £a, y = 0.

o No plano YOZ — o par de retas y = £b, x = 0.
(b) Simetrias: quddrica simétrica relativamente aos planos coordenados, aos eixos coordena-

dos e a origem.

(c) Superficie cilindrica reta, em que a diretriz € a elipse 2—3 + Z—; = 1 e a geratriz € paralela

ao eixo coordenado OZ.

Definicao 3.18

Sejam a,b,c € RT. Entdo, chama-se cilindro hiperbélico a quddrica cuja equacdo

reduzida é
2 2 2 2 72 2

95 Yy T Y z
7a2—7b2:1 ou —ﬁ—i‘biz:l ou ﬁ—gzl ou
2 2 2 2 2 2
xT ¥4 . y z . y z .
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Exercicio 3.15 Considere a quadrica de equacdo 22 — 4y? = 1. Identifique a quadrica e faga o

seu esboco.

~ P . . g2 2
Resoluciao A quddrica pode ser escrita na seguinte forma candnica 5 — 24— =1 (coma = 1,

O

b= % ), que é a equagdo reduzida de um cilindro hiperbélico.

Na Figura 3.20 apresenta-se o esbo¢o da quddrica.

Figura 3.20: Esboco da quadrica z2 — 432 = 1.

Sejam a, b € RT e o cilindro hiperbdlico £ — % = 1. Entdo,

(a) tragos:

o no plano XOY — a hipérbole % — z—; =1,2=0.

o No plano XOZ — o par de retas x = +a, y = 0.

o No plano YOZ — ndo existe.
(b) Simetrias: quadrica simétrica relativamente aos planos coordenados, aos eixos coordena-

dos e a origem.

(c) Superficie cilindrica, em que a diretriz € a hipérbole i—z — g—; = 1 e a geratriz é paralela

ao eixo coordenado OZ.

Definicao 3.19

Sejama,b,c,p € RT ep,q,r € R\ {0}. Entdo, chama-se paraboléide elitico ¢ quddrica

cuja equagdo reduzida é

2 2 2 2
T Y xr zZ
ﬁ+bf2:2pz,a7éb, ou 7a2+02:2qy7a7éc7
2 2
z
ou %4-;:27“.%,1)750,

e paraboléide circular a quddrica cuja equagdo reduzida é

z? + y2 = QPPQZ ou 24 22= 2q,02y ou y2 + 22 = 2rp2x. .

Exercicio 3.16 Considere a quadrica de equagio 22 + y? = 2. Identifique a quddrica e faca o

seu esboco.
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~ L og. . . Lo 2 2 ol o
Resolucao A quadrica pode ser escrita na seguinte forma canonica v +y* = 25z (com p =1,

p= % ), que é a equacdo reduzida de um paraboléide circular.

Na Figura 3.21 apresenta-se o esbo¢o da qudadrica.

Figura 3.21: Esbogo da quidrica 22 + y? = 2.

Sejama,b € RY, a # b, p € R\ {0} e o paraboldide elitico 2—3 + %; = 2pz. Entao,

(a) tragos:
o 1o plano XOY — o ponto (0,0, 0).
o No plano XOZ — a parabola "Z—; =2pz,y =0.
o No plano YOZ — a parédbola z—; =2pz,z = 0.
(b) Simetrias: quadrica simétrica relativamente aos planos coordenados XOZ e YOZ e ao
eixo coordenado O Z.
(c) Superficie de revolucdo se a = b, em que a geratriz € a parabola z—j = 2pzeoeixoéo

eixo coordenado O Z.

Definicao 3.20

Sejam a,b,c € Rt e p,q,r € R\{0}. Entdo, chama-se paraboléide hiperbélico a

quddrica cuja equagdo reduzida é
2 y2_2 2 z2_2 Y2 22_2
ﬁ—bfz—pz ou ﬁ—cﬁ— qy ou bj—g—rx

Exercicio 3.17 Considere a quadrica de equagio x? — 32 = 2. Identifique a quadrica e faca o

seu esboco.

~ L. . , g2 2
Resoluciio A quddrica pode ser escrita na seguinte forma candnica {5 — % = 2%2 (coma =1,

b=1p= % ), que é a equacdo reduzida de um paraboléide hiperbdlico.

Na Figura 3.22 apresenta-se o esbo¢o da quadrica.
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Figura 3.22: Esbogo da quddrica 2% — 3% = 2.

Observacio Sejam a,b € R*, p € R\ {0} e o parabol6ide hiperbdlico %2 — %fv = 2pz. Entio,

(a) tragos:
e no plano XOY — o par de retas £ = %, z = 0.
o No plano XOZ — a pardbola %2 =2pz,y =0.
o No plano YOZ — a parédbola —272 =2pz,z=0.
(b) Simetrias: qudadrica simétrica relativamente aos planos coordenados XOZ e YOZ e ao

eixo coordenado O Z.

(c) Nunca é uma superficie de revolucao.

Definicao 3.21

Sejam p,q,r,s,m,n € R\ {0}. Entdo, chama-se cilindro parabélico d quddrica cuja

equacdo reduzida é

z? = 2py  ou y2 =2z ou z>=2rz ou

22 =2z ou y>=2mz ou 2°=2ny. o

Exercicio 3.18 Considere a quidrica de equacdo 4> = y. Identifique a quadrica e faca o seu

esboco.

Resolucio A quddrica pode ser escrita na seguinte forma candnica x> = 2%y (comp = % ),

que é a equagdo reduzida de um cilindro parabdlico.

Na Figura 3.23 apresenta-se o esboco da quddrica.
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Figura 3.23: Esboco da quddrica 422 = .

Sejam p € R\ {0} e o cilindro parabélico 22 = 2py. Entdo,

(a) tragos:
o no plano XOY — a pardbola 22 = 2py, z = 0.
o Noplano XOZ —aretaz =0,y = 0.
o Noplano YOZ —aretay =0,z = 0.
(b) Simetrias: quadrica simétrica relativamente aos planos coordenados XOY e YOZ e ao
eixo coordenado OY .
(c) Superficie cilindrica, em que a diretriz é a pardbola 22 = 2py e a geratriz é paralela ao

eixo coordenado O Z.

Definicao 3.22

Uma quddrica diz-se quadrica degenerada se ndo hd pontos de R3 que satisfacam a sua
equacdo, ou se, existindo, eles definem dois planos, um plano, uma reta ou apenas um

ponto de R3. o

Sejam a, b, c € R*. Entdo, as seguintes equagdes definem quadricas degeneradas:

@ -5-f-z=1
22 |y 22
b &+ %+ 4 =
2 2 2 2 2 2
©-—g-F=l-g-a=lL-F-5=1
2 2 2 2 2 2
@ G+iEp=00+5=0p+5=0
2 2 2 2 2 2
€ 5H-%=05-5=0%L-%5=0
) 22 =a? y? =% 22 =2
(@) 22 = —a?, 4> = —b2, 22 = — 2,
2

(h) 22=0,42=0,22=0.



Capitulo3 Conicas e Qudadricas

Na observagdo que se segue, apresenta-se um resumo das quddricas ndo degeneradas na

forma reduzida, ou seja, quadricas que se podem escrever como

Az 4+ Aoy®? + A3z =d,

com
o A\i, Aj, \p €R,
o aj,a9,a3 € {1,2} A (a1 =2V ae=2Vazg=2)e
o de{0,1}.
Resumo das quddricas ndo degeneradas:
(ad=1

(@i) ;=205 =2,04, =2,4,5,k € {1,2,3}, i #j # k #1,
(a.il) A; > 0,A; >0, > 0: elipséide ou esfera.

M

S |_\

N

2?2+ 52 +322=1
Figura 3.24: Elipsoéide.

(@.i2) A; > 0,A; > 0, < 0: hiperbol6ide de uma folha.
A/
ez

- A ;ET/ A Wy 4

7m2+y2+z2:1 .’1727y2+22:1 x2+y2722:1
Figura 3.25: Hiperbol6ide de uma folha.
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(@i.3) A; > 0,A; <0, A, < 0: hiperbol6ide de duas folhas.

| R e P 2 — 2t 2 =1
Figura 3.26: Hiperbol6ide de duas folhas.

(i) a; = 2,0, =2,4,j,k € {1,2,3} i #j # k #1,

(a.ii.l) A; > 0,A; > 0, Ay = 0: cilindro elitico ou circular.

4222 =1 2 4+22%2=1 22 +2y7 =1
Figura 3.27: Cilindro.

(a.ii.2) A; > 0,A; <0, A; = 0: cilindro hiperbdlico.

y?—dz? =1 22 —4z? =1 22—yt =1

Figura 3.28: Cilindro hiperbdlico.
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(b) d=0
(bi) o = 2,05 = 2,5 = 2,0 > 0,0 > 0, A\, < 0,45,k € {1,2,3},i #j £k # i:
cone.

22 —y?—222=0 2?4yt —22=0 —z? —y? 4222 =0
Figura 3.29: Cone.

(bii) a; =2,05 =2, 0, =1,4,5,k € {1,2,3}, 1 # j # k #14,
(b.i.1) A; > 0,\; > 0, # 0: parabol6ide elitico ou circular.

22+ 22+y=0 22 4+y?—2=0 2+ +2=0

Figura 3.30: Paraboléide circular.
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(b.ii.2) A; > 0,\; <0, A # 0: parabol6ide hiperbdlico.

y2—22+$=0 Zz—mz—yzo z_m2+y=0

Figura 3.31: Paraboldide hiperbdlico.
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(biii) oy =2,05 =1,A, =0,4,5,k € {1,2,3}, i # j # k # i: cilindro parabdlico.

z

A \\\\

X ¥ s ¥
% X

42 —2=0 4 +2=0 422 —y =0

42 = —y 432 = 2 42 = —2
I z
’/
S o
% v Y
I
422+ =0 422 —x =0 422 +y=0

z z
\I «\1‘.
- v
“ A ¥ ¥ ¥
X
|
42> —y =0 47 +2=0 42 —2=0

Figura 3.32: Cilindro parabdlico.
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A quédrica

a11x2 + a22y2 + (13322 + 2a12xy + 2(113%2 + 2a23yz + blx + bgy + bgz +c=0
pode ser escrita na forma matricial X T AX +BX+c = 0,onde A = [g% géé gég } , B = [b1 by b3
xX

e X = [:g],pois

ailr a2 a3 x
T
X AX = [90 Y Z] ai2 ag @23 Yy

a13 a3 ass z

a11x + a2y + a132

= [m Y Z] a12% + a2y + a3z

| @137 + a3y + azzz
= a112® + any® + az32? + 2a122y + 201372 + 2a93y2,
s

BX:[M bo 53} Yy

z

= b1z + boy + b32.

Definicao 3.23

Seja a quadrica

a11$2 + a22y2 + a3322 + 2a192y + 2a1372 4 2a03yz + bix + boy + b3z + ¢ = 0.

Chama-se forma quadratica associada a quddrica ao termo

XTAx = apz® + a22y2 + a33z2 + 2a19xy + 2a13x2 + 2023y %. o

Exercicio 3.19 Escreva a quadrica 22 4 2y? — 2% +4ay — 5yz + 72 + 2z = 3 na forma matricial.

12 0
Resolucao A forma matricial da quddrica é XTAX + BX +¢=0, onde A = [2 25 -3 ],
0-5 -1
X

B=J[702], X = [g}ec:—&

Através de mudancas de coordenadas correspondentes a rotacoes e/ou translacoes, é

sempre possivel transformar uma quddrica numa das formas reduzidas.

Caso 1 — translagao de eixos:
As quédricas que nao estdo na forma reduzida e sem termo cruzado podem ser transformadas
na forma reduzida através de uma translacdo de eixos.

2

(a) Quando os termos em x~ e em z t€m coeficientes ndo-nulos (a11 # 0 A by # 0), aplica-se

uma translacio do eixo .
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(b) Quando os termos em y2 e em y tém coeficientes ndo-nulos (aze # 0 A by # 0), aplica-se
uma translacio do eixo y.

2

(c) Quando os termos em z° € em z tém coeficientes ndo-nulos (as3 # 0 A bs # 0), aplica-se

uma translacao do eixo z.

Dependendo dos termos nao-nulos da quédrica, pode ter que se considerar uma combinacao
das translagdes de eixos. Os novos eixos, nos quais a quadrica j4 estd na forma reduzida, podem

ser determinados completando os quadrados na expressao da quadrica.

Exercicio 3.20 Considere a quadrica 4x2 + 3632 — 922 — 162 — 216y + 304 = 0. Determine a
mudanca de coordenadas de modo que a quidrica resultante esteja na forma reduzida e classifique

a quédrica.
Resolucao Por um lado, tem-se

4o — 162 = 4(2® — 4z +4) — 16 = 4(x — 2)* — 16,

36y — 216y = 36(y? — 6y + 9) — 324 = 36(y — 3)% — 324.

Substituindo as expressoes anteriores na equac¢do da quddrica, obtém-se
422 + 36y — 922 — 162 — 216y + 304 = 0
S 4z —2)2—16+36(y —3)2 — 92 — 324+ 304 =0
o4z —2)2+36(y —3)2 — 922 =36

2 22
(@ 92) —I—(y—3)2—Z:1.

A mudanga de variaveis ¥’ = v — 2, y' = y — 3 e 2/ = z transforma a quddrica na seguinte

-

forma reduzida

(@) e ()
= 7 — 7 = 1
que é a equagdo de um hiperboloide de uma folha.

Caso 2 — rotacdo de eixos:

Como no caso das cénicas, as quidricas que ndo estdo na forma reduzida e com termo(s)

cruzado(s) podem ser transformadas na forma reduzida através de uma rotagao dos eixos.

Quando o coeficiente de pelo menos um dos termos cruzados é ndo-nulo (a12 # 0V a3 #
0V ag3 # 0), entdo é necessario eliminar o(s) termo(s) cruzado(s). Os termos cruzados podem
ser eliminados através da diagonalizacdo da matriz simétrica A, aplicando o Teorema 3.4 Esse
processo de diagonalizagao estd relacionado com uma transformacgao dos eixos que corresponde

geometricamente a uma rotagao.

Seja a quddrica

a11x2 + a22y2 + a3322 + 2a12$y + 2(113(112’ + 2a23yz + bla: + bgy + b3z +c=0.
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Entdo, os eixos podem ser rodados tal que a equagdo da quddrica no novo sistema de
coordenadas ', vy, 2’ tem a forma
A(z)2 + Aa(y)? 4+ A3(2)? + by’ + by + b2 +c=0,

~ , . ail ai12 a3 ~ -~ . P
onde \1, Ao, A3 sdo os valores proprios de A = [312 a23 a3 ] A rotagdo é obtida através
13 a23 as3

da substituicdo
X = PX/,

onde P é uma matriz ortogonal que diagonaliza A e det(P) = 1.

Seja P uma matriz ortogonal que diagonaliza A com det(P) = 1. Entdo, substi-
tuindo X = PX' na forma quadritica X T AX e no termo BX da forma matricial da quidrica,

obtém-se:
XTAx = (PXHTA(PX")

= (xX")TPTapPx’

= (X")TDhx'
M0 0] |2

= [m’ y z’] 0 X Of |V
0 0 M| |#

= Mi(a)? + X2 (y)? + Xa(2)?,

P11 P12 P13 x

BX:BPX/:[ZH by bs} par paz pasl| |y | = b’ + by + b5,
b31 D32 P33 -4

onde by = bip11 + bapa1 + b3psi, by = bipia + bapaz + bspsa € by = bip13 + bapas + bapss

Algoritmo 3.2

Algoritmo para construir uma matriz que diagonaliza ortogonalmente uma matriz simé-

trica:
(1) determinar o espetro da matriz;
(2) determinar uma base para cada espago préprio da matriz;
(3) construir uma base ortonormada para cada espago préprio da matriz;

(4) construir a matriz em que cada coluna é um vetor da base obtida em (3) — esta é

uma matriz que diagonaliza ortogonalmente a matriz dada. &

o A base ortonormada em (3) pode ser obtida através do Algoritmo de ortogonalizagdo de

Gram-Schmidt apresentado a seguir (cf. Teorema 1.9 do Capitulo 1 ).

111



Capitulo3 Coénicas e Quadricas

o Se A € M3,3(R) tiver trés valores proprios distintos, i.e., se os valores proprios de A

forem todos simples, entdo basta normalizar os vetores proprios correspondentes.

Algoritmo 3.3. (Algoritmo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt)

Algoritmo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt para a construgdo de uma base ortonor-

mada de R3:

Seja {u1,us, u3} uma base de R3.
Efetuando os calculos:
(a) v = s

’Ul
(b) Ué = U2 — <u2,vl>v1, Vg = m;
!

(c) vh = us — (ug,v1)v1 — (uz, v2)vy, V3 = ”%/?ﬁ

obtém-se uma base ortonormada {v1,vs,v3} de R3.

Exercicio 3.21 Determine uma base ortonormada a partirdabase {(—1, 1,0), (—1,0,1), (1,1,1)}
de R3.

Resolucao Aplicando o algoritmo de Gram-Schmidt, vem

(a) U1 = A(_17170)’

V2
(b)
vy = ug — (ug,v1)v1
1 1
=(-1,0,1) — ((—1,0,1), —2(—1, 170)>E(_1’ 1,0)
Sy
= __7__7]- )
27 2
2 1 1 1
V2 = _6 <_§7_§71> - \/—( ]-7 172)5
(c)

vy = uz — (ug, v1)v1 — (us, v2)va

— (L1 1) = (1, 1,1), (-1, 1,0)) —=(~1,1,0)

V2 V2
1

—((1,1,1), —=(-1,-1,2)) —=(-1,-1,2)

=(L,1,1),

S
V6

(=)

1
vy = —(1,1,1).

V3

Entdo, {\%(—1, 1,0), \/ig(—l, -1,2), \/Ag(l7 1, 1)} é uma base ortonormada de R3.
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Definicao 3.24

(a) A matriz de rotaciio em torno do eixo x, R, (), que representa a rotagdo de um

dngulo 0 € (0, 7) no sentido anti-hordrio em torno dos eixo x, é definida por
1 0 0
R,;(0) = |0 cosf —senf
0 senf cosf
(b) A matriz de rotacio em torno do eixo y, R, (0), que representa a rotagdo de um
angulo 6 € (0,7) no sentido anti-hordrio em torno dos eixo y, é definida por
cos® 0 send
R, (0) = 0 1 0
—senf 0 cosf
(c) A matriz de rotacdo em torno do eixo z, R (0), que representa a rotagdo de um

dngulo 0 € (0, ) no sentido anti-hordrio em torno dos eixo z, é definida por

cos@ —senf 0
R.(0) = [senf cos® O
0 0 1

(a) As matrizes de rotacdo de um angulo 0 no sentido hordrio em torno de cada um dos eixos
sdo as transpostas das matrizes anteriores: R} (6), RE (), RL(0), que podem também ser

obtidas substituindo # por —f nas matrizes anteriores, isto é:
Ry(—0) = Ry (8), Ry(—0) = R, (), R.(—0) = R; (6).
(b) As matrizes de rotacio em R? sdo matrizes ortogonais com
det(Ry (0)) = det(R, (0)) = det(R.(0)) = 1,
det(R; () = det(R, (6)) = det(R (9)) = 1.

(c) Qualquer rotacdo em torno da origem em R? pode ser dada como composic¢io de rotacdes
em torno dos trés eixos e a matriz de rotacao correspondente € o produto das matrizes de

rotacdo em torno dos eixos.

(a) A matriz P do Teorema 3.7 é uma matriz de rotagao.

(b) Se a matriz P construida com o Algoritmo 3.2 € tal que det(P) = —1, entdo basta trocar
duas das colunas de P para se obter a matriz de rotagdo com det(P) = 1.

(c) Geometricamente, a existéncia de termo(s) cruzado(s) na equagao da quadrica indica que
o seu grafico foi rodado em torno da origem. Se a quadrica sé tiver um termo cruzado,
entdo basta uma rotacdo em torno de um dos eixos para eliminar o termo cruzada, por

exemplo se o coeficiente do termo cruzado xy € ndo nulo, entdo € necessdria uma rotagao
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em torno do eixo z para o eliminar e para esse fim usa-se como matriz P uma matriz R ()
com um dado angulo §. Se a quédrica tiver dois ou trés termos cruzados, entdo a matriz
de rotagdo P pode ser identificada como produto de duas ou, respetivamente, trés matrizes

de rotacdo da Definig¢ao 3.24.

Exercicio 3.22 Considere a quadrica 2zy + z = 0. Determine a mudanga de coordenadas de

modo que a quddrica resultante esteja na forma reduzida e classifique a quddrica.

Resolucao A quddrica pode ser escrita na seguinte forma matricial:

22y +2=0< XTAX + BX =0,

A1 0
det(A—A3)=0<|1 -x0|=0
0 0 —A

&AM -1)=0
SA=—-1VA=0vaA=1
= AA4) ={-1,0,1}.
Para determinar o espaco proprio associado ao valor proprio Ay = —1, resolve-se o sistema

(A+I3)x1 =0,

1 1 00 1 1 0 1
1 1 0|0 EQ%EQ—fl 0 O 0 £2H€3 0 0
0 0 0 0

o = O
o o O

Como car(A;) = car(Ai|b1) = 2 < n = 3 (n é o nimero de incdgnitas), Ajx1 = by é
um sistema possivel e indeterminado (como tinha que ser) equivalente ao sistema de equagoes
lineares
11 + T12 =0 = e
-~ rio=a€R
w13 = 0 Ir13 = 0.

Assim, tem-se:
E_; ={(-a,0,0): a € R},

pelo que, por exemplo, p1 = (—1,1,0) é um vetor préprio associado ao valor proprio \y = —1.
Como ||p1|| = V2, entdo normalizando py obtém-se a primeira coluna da matriz P: Py =
-1
1 [ ) }
V2 [0
Para determinar o espaco proprio associado ao valor proprio Ao = 0, resolve-se os sistema:

AZEQ = Qa
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. 010 T21 0 .
ou seja, Axo = bo, com A = [100],1’2 = [mz} eby = [0},vmdo
000 23 0

010|0|]¢<———|100]|0
1 0 010 ly & 0y 01 0|0
0 0 010 00 010

Como car(A) = car(A|b2) = 2 < n = 3 (n é o niimero de incégnitas), Axy = by é um sistema

possivel e indetermiando (como tinha que ser) equivalente ao sistema de equagoes lineares

xo1 = 0
oo = 0
x93 = a €R.

Assim, tem-se:
Ey = {(07()’@) HEOES R}a

pelo que, por exemplo, po = (0,0, 1) é um vetor proprio associado ao valor préprio Ao = 0 com

Ip2|l = 1, assim Py = [%],

Para determinar o espaco proprio associado ao valor proprio A3 = 1, resolve-se o sistema:

(A—I3)x3 =0,
ou seja, Azx3 = b3, com A3 = [_11 —11 8 },:1:3 = [iié} ebs = [8},vind0
0 0 —1 33 0
(1 1 0 |0]+——[-11 0]|0]+———
1 -1 010 by by + 4 0 0 0 O] by <> 13
| 0 0 —-11]0 0 0 —-110
[ -1 1 0 |0
0 0 =110
0 0 010

Como car(Az) = car(As|bs) = 2 < n = 3 (n é o nimero de incdgnitas), Asxs = bs é
um sistema possivel e indeterminado (como tinha que ser) equivalente ao sistema de equagoes

lineares

—I31 + T32 =0

Assim, tem-se:

E; = {(a,,0) : @ € R},

pelo que, por exemplo, ps = (1,1,0) é um vetor préprio associado ao valor préprio A\ = 1.

Como ||ps|| = V2, entdo normalizando p3 obtém-se a terceira coluna da matriz P: Py =
4]
—=11].
V2 Lo
Para determinar uma matriz ortogonal que diagonaliza A com det(P) = 1, é necessdrio
1 1
. . v vl o
trocar as colunas de P = [Py Py Ps]. Considere-se a matriz P = % \% ol|. Entdo, P é
2 2
0 0 1
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uma matriz ortogonal P que diagonaliza A e det(P) = 1.

0 0 0
Verificagdo (Exercicio.): PTAP =10 1 0].
00 -1
Usando a mudanga de variavel X = PX', e sabendo que PTAP =D = [é —21 §}, entdo
XTAX +BTX =0 (X)T(PTAP)X'+ BTPX' =0
1 1
0 0 fL‘/ ﬁ —% 0 .’El
<=>[$’ vy z'} -1 0| |V —I-[O 0 1] % % 0| |4| =0
0 0 o] | 0 0 1 !

1
0
x x
& [a:' -/ 0] Y +[0 0 1} y'| =0
Z/
& (@) = (y) + =0,
que é a equagdo reduzida de um paraboloide hiperbélico.

Exercicio 3.23 Determine o dngulo 6 associado a matriz de rotacdo usada para transformar a
quédrica na forma reduzida no Exercicio 3.22.
Resolucao O dngulo 0 correspondente a rotacdo usada no exercicio anterior pode ser determi-

nado a partir da matriz P:

% —% 0 cosf —senf 0
P = % % 0| = |senf cosf 0| = R.(0),
0 0 1 0 0 1

logo
1 1 m o
§ = arccos | —= | = arcsen | —= | = arctan (1) = —(= 45°).
V2 V2 4
Caso 3 — rotagdo e translacio de eixos:

As quddricas que ndo estdo na forma reduzida com termo(s) cruzado(s) e com coeficientes de
x? e x e/ou coeficientes de y? e y e/ou coeficientes de 22 e z nio-nulos podem ser transformadas
na forma reduzida aplicando primeiro uma rotagdo de eixos (ver caso 2). No novo sistema de

eixos rodados x/, ¥ 2’ a quddrica jd ndo tem termo(s) cruzado(s):

XTAX 4+ BX +¢c=0s (PX)TAPX' + BPX' +¢=0

p11 p12 p !
NP4 el 4 2l 4 (o] [ || e =0

S M (@) W)+ A3(2)? + b2’ + by +bh +e=0,
onde
by = bip11 + bapar + bspsi,

by = bip12 + bapaz + bspsa,
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by = bip1s + bapas + b3pss.

De seguida aplica-se uma translag¢do de eixos (ver caso 1). No novo sistema de eixos z”, 3"
e 2", que é obtido completando os quadrados na expressdo da quadrica em z’, 3/ e 2/, a quddrica

ficara na forma reduzida.

Exercicio 3.24 Considere a quadrica 22 —y? —2242v/3zy—6y—9 = 0. Determine a mudanca de

coordenadas de modo que a quadrica resultante esteja na forma reduzida e classifique a quadrica.

Resoluciio A quddrica pode ser escrita na seguinte forma matricial: x> —y? — 2> + 2v/3zy —
1 V30

6y—9=0< XTAX + BX —9 =0, onde A = |:\f_1 0} X = [ﬂ eB=1[0-60]. A
0 0 —

seguir determina-se os valores proprios da matriz A:

-2 V3 0
det(A—Al3)=0<1| 3 —1-A 0o |=0
0 0 —1-X
S (-1-XN)\=4)=0
SA=-2VA==-1VvA=2
AMA) ={-2,-1,2}.
Para determinar o espaco proprio associado ao valor proprio \1 = —2, tem que se resolver

o0 seguinte sistema:

(A+2I3)x1 =0,

ou seja, A1x1 = by, com A1 = [\Zg\fg],xl = [%%] eb = [m,vindo
3 V3 olo|l+«—[3 V3 0|0 ¢+—n—-—rs
V3 1 0|0 [lbet—00 0 0]0 Uy < 0y
i 0 0O 110 0O 0 110
(3 V3 0]0
0O 0 110
0O 0 010

Como car(A;) = car(Ai|b1) = 2 < n = 3 (n é o niimero de incdgnitas), A1x1 = by é
um sistema possivel e indeterminado (como tinha que ser) equivalente ao sistema de equagoes

lineares

— _V3
3z11 + V3212 =0 =Ty
= rio=a€R
Tr13 = 0

r13 = 0.

Assim, tem-se:

E_ o= { (—?a,a,O) o€ R},

pelo que, por exemplo, p1 = 3, 0) é um vetor proprio associado ao valor préprio \y = —2.

bl

Como ||p1|| = 2v/3, entdo P, =

Ow\éw
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Para determinar o espago proprio associado ao valor proprio Ay = —1, tem que se resolver

o0 seguinte sistema:

(A+I3)xe = 0,
ou seja, Asxos = by, com Ay = [\Zg\?g], To = [%gﬂ eby = [§], vindo
2 V3 0|0 |[«+— |2 V3 0]0
V3 0 0|0 [lat—0 |0 =3 0]0
0 0 010 0 0 0]0

Como car(A) = car(A|bg) = 2 < n = 3 (n é o niimero de incégnitas), Ayxo = by é um sistema
possivel e indeterminado (como tinha que ser) equivalente ao sistema de equagoes lineares
To1 = 0

= o9 =0

2791 + V3w22 =0

3
522 = 0

ro3 = a € R.

Assim, tem-se:
E_1 ={(0,0,) : & € R},

pelo que, por exemplo, po = (0,0, 1) é um vetor proprio associado ao valor proprio Ay = —1

| = 1, assim Py = [%].

com ||p2

Para determinar o espago proprio associado ao valor proprio A3 = 2, tem que se resolver

[—1v3 0 31
o seguinte sistema: (A — 213)x3 = 0, ou seja, Agxs = bs, com A3 = | /3 _3 ():|,SL‘3: [ggg}
Lo 0 -3
ebs = [%}, vindo
_—1 V3 0 0_ — | -1 V3 0 0-<—>
V3 =3 0 [l L+V36| 0 0 00 ly <> U3
| 0 0 =30 0 0 =30
[ 1 V3 0 |0]
0 0 =310
L0 0 00|

Como car(As) = car(Aslbs) = 2 < n = 3 (n é o niimero de incdgnitas), Asxs = bz é

um sistema possivel e indeterminado (como tinha que ser) equivalente ao sistema de equagoes

lineares
—w31 + V330 =0 w31 = Via
= rzs=a €R
— 3%33 =0
33 = 0.

Assim, tem-se:

By — { (\/ﬁa,a,o) :aeR},
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pelo que, por exemplo, p3 = (\/g, 1,0) é um vetor proprio associado ao valor proprio A3 = 2.

].

Entdo, considerando P = [P3 Py Py, obtém-se a seguinte matriz ortogonal P que diago-

naliza A com det(P) =1

Como ||ps|| = 2, entdo P =

owwm‘a

3
F oy
— 3
Pl %o
0 01

Logo, a matriz diagonal fica definida da forma

2 0 0
PTAP=D=10 -2 o0
0 0 -1
Usando a mudanga de varidvel X = PX', e sabendo que PTAP =D = _§ —22 § , entdo,
XTAX 4+ BX +c=0s (X)N(PTAP)X' + BPX' +¢=0
2 0 o] [« B 1oo] [«
<:>[x’ Yy z/} 0 -2 0| Y +[0 —6 O} 3 @ Y| —9=0
0 0 -—1| 1|4 0 0 1] [ !
x! x!
& [23:’ —2¢/ —z'] y |+ [—3 —3V3 O} Y| —9=0
z z

a2 —2y)? - (¢)? - 32" —3V3/ —9=0.

Completando os quadrados na expressdo anterior, vem

8 8

Usando agora mudanga de varidvel "' = ' — 3,y = v/ + %, 2" = 2/, obtém-se a seguinte

equagdo
27 (x//)2 <y//)2 (Z//)Q
222 — 22 — (22 = 2L & _ _ -1
@) =2 =) =7 ® 50 ~ 98 "o -

que é a equagdo reduzida de um hiperboléide de duas folhas.

Exercicio 3.25 Determine o dngulo 6 associado a matriz de rotagao usada para eliminar o termo

cruzado na quédrica do Exercicio 3.24.
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Resolucao O dngulo 0 correspondente a rotacdo usada no exercicio anterior pode ser determi-

nado a partir da matriz P:

@ —% 0 cosf@ —senf 0
P= % @ 0| = |senf cosf 0f = R.(0),
0 0 1 0 0 1

logo
V3 1 V3 T o
0 = arccos <2 = arcsen <2> = arctan =5 | = 6(_ 30°).

Exercicio 3.26 Considere a quadrica 4x2 + 4y? + 42 + 4xy + 4xz + 4yz = 3. Determine a
mudanca de coordenadas de modo que a quidrica resultante esteja na forma reduzida e classifique

a quédrica.

Resolucio A quddrica pode ser escrita na seguinte forma matricial 4x* + 4y? + 42% + 4ay +

Aoz +4yz =3« XTAX +¢=0, onde A = [%gﬂ, X = [;ﬂ e ¢c = —3. Calculando os

valores proprios da matriz A, obtém-se
det(A — A\I3) = 0= A(A4) = {2,8},

onde 2 é uma valor proprio de multiplicidade 2 e 8 é um valor proprio simples.

Para determinar o espago proprio associado ao valor proprio A\1 = 2, resolve-se o sistema
(A —2I3)z1 =0,
ou seja, A1x1 = by, com A1 = [% % %}, T = [fﬁz} eb = [8], vindo
222 13 0
2 2 2|0 |«— |2 2 2|0
2 2 2|0 | bty —1 00 010
2 2 2|0 | b3+ ¥t3—1 00 010
Como car(A;) = car(Ai|b1) = 1 < n = 3 (n é o nimero de incdgnitas), Ayx1 = by é

um sistema possivel e indeterminado (como tinha que ser) equivalente ao sistema de equagoes

lineares
T =-—a—p3
{2011 + 2012+ 2213 =0 & zp=a€R
r13 =0 € R.

Assim, tem-se:

E2 = {(_O‘_ﬁaaaﬁ) : aaﬁ S R},
pelo que, por exemplo, p1 = (—1,1,0) e po = (—1,0, 1) sdo vetores proprios associados ao

valor proprio A\1 = 2. Note que p1 e pa formam uma base de Eo, mas ndo sdo ortogonais.

Para determinar uma base ortonormada de E5 aplica-se o algoritmo de ortogonalizagdo

de Gram-Schmidt a {p1,p2} = {(—1,1,0),(—1,0,1)}:
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(a)
D1 1
=T - = _]-a ]-70 ;
U el e Y
(b)
vy = pa — (P2, V1)1
— (=1,0,1) - ((~1,0, 1),12( 1,1,0)>12(—1,1,0)

Para determinar o espaco proprio associado ao valor préoprio Ao = 8, resolve-se o sistema

(A —8I3)ze =0,
ou seja, Aaxo = by, com Ay = [_24 34 % :|,.%'2 = [%35} eby = _8},vind0
2 2 —4 23 LO
4 2 20— 3[4 2 20—
2 -4 2|0 | lo+Ll+36 | 0 =3 3|0
2 2 4|0 | Lel3+506 | 0 3 =3|0 | L3 l3+0
[ 4 2 2|0
0 -3 3|0
0 0 0]0

Como car(Agz) = car(Az|b) = 2 < n = 3 (n é o nimero de incognitas), Ayxo = by é
um sistema possivel e indeterminado (como tinha que ser) equivalente ao sistema de equagoes
lineares
Tol = @
—4x91 + 2199 4+ 2193 =0 21

@ x22 =
— 3292 4+ 3x93 =0

ro3 = a € R.

Assim, tem-se:
Eg = {(a,,) : « € R},
pelo que, por exemplo, ps = (1,1,1) é um vetor proprio associado ao valor proprio Ay = 8.

Como ||ps|| = V/3, entdo Py = % [ﬂ

Entdo, uma matriz ortogonal P que diagonaliza A é

1 1 1

V2 V6 V3

P = 1 1 1
V2 V6 V3

o 2 L1
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e det(P) = 1. Assim, tem-se

2.0 0
PTAP=D=10 2 0
00 8

Usando a mudanga de varidvel X = PX', vem

XTAX +c=0e (XT(PTAP)X +c=0
2 00

<:>[:1;’ Yy’ z’} 0 2 0] [¢]—-3=0
0 0 8

/

X
<=>{2$’ 2/ 84 y | —3=0e20a)+2(y) +8()* =3
Z/
N2 N2 N2
PRI VO C L

3/2 3/2 3/8
que é a equagdo reduzida de um elipsoide.

Uma quddrica ndo-degenerada na forma reduzida Ajz®* + Aay®2 4+ A3z = d,
onde A, A2, A3 € R, a1, a0, a3 € {1,2} A1 =2V as =2V az=2)ed e {0, 1}, pode ser
classificada a partir dos valores préprios da matriz A da forma quadratica X TAX.

(a) Sedet(A) # 0ed =1, entdo a quadrica é:
(i) um elipséide ou uma esfera se A tiver 3 valores préprios positivos;
(ii) um hiperboléide de uma folha se A tiver 2 valores préprios positivos e 1 valor préprio
negativo;
(iii) um hiperbolé6ide de duas folha se A tiver 1 valor préprio positivo e 2 valors préprios
negativos.
(b) Se det(A) # 0ed = 0, entdo a quadrica € um cone elitico ou circular (A tem 2 valores
proprios positivos e 1 valor proprio negativo).
(c) Sedet(A) =0ed =1, entdo a quadrica é
(i) um cilindro elitico ou circular se A tem 1 valor préprio nulo e 2 valores proprios
positivos;
(ii) um cilindro hiperbdlico se A tem 1 valor préprio nulo e 2 valores préprios de sinais
contrarios.
(d) Sedet(A) =0ed =0, entdo a quadrica é
(i) um paraboldide elitico ou circular se A tem 1 valor préprio nulo e 2 valores proprios
positivos;
(i) um paraboldide hiperbdlico se A tem 1 valor préprio nulo e 2 valores préprios de
sinais contrarios;

(iii) um cilindro parabdlico se A tem 2 valores préprios nulos.
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Exercicio 3.27 Considere a quadrica ndo-degenerada
2+ 4+ 22+ 2ey+ 2z + 202 —x +y =0.
(a) Classifique aquadrica a partir dos valores proprios da matriz da forma quadratica associada.
(b) Determine a mudanca de coordenadas de modo que a quédrica resultante esteja na forma
reduzida e identifique a quadrica.
Resolucao

(a) A cénica pode ser escrita na forma matricial XTAX + BX = 0, em que a matriz da

forma quadrdtica XTAX é A = H i %]

11
A seguir determina-se os valores proprios da matriz A:
-2 1 1
det(A—Al3)=0<| 1 1-x 1 |=0
1 1 1-x

S A=A +1+1-31-X1)=0
S XN(-A+3)=0
SA=0VA=0VA=3

= \(4) = {0,3},

onde A = 0 é um valor préprio de multiplicidade 2.

Entdo, como A tem 2 valores proprios nulos, a quddrica é um cilindro parabélico.

(b) Para determinar a mudanca de coordenadas é necessdario construir a matriz P que dia-
gonaliza A, calculando primeiro os espacos préprios associados aos valores préprios.
O espaco proprio associado ao valor préprio A1 = 0, é obtido resolvendo o sistema

(A—0I3)x; =0,

. 111 11 0 .
ou seja, Axq1 = by, com A1 = h 1 ﬂ, T = [512} eb = [8}, vindo
13

110 |«— (1 1 110
110 fg(—ﬁz—fl 0 0 0]0
10 £3(—€3—€1 0 0 0]0

—_ = =

1
1
1
Como car(A) = car(A|b1) = 1 < n = 3 (n é o niimero de incdgnitas), Az, = by é um

sistema possivel e indeterminado (como tinha que ser) equivalente ao sistema de equacoes

lineares
ry1=-—a—f3
{znn+z12+213=01Q z5=acR
r13 =0 €R.

Assim, tem-se:

EO = {(—Oé - 67a75) : aaﬂ € R}’
pelo que, por exemplo, p1 = (—1,1,0) e p2 = (—1,0, 1) sdo vetores préprios associados
ao valor préprio A\ = 0. Note que p1 e p2 formam uma base de Ey, mas ndo sdo

ortogonais.
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Para determinar uma base ortonormada de Ey aplica-se o algoritmo de ortogonaliza¢do

de Gram-Schmidt a {p1,p2} = {(—1,1,0),(—1,0,1)}:

(a)
p1 1

V1 = :7_]-7170a
Il ~ 2l b0

(b)
vy = po — (p2,v1)v1

=(-1,0,1) — ((—1,0,1),

1 1
= _7a_771
(32)
y _”5_2<_1 1 1)_<_1 b 2>
Tl T VEN 22 V6 VETVG)
Logo, {vi,v2} = {%(—1, 1,0), (—%, —%, %) }éuma base de ortonormada de Ey.

Para determinar o espago proprio associado ao valor préprio Ay = 3, resolve-se o sistema

1 1
\ﬁ(—l,l,())}ﬁ(—l,l,())

(A—3I3)232:Q,
. -2 1 1 xo1 0 .
ou seja, Aaxo = by, com Ay = { % —12 _12] Ty = [gg} eby = [8], vindo
[ 2 1 1]j0]e——— [ 2 1 1|0l
1 =2 1 |0 | lostla+36 | 0 =3 2|0
11 =200 | l3ls+50 | 0O 3 =210 | l34 L3+
[ 2 1 10
3 3
0 -5 510
0 0 010

Como car(Ay) = car(Az|be) = 2 < n = 3 (n é o niimero de incégnitas), Asxs = bo
é um sistema possivel e indeterminado (como tinha que ser) equivalente ao sistema de

equacoes lineares

To] = Qv
—2x91 + w2+ w23 =0 2

<~ Too = &

3 3
— 5x22 + 5223 =0
2722 2T To3 = a € R.
Assim, tem-se:
Es = {(a,a, ) : a € R},
pelo que, por exemplo, p3 = (1,1,1) é um vetor prdprio associado ao valor prdprio
_ _ ~ _ 1 J1
A2 = 3. Como ||p3| = V/3, entdo P3 = 7 h}
Entdo, uma matriz ortogonal P que diagonaliza A é
-t 1 1
V2 V6 V3
p—| L _1 1
V2 V6 V3
0 2 1
V6 V3



3.2 Quadricas

e det(P) = 1. Assim, tem-se
0 00
PTAP=D= 0 0 0
00 3

Usando a mudancga de varidvel X = PX', vem

XTAX + BX =0< (X)T(PTAP)X'+ BPX' =0

0 0 0f |2 —% _%
<:>{m’ Y z’}OOO y’-i-[—llO} % —%
0 0 3| | 0 %
$/
N2 2 —
32+ (2 0 o ly| =0
Z,

2
e 3(2) + —=2' =0,
V2

que é a equagdo reduzida de um cilindro parabdlico.



Capitulo3 Conicas e Quédricas

126



Bibliografia

Anton, H. and Rorres, C. (2005). Elementary Linear Algebra with Applications. Wiley.

Axler, S. (1997). Linear Algebra Done Right. Springer.

Giraldes, E., Fernandes, V., and Smith, P. (1995). Curso de Algebra Linear e Geometria Analitica. McGraw-Hill.
Leon, S. (1999). Algebra Linear com Aplicagées. Livros Técnicos e Cientificos.

Monteiro, A. (2001). Algebra Linear e Geometria Analitica. McGraw-Hill.

Robinson, D. (2006). A Course in Linear Algebra with Applications. World Scientific.

Wright, D. (1999). Introduction to Linear Algebra. McGraw-Hill.



BIBLIOGRAFIA

128



Indice remissivo

angulo entre dois planos, 74
angulo entre dois vetores, 4
angulo entre duas retas, 73

angulo entre uma reta e um plano, 74

base ortogonal, 5

base ortonormada, 6

cilindro circular, 98

cilindro elitico, 98

cilindro hiperbdlico, 99

cilindro parabélico, 102

circunferéncia, 78

complemento ortogonal, 6

comprimento do vetor proje¢do otogonal,
12

cone, 98

coordenadas, 47

conica, 77

cOnica degenerada, 80

decomposicao QR, 23

dimensao, 47

dimensdo de um subespaco afim, 49
distancia de um ponto a um plano, 63
distdncia de um ponto a uma reta, 66
distdncia de uma reta a um plano, 70
distancia entre dois planos, 69
distancia entre dois pontos, 63
distancia entre dois vetores, 4
distancia entre duas retas, 71

distancia entre subespagos afins, 62

elipse, 78
elipséide, 95
equacdo cartesiana de um plano, 58

equacgdo vetorial de um plano, 54

equacdo vetorial de uma reta, 53

equacdes cartesianas ou normais de uma
reta, 53

equacdes normais associadas, 28

equacdes paramétricas de um plano, 54

equagdes paramétricas de uma reta, 53

esfera, 95

espaco afim, 44

espaco das colunas de uma matriz, 8

espaco das linhas de uma matriz, 8

espaco euclidiano, 2

espaco normado, 2

espaco nulo de uma matriz, 7

estrutura candnica, 46

forma quadritica, 82, 109
forma reduzida de uma coénica ou forma

canénica de uma conica, 77

hiperboldide de duas folhas, 97
hiperboléide de uma folha, 96
hiperplano, 49

hipérbole, 79

matriz ortogonalmente diagonalizavel, 84

matrizes de rotacio em R?, 87

matrizes de rotacio em R3, 113

Meétodo de ortogonalizacdo de
Gram-Schmidt, 15

Método dos minimos quadrados, 27

norma, 2

norma induzida pelo produto interno, 3
origem, 47

paraboldide circular, 100

paraboldide elitico, 100



INDICE REMISSIVO

paraboldide hiperbdlico, 101

parébola, 79

plano, vetores diretores de um plano, 49

ponto, 44

pontos colineares, 50

pontos complanares, 50

produto externo de dois vetores de R3, 55

produto interno, 1

produto vetorial de dois vetores de R3, 55

projecdo ortogonal de um vetor sobre outro
vetor, 12

projecao ortogonal de um vetor sobre um

subespaco vetorial, 18

quédrica, 94

quddrica degenerada, 103

130

quédrica na forma reduzida, 95

referencial, 47

referencial canénico, 47
regressdo linear, 34

reta, vetor diretor de uma reta, 49

retas complanares, 50

sistema normal associado, 28
solucdo de minimos quadrados, 31
subespaco afim, 48

subespacos afins paralelos, 60
triedro direto, 55

vetor posicao, 47
vetor unitario, 3

vetores ortogonais, 5



	1 Produto interno em Rn
	1.1 Produto interno e norma
	1.2 Ortogonalidade
	1.3 Projeção ortogonal
	1.4 Método dos mínimos quadrados
	1.5 Método dos mínimos quadrados e regressão linear
	1.6 Método dos mínimos quadrados e decomposição QR

	2 Espaços afins
	2.1 Espaços afins
	2.2 Subespaços afins
	2.3 Pontos, retas e planos
	2.4 Problemas não métricos
	2.5 Problemas métricos

	3 Cónicas e Quádricas
	3.1 Cónicas
	3.2 Quádricas


