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Parte 1

Equacoes Diferenciais Ordinarias
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Capitulo 1

Introducao as equacoes diferenciais

1.1 Equacoes diferenciais: Algumas definigcoes e classificacoes

Definicao 1.1 Uma equagio envolvendo derivadas de uma ou mais varidveis dependentes (as incdg-
nitas) em ordem a uma ou mais varidveis independentes designa-se equagdo diferencial.

Exemplo 1.1 Sao equagdes diferenciais

y(x): $2% —zy (%)4 =0, (1.1)
y(t): % + 51)% = cost, (1.2)
w(z,y,2): % + gi;; + 2% =0, (1.3)
v(s,t), w(s,t): ? %_ztu =w—0 (1.4)

Definigao 1.2 Uma equagdo diferencial envolvendo derivadas de uma ou mais varidveis dependentes
em ordem a apenas uma varidvel independente designa-se equagdo diferencial ordindria (EDO).

Exemplo 1.2 As equagées (1.1) e (1.2) sao exemplos de equagdes diferenciais ordindrias (EDOs) nas
quais as unicas varidveis independentes sao, respetivamente, x e t.

Definicao 1.3 Uma equagdo diferencial envolvendo derivadas de uma ou mais varidveis dependentes
em ordem a mais do que uma varidvel independente designa-se equagao diferencial parcial (EDP).

Exemplo 1.3 As equagoes (1.3) e (1.4) sao exemplos de equagoes diferenciais parciais (EDPs). Nestes
casos as varidveis independentes sao (x, y, z) e (s,t), respetivamente.
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4 1. Introducao as equacoes diferenciais

As equacoes diferenciais, quer ordindrias, quer parciais, sdo ainda classificadas de acordo com a
ordem da derivada de ordem mais elevada que nelas figura.

Defini¢ao 1.4 A ordem de uma equacao diferencial é a ordem mdzxima da(s) derivada(s) que
nela figura(m). (Nota: nao faz sentido falar em “grau de uma equagdo diferencial”, apenas de ordem).

Exemplo 1.4 Assim, a equagdo (1.1) é uma equagao diferencial ordindria de sequnda ordem (e nao de
quarta ordem!). A equagao (1.2) é uma equagao diferencial ordindria de terceira ordem. As equagoes
(1.8) e (1.4) sao equagdes diferenciais parciais de sequnda e primeira ordem, respetivamente.

Tal como sucede noutros tipos de equacoes, quando surgem vdrias incégnitas, a equacao diferencial
em causa faz em geral parte de um sistema de equagoes diferenciais que tem tantas equagdes como

mncognitas:
@ +y— % = 72
dx dx
y(z), 2(z):
2@ + % +2z=0
de  dz T

Pode, ainda, classificar-se as equagoes diferenciais ordindrias quanto a sua linearidade (o mesmo
acontece, como veremos mais adiante, com as equacoes diferenciais parciais, mas de momento restrin-
giremos a nossa atencao as EDOs).

Definigcao 1.5 Seja I um intervalo aberto da reta real. Uma equagao diferencial ordindria linear

de ordem m, na varidvel dependente y e na varidvel independente x, é uma equacdo que se encontra
(ou pode ser) escrita na sequinte forma

L n—1 d
ao(a) T +a1(@) T e+ ana(2) 3+ an()y = bla), (1.5)
onde as fungées ap, ai, ..., ap $ao fungdes continuas (supostas conhecidas) no intervalo I e a fun¢ao

ag nao se anula nesse mesmo intervalo.

No caso de se tratar de uma equagao diferencial de primeira ordem (n = 1), entao (1.5) assume a
forma geral

d
ao(a) 7~ + ai(2)y = b(), (L6)
de que sao exemplo as seguintes EDOs,
dy dy
2 2x
1) —= 42y = —— =1.
(:L‘ + ) I + 2y =e*, o
Para o caso n = 2, resulta
@ + a1 @) + ap(a)y = b(o)
ag(x)—5 + a1(x)== + as(x)y = b(x
0 de 1 dx 2 Yy ’
tendo-se, por exemplo,
d*y Py dy
-7 -0 7 ol — 32,
dx? +y=0 Ta2 Vs °
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1.1 Equagoes diferenciais: Algumas definigoes e classificagoes 5

Definigao 1.6 Uma equagao diferencial ordindria nao linear é uma equagio diferencial or-
dindria que ndao pode ser escrita na forma (1.5).

Exemplo 1.5 Constituem exemplos de equagdes diferencias ordindrias lineares, supondo y = y(x),

d?y dy
— — 5— 3y =0,
dx? dx +
d
d—z + (cosz)y =0, (1.7)
a3 d
_xd_xz + me:’:d—i + 23y = cos x,
d3y xd2y 2z —2x
% — bxe @ =€ — €

Exemplo 1.6 Sao equagoes diferenciais ordindrias nao lineares, supondo uma vez mais y = y(x),

Py dy 2
w—%‘l—y —0, (1.8)
d y d
J =7 — 1.
y Y
e <d—> -3y =0, (1.10)
dy _
I +xcosy =0, (1.11)
SV 3¢ = . (1.12)
T

Na equagio (1.8) a ndo linearidade deve-se ao termo y?; na equagdo (1.9) é devida ao produto y dy/dzx;
na equagdo (1.10) é causada pelo termo (dy/dx)?; finalmente, nas equagées (1.11) e (1.12) ¢é devida as
funcgades transcendentes cosseno e exponencial que tém como argumento y ou uma funcgdo de y. Observe-
se a semelhanga entre as equagoes (1.7) e (1.11). No entanto, estas tém carateristicas diferentes no
que se refere a linearidade.

Note-se, portanto, que nas equagoes diferenciais lineares:

(i) tanto y como as suas derivadas sao sempre de primeiro grau;

(ii) ndo surgem produtos de y ou das suas derivadas;

(iii) nao figuram fungdes transcendentes de y (exponencial, seno, cosseno, logaritmo, poténcia, etc.)

ou das suas derivadas.
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6 1. Introducao as equacoes diferenciais

Nota No caso das equacoes diferenciais de primeira ordem, e conforme veremos de seguida, estas
podem ser escritas essencialmente de trés formas equivalentes:
dy dx 1

Recorde-se que dy/dx = (dz/dy)~!.

Esta carateristica faz com que nas equacoOes diferenciais ordindrias de primeira ordem se possa
escolher a varidvel independente que seja mais vantajosa na Otica da respetiva andlise e resolugao. Em
particular, pode acontecer que determinada equacao diferencial de primeira ordem nao seja linear para
determinada escolha da varidvel independente, mas passe a ser linear se for reescrita considerando
outra varidvel independente (na pratica, trocando o papel das varidveis dependente/independente).
Por exemplo, a equagao diferencial nao linear (1.12) também se pode escrever como

dy 2 dy 2
— =3 =0 & —==3eY,
dx dx
ou equivalentemente (porqué?)
drv 1 5,
— e,
dy 3

onde se assume implicitamente que z = z(y). Esta equacao diferencial ja ¢ linear (na varidvel depen-
dente x). No entanto, ja a aplicagdo deste procedimento a equacao diferencial (1.11) ndo conduz a
uma equacao linear dado que se obtém

d d de 1

&y +zcosy=0 <& & _ —xcosy <& cosy— +— =0,

dx dx dy
a qual nao ¢ linear (na varidvel dependente x) devido ao termo 1/z. Voltaremos a tratar esta questao
posteriormente quando este tipo de equacao diferencial for abordado de forma mais pormenorizada.

Nota Para tornar a escrita menos pesada, ao longo deste texto adotar-se-ao duas notacoes distintas
para representar as derivadas de uma fungao f(x) em ordem ao seu argumento x. Assim, sempre que
tal nao gere ambiguidade, serao usadas para representar as sucessivas derivadas de uma fungao f em
ordem ao seu argumento x as notagoes

a &f &f df o df
dr’ dx?’ dz3’ dxt’ 77 dak
ou, alternativamente,

Fo 1 e,

Assim, podemos escrever
dy Py | dy
— +2—+-—==0
dz* + dz3 * dz

ou, preferindo,
y(iv) + 2y/// + y/ —0.
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1.2 Solugoes de equacoes diferenciais 7

¢ Exercicios sobre classificagcao de equacgoes diferenciais

Exercicio 1.1 Classificar cada uma das sequintes equagdes diferenciais como ordindrias ou parciais;
mencionar a ordem de cada equagdo; averiguar, mo caso de se tratar de uma equagdo diferencial
ordindria, se esta é linear.

@) @) Dt ay? = a2+ cos (1) v): 2 = ysena:

) y@): % - 3% + 6y = 22 sen () s(b): % ~ teoss:

© ey Th+ T E =0 () )Y g2

() u(t): %:t—uz; (@) o(zy): %H%gyﬁ%:o;
(©) vla): 4 (%)3+v SRt () vla) o2 = tgy

A equacao diferencial (¢) aparece por vezes representada na forma Au = 0, onde A designa o
operador laplaciano (Au = Viu=V- Vu), enquanto que a equagao (i) pode surgir escrita na forma
V4 =0, onde V* ¢ o operador bilaplaciano, nomeadamente na area da mecanica dos meio continuos.

1.2 Solugoes de equacoes diferenciais

Considere-se agora, e antes de abordar qualquer método relativo & determinacgao de solucoes de equagoes
diferenciais, o conceito de solugao de uma equacgao diferencial ordinéaria de ordem n.

Para poder abordar esta questao torna-se necessédrio encontrar uma maneira de escrever de forma
genérica qualquer equacao diferencial ordindria de ordem n que tenha como varidvel independente x
e incégnita y. Recorde-se, por exemplo, que no caso do estudo de polinémios de grau 2 envolvendo
apenas a varidavel x ¢ usual escrevé-los como az? 4 bz + ¢, onde a, b, ¢ € R. No caso das equacoes
diferenciais, pela sua complexidade, tal nao é tao simples. Se a EDO for linear, entao podemos dizer
que ¢é da forma (1.5). No entanto, nem todas as EDOs sao lineares, pelo que esta estratégia nao pode
ser usada se queremos realizar uma abordagem genérica.

Para obter o resultado pretendido convém entao ter em mente que uma equagao diferencial ordindria
de ordem n (linear ou nao) estabelece uma relagao entre: (i) algumas derivadas da varidvel dependente
em ordem a varidvel independente; (ii) a varidvel dependente; e (iii) a varidvel independente. A questao
que se coloca reside em saber como expressar esta relacao de forma genérica para podermos representar
qualquer EDO de ordem n. Vejamos como na realidade é simples fazé-lo.

Tal como a existéncia de uma relagao entre as varidveis = e y se pode escrever genericamente como

f(z,y) =0,

como ¢é o caso de
y=u1x-+1, (x—1)2+y2:16,

(uma reta e uma circunferéncia) correspondendo-lhes, respetivamente,

flz,y) =0, com f(z,y) =y —z—1
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8 1. Introducao as equacoes diferenciais

f(z,y) =0, onde f(z,y) = (x —1)* +y* — 16.
E, de igual modo, uma relacao entre as varidveis z, y e z se pode expressar genericamente na forma
f(z,y,2) =0,
como ¢ o caso da superficie esférica
P24+ 4+22=1 o 22+42+22-1=0,

correspondendo-lhe f(z,y,2) = 22 + % + 22 — 1, 0 mesmo pode ser feito para representar qualquer
equacao diferencial ordindria de ordem n que envolva as varidveis y e x, bastando escrever

dy d"y
F T =
<x7y7 de? ’d,ﬁl’,‘n) O’

onde se assumiu como anteriormente que y = y(x). A igualdade anterior expressa, de forma genérica,
que existe uma relacdo entre as “varidveis” que figuram como argumento da funcao real F', relacao
essa que constitui uma equagao diferencial. Assim, a cada equacéo diferencial corresponde uma forma
particular da funcdo F, a qual tem n + 2 argumentos (porqué?). Por exemplo, & EDO de primeira
ordem

dy _ dy _

de o dx zy =0
corresponde

dy dy
F — | == -
<x7 y7 d.’lj) d,fI: :I:y,
enquanto que a EDO de ordem 3
43y e d3y ﬂ
xﬁ—y:e =4 x@—y—e =0

corresponde

Yy, —= —2 2 ) =2 —y—e "
Yl a2 da

” dy d*y dy d3y .
da3

Com este formalismo podemos abordar adequadamente a nocao de solucao de uma equacao diferencial
ordindria independentemente da sua forma especifica.

Definigao 1.7 Considere-se a equacao diferencial ordindria de ordem n

dy d"y
F - ..., — | = 1.1
<x7y? dx? 7d$n> 07 ( 3)

onde ' é uma funcao real dos seus n+2 argumentos. Diz-se que uma solucdo desta equacdo diferencial
é qualquer relagio (explicita ou implicita') entre as varidveis x e y que ndo contenha derivadas e que
verifique a equagao (1.13).

! A relagio diz-se explicita se é da forma y = f(x), por exemplo y = z+1, dizendo-se implicita se ¢ da forma g(z,y) = 0,
por exemplo y? — 22 +4 = 0.
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1.2 Solugoes de equacoes diferenciais 9

2

Exemplo 1.7 A rela¢io (curva) y(x) = x* é uma solugao (explicita) da equagao diferencial

d
Tty =a(e+2),

2

uma vez que substituindo y por x° na equagao precedente se obtém uma identidade:

d d (z?
—y—i—y:x(az—l—Q) & M—FCUQ:JC(CC—FQ) & 2r+a2?=x(z+2).
dx dx
Vejamos agora o que distingue as solucoes explicitas das solugoes implicitas. Para esse efeito precisamos
de detalhar um pouco mais a defini¢ao precedente, o que conduzirad de forma natural & no¢ao de solugao

(explicita/implicita) de uma equagao diferencial num determinado intervalo aberto da reta real.

Defini¢ao 1.8 Seja f(z) uma fungao real, definida para todo x pertencente a um intervalo real aberto
1, que tenha derivada de ordem n - e consequentemente também derivadas de ordem inferior a n - para
todo x € I. A fungao f designa-se uma solug¢do explicita da equacao diferencial (1.13) no intervalo
1 se satisfaz as condigoes:

(a) F(z,y,9,..., y(”)) estd definida para todo x € I;

(b) F(z, f, f’,...,f(")) =0 para todo x € I.

Ou seja, a fungao F', que estd associada exclusivamente & forma da equagao diferencial, deve,
enquanto fungao explicita de x, fazer sentido para todo x € I. Por outro lado, a substituigao de f(x)
e das suas derivadas em (1.13) deve conduzir a uma identidade no intervalo aberto 1.

kY

Nota Na realidade, a expressao “a funcao f designa-se uma solucao explicita...” nao é estritamente
correta porque f nao é uma curva, é uma funcao. Esta expressao pretende dizer que “a curva y = f(x)
designa-se uma solucio explicita...”. Assim, afirmar que a funcio z? ¢ uma solucio (explicita) de
determinada equacdo diferencial corresponde, em bom rigor, a afirmar que a curva y = 22 é uma
solucao (explicita) da EDO em causa. FEste é um abuso de linguagem bastante frequente quando
lidamos com solugdes explicitas de EDOs que colocando o énfase na fungao f (e suas propriedades)
tem a vantagem de tornar o fraseamento mais leve. Bastard ter sempre em mente que as solugoes das

EDOs sao sempre curvas de R2.

O caso implicito acaba por remeter para o caso explicito uma vez que se tem a seguinte definicao.

Defini¢ao 1.9 Uma relagao (implicita) g(x,y) = 0 diz-se uma solu¢do implicita da equagao (1.13)
se define pelo menos uma fungao real f(x) num intervalo aberto I, tal que f(x) é uma solugao explicita
de (1.13) em I.

Ou seja, tendo como ponto de partida a expressio g(x,y) = 0, dever ser possivel obter pelo menos
uma expressao do tipo y = f(x) que seja solugao explicita da EDO visada num intervalo aberto I.
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10 1. Introducao as equacoes diferenciais

Pode-se assim dizer que uma solugao da equagao diferencial (1.13) é uma relagao - explicita ou
implicita - entre as varidveis x e y (ou seja, uma curva em R?) que satisfaz a referida equacio num
determinado intervalo aberto I, sempre que o domio de y, v/, v, ..., y™ contenha I, o mesmo
acontecendo com o dominio de F' (enquanto funcao explicita de x).

Para fixar ideias, comecemos por ver alguns exemplos relativos a solugoes explicitas de algumas
EDOs.

Exemplo 1.8 A fun¢io f(x) = 2senx + 3cosx é uma solucdo explicita da equacao diferencial de

sequnda ordem
d*y
— =0 1.14
2 Y (1.14)

para todo x € R.

Solucao. Tem-se
f(z) =2senx + 3cosz,
f'(z) =2cosz — 3senu,

f"(z) = —2senz — 3cosz,

pelo que f(x), f'(x) e f"(x) estdo definidas para todo x € R. Substituindo y por f(z) e d*y/dx? por
f"(x) em (1.14), obtém-se uma identidade

(—2senx —3cosx) + (2senz +3cosz) =0 < 0=0

que é valida para todo x real. Portanto, a fun¢io f(x) diz-se uma solugdo explicita da equagao dife-
rencial (1.14) para todo © € R. Note-se ainda que a forma da equagao diferencial (1.14) nao impae,
por st $6, qualquer restricao aos valores que a varidvel independente x pode tomar, pelo que Dp = R.
Em suma, a curva y = f(x) verifica, para todo x € R, as condi¢des impostas pela equagdo (1.14).

4+

Representagao grifica da fungdo (curva) y = 2senx + 3 cosz, solu¢io da equagao diferencial (1.14)
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1.2 Solugoes de equacoes diferenciais 11

Exemplo 1.9 A funcao g(z) = 2212 ¢ wma solugio explicita da equacio diferencial de primeira
ordem p

Y _ 12

dx

apenas no intervalo aberto I =)0,4o00].

Solugao. Tem-se dg/dx = 2712 pelo que a funcio g verifica a equagio diferencial dada. No entanto,
Dy={z€eR:2>0}=R} e Dy={zreR:z>0}=R",
pelo que I = DyN Dy =10, 400[. Neste caso a forma da equagio diferencial também impde condig¢oes a

x, embora, como se verd de sequida, tal nao altere I. De facto, a equagao diferencial em causa pode-se
escrever na forma

dy —-1/2
-7 _ =0
dr ’
pelo que neste caso concreto
dy dy —1
F ) ==L _g1/?
(x, 4 daz) de

e o dominio de F, enquanto funcio da varidvel independente x, é
Dp={zxeR:2>0}.

Assim, tem-se
I=DyNDyNDp=10,+00[,

pelo que o resultado obtido anteriormente para o intervalo I nado se altera. De novo, pode fazer-se uma
interpretacdo geométrica deste resultado: o declive da reta tangente ao grdfico da curva y = 2x'/2,
x €]0,4+00[, é em cada ponto, (x,y), dessa curva igual a /2.

Exemplo 1.10 A fun¢do h(z) = x? é uma solucio explicita da equagdo diferencial

_q1dy
1
27 9
o dx
no intervalo R\{0}.
Solucao. Por um lado, tem-se a identidade
dh
l— =2
. dx

Além disso, Dy, = Dy, = R. No entanto,

d _qd
F(x’y’d_i> =T ld_:zi‘_ 9

pelo que Dp = {x € R:x # 0} e consequentemente I = Dy N Dy N Dp = R\{0}.
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12 1. Introducao as equacoes diferenciais

Exemplo 1.11 Considere-se a equagao diferencial

d?y
2
z°—= — 12y = 0.
dz? 4
Pretende-se averiguar para que valores da constante real k é que a fun¢do u(z) = x*

explicita desta EDO e indicar o respetivo intervalo.

é uma soluc¢do

Solugdo. Comecemos por averiguar se u = x* verifica
d’u
2’ —— —12u =0
dx
para algum valor de k, wma vez que essa é uma condi¢do necessdria para que a curva u = ¥ seja uma

solucao explicita da EDO dada num intervalo aberto I. Deverd ter-se

2 @ (2") k k k 2 k
xW—Hx =0 «— k(k-1)2"-122"=0 <+ (k®—k-12)2"=0.

Assim, a constante k terd de verificar a identidade k* —k—12 = 0 (porqué?), pelo que k = —3 V k = 4.
Temos entdo duas potenciais solucdes explicitas ui(z) = 273 e uz(z) = x*

2 2
F( o, du>:x2M—12u,

, sendo que

T, U —
Tdx’ dx?

resultando Dp = R\{0} (porqué?). Dado que Dy, = D, = D,y» =R\{0} e Dy, = D,y = D,y =R,
entao devido ao termo
o d?u
x —_—
dx?

3 eug(z) =

presente na EDO, tem-se que ui(x) = x~ 4

intervalo aberto I =R\{0}.

sao solugoes expliticas da EDO dada no

Exemplo 1.12 Considere-se a equagao diferencial

d%y
2
r°—= — 12y = 0.
dx? 4
Pretende-se averiguar para que valores da constante real m é que a fun¢io v(x) = €™ é uma solugao

explicita desta EDO e em caso afirmativo indicar o respetivo intervalo.

Solugao. Comecemos por averiguar se v(zx) = e™*verifica a equagao deferencial dada para algum valor
da constante real m. Para tal deverd ter-se

2 d? (™)

5 120 =0 (m®z% —12) €™ =0 <<= mPz®-12=0.

Ora, ndo existe nenhum intervalo aberto no qual m*x? — 12 = 0 (recorde-se que m € R), pelo que
concluimos que a equacao diferencial dada nao admite qualquer solucao explicita do tipo y = e™*.
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1.2 Solugoes de equacoes diferenciais 13

Problema Determinar em que intervalo da reta real é que a fungao h(x) = Inz é uma solugao explicita
da equacao diferencial de primeira ordem

d

LA x L

dx
Resp.: ]0, +ool.

Problema Determinar em que intervalo da reta real ¢ que a funcio 6(x) = 23 + k1 + ko, onde
ki1,ks € R, € uma solugao explicita da equacao diferencial de segunda ordem

d2y

1

ZY_g=o.
dx?

Resp.: R\{0}.

Problema Determinar em que intervalo da reta real I é que a fungao p(x) = c1z + ¢z, onde ¢1, 2 € R,
é uma solucao explicita da equacao diferencial de segunda ordem

d*y B

dx?
Resp.: [ = @ (nao é solugdo em nenhum intervalo aberto da reta real uma vez que x = 0 nao é um
intervalo aberto da reta real).

Problema Considere-se a equagao diferencial

dy  dy

2

r*—= +r—-—=—4y =0.

dx? * de Y

Averiguar para que valores da constante real n é que a funcao v(z) = 2™ é uma solucao explicita desta
EDO e indicar o respetivo intervalo.

Resp.: Sao solugoes explicitas as funcdes vi(z) = 22 e vo(x) = 272, qualquer uma delas no intervalo

aberto R\{0}.

Vejamos agora alguns exemplos relativos a solugoes implicitas.

Exemplo 1.13 A relacdo xy = 1 é uma solucao implicita da equagao diferencial de primeira ordem

dy -2
= =— 1.1
i (1.15)

no intervalo I = R\{0}.

Solucdo. De facto, zy = 1 (ou seja, y = 271, x # 0) define uma fungdo real f(x) = =1 para todo
x € R\{0}. Facilmente se conclui que f(x) é uma solugao explicita da equagdo diferencial (1.15) em
1, como requerido.
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14 1. Introducao as equacoes diferenciais

Exemplo 1.14 Mostrar que a relagdo x*+y? —25 = 0 é uma solugdo implicita da equacdo diferencial

d
yﬁ +z=0 (1.16)

no intervalo I definido por —5 < x < 5.

o

Representacdo grifica da relagio implicita x> +y? — 25 =0

Solugao. Neste caso a relagao (implicita) dada entre as varidveis x e y define duas fungoes reais

fie)=+@5-2)" ¢ p)=— (252",

correspondendo cada uma delas a uma semicircunferéncia (ver grdfico anterior). Tanto fi(x) como
fa(x) sao solugées explicitas da equagao diferencial (1.16) em I. Vejamos que assim é para fi(x):

—-1/2

fl(;L') — (25 — 51;2)1/2 = f{ (J;) = —x (25 — JJQ)
Substituindo f1(z) e fi(x) em (1.16) obtém-se a identidade

(2522 (25-a)Prr=0 & 0=0

conforme requerido. Por outro lado, tem-se (porqué?) Dy, = [-5,5] e Dy =]-5,5[, e ainda
d d
F x,y,—y :y—y—i—x = Dr =R,
dz dz

pelo que I = Dy, N Dy N Dp =]-5,5[. A demonstragio para fa(x) é similar.

Portanto, a relagio x° + y?> — 25 = 0 define duas funcoes, f1 e fa, que sio solugoes explicitas de
(1.16) no intervalo I = |—5,5[. Como vimos, é apenas necessdrio que uma delas tenha essa propriedade
para se concluir que a relagio x% +y? — 25 = 0 é uma solucio implicita de (1.16) em I.

Note-se que se o intervalo proposto I contivesse pontos fora do intervalo |—5,5[, entdo a relagdo
22492 —25 = 0 ndo seria uma solucdao implicita da equacdo diferencial dada nesse intervalo, pois tanto
fi(z) como f5(x) nao estao definidas em nenhum ponto de |—oo, —5] U [5, +oo] (ver grifico anterior).
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1.2 Solugoes de equacoes diferenciais 15

Problema Determinar em que intervalo da reta real é que a relacao y? —z? = 0 é uma solucdo implicita
da equacao diferencial
dy
der y’
(Atengao: Va2 =x se x > 0, enquanto que Va2 = —x se x < 0).
Resp.: R\{0}.

Problema Determinar em que intervalo da reta real é que a relacao y? + 2zy + 4 = 0 é uma solucio
implicita da equagao diferencial

dy
(y+x)%+y—0.

(Requer o uso da “férmula resolvente” para determinar, a partir da relagao implicita dada, pelo menos
uma relagao explicita entre x e y do tipo y = f(z).

Resp.: |—o00, —2[ U ]2, +-00].

Vejamos agora como lidar com casos em que a relagao implicita dada entre as varidveis x e y é
demasiado complexa para se poder definir/obter uma relacao explicita entre as duas varidveis (por
exemplo, ycosy + zsenxz = 0). Serd que nestes casos ainda se pode concluir algo (1itil) relativamente
a solugao de determinada equagao diferencial?

Exemplo 1.15 Seja k uma constante real. Considere-se a relagio
2,2 _
x*4+y" + k=0, (1.17)

a qual coincide com a relagdo dada no exemplo precedente quando se toma k = —25. Considere-se
ainda o equagao diferencial que também surgiu no exemplo precedente

dy

yo +o=0. (1.18)

Comecemos por determinar qual é o declive da reta tangente ao grifico desta curva em cada ponto
de coordenadas (x,y). Pode obter-se uma expressao para dy/dx usando duas abordagens equivalentes:

(i) derivando os dois membros de (1.17) em ordem a x, tendo sempre em conta que y depende de x
(regra da derivagio da fungdo composta):

d 9 9 dy? dy* dy dy
— k)=0 <& 2 — =0 & 2 —— =0 & 2 2y— =0
da:(x +y° ) T dx x+dydx T Vi ’
ou seja,
dy -1
d:l]’ - y I
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16 1. Introducao as equacoes diferenciais

(ii) tendo em conta que a relagio (1.17) é do tipo ¢(x,y) = 0 com p(x,y) = 2% +y? + k e que nesse
caso se tem (deriwvada total da fungao implicita)

9
dy _ _Oz
de %
dy
Neste caso concreto, resulta
dy 2x 1
> -5 = Ty -,

tal como obtido em (i).
Substituindo a expressao obtida para dy/dz na equagao diferencial (1.16), obtém-se
z+y(-zy ') =0 & 0=0,

independentemente do valor de k. Assim, pode-se afirmar que a relagio x* + y> + k = 0 verifica
formalmente a equagio (1.18) na medida em que nos pontos do plano onde a familia de curvas
22 + 9?2 +k = 0 estd definida, o declive da reta tangente ao grifico da curva em cada ponto de
coordenadas (z,y) € igual ao imposto pela equagao diferencial.

Poder-se-d concluir que x> +y?> +k = 0 é uma solucdo implicita da equacdo diferencial dada? Nao
necessariamente. Na realidade, x> +1y?+k = 0 parece ser uma solugio implicita da equacio diferencial
pois verifica-a formalmente, mas é ainda necessario que defina pelo menos uma fungao real que seja
solucao explicita da equacdo dada num determinado intervalo aberto I.

Vejamos, a relag¢do %4y +k = 0 permite definir duas fungdes (curvas) que sio potenciais solugdes
explicitas da equagao (1.18), a saber,

g1(z) =+ (—k —$2)1/2 = % =—x(—k —x2)_1/2,

d _
gg(x):—(—k—$2)l/2 = %zx(—k—ﬁ) 1/2.

Ora, tem-se
Dg, N Dy =Dy, N Dy = {x: 2* < —k},
concluindo-se que
I: { ]—(—k)1/2,+(—k)1/2[, k<0
, k>0

Conclusio: a relagio x> + y?> + k = 0, que verifica formalmente a equagio diferencial

dy

hatd -0
yd$+x )

s6 é uma solugao implicita desta equacgio se k < 0. Assim, considerando por exemplo k = 25, conclui-
se que 22 4+ y> + 25 = 0 ndo é uma solucio implicita desta equacdo diferencial em nenhum intervalo
aberto da reta real (pela simples razio de que esta curva ndo existe em R? ).
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1.2 Solugoes de equacoes diferenciais 17

Do exemplo precedente pode-se concluir que ainda que determinada relagao implicita entre as
varidveis x e y verifique formalmente uma equagao diferencial, tal ndo quer dizer que seja uma solugao
dessa mesma equagao.

Qual é entdo a utilidade de averiguar se determinada relacao verifica formalmente uma equagao
diferencial? Conforme veremos mais adiante, averiguar se determinada expressao verifica formalmente
uma dada equacao diferencial é 1til, pois caso tal ndo suceda pode-se concluir imediatamente que a
expressao em causa nao é uma solucao implicita da equacao diferencial em causa. Ou seja, a verificacao
formal pode ser vista como uma condigao necessiria, ainda que nao suficiente, para que determinada
relacdo entre as varidveis x e y seja uma solucao da equacao diferencial em estudo.

Do ponto de vista pratico, este procedimento permitird aferir se uma relacdo implicita obtida na
sequéncia da resolucao de uma equacao diferencial de primeira ordem estd ou nao correta, pelo menos
do ponto de vista formal (i.e. sem ter em conta qual é o intervalo I envolvido).

Exemplo 1.16 Considere-se a equacgao diferencial

@ B _2my2 + 222

dr — 2y(z2+1)
Pode 1> (x2 + 1) + 23 =1 ser uma solucdo desta equacgdo diferencial?
Solugao. Da relagao implicita proposta resulta (porqué?)

dy _ 2xy® + 32”
de 2y (22+1)

Entdo, para a curva y? ($2 + 1) + 23 = 1 ser uma solucio da EDO dada, teria de se verificar para todo
x pertencente a algum intervalo aberto de R

2272 + 222 2xy? + 322 9 9 5 5
2 (2 + 1) 2 (2 + 1) Ty~ + 22 Ty~ + ox T

Ora, uma vez que x = 0 nao constitui um intervalo aberto da reta real, conclui-se que a resposta é
negativa, isto €, y> (:1:2 + 1) + 2% =1 ndo é uma solucao da equacdo diferencial dada.

Problema Mostrar que a relacio zy? + y = 1 verifica formalmente a seguinte equacao diferencial
dy_ v
de  2xy+1

recorrendo: (i) & derivada da funcao composta; (ii) & derivada total da func¢ao implicita.
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18 1. Introducao as equacoes diferenciais

Considere-se agora a equagcao diferencial de primeira ordem

dy
— = 2x. 1.19
dz v (1.19)

E simples verificar que a funcio fy () = 2% é uma solucao explicita desta equacio diferencial para todo

x real. Sdo também solugoes da equacgao diferencial (1.19), por exemplo, as fungoes
filx) =22 +1, fo(z) =242, fzlz)=2>+3, foa(z)=2—-1.
De facto, para cada nimero real ¢, a funcao f. definida para todo x real por
fe(z)=2*+¢ (1.20)

é uma solugao da equacao diferencial (1.19). Ou seja, a expressao (1.20) define uma familia (infinita)
de funcgoes, uma para cada valor da constante real ¢, e toda a funcao desta familia é uma solucao de
(1.19). A constante ¢ designa-se constante arbitraria. A familia de solugoes assim definida escreve-se

y=212°+c (1.21)

4+

Representacao gréfica da familia de pardbolas y = x2 + ¢; cada pardbola é uma curva integral da
equagao diferencial (1.19)

Embora seja evidente que toda a funcao pertencente a familia de solugoes definida por (1.21) é uma
solucao de (1.19), tal ndo permite concluir que a familia de solugdes (1.21) contém todas as solugoes
de (1.19). Assim, podem existir outras fungdes que também sejam solugao de (1.19), pelo que de
momento nao designaremos o conjunto (infinito) de solugdes (1.21) como a “solugao geral” da equagao
diferencial, mas apenas como “uma familia de soluctes” dessa equagcao.

Considere-se de novo a equacao diferencial (1.19). Esta equagao diferencial pode ser interpretada
como definindo o declive, 2z, da reta tangente ao grafico da curva y = y(z) no ponto de coordenadas
(z,y) para todo o x real. Esta equagao diferencial admite uma familia de solugdes da forma

y=2%+c, (1.22)
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1.2 Solugoes de equacoes diferenciais 19

onde ¢ é uma constante real arbitrdria. A familia de fungoes (1.22) corresponde geometricamente a
uma familia de pardbolas. Para cada uma delas, o declive da reta tangente ao grafico da pardabola
no ponto de coordenadas (z,y) obedece a (1.19). Estas pardbolas designam-se curvas integrais da
equagao diferencial (1.19).

Problema Determinar curvas integrais da equagao diferencial dy/dz = cos x.
Resp.: y =senz + ki, k1 € R.

Problema Determinar curvas integrais da equagao diferencial dy/dxz = senh 2z.
Resp.: y = %COSth + ko, ko € R.

e Exercicios sobre solugoes de equacgoes diferenciais

Exercicio 1.2 Mostrar que a funcao

flz)=x+2e"
é uma solucao da equacao diferencial

dy

iy =z+1.
o ty=u+

Exercicio 1.3 Mostrar que toda a funcao f pertencente o familia de fungoes
felz) =2+ 067212’
onde ¢ é uma constante arbitrdria, é uma solugdo da equacao diferencial de primeira ordem

d
el + dzy = 8z.
dx

Exercicio 1.4 Mostrar que toda a fun¢ao g definida por

g(x) = c1e% + coe™2%,

onde ¢1 e co sGo constantes arbitrdrias, é uma solugdo da equacgao diferencial de sequnda ordem

d’y dy
— —2——8y=0.
dx? de Y
Exercicio 1.5 Determinar todos os valores da constante real m para os quais a func¢ao f(x) = e™* é

solugdo da equagao diferencial

dy Py dy

— —3—= 4=+ 12y =0
dx3 dx? dx thy =0

sabendo que €** é uma solucio da EDO. (Nota: entio m = 2 é um valor possivel, permitido usar a

regra de Ruffini no polinémio de grau 3 que surge para m e obter os restantes 2 valores de m).
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20 1. Introducao as equacoes diferenciais

Exercicio 1.6 Mostrar que 23 + 3zy? = 1 é uma solucio implicita da equacdo diferencial

d
Qxy—y +22+42 =0
dx

no intervalo I =10, 1].

Representacdo grdfica da relagio x3 + 3xy? = 1 (ver Ezercicio 1.6)

Exercicio 1.7 Mostrar que 5x%y® — 223y®> = 1 ¢é uma solucdo implicita da equagio diferencial

d
x—y +y= $3y3
dz
- 5
nos intervalos |—o00,0[ e |0, 3.
y

Representagdo grifica da relagio 5x%y? — 2x3y? = 1(ver Exercicio 1.7)

Exercicio 1.8 Mostrar que y = xInx verifica formalmente a equacao diferencial

dy
rT— =T+
dx y)
mas nao é uma solugao explicita desta equagao no intervalo I =]—1,1].
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1.3 Problemas de valores iniciais e problemas de valores de fronteira 21

24

Representagao grifica da fungdo y = xlnz (a cheio) e da respetiva derivada (ver Exercicio 1.8)

Exercicio 1.9 Mostrar que y> +x = 1 ndo é uma solugao implicita da equacio diferencial

dy 1

Ve~ 3

no intervalo I =10,2[, apesar de a verificar formalmente.

1.3 Problemas de valores iniciais e problemas de valores de fronteira

e Definicao

Considere-se o problema que consiste em determinar a solucao f da equagao diferencial

dy

— =z 1.23

dJ,' ) ( )
tal que em = = 1 a solugdo f assume o valor 4 (note-se que se assume que a solugdo existe e é
unica). Este problema, que corresponde a determinar a curva que passa pelo ponto de coordenadas
(z,y) = (1,4) e cuja reta tangente ao seu grafico tem declive z em cada ponto pode ser escrito, na
forma abreviada,

dy
— = 1) =4. 1.24
2 =% y(1) (1.24)
Verifica-se facilmente que a equagao (1.23) admite uma familia de solugoes que é
L 5
y=3e +c, (1.25)

onde ¢ é uma constante arbitraria, pelo que apenas se necessita de determinar o valor de ¢ de forma a
ter-se y = 4 quando = = 1. Substituindo z =1 e y = 4 em (1.25) resulta

yl)=4 = 4==-+c¢ = c:g.
Obtém-se, portanto, a solugao (parabola)
2 7
Y= + 3
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22 1. Introducao as equacoes diferenciais

a qual verifica as duas condigoes expressas por (1.24):

d d 2 7 2

= — =4.
dr dx \ 2 2

r=1

[NCREEN|

Em aplicacoes envolvendo equacoes diferenciais de primeira ordem, ou de ordem mais elevada,
os problemas mais frequentes sao similares ao do exemplo precedente, ja que envolvem uma equacao
diferencial e uma ou mais condigoes suplementares (tantas quantas a ordem da equagao diferencial). Se
todas as condicOes suplementares disserem respeito a um determinado valor da varidvel independente,
diz-se que se estd na presenga de um problema de valores iniciais (PVI). Se as condigoes se referirem
a dois valores distintos da varidvel independente, diz-se que se trata de um problema de valores de
fronteira (PVF). Destas defini¢oes decorre que no caso de equagoes diferenciais de primeira ordem,
estas s6 podem estar associadas a PVIs (porqué?), como é o caso do PVI (1.24).

Exemplo 1.17 Considere-se o problema que consiste em determinar a solug¢iao do problema

y'—y=0, y0)=1, ¥ (0)=2 (1.26)
Trata-se de um PVI que consiste em determinar a solug¢io da equagdo diferencial y’' —y = 0 que
assume o valor 1 em x = 0 e cuja primeira derivada tem valor 2 em x = 0. Conforme veremos, todas
as solugoes da equacao diferencial dada podem-se escrever na forma explicita

y(z) = c1e” + cpe™ 7,

onde ¢1 e ¢y sdo constantes arbitrarias, pelo que y'(x) = c1e® — coe™*. Ora,

y(0) =1 g +ep=1 g =3/2
= = R
y'(0) =2 c1—cp =2 g =—1/2

pelo que a solucao deste PVI é

¥ T N N T N T N N T T
-1.0

t L L B B t
- -06 -04 -02 | 02 04 06 08 1.0
X

1T

Representagao grifica da solugao do PVI (1.26) e da reta tangente ao seu grifico no ponto de abcissa
x =0 (cujo declive é igual a 2)
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Exemplo 1.18 Considere-se o problema que consiste em determinar a solucdo de

d2
T Hy=0, y0) =1, y(r/2)=5. (1.27)
Trata-se, neste caso, de um PVF. Conforme veremos, todas as solugoes da equagao diferencial dada

sao da forma y(x) = ¢ cosx + casenz, onde ¢1 e ¢y sdo constantes arbitrdarias. Assim,

y(()): 61:1
{y(w/?)zf) - {02:5

Portanto, a solugao deste PVF é y(x) = cosx + 5senx. No entanto, o PVF

&y

ry=0. s =1, yx) =5 (1.28)

nao tem solugao pois as condigoes y(0) =1 e y(w) =5 nado sao compativeis com uma solu¢ao do tipo
y(x) = c1cosx + casenz:

y(0) =1 =1 =1
y(mr) =5 - —c1 =5 - g =-5

Representagao grifica da fungao y = 5senx + cosz, solugao do PVF (1.27)

POT outro lado, 0 PLF
Ly +y=0, y0)=2, y@2r) =2
= ty=0y ;Y

tem uma infinidade de solucoes uma vez que
y(O) =2 Ccl1 = 2
= )
y(2m) =2 =2

e portanto ca pode ser qualquer, resultando y(x) = 2cosx + ksenzx, onde k é uma constante real
arbitraria.
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O exemplo precedente mostra que os PVFs podem ter solucao unica, mais do que uma solu¢ao, ou
nao ter solucao.

Convém desde jé notar que os PVIs tém uma estrutura bastante rigida no que diz respeito as
condicoes impostas, ji que para uma equacao diferencial de ordem n tém de ser impostas exatamente
n condicoes para o mesmo valor da varidvel independente x = xg, pelo que o conjunto de n condigoes
impostas no PVI tem de ser obrigatoriamente da forma:

dy d2y dnfly
y(zo) =yo, ——(z0) =y, ——5(@0) =2, ...y =7 (20) = Yno1,
onde Yo, Y1, - .., Yn—1 S0 constantes reais.

Tal nao acontece nos PVFs. Por exemplo, pode ter-se

TV _0 g =0 y1)=2,

o Boy=o, y=2
0, y0)=0, Bay=s
0. W=, L2

E importante referir que quer se trate de um PVI quer de um PVF, as condicdes impostas nunca
podem envolver derivadas de ordem igual ou superior a ordem da equacao diferencial presente no
problema em causa.

Problema Determinar uma solugao explicita do PVI
d
&y _
dx

isto é, uma curva cujo declive da reta tangente em cada ponto da mesma seja igual a 1 independente-

mente do valor de = e que passe pelo ponto de coordenadas (0, 0).

Resp.: y = =.

Problema Determinar uma solucao explicita do PVF

dy

_— = :1
0, y(0)=1, Iy

(1) = 07

ou seja, uma curva do tipo y = f(z) em que a segunda derivada da func¢ao f é sempre nula , verificando
ainda f(0) =1e f'(1) =0.
Resp.: y = 1.
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1.3 Problemas de valores iniciais e problemas de valores de fronteira 25

Vejamos agora algumas consideragoes sobre problemas de valor inicial envolvendo equagoes
diferenciais de primeira ordem.

Definigao 1.10 Considere-se a equagao diferencial de primeira ordem

dy

()] (1.29)
onde f é uma funcio continua de x e y nalgum dominio® D do plano xy. Seja ainda (xg,1y0) um
ponto do dominio D. O PVI associado a (1.29) consiste em determinar uma solu¢iao h(x) da equagdio
diferencial (1.29), definida nalgum intervalo real contendo xg, que satisfa¢a a condi¢ao inicial do
problema h(zg) = yo. Este PVI escreve-se, habitualmente, na forma

dy
a @y (1.30)
y(wo) = Yo

Para resolver o problema (1.30) deve-se determinar uma fungao h que satisfaga nao sé a equagao
diferencial (1.29), mas também a condicao inicial: tal fungao deve ter valor yy quando x toma o valor
zo. O método a usar para determinar h depende do tipo de equacao diferencial presente no problema,
ou seja, da forma da fungao f(z,y).

Exemplo 1.19 Determinar uma solugao do PVI

dy x
_— = —— = 4
d.’lj y7 y(g) )

sabendo que a equacado diferencial admite uma familia de solucoes que pode ser escrita na forma
x4y =2 (1.31)

Solugao. A condigio y(3) = 4 significa que se pretende determinar uma solugdo da equagio diferencial
dada tal que y = 4 quando x = 3. Assim sendo, o par de valores (x,y) = (3,4) deve verificar a relagio
(1.81). Substituindo v =3 ey =4 em (1.31), obtém-se

2 = 9416=c2 = =295

z? + y2‘x:3,y:4 = ¢
Substituindo este valor de ¢ em (1.31), tem-se x% + y? = 25. Resolvendo em ordem a y, resulta
y = +£v/25 — 22.
Dewve-se escolher o sinal positivo para que y =4 quando x = 3. Assim, a funcdao f definida por

fz)=V25—2%2, —5<z<h,

¢ uma solucao do problema proposto e a respetiva solugdao escreve-se y = /25 — x2.

Um domifnio é um conjunto aberto e conexo. Em termos simplistas, um dominio pode ser visto como o interior de
uma curva fechada simples no plano.
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26 1. Introducao as equacoes diferenciais

e Existéncia e unicidade de solugao

No Exemplo 1.19 foi possivel determinar uma solu¢ao do PVI em causa. Mas terao todos os PVIs e
PVFs solucao? Viu-se anteriormente que a resposta é negativa, uma vez que, por exemplo, o PVF

&y

2 Ty=0 y(0) =1 y(m) =5
nao tem solucao.

Surge, portanto, a questao da existéncia de solugoes: dado um PVI ou um PVF, ele tem solugao?
Considere-se esta questao relativamente ao PVI genérico presente na Defini¢ao 1.10. Neste caso pode-se
dar uma resposta inequivoca: todo PVI que satisfaca a Definigdo 1.10 tem pelo menos uma solucao.

Coloca-se agora a questao da unicidade. Pode o referido problema ter mais do que uma solucao?

Considere-se o PVI

dy_ 1/3 _
=Y y(0) = 0.

E facil verificar que as funcdes fi e fo definidas, respetivamente, por

file) =0, VeeR,

B 0, <0
fa(z) = (%x)3/2, 23>0

sdo ambas solugdes do PVI. De facto, este problema tem uma infinidade de solugbes. A resposta
relativa & unicidade é clara: o PVI, conforme atras definido, ndo tem necessariamente solugao tinica.
Para garantir unicidade torna-se necessédrio impor algumas condicoes adicionais. Estas condigoes sao
dadas pelo seguinte teorema (de Picard).

Teorema 1.1 (Teorema de Existéncia e Unicidade). Considere-se a equagao diferencial

dy

% = f(l', y)v (1'32)

onde
1. A funcao f é continua num dominio D do plano xy;
2. A derivada parcial Of /Oy também é continua em D.

Seja (xo,y0) wm ponto de D. Entdo a equagao diferencial (1.32) admite uma e uma sé solugao ¢(x)
num intervalo |z — xo| < h, para h suficientemente pequeno, que verifica a condi¢ao ¢(xg) = yo.

Este teorema estabelece que em determinadas condicoes o PVI

Y faw) v =, (1.33)

tem uma solucao unica que é véilida num determinado intervalo em torno de z (isto é, numa vizinhanca
de z suficientemente pequena). No entanto, o teorema nao indica qualquer método para determinar
a solucao do problema, apenas garante a existéncia de solucao tnica se forem verificadas determinadas
condicoes. No caso de alguma dessas condi¢oes nao se cumprir, entao nada se pode concluir.
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Exemplo 1.20 Considere-se o PVI

dy

2 2
=a° 4 1) =3.
du z*+y°, y(1)

O objetivo é tentar aplicar o Teorema 1.1, comegando por verificar as suas hipdteses. Neste caso

g =o? 4y = HEY oy
dy
As duas fungoes f e Of /0y sao continuas em qualquer dominio D do plano xy. A condigdo inicial
y(1) = 3 implica que z9 = 1 e yo = 3. Ora, o ponto de coordenadas (xo,yo) = (1,3) pertence a algum
destes dominios D. Portanto, verificam-se as hipdteses do teorema, pelo que a conclusao é vilida. Ou
seja, existe uma e uma s6 solu¢do ¢(x) da equacdo diferencial dy/dx = 2% +y?, definida num intervalo
|x — 1| < h em torno de xo = 1, que satisfaz a condi¢ao inicial $(1) = 3.

Exemplo 1.21 Considere-se os PVlIs

dy _y
dy y
dy

3. =zyl/3, y(2) =0.

dx

Que se pode concluir relativamente & existéncia e unicidade de solugdo destes PVIs?

Solugao. No caso dos problemas 1 e 2 tem-se

.y of (z,y) _ 1
flay)=—z = oy 28

Tanto f como Of /0y sio fungdes continuas em R?, exceto nos pontos com abcissa x nula (isto é, ao
longo do eizo dos yy). No problema 1, xo =1 e yo = 2. Ora, o quadrado de lado unitdrio centrado em
(1,2) nao interseta o eizo dos yy e assim tanto f como Of /Oy verificam, neste quadrado, as hipdteses
do Teorema 1.1. O seu interior pode por isso ser considerado como o dominio D mencionado no
Teorema 1.1 e o ponto de coordenadas (1,2) € D. Portanto, o Teorema 1.1 permite concluir que o
problema 1 tem uma e uma sd solugcao definida numa vizinhanga de xg = 1 suficientemente pequena.

Vejamos o que se passa no problema 2. Neste caso xg = 0 e yo = 2. Neste ponto nem f nem Of /Oy sao
continuas. Por outras palavras, o ponto de coordenadas (z,y) = (0,2) ndo pertence a nenhum dominio
D onde as condi¢des do Teorema 1.1 sejam verificadas. Consequentemente, o Teorema 1.1 nao permite
concluir que o problema 2 tem uma e uma sé solugao na vizinhang¢a do ponto de coordenadas (0,2).
Note-se que este teorema também nao permite concluir que a solucdo mao é unica. Em suma, o
Teorema 1.1 nao permite obter qualquer conclusao. Saliente-se ainda que uma vez que a func¢do f nao
¢ continua no ponto de coordenadas (0,2), entio o problema 2 ndao estd de acordo com a Defini¢do
1.10 apresentada na pdgina 25, pelo que nao se pode sequer concluir que o problema 2 tenha solugao.
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28 1. Introducao as equacoes diferenciais

No caso do problema 3 tem-se

. 1/3 of(x,y) 1 93
Portanto, f é continua em R?, pelo que o problema 3 obedece ¢ Definicio 1.10 e por isso tem garan-
tidamente solug¢ao numa vizinhang¢a do ponto de coordenadas (z,y) = (2,0). No entanto, nao se pode
garantir que a solugdo seja unica uma vez que Of /Oy nao é continua em nenhum dominio que contenha
o ponto de coordenadas (2,0) (porqué?).

Problema Relativamente aos PVIs,

1
5_57 y(())_?’)
dy 1
Y2 y3)=0
dm y? y() )

averiguar se é possivel concluir que tém solucao unica.

Resp.: Apenas para o PVI
dy 1
dr 5, y(3)=0

podemos concluir que tem solugao tunica.

Nota Atendendo ao resultado expresso no Teorema 1.1, quando noutros capitulos deste documento
lidarmos com a solu¢ao de PVIs do tipo (1.33), qualquer referéncia a existéncia de solucao unica
devera ser entendida, & falta de um resultado mais forte, como algo que estd garantido apenas numa
vizinhanga suficientemente pequena do ponto de coordenadas (zg,y0). Conforme veremos, caso a
equacao diferencial envolvida no PVI seja linear, entao a solugao unica é global, mas caso a equacao
diferencial ndo seja linear tal nao estd, em geral, garantido.

e Exercicios sobre problemas de valores iniciais, problemas de valores de fronteira,
e existéncia e unicidade de solugao

Exercicio 1.10 Mostrar que a funcio f(x) = 4e** + 2e73% é uma solugio do problema de valores
miciais )

d°y | dy

Z2 0% 6y =0 0)=6

dy
—(0) =2.
7 (0)

Averiguar se a curva y = 2e** + 473 também ¢é uma solucdo deste PVI.

Exercicio 1.11 Sabendo que toda a solu¢do da equacao diferencial de sequnda ordem

d*y dy
Y W o=
dx? dx y=0
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3z

pode ser escrita na forma y = c1e® + coe™3 escolhendo adequadamente o valor das constantes ¢1 e

c2, determinar a solugdo dos sequintes PVIs:

2y dy dy
(b) R 12y =0 y(0) =-2, %(0) = 6.

Exercicio 1.12 Sabendo que toda a solugdo da equacao diferencial

d*y dy

2

r'—5 —2x—+2y=0

dz? dx Ty

pode ser escrita na forma y = c1x + cax?® escolhendo ci e ca adequadamente, determinar a solugdo do

PVF

d’y ) dy
2
— — 20— +2y=20 2)=0 3)=4.
wog m 2w+ 2y =0, y(2)=0, y@3)
Exercicio 1.13 Sabendo que toda a solu¢do da equacao diferencial

dy  dy

2
Y L — 0
de? Y

pode ser escrita na forma y = ¢ + cax?, mostrar que o PVF

d? d
2Py dy

T3 g =0, y(1)=1, y(-1)

nao tem solucdao unica.

Exercicio 1.14 Sabendo que toda a solu¢do da equacao diferencial

d%y
- J -0
dx? +y
pode ser escrita na forma y = c1 cosx + cosenx, mostrar que o problema de valores iniciais
d*y dy
— =0, 0)=1, —=(0)=5
tem solugao y = Hsenx + cosz, mas que o PVF
d%y

2 ty=0 y0) =1 y(@m)=5

nao tem solugao.
Exercicio 1.15 Aplicar o Teorema 1.1 (ver pdgina 26) para mostrar que cada um dos sequintes PVIs

tem uma e uma s solugao definida num intervalo suficientemente pequeno, |v — 1| < h, em torno de
Trog = 1:

dy
(@) - = a?seny, y(1) = —2;
dy
) L=y
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30 1. Introducao as equacoes diferenciais

Exercicio 1.16 Considere-se o PVI

W pap? + Q. v@ =5

onde P(z) e Q(x) sdo polindmios de terceiro grau em x. Este problema tem solugao inica num intervalo
suficientemente pequeno, |x — 2| < h, em torno de xg = 2% Porqué?
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1.4 Solucoes dos exercicios do Capitulo 1

1.1

1.5.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

1.16.

a) EDO, 1* ordem, nao linear se y = y(z) ou = = x(y);
b) EDO, 4% ordem, linear;

c) EDP, 2% ordem;

d) EDO, 1% ordem, nao linear se u = u(t) ou t = t(u);

e) EDO, 2% ordem, néo linear;

g) EDO, 1 ordem, nao linear se s = s(t) ou t = t(s);

-
(
(
(
(
(f) EDO, 1% ordem, linear se y = y(z), mas nao linear se z = z(y);
(8)
(h) EDO, 1% ordem, néo linear se y = y(z) ou =z = z(y);

(

(

i) EDP, 4% ordem;
)

j) EDO, 1% ordem, nao linear se y = y(x), mas linear se x = z(y).

r 2T 3x
, e’ e e,

my = —2, mg = 2, m3 = 3 (sdo solugdes da EDO: e~2
Nao verifica, pois h/'(0) = —8 # 2.
(a) y = 3e** + 2737, (b) y = —2e73%,

84
Y=gt T3t

A solucgo éy=14¢ (352 — 1) , onde ¢ é uma constante arbitraria.

31

Sim. O Teorema de Existéncia e Unicidade ¢ aplicdvel. A funcio f(z,y) = P(x)y? + Q(z)y ¢é

contfnua em D = R?, 0 mesmo sucedendo com df /0y = 2P(z)y + Q(z). Finalmente, o ponto de

coordenadas (zo,y0) = (2,5) pertence ao dominio D.

Departamento de Matematica e Aplicacoes
Universidade de Minho

J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019



Departamento de Matematica e Aplicacoes J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019
Universidade de Minho



Capitulo 2

Resolucao analitica de equacoes
diferenciais de primeira ordem

2.1 Algumas formas de representagao

As equagoes diferenciais (ordindrias) de primeira ordem que estudaremos sao muitas vezes representadas
na “forma normal”

dy
- = 2.1
- = [@y), (2.1)
ou ainda
M(z,y)dx + N(x,y)dy =0, (2.2)

a qual podemos designar como “forma diferencial”. Conforme veremos, ha outras formas de repre-
sentacao deste tipo de equagoes, mas o facto é que estas servem muitas vezes de ponto de partida para
o estudo das mesmas.

Exemplo 2.1 A equacdo diferencial
de 22+ 292
estd escrita na forma (2.1), onde
2,2
_ Tty
Pode-se também representd-la na forma (2.2), ou seja,
(2 + y?) do + (2y° + 2%) dy =0,
correspondendo
M(z,y) =2* + 4% N(z,y) =2y +2°.

E também possivel escrever a mesma equacdo diferencial, por exemplo, como

212 + 22 22 4 2
2 2 2 2 _ _ —
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34 2. Resolucao analitica de equacoes diferenciais de primeira ordem

pelo que se torna evidente que nao existe uma forma tnica de escrever uma equagdo diferencial (de
primeira ordem) na forma diferencial.
Por outro lado, a equacao diferencial

(cosz +y) dr + (x +2y) dy =0,
que se encontra escrita na forma (2.2), pode ser escrita na forma (2.1)

dy  cosz+y
de  z+2y

Neste caso, esta é a unica forma de escrever a equac¢do diferencial dada na forma normal.

Note-se que quando uma equacao diferencial de primeira ordem se encontra escrita na forma normal,
a presenga do termo dy/dz torna claro que = é a varidvel independente e y a varidvel dependente, isto
é, a fungao y(x) é a incognita do problema. O mesmo nao se passa quando a equagao diferencial é
expressa na forma diferencial. Em todo caso, assumiremos que se nada for dito em contrario x é a
varidvel independente e y a varidvel dependente.

Problema Escrever a equacao diferencial

@_az

dr z—vy
na forma: i) dx/dy = g(z,y); ii) M(z,y) dz + N(z,y)dy = 0.

Problema Escrever a equacao diferencial
xdr+ydy =0
na forma: i) dy/dx = f(x,y); i) dz/dy = h(z,y).

2.2 Equacgoes diferenciais exatas

Comecamos por introduzir o conceito de diferencial total de uma funcdo de R? em R, o qual serd
essencial na definicao do primeiro tipo de equacoes diferenciais de primeira ordem que abordaremos:
as equacoes diferenciais exatas.

Definigao 2.1 Seja F' uma funcao real de duas varidveis reais que possui derivadas parciais continuas
(funcdo de classe C*) num dominio D de R%. O diferencial total dF da funcio F ¢ definido pela

rela¢ao
OF (z,vy) OF (z,vy)
dF(z,y) = I dx + ) g 2.3
(2,y) pa oY (2.3)
para todo (x,y) € D C R2.
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Exemplo 2.2 Seja F(z,y) a fun¢io de duas varidveis definida por
F(z,y) =zy*, V(z,y) € R
Entao,
8F(x7y) 2 6F(x, y)

= _ = 2
81/' y ) ay xy’

tendo-se para o diferencial total de F, por aplicag¢do de (2.3),
dF(z,y) = y* dx + 2zy dy
para todo (z,y) € R2.

Exemplo 2.3 Seja G(x,y) a fun¢do de duas varidveis definida por
G(z,y) = zy® +22%, V(z,y) € R
Entao,
0G(z,y)

2 2
T\ 6
O Yy~ + 627y,

tendo-se, por aplicagao de (2.3),
dG(z,y) = (y2 + 61:23/) dz + (2zy + 23:3) dy

8G(‘737 y) _ 3
a9y =2y + 2z°,

para todo (x,y) € R

Problema Determinar o diferencial total da fungao H(x,y) = coszy.

Resp.: dH(z,y) = —ysenzydr — xsen xy dy.

Para podermos definir equacao diferencial exata de forma rigorosa vai ser ttil lancar mao do seguinte
conceito.

Definigao 2.2 A expressao
M (z,y) dx + N(z,y) dy (2.4)

designa-se uma diferencial exata num dominio D C R? se existe uma funcio F : D — R, de
classe C', tal que a expressio (2.4) é igual ao diferencial total de F para todo (z,y) € D. Ou seja,
atendendo as definigoes precedentes, conclui-se que a expressao (2.4) é uma diferencial exata em D se
existir uma funcao F tal que

OF (z,y) OF (z,y)
oz dv+ oy

para todo (z,y) € D. De notar que nestas condi¢oes F' obedece obrigatoriamente ao sistema de equagoes
(porqué?)

dF(z,y) = dy = M(z,y) dx + N(x,y) dy

OF (z,y) OF (z,y)

para todo (x,y) € D, designando-se F' uma primitiva da forma diferencial dF.

= N(z,y),

Departamento de Matematica e Aplicacoes J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019
Universidade de Minho



36 2. Resolucao analitica de equacoes diferenciais de primeira ordem

Exemplo 2.4 A expressio y? dz +2zy dy é uma diferencial exata pois corresponde ao diferencial total
da fungao xy?, conforme se viu no Exemplo 2.2.

Exemplo 2.5 A expressio (y? + 622%y) dv + (2zy + 223) dy é uma diferencial exata pois corresponde
ao diferencial total da funcio xy? + 223y (ver Ezemplo 2.3).

Exemplo 2.6 A expressio ydx+2x dy nao é uma diferencial exata pois conforme veremos de sequida
nao corresponde ao diferencial total de nenhuma fun¢ao F(x,y).

Estamos agora em condicoes de definir o conceito de equacao diferencial exata.

Definigao 2.3 Se M(z,y)dx + N(z,y)dy é uma diferencial exata em D C R?, entdo a equagdo
diferencial
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (2.5)

designa-se uma equacao diferencial exata.
Note-se desde ja que nestas condigoes existe, por defini¢ao de diferencial exata, uma fungao F(z,y)

tal que
dF(z,y) = M(z,y) dz + N(z,y)dy

e, portanto, pode-se escrever
M(z,y)dr+ N(z,y)dy =0 < dF(z,y)=0 <+ F(z,y)=c,

onde ¢ é uma constante arbitrdria. KEste resultado serd, conforme veremos em seguida, o ponto de
partida para a determinacao de familias de solugoes de equacoes diferenciais exatas.

Exemplo 2.7 A equagao diferencial
v dx + 2y dy = 0 (2.6)

é uma equacdio diferencial exata em R?.

Solucdo. Tal resulta do facto de y? dx + 2xydy ser uma diferencial exata em R? conforme se viu no
Ezxemplo 2.4.

Exemplo 2.8 A equacao diferencial
(y* + 62%y) dz + (2zy + 22°) dy =0
é uma equacio diferencial exata em R?.

Solucdo. Novamente, tal resulta do facto de (y? +6x2y) dx + (2zy +223) dy ser uma diferencial exata
em R? (ver Exemplo 2.5).
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Exemplo 2.9 Considere-se agora a equagao diferencial que se obtém dividindo ambos os membros da
equacao diferencial exata (2.6) por vy, isto é,

ydr + 2z dy = 0.

Serd que esta equacgao diferencial é exata?

Solugao. Neste caso a resposta é negativa. Vejamos. O objetivo é averiguar se a expressao y dx—+2z dy
(ver Exemplo 2.6) é uma diferencial exata, isto é se existe uma fung¢ao F(x,vy), definida nalgum dominio
de R?, tal que dF (z,y) = ydx + 2x dy, ou seja

OF (z,y)

o =Y (2.7)
‘ oF(z,y)
781/ = 2. (2.8)

Se tal funcao existir, entao (2.7) é equivalente a

F(z,y) = /yf?w = zy + o (y),
onde ¢ sé depende da varidvel y. Substituindo a expressao agora obtida para F(z,y) em (2.8) resulta

dzy +oy)] do(y)
T-Qaz = d—y—x

Ora, ¢ nao pode depender de x, pelo que d¢/dy também nao pode depender de x, contradizendo o
resultado obtido: d¢/dy = x. Chegamos assim a um absurdo que resultou do facto de termos suposto
que existe uma fungao F(z,y) tal que dF(x,y) = ydx + 2z dy. Conclui-se portanto que tal fungdo nao
existe e que consequentemente a equacdao diferencial dada nao é exata.

Problema Mostrar que a equagao diferencial que se obtém multiplicando ambos os membros da
equacao diferencial exata (2.6) por y, isto é,

y® dx + 2zy* dy =0

nao é exata.

Exemplo 2.10 A equacao diferencial
(2zcosy + 1) dz + (2 — x? sen y) dy=0 (2.9)

é uma equacio diferencial exata em R?.

Solucdo. De facto, existe pelo menos funcio F(x,y), definida em R?, tal que

dF(z,y) = (2zcosy + 1) dz + (2 — 2% seny) dy. (2.10)
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Tal func¢ao obedece necessariamente ao sistema de equagoes

OF oF
M:%scosy—i—l, M:2—x2seny,
ox dy
ou, de forma equivalente,
F(z,y) = 2% cosy + = + g(y) F(z,y) = a?cosy +z + g(y)
OF A 2 )
—(az,y) =2 —2’seny 8[:6 cosy+:13+g(y)] =2—a%seny
oy dy
ou seja,
F(z,y) = a*cosy +z + g(y) F(z,y) = 2% cosy + 2 + g(y)
d A d 5
—wQSeny+—g:2—x2seny 9 _9
dy dy
15t0 €,

F(x,y) = 2%cosy +x + g(y)
{ & F(z,y) =a2%cosy + x4+ 2y + k,

g(y) =2y +k

onde k é uma constante arbitraria. De notar que se diferenciarmos a expressao agora obtida para
F(z,y) obtemos imediatamente a expressao (2.10), confirmando que o resultado obtido estd correto.

Conclui-se que existe uma infinidade de fungoes definidas em R? cujo diferencial total é igual a
(2w cosy + 1) dx + (2 — x? seny) dy, pelo que a equacdo diferencial (2.9) é exata em R2.

Decorre dos exemplos precedentes que averiguar se uma expressao do tipo M (x,y)dx+ N(x,y) dy é
uma diferencial exata pode ser um processo algo moroso, dado que obriga a indagar se existe F'(x,y) tal
que dF'(z,y) = M(z,y) de+N(x,y) dy. Seria desejavel dispor de um critério, envolvendo unicamente as
fungoes M (z,y) e N(z,y), que permitisse averiguar de forma direta e simples se uma equagao diferencial
de primeira ordem é (ou nao) exata. Tal critério é dado pelo seguinte teorema que estabelece condigoes
necessdrias e suficientes para que determinada equacgao diferencial de primeira ordem seja exata.

Teorema 2.1 Considere-se a equagao diferencial
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0, (2.11)

onde M(x,y) e N(xz,y) tém primeiras derivadas parciais continuas em todos os pontos (x,y) de um
dominio retangular D C R?. Nestas condigdes:

1. Se a equagao diferencial (2.11) é exata em D, entdo

OM(z,y) _ ON(z,y)

, V(z,y) € D; 2.12
o 2 () (212
2. Reciprocamente, se
OM(z,y) _ ON(z,y)
: = : ) v 9 6 D7
By e (z,y)
entao a equagdo diferencial (2.11) é exata em D.
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Em resumo,

OM(z,y) _ ON(z,y)
oy  ox

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 éexataem D < V(x,y) € D.

Demonstracao Ponto 1. Se a equagao diferencial (2.12) é exata em D, entao M (x,y)dz + N(z,y)dy
é uma diferencial exata em D. Existe por isso uma fungao F(x,y) tal que

OF (z,y) OF(z,y)

e M(z,y) oy

= N(z,y)

para todo (z,y) € D. Entao,
0*F(z,y) _ OM(z,y) 0’F(z,y) _ ON(z,y)

0yox oy 0xdy oz

para todo (z,y) € D. Atendendo ao facto de, por hipétese, as primeiras derivadas parciais de M e N
serem continuas, podemos aplicar o Teorema de Schwarz',

PF(x,y)  0PF(z,y)
oyor  Oxdy '

V(z,y) € D,

resultando
OM(z,y)  ON(x,y)

oy ox

Y(z,y) € D,

conforme pretendido.

Ponto 2. Neste caso consideramos como hipétese

OM(z,y)  ON(x,y)

oy oz

para todo (x,y) € D e pretendemos mostrar que M (z,y)dx + N(x,y) dy = 0 é exata em D. Isto quer
dizer que temos de provar que existe uma funcao F' tal que
OF(z,y) OF(z,y)
= M €T e — N X
ol = My o T = Ny)
para todo (z,y) € D. Atendendo a que F' deve verificar as duas condigoes precedentes, podemos
escolher qualquer uma delas e obter uma expressao para F' primitivando adequadamente. Por exemplo,

D) M) & Flay)= [ M) 00+ 90,

ox
onde ¢(y) é uma fungao arbitraria que s6 depende de y. Para obter F(z,y) resta-nos determinar ¢(y)
substituindo a expressao de F'(x,y) na outra condigao, ou seja,

OF (z,y)

v = N(z,y) <« a% [/M(x,y)ax+¢(y)] = N(z,y),

'O Teorema de Schwarz diz que se uma funcio de duas varidveis g(z,y) ¢ tal que g, go, gy, goy € gyz S30 continuas
num dominio D, entao guy = gy em D.
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isto é,

B, do(y) do(y) _ 9
a—y/M(ﬂs,y)aﬂz—i—d—y—N(ﬂz,y) & d—y—N(:U,y)—a—y/M(x,y)ax.

Uma vez que ¢ s6 depende de y, o mesmo deve acontecer com a sua derivada, pelo que se devera ter

a% [N(x,y) - a% /M(m,y) 81‘] ~0

para todo (z,y) € D. De facto, a equagdo precedente é equivalente a

oy 9 [%/M(m,y)@m] ~0

0 _ ON(z,y) OM(z,y)
ox ox oy r=0 = ox y

para todo (x,y) € D. Uma vez que (2.12) é vélida por hipétese, a equagao precedente converte-se
numa identidade. Podemos por isso escrever

o) = [ |V - [ 0] 0y,

ou
=0

ON(z,y) 0 /8M(x,y) P

resultando

F(a:,y):/M(x,y)8x+¢(y)Z/M(x,y)ax—i—/[N(a:,y)—/%;’y)ax} y.

(Sugestao: realizar a mesma demonstracao comegando por primitivar a expressao

OF (z,y)

oy N(z,y).

Os passos subsequentes sao semelhantes aos acima expostos). [ |

O teorema precedente dé-nos um critério para decidir se determinada equacao diferencial do tipo
(2.11) € ou nao exata. De facto, se a condicao (2.12) for verificada, entao a equacao diferencial (2.11)
é exata, caso contrdrio, ela nao é exata. Por outras palavras, o teorema diz-nos que uma condi¢ao
necessaria e suficiente para que a equagao diferencial (2.11) seja exata em D é que a condicao (2.12)
seja vélida para todo (z,y) € D.

A demonstragao da segunda parte do teorema sugere qual o procedimento para obter F(x,y) a
partir de M(z,y) e N(x,y). O procedimento é relativamente simples e direto, conforme ilustra o
seguinte exemplo (ver também o Exemplo 2.10).
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Exemplo 2.11 Considere-se novamente a equagao diferencial (2.6)
y? dx 4 2zy dy = 0.

Vimos anteriormente que a equacgdo diferencial é exata dado y?dx + 2xydy ser a diferencial exata
da fungdo F(x,y) = zy®. Em todo o caso, uma vez que em geral a func¢io F(x,y) ndo é conhecida
& priori, apliquemos o critério que figura no Teorema 2.1 para averiguar se uma equacgdo diferencial
M(z,y)dx 4+ N(x,y)dy =0 é ezata.

Solucao. Tem-se,

OM (z,vy)

M = y? — =2

(z,y) =y = 9 Y,
ox

Portanto, o critério (2.12) verifica-se pois

May) _, _ Ny
oy ox

para todo (x,y) € R?, confirmando-se assim que a equacdo diferencial é exata em R%. Podemos entdo
determinar uma fun¢io F(x,y) tal que
dF (x,y) = y* dx + 2zy dy

(estd garantido que tal fungao existe uma vez que a equagao diferencial é exata), isto é

OF(z,y) o OF(zy) _
Tem-se o ( )
:I;’
LD _p o Fla) =vPe+ol)

Substituindo este resultado na sequnda equagio, obtém-se

8F($ay) o 0 2 _
i [y + o(y)] = 2xy,
ou seja,
2wy + do(y) _ oy = do(y) _ 0.
dy dy

pelo que ¢(y) =k, onde k é uma constante arbitrdaria. Tem-se entao
F(z,y) = xy* + k.
Sugestao: obter o mesmo resultado comegando por primitivar a equagao

OF (z,y)

= 2xy.
oy Y

Departamento de Matematica e Aplicacoes J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019
Universidade de Minho



42 2. Resolucao analitica de equacoes diferenciais de primeira ordem

Problema Considerar a equacao diferencial
xdr —ydy =0.

Mostrar que a equagao diferencial é exata e determinar F(z,y), tal que dF(z,y) = zdx — y dy.
Resp.: F(z,y) = 2%/2 —y?/2 +c.

Exemplo 2.12 A aplicagio do critério (2.12) permite agora mostrar de forma simples que a equa¢ao
diferencial
ydz +2xdy =0

nao é exata.
Solugao. Tem-se M(x,y) =y e N(z,y) = 2z, pelo que

OM(z,y) ON(z,y)
oy Loe or 2

ou seja, a condi¢do (2.12) naio é verificada em nenhum dominio retangular de R? e consequentemente
a equacao diferencial nao é exata.

Problema Averiguar se a equagao diferencial y dr — x dy = 0 é exata.

Resp.: A equacdo diferencial ndo é exata em nenhum domifnio retangular de R2.

Dado que ja temos uma forma de testar se determinada equacao diferencial é ou nao exata, o
passo seguinte consiste em estabelecer um método para determinar (familias de) solucoes de equagoes
diferenciais exatas. Conforme vimos, se a equagao diferencial M (z,y) dx+ N(x,y)dy = 0 é exata num
domifnio retangular D C R2, entdo existe uma funcio F (x,y) tal que

OF (z,y) OF(z,y)

o M(z,y) 9y

= N(z,y)

para todo (z,y) € D. Assim, a equacao diferencial M(x,y)dz + N(z,y)dy = 0 pode ser escrita na

forma OF(z.y) OF(z.y)
z,y T,y
oz dv+ oy

ou seja, atendendo & definigdo de diferencial total de uma funcao (2.3),

dy =0,

dF (z,y) = 0.

Pode-se entao concluir que a relacdo F(z,y) = ¢, onde ¢ é uma constante arbitraria: (1) verifica
formalmente a equagao diferencial dada qualquer que seja o valor da constante arbitréria ¢; (2) define
uma familia de curvas que sao solucao dessa equacao diferencial. Nestas condicoes diz-se que

F(:L’,y) =cC

define uma familia de solugoes da equagao diferencial exata dada.
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Exemplo 2.13 Determinar uma familia de soluc¢ées da equagdo diferencial exata
y? dx 4 2zy dy = 0.
Solucao. Vimos anteriormente que se tem
yidr +2zydy =0 <  d(zy?) =0,
pelo que F(x,y) = xy?. Assim, a relagio (implicita)
xy® =c,

onde c é uma constante arbitraria, define uma familia de solucdes (curvas em R?) da equacdo diferencial
dada.

E importante que seja claro que a fungdo F(z,y) nao é solu¢io da equagao diferencial dada, uma vez
que nem sequer estabelece uma relag¢io entre as variqveis x e y. F(x,y) é apenas uma fungao (ou
familia de fungoées) que é usada para construir uma familia de solugées da equagdo diferencial exata.

Nota: no Ezemplo 2.11 vimos com mais generalidade que F(z,y) = zy*> + k, onde k é uma constante
arbitrdria que surge sempre na expressao mais geral de F(x,y) dada a natureza do sistema de equagdes
a que F(x,y) deve obedecer (porqué?). Assim, a familia de solugées também podia ser escrita como

zy? +k=F¢,

onde ¢ é uma constante arbitraria. Definindo a constante arbitrdria ¢ = ¢ — k recuperamos o resultado
xy? = ¢. Na pritica, para simplificar o cdlculo, e sem que tal implique qualquer perda de generalidade,
é usual, para efeitos de escrita da familia de solugdes de equagdes diferenciais exatas, tomar- k = 0
aquando da determinagao de F(x,y) conforme se ilustra nos exemplos seguintes.

Exemplo 2.14 Determinar uma familia de solugoes da equacao diferencial
(33U2 + day) dz + (222 +2y)dy =0

e expressd-la na forma G(z,y) = 0.

Solugao. Primeiro averiguamos se a equac¢do diferencial é exata. Sendo a equac¢do dada do tipo
M(z,y)dx + N(x,y)dy =0, resulta

M(z,y) = 32° +4zy, N(z,y) = 222+ 2y.

O critério (2.12) verifica-se pois

(9M(:p,y) _g 2 o 8N(:1:,y) _g 2 _
—y oy (32% + dzy) = 4, b " 2 (227 4 2y) = 4.

Portanto, a equagdo diferencial é exata em R?. Determinamos agora F(x,y) tal que

OF (z, OF (z,
ﬂ:M(x,y):?)xQ—i—éla:y, M:N(a:,y):2x2+2y.
oz oy
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Obtém-se,

OF (z,y)

9 =22 4+2% & F(z,y) = / (2x2 +2y) Oy = 22%y + 9% + (),

pelo que p(x) deve obedecer a

0
o [20%y + v + ()] = 327 + day,
resultando

di ()

4wy+W:3m2 =  or) =23 +k,

onde k é uma constante arbitrdria. Temos entao
F(z,y) = 22%y +y* + p(2) = 2%y +y* +2° + k.
Portanto, uma familia de solugdes da equagao diferencial dada é F(z,y) = ¢, isto é (tomando k = 0),
2%y +y? + 23 = ¢,

onde ¢ é uma constante arbitraria. Se necessdrio, esta equagao pode ser expressa na forma G(z,y) =0,
bastando para esse efeito tomar, por exemplo, G(x,y) = 222y + y? + 23 — ¢ (porqué?).

Representacdo grifica da famila de curvas 2x%y +y* + 23 = ¢

Verifiquemos que o resultado obtido estd correto, mostrando que a rela¢do 2x%y +y? + 23 = ¢ (ou

em alternativa 2z%y + y? + 2° — ¢ = 0) werifica formalmente a equacio diferencial dada. De facto,
tem-se

d (2.1:23/ +9% 4+ :cg) =d(c) & (33:2 + day) dx + (2:1:2 + 2y) dy =0,

que mais nao é do que a equacdo diferencial proposta, o que mostra o resultado pretendido. Em
alternativa, podiamos ter considerado

d (2$2y +? 23— c) =d(0) < (3.’1)2 + day) dz + (2:1:2 +2y) dy =0,

obtendo-se o mesmo resultado.
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Problema Determinar uma familia de solugoes da equacao diferencial
rxdr+ydy =0,

expressar a respetiva familia de solugoes na forma F(z,y) = ¢ e G(x,y) = 0, e mostrar que, em
qualquer dos casos, a familia de solugoes obtida verifica formalmente a equagao diferencial dada.

Resp.: 22 + 92 = ¢ (ou equacdo equivalente); 2 + y?> — ¢ = 0 (ou equacdo equivalente); tanto
d (2? +y?) = d(c) como d (2% 4+ y* — ¢) = d(0) s@o equivalentes a x dx +ydy = 0.

Exemplo 2.15 Determinar uma familia de solucdes da equacdao diferencial
(x +y) dr+ (x+e¥)dy = 0.
Solugao. A equagao é do tipo M(x,y)dx + N(z,y)dy =0 com
M(z,y) =x+y, N(z,y)=z+¢e",
pelo que

OM(x,y) ON(z,y)
— =—1, —F—=1,

oy ox
e portanto, pelo que o critério (2.12), verifica-se e a equagdo diferencial é exata para todo (z,y) € R2.
Existe portanto F(x,y) tal que dF(z,y) = (x +y) dz + (z + ) dy, escrevendo-se uma familia de
solugoes da EDO F(x,y) = c. Neste caso deverd ter-se

OF (x,y) _ OF (z,y) _ ”
ax _M(:L"y)_x—i_y? 8y _N(J"?y)_x—i_e’
resultado ) )
x
Fla,y) = 5 +ay+6(y) F(z,y) = 5 + 2y +6(y)
=
OF (x,y) ) CRES B y
3y =z+e By 2+my+¢(y) =xz+e

Entao do(y)/dy = €Y e portanto ¢(y) = ¥ + k, vindo
2
F(z,y) = 5 +ay+e’ +k.
Uma familia de solugées é portanto dada (tomando k =0) por
2
F(z,y)=c < E—l—xy—i—ey:c.
Diferenciando ambos os membros da expressio da familia de solugoes acima resulta

2
d(%—l—xy—i—ey) =0 & (z+y)de+(z+e’)dy=0,

pelo que concluimos que a familia de solugoes obtida verifica formalmente a EDO dada.
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Vejamos agora como proceder quando se trata de um PVI. Como veremos, na pratica, bastara
determinar uma familia de solugoes e calcular o valor da constante arbitraria de forma a verificar-se a
condicao inicial imposta.

Exemplo 2.16 Sabendo que o PVI

dy 22 cosy + 3%y 3
_ _3 2.1
dx 23 —x2seny —y’ y(0) 4 (2.13)

admite solugao nica da forma G(z,y) = 0 na vizinhan¢a do ponto de coordenadas (0,3/4), determinar
uma expressao para G(x,y).

Solugcao. Comecamos por verificar se a equagdo diferencial é exata. Mostra-se facilmente que a
equacao dada pode ser escrita na forma diferencial

(23: cosy + 33:23/) dr + (x3 —2%seny — y) dy = 0. (2.14)
Tem-se
M(z,y) =2z cosy + 3%y, N(z,y) =z —2?seny — vy,
resultando
oM ON
M = —2xseny+3$2, M = 32?2 — 2z seny,
oy ox

pelo que a equagdo diferencial é exata para todo (z,y) € R?. Determinamos agora F(x,vy) tal que

OF (z,y)
ox

8F(m,y) 3 2

:2mcosy+3x2y, oy = —zx“seny — v,

sabendo de antemao que uma familia de solugées da equagao diferencial dada é F(x,y) = c. Tem-se

OF (z,y)

3 = 2z cosy + 3z%y F(z,y) = 2* cosy + 2%y + 7(y)
T
A 8F($ ) )
OF (x, gr\L,Y) _ 3 2 _
ézy):x3—x2seny—y oy =z° —z‘seny —y
ou, equivalentemente,
F(z,y) = 2% cosy + 23y + v(y) F(z,y) = 2% cosy + 2%y + v(y)
9 1 o 3 3 2 < dy(y) ’
— + + =x° — - =-
By [w cosy + x°y W(y)] x° —xseny —y a Y
pelo que
1 1
Y(y) = —§y2+k =  F(z,y) = 2% cosy + 23y — §y2+k‘.
Uma familia de solugdes da equacao diferencial dada é entdo
2 3 L,
recosy +x y—§y =c,
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onde ¢ é uma constante arbitrdria. Da infinidade de curvas integrais definidas por esta iltima rela¢ao
y(0) = 3/4. Assim,

pretende-se reter apenas a que passa no ponto de coordenadas (0,3/4), ou seja, a que verifica a condi¢do
z?cosy + 23y — $y° =,
=
y(0) =3/4

obtendo-se a solucdo

1 9
200sy+:c3y—§y2 Z—ﬁ,
=0, y=3/4

C= X

1 9 1 9
z? cosy + 2%y — §y2 =3 =  a?cosy+ iy — §y2 + 35 = 0,
pelo que
G(z,y) = 22 cosy + 23y — 13/2 + 9
’ 2 32
Podia-se ainda ter escrito a solu¢do na forma

3222 cosy + 3223y — 16y% + 9 = 0,
tendo-se nesse caso
G(z,y) = 3222 cosy + 3223y — 16y + 9.

(2.15)
Portanto, a fun¢ao G(z,y) estd definida a menos de um fator multiplicativo que pode ser qualquer
constante nao nula. A figura sequinte ilustra a solugao obtida para o PVI (2.13).

Representagao grifica da solugao do PVI (2.13)

De novo, é conveniente averiguar se a expressdo obtida verifica formalmente o PVI. Obtém-se,
recorrendo, por exemplo, a (2.15)

d (323:2 cosy + 3223y — 162 + 9) =d(0),
resultando
0
I (323:2 cosy + 3223y — 162 + 9) dx + B_y (32:1:2 cosy + 3223y — 16y° + 9) dy =10
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ou
(64w cosy + 96x2y) dx + (—329U2 seny + 32z° — 32y) dy = 0.

Dividindo ambos os membros da equagio anterior por 32, obtém-se a equagao diferencial proposta na
sua forma diferencial (2.14). Resta verificar se o ponto (z,y) = (0,3/4) pertence & curva integral
32z cosy + 3223y — 16y2 + 9 = 0. E fdcil mostrar que substituindo ©z = 0 e y = 3/4 na equagao
precedente resulta uma identidade, conforme requerido.

Nos exemplos precedentes optamos sistematicamente por primitivar parcialmente a primeira equacao
do sistema a que a fun¢ao F(z,y) obedece. Nem sempre é essa a escolha mais pratica conforme se
ilustra no exemplo seguinte.

Exemplo 2.17 Considere-se a equagao diferencial
(ylnz+y+1) de+ (zlnz + 2e*)dy =0

definida no semiplano x > 1. Pretende-se determinar uma solugcio do PVI formado pela EDO e pela
condigao y(1) = 0.
Solugao. Neste caso tem-se, usando a nota¢ao dos exemplos precedentes,

M(z,y) =ylmz+y+1, N(z,y)=azlnz+ 2%,

vindo
OM (z,vy) ON(z,y)
oy oz
pelo que a equacao diferencial é exata em qualger dominio retangular do semiplano x > 1. Entao existe
F(z,y) tal que

=Inz+1, =Inz+1,

dF(z,y) = (ylnz +y +1) de + (zlnz + 2€%Y) dy,

1sto € OF
M =yhzr+y+1
ox
F )
m :$ln$+262y
dy

sendo uma familia de solugoes dada por F(x,y) = c. Tem-se

Flo) = [ iz oy +1) s

mas optaremos por usar
F(z,y) = / (zlnz +2¢%) Oy = aylnz + e* + Y(y),

por mera comodidade, de forma a evitar a integracdo por partes da fung¢do Inx. Assim, tem-se

0 d

— [zylnz +e? +9¢(y)] =ylmz+y+1 ylna:—i—y+M =ylnz+y+1

Oz & dx ,

F(z,y) = zylnz + e + (z) F(z,y) = rylnz + ¥ + (z)
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resultando (porqué’)
Y(z)=x+k
F(z,y) =zylnz+e* +z+k

e consequentemente
zylnz+ e +z=c

¢ uma familia de solugoes da EDO proposta (sugere-se realizar a verifica¢dao formal, bem como obter
este mesmo resultado comecando por primitivar a primeira equacdo do sistema de equacoes a que
F(z,y) obedece). Resta agora reter da infinidade de curvas integrais obtidas aquela que passa pelo
ponto de coordenadas (1,0):

xylnx—i—62y+$| c = c=2,

=1, y=0 =
pelo que uma solucdao do PVI proposto é

rylnz +e* + o =2.

Exemplo 2.18 Um ponto material P descreve um movimento no plano xy cujas coordenadas polares
(0, p) verificam a equagao diferencial

o _

7 4(cosf —Osenb), —m/2<0 <3mw/2.

Sabe-se ainda que a trajetoria de P passa pelo ponto de coordenadas (0, p) = (—m/2,1). Determinar a
equagao polar da respetiva trajetdria.

Solugao. Trata-se de um PVI que tem solugao tinica (pelo menos) numa vizinhanga do ponto com coor-
denadas polares (—m/2,1) e cuja equagao diferencial pode ser escrita na forma diferencial M (6, p) df +
N(0,p)dp =0, tendo-se

4(cos —Osenz) dd —dp =0, p(—7/2)=1, (2.16)

ou seja M(0,p) = 4(cosf —BOsenh) e N(0,p) = —1. E facil constatar que esta equacio diferencial
¢ exata (porqué?). FEntao, existe uma fungao F(0,p) tal que dF(0,p) = 4(cos® — Osenf) df — dp,
escrevendo-se uma familia de solugdes da equagao diferencial dada F(6, p) = c.

Tem-se,

OF(0,p) 3 B OF(9,p) _ _
50 = M(0,p) =4 (cosf — Osenb), o =N(0,p) =—1,

resultando da sequnda equacao F(6,p) = —p + w(0), pelo que
d[—p+w(0)] dw

50 =4 (cosf —Osenf) = @24(C089—688H9),
15to é
w(f) =40 cos 0 + k.
Assim,
F(0,p) =40cosf — p+ k,
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sendo uma familia de solugoes da equagao diferencial proposta (tomando k =0)
40 cos — p = c.
Resta realizar o cilculo da constante c. Tem-se,
¢ = 40 cosf — P’e:—ﬂ/z pm1 =1,
pelo que a trajetoria de P é dada por
40cos—p=—-1 < p= ;lGCOSH—f— 1, —m/2<6<3m/2.

Neste caso a solugao é explicita, sendo o respetivo grifico (onde x = pcos6 e y = psenf)

[y

-1

Representagao grifica da relagao p = 4—1“9 cosf + 1, solugao do PVI (2.16)

e Exercicios sobre equagoes diferencias exatas

Exercicio 2.1 Averiguar quais das sequintes equagées diferenciais sdo exatas e determinar, para as

que o forem, uma familia de solu¢ées. Mostrar ainda que a solug¢ao obtida verifica formalmente a
equacao diferencial dada.

(a) (3x +2y) doz + (2z +y) dy = 0;
(b) (2zy +1) dz + (2% + 4y) dy = 0;

(
(c) (0% + 1) cosrdr+20senrdd = 0;

(d) (25 )ds+<8;$2> dt = 0.

Exercicio 2.2 Determinar a solu¢io dos sequintes PVIs. Mostrar que a solug¢do obtida verifica for-
malmente o PVI dado.

(a) (2zy —3) dx + (2® + 4y)dy =0, y(1)=2;
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(b) (ye* +2e* +y?) do + (e" + 2zy) dy =0, y(0) = 6.

Exercicio 2.3 Para cada uma das equacées diferenciais sequintes determinar o valor da constante A
de forma a serem exatas e determinar uma famidlia de solucoes das equacgdes diferenciais resultantes.
Mostrar que a solugdo obtida verifica formalmente a equagdo diferencial dada.

(a) (2 +3zy) dz + (Az® + 4y) dy = 0;

Ay y 1 1 B
(b) <§+P) dl’—i—(P—E) dy—O.

Exercicio 2.4 Para cada uma das equagoes diferenciais sequintes determinar a fun¢do mais geral
f(z,y) de forma a que sejam equagoes diferenciais exatas.

(a) (2 +ay?) da+ f(z,y)dy = 0;
(b) flz,y)de+ (2ye* + y?e) dy = 0.

2.3 Equacoes diferenciais exatas e fatores integrantes

Conforme vimos anteriormente, a equagao diferencial
ydr+2xdy =0 (2.17)

nao é exata. No entanto, se multiplicarmos ambos os membros desta equacao por y, a equagao dife-
rencial resultante
y?dx + 2zy dy =0

é exata, conforme também j& vimos. Dizemos entao que a fungao pu(x,y) = y é um fator integrante da
equagao diferencial (2.17).

Problema Tomando por base o exemplo acima, indicar um fator integrante para a equagao diferencial
y3 dx + 22y dy = 0.

Resp.: Qualquer funcio do tipo p(x,y) = ky~! com k € R\{0}.

Em geral, tem-se a seguinte definigao.

Definicao 2.4 Seja D um dominio retangular de R? e M e N duas funcdes reais de classe C* em D.
Suponhamos que a equagao diferencial

M(z,y)dx + N(x,y)dy =0 (2.18)
nao é exata em D, mas a equacdo diferencial
p(, y)M(z, y) dz + p(z, y)N(z,y) dy = 0
é exata em D, entdo p(z,y) designa-se um fator integrante da equagao diferencial (2.18).
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Desta definigdo decorre que se p(z,y) é um fator integrante de determinada equagao diferencial,
entao ku(z,y), onde k é uma constante nao nula, também é um fator integrante dessa mesma equagao
diferencial (porqué?).

Exemplo 2.19 Considere-se a equagao diferencial
(3y + 4ay?) dz + (22 + 32%y) dy = 0. (2.19)
A equagao diferencial é do tipo M(z,y)dx + N(x,y)dy =0 com
M(x,y) =3y +4zy*> e N(z,y) =2z + 322y,
pelo que

OM (z,y)
Jy

ON
— 348y e MzQ—i—ny.
ox

Isto quer dizer que
OM(z,y) _ ON(z,y)

oy Oz
somente ao longo da curva 2xy +1 =0, pelo que a equacao diferencial (2.19) nao é exata em nenhum
dominio retangular de R2. No entanto, considerando p(x,y) = x?y como um potencial fator integrante,
a correspondente equacao diferencial é agora

z2y (3y + 4a:y2) dx + z2y(2z + 32%y) dy = 0,
ou seja,
(3$2y2 + 4m3y3) dz 4+ (223y + 3z1y?) dy = 0,

a qual é exata em qualquer dominio retangular de R? dado que

0 0
— (3$2y2 + 4x3y3) = 622y + 1223 = 5 (223y + 3z1y?)

oy Ox

para todo (x,y) € R%. Portanto, p(x,y) = 2%y é um fator integrante da equagdo diferencial (2.19).

Exemplo 2.20 Considere-se agora a equagao diferencial (2.17). Serd que esta equagdo admite fatores
integrantes do tipo y™? E do tipo x™?

Solugao. Se a equagao diferencial (2.17) admtir fatores integrantes do tipo y" entio a equagdo dife-
rencial

ylyde +2y"cdy =0 <  y"Hde+ 2 cdy=0
deve ser exata, ou seja, considerando M(xz,y) = y" ! e N(x,y) = 2y"x, deve-se ter

OM(z,y)  ON(x,y)
oy - Oz

& (n+1)y"=2y",
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donde resulta que n = 1 para todo (x,y) € R2, pelo que o tinico fator integrante do tipo y™ éy (como
de resto jd se tinha visto anteriormente).
Considere-se agora a possibilidade de existirem fatores integrantes do tipo x™. Nesse caso ter-se-ia
a equacao diferencial
2™y dr 4+ 22 dy = 0

e, portanto, M(x,y) = 2™y e N(x,y) = 2™ . A condi¢io a impor é entdo

OM(z,y)  ON(z,y)
oy - Oz

2™ =2(m+ 1)z™,

donde se obtém m = —1/2.

Assim, ©~1/2% ¢ um fator integrante da equacio dada no semiplano x> 0 (porqué?), resultando na

equagao diferencial exata
x*1/2y dx + 2272 dy=0, z>0.

Exemplo 2.21 Dada a equacao diferencial
(16x4y9 + 63:6y11) dx + (163353/8 + 63:73/10) dy = 0.

Serd que esta admite fatores integrante do tipo x%yP, onde a e b sdo constantes reais?

Solugdo. E facil concluir que a equacio dada nio é exata. Multipliquemos entio ambos os membros
da referida equagao pelo potencial fator integrante:

(16$4+ay9+b+6x6+ay11+b> dr + (16$5+ay8+b+6$7+ay10+b) dy = 0.

Impomos entao que

o (161‘4+ay9+b + 6$6+ay11+b) o (16$5+ay8+b + 6x7+ay10+b)

y Ox ’

resultando
16 (9 + b) $4+ay8+b + 6 (11 + b) x6+ay10+b — 16 (5 + CL) $4+ay8+b _|_ 6 (7 + a) $6+ay10+b’

para todo (x,y) pertencente a algum dominio de R2. Entdo, atendendo & natureza da igualdade acima,
tem-se (porqué?)

{16(9+b):16(5+a) b—a—4

6(11+b)=6(7+a) a ’

Portanto, a equacio diferencial dada admite uma infinidade de fatores integrantes do tipo x%y®, bas-
tando para tal que b = a—4. Assim, a equacao diferencial admite fatores integrantes que sejam mailtiplos
constantes de x%y*~*, pelo que 2%y, 2%, y=* sdo, entre uma infinidade de outros, fatores integrantes
da referida equagao.
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Problema Seja a equagao diferencial

32y 2x —4
_§4dx+e (fs )
7y Yy

Sabendo que esta equacio diferencial admite pelo menos um fator integrante do tipo z%e%, determinar
esse(s) fator(es) integrante(s).

Resp.: Existe apenas um fator integrante que é xe Y.

Nos exemplos precedentes os fatores integrantes propostos tinham uma determinada forma (dada)
e envolviam constantes a determinar. Vejamos agora o caso em que a tnica condicionante imposta
ao (potencial) fator integrante é que este dependa apenas de uma das varidveis que surge na equagao
diferencial.

Exemplo 2.22 Considere-se a equagao diferencial

2cosydr —senydy = 0. (2.20)

z

Verifica-se facilmente que a equagao diferencial nao é exata (porqué?). Serd que admite fatores inte-
grantes que s6 dependem da varidvel x? E apenas da varidvel y?

Solugao. No primeiro caso tem de se averiguar se existe uma fun¢ao f(x) tal que

8[2f(;?)Jcos Y] = 8[_f((;2 seny) & —2f(x)seny = —seny%,

resultando que f(x) deve obedecer & equagao diferencial

df (@)

1
i —U@ e sdf-2dz=o. (2.21)

Infelizmente esta equagao diferencial nao é exata, impedindo de prosseguir com o cdlculo de f(x). No
entanto, conforme veremos de sequida, trata-se de uma equagao diferencial de varidveis separdveis que
admite solucoes do tipo

f(@) = k™,

onde k1 é uma constante arbitraria.

Conclui-se assim que a equacdo diferencial (2.20) admite, por exemplo, a funcdo €2* como fator
integrante, pelo que a equacdo diferencial
2% cosydr — e*Fsenydy =0 (2.22)

¢ exata (verificar).
Serd que a mesma equacao diferencial também admite fatores integrantes que apenas dependem de
y, 9(y)? Para tal deverd verificar-se

dlg(y)cosy] _ 0[—g(y)seny] dg(y)
2 = & cosy — seny = 0,
2y . Y 9(y)seny
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obtendo-se novamente uma equacdo diferencial que nao sendo exata é de varidveis separdveis, a saber,
1
—dg —tgydy =0, (2.23)
9

resultando, conforme veremos,

g(y) = kasecy, ko €R.

Portanto, um fator integrante da equagao diferencial (2.20) €, por exemplo, secy. Assim,
2dx —tgydy =0 (2.24)

¢é uma equagao diferencial exata (verificar).

Problema Determinar uma familia de solugoes das equagoes diferenciais exatas obtidas no exemplo
precedente - equagdes (2.22) e (2.24) - e mostrar que ambas se podem escrever na forma e?* cosy = c,

¢ € R. Mostrar que esta familia de solugoes verifica formalmente a equagao diferencial (2.20).

A multiplicacdo de uma equacao diferencial ndao exata por um fator integrante “transforma-a” numa
equacao diferencial exata. No entanto, a multiplicacdo da equacao original pelo fator integrante gera
uma nova equagao diferencial, pelo que esta operacao pode conduzir a:

(1) perda de (uma ou mais) solugoes da equagao original, ou seja, hd solugoes da equagao diferencial
original que nao se obtém como resultado da resolucao da nova equacao diferencial;

(2) ganho de curvas integrais, ou seja, solugdes da nova equagao diferencial que néo sao solucao da
equacao diferencial original;

(3) tanto (1) como (2).
Por isso, quando usarmos um fator integrante temos de investigar se existe ganho/perda de solugoes.
Veremos mais adiante como lidar, na prética, com este aspeto.

Colocarse agora a questao: como se determina um fator integrante? De momento nao respon-
deremos a esta pergunta e passaremos a abordar as equactes diferenciais de varidveis separdveis e
as equagoes diferenciais lineares (de primeira ordem). Conforme veremos, as equagoes diferenciais de
varidveis separdveis admitem fatores integrantes de obtencao imediata, enquanto que as equacoes dife-
renciais lineares tém fatores integrantes de determinado tipo. O nosso objetivo foi, aqui, o de introduzir
o conceito de fator integrante associado a nogao/resolugao de equagoes diferenciais exatas.

e Exercicios sobre equagoes diferencial exatas e fatores integrantes

Exercicio 2.5 Considerar a equacao diferencial
(y2 + 23:y) dx — 2% dy = 0.

(a) Mostrar que a equagao diferencial dada nao é exata;
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(b) Multiplicar ambos os membros da equagao diferencial dada por y™, n € Z, e determinar o valor
de n de forma a que a mova equacgdo diferencial seja exata;

(c) Determinar uma familia de solugdes da equagao diferencial (exata) obtida na alinea (b) e mostrar
que esta familia de solucoes verifica formalmente a equacao diferencial nao exata;

(d) Mostrar que y(x) = 0 é uma solugdo da equagao diferencial nao exata, mas nao é uma solugao
da equagao diferencial obtida em (b);

(e) Tendo em conta os resultados obtidos nas alineas (c) e (d), indicar a familia de solugoes mais
geral para a equacao diferencial proposta.

Exercicio 2.6 Considerar a equagdo diferencial
cosfdp —senf tgpdd =0, ¢ e]0,7/2[.

(a) Mostrar que a equagao diferencial dada nao é exata, mas que admite cos@ como um fator inte-
grante;

(b) Determinar uma familia de solugdes da equagao diferencial (exata) que se obtém multiplicando
ambos os membros da equacgao diferencial dada por cosy e mostrar que esta familia de solugoes
verifica formalmente a equagao diferencial proposta;

(¢) Mostrar que a equagao diferencial dada também admite o fator integrante sec 6 cotg .

2.4 Equacoes diferenciais de variaveis separaveis

Definicao 2.5 Uma equacdo diferencial da forma

J1(®@)g2(y) dz + fa(x)g1(y) dy = 0 (2.25)

designa-se uma equacao diferencial de varidveis separdveis.

Exemplo 2.23 A equacao diferencial
(z —4)y* dz — 23 (y2 —3)dy=0
¢ uma equagao diferencial de varidveis separdveis pois é do tipo (2.25), com

fl(l’) =z —4, 92(y) = y4? f2($) = —3]’3, gl(y) = y2 - 3.

Exemplo 2.24 As equacoes diferenciais
—xdr+dy=0, der—xdy=0 e dr+dy=20
também sao equagoes diferenciais de varidveis separdveis (porqué?).
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Problema Averiguar se as equacgoes diferenciais

r+1 T+ 1
dy =0 Vd —d

1
dx + TrY

dy =0 T
21 o Y ; e T+

sao equagoes diferenciais de varidveis separdveis.

Resp.: Apenas a segunda equagao diferencial é de varidveis separdveis.

Em geral, a equacao diferencial de varidveis separdveis (2.25) ndo é exata, mas possui um fator
integrante 6bvio, a saber

1
oY) = )

De facto, multiplicando ambos os membros de (2.25) por p(z,y) obtém-se a equagao diferencial

92(y) # 0, fa(x) #0.

fi(z) n)
) dx + 02(0) dy = 0. (2.26)

Esta equacao diferencial é exata pois

&[] —o- 2 [2)

para todo (z,y) € R%. A equacdo diferencial (2.25) pode portanto ser resolvida usando o fator inte-
grante acima e, consequentemente, o procedimento descrito nas secgoes precedentes relativo as equagoes
diferencias exatas. No entanto, hd outra forma de determinar uma solugao que é, em geral, bastante
mais simples e direta (embora em bom rigor baseada no facto da equagao diferencial obtida ser exata).
De facto, definindo

_ fi(=) o ()
Mo =%@ © Y= %

a equacao (2.26) toma a forma (que designaremos “forma separada”)

M (z)dz+ N(y)dy = 0. (2.27)

O processo de determinagao de uma familia de solugdes de (2.27) - equagao diferencial de varidveis
separdveis escrita na forma separada - é, na pratica, simples, conforme expresso pelo seguinte teorema.

Teorema 2.2 A equagao diferencial exata M(x)dx+ N(y)dy =0, onde M e N sao fungdes de classe
Cl, admite uma familia de solu¢des que é dada por

/ M(z)dz + / N(y)dy = c, (2.28)

onde ¢ é uma constante arbitraria.
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Demonstracao Sendo (2.27) uma equacao diferencial exata, entdo uma familia de solugoes dessa
equacgao ¢é da forma F(x,y) = ¢, onde a funcao F(z,y) existe garantidamente e verifica as condigoes
OF (z,y)

=M(z) e oy = N(y).

OF (z,y)
oz

Da primeira equagao resulta
Fla.y) = [ M@)do + (o),
pelo que da segunda equagao decorre

0 [ / M(z) do + ¢(y)]
dy

=N{y) <= ——~=N(@),

o(y) Z/N(y)dy+k

e assim

F(z,y) :/M(x)dx—i-/N(y)dy—i-kz.

Tomando k = 0 e recordando que uma familia de solugoes de (2.27) se escreve na forma F(z,y) = c,
tem-se (2.28) conforme requerido. |

Portanto, o método de resolugdo da equagao diferencial (2.25) é relativamente direto, uma vez
que envolve apenas as primitivagoes presentes em (2.28), as quais podem ser de menor ou maior
complexidade dependendo da forma concreta da equacao diferencial em estudo. H& ainda a questao
da eventual necessidade do uso de fatores integrantes, a qual serd abordada de seguida.

Exemplo 2.25 A equacao diferencial
senzdr+e Ydy=0

é uma equacgao diferencial de varidveis separdveis na forma separada, pelo que uma familia de solugoes

™

/senxdw—l—/eydy:q <— —cosrx—e Y=c¢ <= coszx+e¥=c,

onde ¢ = —c1, sendo ¢ (e consequentemente c¢) uma constante arbitraria

Exemplo 2.26 Determinar uma familia de solugoes da equacao diferencial
etder —dy =0
atendendo a que é equivalente & equagao diferencial (porqué?)
e’dr—e Ydr=0.
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Solugcao. A equacgao diferencial precedente é de varidveis separdveis na forma separada e por isso uma
famdlia de solugdes desta equacdo escreve-se

/exdw—/e_ydx:c — e"+e V=g

onde c € R.

Problema Determinar uma familia de solugoes da equacao diferencial
xdr —ydy =0.

Resp.: 22 — y? = ¢ (ou equacgio equivalente).

Problema Determinar uma solugao do PVI
xdr+ydy=0, y(0)=5

e identificar a curva integral obtida.

Resp.: 22 +y? — 25 = 0 (ou equacdo equivalente); circunferéncia de raio 5 centrada no ponto de
coordenadas (z,y) = (0,0).

Note-se que uma vez que a equagao diferencial exata (2.27) é geralmente obtida a partir da equacao
diferencial nao exata (2.25) usando o fator integrante 1/[f2(x)g2(y)], pode dai resultar perda ou ganho
de solugoes. Por outro lado, ao usar este fator integrante supoe-se que fa(x) e g2(y) nao se anulam.
Admitindo que z é a varidvel independente, resta saber o que se passa quando g2(y) se anula. Para
esse efeito escrevemos a equacao diferencial (2.25) na forma

f2(x)g1(y) % + fi(z)g2(y) = 0.

Ora, se yp ¢ um nimero real tal que g2(yo) = 0, isto &, se yp € uma raiz da equagao g2(y) = 0, entao
y(x) = yo é uma solugao (constante) da equagao diferencial original (2.25) uma vez que

J2(z)g1(y0) % + f(@)g2(yo) =0 = 0=0.

Pode obter-se o mesmo resultado partindo, quer da equacao diferencial anterior na forma

dy _ fi@)ga(y) & 00
dx ’

o= 2@ )=y,
quer na forma (2.25), dado que dy = dyo = 0 e portanto

fi(@)g2(yo) dz + fa(x)g1(yo)dyo =0 = 0=0.

A solugao g2(y) = 0 é sempre uma solucao da equagao diferencial em estudo, podendo eventualmente
ser perdida devido & introducao do fator integrante. Assim sendo, temos de determinar as solugoes
y = yo da equagao ga2(y) = 0 e inclui-las na familia de solugoes da equacao diferencial original. Vejamos
como proceder através dos exemplos seguintes.
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Exemplo 2.27 Determinar uma familia de solugdes da equagao diferencial
(z —4)y* do — 23 (y2 —3) dy=0. (2.29)

Solugcao. Conforme jd vimos no Exemplo 2.23, trata-se de uma equac¢do diferencial de varidveis
separdveis, pelo que usando o fator integrante

pwx,y) = e,

e assumindo que y*(x) # 0 e 2® # 0 - supomos que x é a varidvel independente - obtemos a equagdo
diferencial exata

x—4 y? —3 1 4 1 3
dr — dy =0 — ——)dr—(=—-=)dy=0
3 e Y = (m2 x3> x <y2 y4> y="u

a qual pode ser “integrada”, obtendo-se

1 4 1 3
[(F5) e[ (G-5) w=e

onde ¢ é uma constante arbitrdaria. Assim

1 2 1 1
S e e 2.
x+x2+y 7 c (2.30)

é uma familia de solugoes da equagao diferencial proposta. De facto, derivando implicitamente ambos
0s membros da solug¢io encontrada (2.30) em ordem a x, obtém-se

1,2 1 1 L4 (L1 3\dy
— — — = C _—— — _— —_ _— =
z a2y 4B 22 13 2 oyt ) de

1 4 1 3
I —— 2 day=0
<w2 x3) H( y2+y4> e

ou seja, multiplicando por x> # 0 e y*(z) # 0,

que é equivalente a ter-se

(z — 4) ytde — 23 (y2 — 3) dy = 0,

que mais nao é do que a equagao diferencial proposta (2.29).

Coloca-se agora a questio: ao multiplicar a equagdo original (2.30) pelo fator integrante x =3y
assumimos que y*(x) # 0. Temos agora de considerar as raizes da equagdo y* = 0, isto é, yo(x) = 0
(multiplicidade 4). Verifica-se facilmente que esta solugdo (eizo dos x) nao faz parte da familia de
solugoes (2.30), pois nao existe nenhum valor da constante ¢ que conduza a y(x) =0 para todo x. No
entanto, escrevendo a equagao diferencial (2.29) como

dy _ (z—4)y*
dr — z3(y% —3)
conclui-se imediatamente que y(x) =0 é, tal como esperado, uma solugdo dessa equagdo jd que
dy (z — 4)y*
ylz)=0 = —==0 e 5" =0.
dx z3(y? = 3) |0
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Trata-se por isso de uma solugdo perdida mo processo que envolveu o uso de um fator integrante.

Portanto, uma familia de solugées da equagao diferencial (2.29) é

1 2 1 1
_I._

r 22 g_y:”

Exemplo 2.28 Determinar uma familia de solucdes da equacao diferencial
ydr + 2z dy = 0.

Solucao. Trata-se novamente de uma equacao de varidveis separdveis, mas que ndao estd escrita na
forma separada, pelo que é conveniente usar o fator integrante

1
p(z,y) = o

Assumindo que x # 0 e y(z) # 0 obtemos a equagao diferencial
1 2
—dr+ —dy =0,
T Yy

resultando 1 5
/—dw—l—/—dy:c < Injz|+2Inlyl =c,
z (Y
onde ¢ é uma constante arbitrdria. Exponenciando ambos os membros da equacdo precedente, tem-se
’.’L“ y2 = ka1,

onde k1 = €° é uma (nova) constante arbitraria positiva. E possivel escrever a igualdade precedente na
forma
2
zy” = ka,

onde ky é uma constante arbitraria nao nula (porqué?). Uma vez que houve lugar & aplicagio de um
fator integrante, a saber, (xy)~!, convém verificar se xy? = ko é uma familia de solucées da equagdo
diferencial que pretendemos resolver, ydx + 2x dy = 0, para garantir que nao houve ganho de solugdes.
Tem-se

zi=ky, = d (:ztyQ) =d(ky) & y*dx+2zydy=0.

Nao obtivemos a equagao diferencial (original) que pretendemos resolver, mas se atendermos que x # 0
e y(z) # 0, podemos multiplicar ambos os membros da equacdo diferencial precedente por (zy)~*
obtendo desta forma o resultado pretendido. Portanto, assumindo que © # 0 e y(z) # 0 podemos
concluir que a familia de curvas xy? = kg, ko # 0, verifica formalmente a equagao diferencial dada.

Tendo a familia de solugées acima sido obtida supondo que y(x) # 0, devemos averiguar se a
relagdo y(x) = 0 também é uma solugdo da equagao diferencial proposta. Vimos no caso geral que sim
e é facil verificd-lo: nesse caso y(x) = 0= dy = 0, pelo que a equacao ydx + 2xdy = 0 transforma-
se na identidade 0 = 0. Ora, a solugao y(xr) = 0 nao se encontra incluida na familia de solugoes
anteriormente obtida, xy*> = ko, jd que desta expressio resulta y(x) = 0 para todo x real apenas
quando ko = 0 (recorde-se que ko # 0 por hipdtese). Devemos entao escrever a familia de solugoes
como

2P =ky, ko #0 e y=0,
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ou, de forma mais sucinta,
xy® =k, (2.31)

onde k € uma constante real arbitraria.

I o

Representacgao grifica da familia de curvas (2.81) no primeiro quadrante

Note-se o comportamento assintdtico da familia de solugdes na vizinhanga de x = 0 (onde apenas
a solugao y(x) = 0 estd definida).

Problema Determinar uma familia de solugbes da equagao diferencial y dz 4+ dy = 0.

Resp.: y = ce™™, onde ¢ € R.

Exemplo 2.29 Determinar uma solugao do PVI
zsenydr + (v + 1)cosydy =0, y(1)=m/4 (2.32)

Solugcao. A equacao diferencial é de varidveis separdveis. Multiplicando ambos os membros da mesma
pelo fator integrante

(z.1) :
T,Y) = —5——
KTy (22 +1)seny
obtém-se, admitindo que seny(z) # 0,
x cosy
— dy = 0.
(x2+1) $+seny 4

Portanto,

x cosy
— _d dy =
/ (x241) vt / seny y= @,

onde cy € uma constante arbitraria. Primitivando, tem-se
1ln (:c2 +1) +1Inlseny| = co
2
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ou, tomando ¢ = e“ > 0,
%ln(az2+1)+ln|seny|:lncl & Iny/(22+1) +Injseny| =Inc
< In (\/(as2—|—1)|seny|> =Inc;.

Recorrendo o exponenciacdo, obtemos a sequinte familia de solugoes

V(@2 +1)seny=c, c#0, (2.33)

cujo grifico se apresenta de sequida.

Representagao grifica das familias de curvas (2.33) e y = nw, n € Z, no primeiro quadrante
Uma vez que consideramos que seny(xz) # 0, temos agora de averiguar (leia-se “confirmar”) se as
solugoes de seny(x) = 0 também sao solugdo da equagao diferencial (2.32). Tem-se,
seny(x) =0 <  y(x)=nm, necZ.
Se escrevermos a equagao (2.32) na forma

dy T seny

dr ~ 22+ 1cosy’

conclui-se que a solugao constante y(x) = nw da equagao seny(x) = 0 é também solugdo da equagao
diferencial (2.32). Resta saber se esta solugdo ja se encontra incluida na familia de solugées (2.33).
Verifica-se facilmente que a resposta é negativa, ou seja, nao hd nenhum valor da constante ¢ > 0 para
o qual a familia de curvas integrais (2.33) se resuma ao conjunto de fungoes y(x) = nm - ver também
figura anterior. Teriamos entdo a familia de solugoes

V@2+Dseny=c, c#0 e y=nm, neZ.

E possivel condensar este resultado escrevendo-o na forma
V(22 +1)seny =¢, ceR.
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Para determinar a solu¢io do PVI tem de se calcular o valor da constante ¢ de forma a verificar-se a
condi¢io y(1) = w/4. Tem-se,

=1.
z=1y=n/4

c=+/(z?+1)seny

A solugao do PVI proposto é assim (representada a trago fino no grdfico anterior)

(z2+1)seny = 1.

Considere-se de novo a forma geral das equacoes diferenciais de varidveis separdveis,

f1(2)g2(y) dz + fa(z)g1(y) dy = 0.

Outra forma equivalente de representacao é

dy  filz) g2(y)

do _f2(90) gl(y)7

ou seja, uma equagao diferencial de primeira ordem é de varidveis separdveis se pode ser escrita
na forma

Y~ F@)ot) (231

Exemplo 2.30 Determinar uma familia de solucdes da equacdao diferencial

dy  xcoshy

dv  x2+1°
Solugao. A equagao diferencial é do tipo (2.34), sendo por isso uma equagao diferencial de varidveis
separdqveis. Esta é equivalente a (porqué?)

x
2 +1

dx — coshydy = 0,
e portanto uma familia de solugdes é (ou equagao equivalente)

1
3 In(z? + 1) —senhy = c.

Exemplo 2.31 Determinar a solu¢ao do PVI

d,
& —zy, x>0, y>0; y(0)=2. (2.35)
dx

Solugao. Trata-se, tal como no exemplo precedente, de uma equagao diferencial de varidveis sepa-

raveis. Tem-se, uma vez que y(x) # 0,

d 1

—y:—a:y & —dy=—zdx

dx Y
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ou seja, primitivando,

2
Iny = —% tlne & y=ce ¥/

onde ¢ > 0. Impondo y(0) = 2 resulta ¢ = 2, pelo que a solugao do PVI (2.85) é y = 2e-/2,

y 27

{
4
X

Representagao grifica da solugao do PVI (2.35)

Exemplo 2.32 Seja P um ponto que se desloca ao longo do eizo (vertical) dos yy. Sejam y(t) e v(t),
respetivamente, a posicao e velocidade de P no instante de tempo t. Assumindo que o ponto P estd
apenas sujeito & acdo da gravidade e de uma forca de atrito que se opoe & velocidade é possivel escrever

o sequinte modelo para v:

dv t>0
-V = —g—Tv, )
a9

2

onde g = 10ms™ é a aceleracao da gravidade e v uma constante positiva que assumiremos igual a
1s~L, tendo-se ainda
dy
dat
Pretende-se determinar a posicdo e velocidade de P em cada instante t, bem como o comportamento
destas grandezas quando t — oo, sabendo que no instante inicial, t = 0, a velocidade é nula e a
ordenada de P é 10.
Solugcao. A equacio diferencial para v

t>0.

dv
- 10—
7 0—w

é de varidveis separdveis. FEscrevendo-a na forma diferencial, resulta
(v+10) dt + dv =0,

ou, assumindo v(t) # —10

dt + dv = 0.

1
v+ 10
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Tratando-se de uma equagao de varidveis separdveis na forma separada, resulta

1
/dt+/v+10dv:cl & t+hnjv+10[=¢.

Ezxponenciando ambos os membros da equacao diferencial anterior obtém-se
|v4 10| €' = ca, 3 =€ >0,

que é equivalente a

lv+10lef =¢c < v=ce ' —10,

onde ¢ é uma constante arbitraria nao nula (porqué?). E facil constatar que a curva v(t) = —10
também é uma solugdo da equacao diferencial que modela a relagdo entre v e t, pelo que a familia de
solucdes a considerar é

v:ce*t—lo, ceR.
A condig¢io v(0) = 0 implica que ¢ = 10, conduzindo a
v(t)=10(e"=1), ¢>0.
Portanto, a velocidade comega por ser nula e depois vai sendo cada vez mais negativa (o ponto P
desloca-se no sentido negativo do eixo dos yy cada vez mais rapidamente) tendendo esta para o valor

constante —10 & medida que t aumenta. Este resultado ja era esperado porque considerando dv/dt = 0
(i.e. a velocidade ja nao varia com o tempo) em dv/dt = —10 — v, resulta v = —10.

A posicao de P em cada instante é dada por

dy _ W _ 10 (et —
dt_v & dt—lO(e 1).

A integracao desta equagao é imediata, vindo
y =10 (—e_t — t) + k.
A condigao inicial y(0) = 10 implica que k = 20 e assim
y(t)=10(2—e"—t), t=>0,
é a solugao do PVI para y(t). Por consequinte, a abcissa de P comega por ser 10 e depois P desloca-se

no sentido descendente do eixzo dos yy, sendo que para valores de t suficientemente elevados o termo
10(2 — t) acaba por ser dominante na expressio de y(t), vindo

Yoolt) = 102 — 1)
Do grifico
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Grifico da fungio y(t) =10 (2 —e~" —t) a cheio e da fungio yoo(t) = 10 (2 — t) a tracejado

vemos que a ordenada y = 0 é atingida um pouco antes de t =2 (o resultado aproximado é t = 1.84).
O termo 10(2 — t) parece dominar apds t = 3 uma vez que a relagdo entre y e t aproxima-se da reta
Yoo = 10 (2 — 1) cugo declive é —10.

Exemplo 2.33 Considere-se um circuito elétrico constituido por wma for¢a eletromotriz que produz
uma queda de tensao E, uma resisténcia R e uma bobine com induténcia L ligados em série (circuito
RL). Nestas condigdes a intensidade de corrente i em cada instante de tempo t obedece a EDO

di
L— , =FE, t>0.
dt+Rz , >0

Considere-se & =20V, R = 4Q, L = 4 H e ainda que no instante inicial, t = 0, se tem i = 0 A.
Determinar a intensidade de corrente em cada instante.

Solugcao. Trata-se de um PVI em que a equagao diferencial envolvida é de varidveis separdveis
(porqué?). Escrevendo-a na forma diferencial, resulta

(Ri — E) dt + Ldi = 0,

ou, assumindo que i(t) # E/R,

L , L .
dt—l—Ri_EdZ—O & /dt+/Ri—EdZ_cl

L
& t+ﬁln|Rz‘—E|:cl

& 1n|Ri—E|:cl—Et,

L
onde c¢1 € uma constante arbitraria. Exponenciando, resulta
Ri— FE = cze_Rt/L, co # 0,
15to é 1
i(t) = I (E - CQeth/L) .
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Recordemos que esta familia de solugées foi obtida no pressuposto de que i(t) # E/R. Ora, mostra-se
facilmente que i(t) = E/R é uma solu¢ao da equagao diferencial dada (porqué?), pelo que uma familia
de solucoes é

i(t) = }% <E —I—ce*Rt/L) , c€R

Impondo a condig¢ao i(0) = 0, obtém-se

. 1

i(0)=0 = 0:}—{(E+c) = c¢=-F,
pelo que a solucao do PVI proposto é

i(t) = % (1 - e—Rt/L) , t>0.

Conclui-se desde ja que quando t — oo a intensidade de corrente i tende para E/R (estado esta-
ciondario). Tal ja era de esperar porque fazendo di/dt = 0 na equagao diferencial dada, obtém-se
i = E/R. De notar ainda que da expressao de i(t) decorre que quanto mais elevado for o valor de R/L,
mais rapidamente a intensidade atingird (assintoticamente) o valor estaciondrio.

Para os valores propostos, E =20V, R=4Q e L =4 H, tem-se
i(t)=5(1—-e"), t>0,

cujo grifico se apresenta de sequida.

Grifico da fungao i(t) =5 (1 - e*t), solucao do PVI do Exemplo 2.33

Problema Considere-se um circuito elétrico constituido por uma forga eletromotriz que produz uma
queda de tensdo E, uma resisténcia R e um condensador com capacitancia C', ligados em série (circuito
RC). Nestas condigbes a carga instantanea no condensador g ¢ tal que

dg 1

R—+—g=FE
dt+Cq ’
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sendo a intensidade de corrente ¢ em cada instante de tempo ¢t dada por

. dq
1= —.

dt
Determinar a carga do condensador em cada instante, bem como a intensidade de corrente, sabendo
que E, R e C nao dependem do tempo e que no instante inicial a carga do condensador era nula.
Mostrar que o valor estaciondrio da carga do condensador é igual a C'E e que o valor correspondente
da intensidade é zero, conforme seria de esperar se considerarmos dq/dt = 0 na equacao diferencial
dada e atendermos a relacao que existe entre i e q.
Resp.: ¢ = CE(1 —exp[—t/(CR)]); i = E/Rexp[—t/(CR)]; limq(t) quando t — oo é igual a C'E;
limi(t) quando t — oo € igual a 0.

Consideramos agora equacgoes diferenciais de primeira ordem do tipo

d
ﬁ = h(ax 4+ by + ¢),

onde b # 0. Em geral estas equagoes diferenciais nao sao de varidveis separdveis, mas pode obter-se
uma equacao diferencial de varidveis separdveis recorrendo a uma mudanca de varidvel apropriada. O
seguinte teorema traduz este resultado.

Teorema 2.3 Seja

dy
e h(az + by + ¢) (2.36)

uma equagao diferencial de primeira ordem, onde a, b # 0 e ¢ sdo constantes. Entdo a mudanga de
varidvel w = ax + by + ¢ transforma a equagao diferencial precedente numa equagdo diferencial de
varidveis separdaveis nas varidveis w e T.

Demonstragao A mudanca de variavel proposta conduz a

w=ar+by+c = d—w:a—i—b@.
dx dx

Substituindo a expressao de dy/dzx dada por (2.36) na equagao precedente obtém-se

dw
il + bh(w),

resultando na equagao diferencial de varidveis separdveis

————dw —dx =
a + bh(w) w—dr =0,

conforme requerido. [
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Exemplo 2.34 Determinar uma familia de solugdes da equagao diferencial

d
Y 643y +5.
dx

Solugcdao. A mudanca de varidvel adequada é
w = 6x + 3y + 5,

resultando, por derivacao de ambos os membros desta equacao em ordem a x,

dw dy
2 4322
dx + d
Ora, atendendo o forma da EDO dada e & mudanca de varidvel proposta, tem-se
d
& 6r+3y+5=w,
dx
pelo que a equacao diferencial dada escreve-se agora
dw
— =6+3 2.37
(note-se que esta EDO é de varidveis separdveis) resultando para w(x) # —2
1
——dw=3dx & In]24+w =3z+c.
24w
Uma vez que w(z) = —2 também é solugao da equacao (2.37), obtém-se a familia de solugdes
w4+ 2 = ce.

Atendendo a que w = 6x + 3y + 5, obtemos a familia de solugdes
62+ 3y + 7 — e = 0.

Para averiguar se esta familia de solugoes verifica formalmente a equacao diferencial dada basta,
por exemplo, derivar (implicitamente) a expresao precedente em ordem a x:

dy

d
6437 363 =0 o W_ v _o
dx dx
ou seja, atendendo a que ce3® = 6x + 3y + 7 (porqué?),
dy

— =06 +3y+7—2=06x+ 3y + 5,
dx

conforme pretendido.

Nota No exemplo precendente também podifamos ter procedido da seguinte forma. Uma vez que a
mudanca de varidvel é w = 6x + 3y + 5, entao

_w—6x—35
V=3
e, portanto, substituindo esta expressao na equacao diferencial dada resulta
d (w—6x—5 1 dw dw
dx ( 3 ) v 3 dx v dx o

Os restantes passos sao iguais aos realizados no exemplo precedente. Qualquer das abordagens apre-
sentadas é correta, pelo que a forma de obter a equacao diferencial de varidveis separdveis nao é tnica.
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Exemplo 2.35 Determinar uma familia de solugdes da equagao diferencial

dy 1
der  z+y’

x> 0. (2.38)

Solugao. Neste caso a mudanca de varidvel adequada ¢é

Z=x+Y,
resultando p p
< Y
—_— =14 —
dx + dx
Mas,

Y

dy 1 1
dr x4y =

tendo-se agora a equacgao diferencial de varidveis separdveis

dz 1

dx z
Admitindo que z(z) # —1, tem-se

dz_1+1 - z
dr z 1+2z

dz=dzx < <1— ! >dz:dx,
142

a qual admite a familia de solucoes
z—In|l+zl=2+¢ & z—zxz4ca=h|l+z], a€R
& et T =142z, >0

& c3e* P =142z, ¢3#0.

Ora, z(z) = —1 também ¢é uma solugao da equagao diferencial (porqué?)
dz 1
el T
dx * 2’

pelo que uma familia de solugoes é
ce* P =142 ceR

ou
ceY =1+z+y & c=1+z+y)e?.

Neste caso, dada a forma da familia de solugoes, decorre da equacao precedente

dy e Y 1

dr~ e V—(14+z+y)e?y x4y

ou seja, a familia de solucoes obtida verifica formalmente a equacao diferencial dada.

Departamento de Matematica e Aplicacoes J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019
Universidade de Minho



72 2. Resolucao analitica de equacoes diferenciais de primeira ordem

L
1 3 4 5

D+

4+

6T

Representacao grafica de uma familia de solugbes de (2.38)

Exemplo 2.36 Determinar a solu¢ao do PVI

dy 2x—y
—= = =0. 2.
Solucao. Consideramos a mudanca de varidvel
z=2x—y,
donde
4 _,_dy
de dz’
Uma vez que
% — e2:c—y — 62,
resulta
%—Q—ez & dv 1 & r=-— dz +c
de dz 2—e? N ez—2 ' b

onde se supds que z(x) # In2 (porqué?). Ora,

1 1 1
/ez_de:Eln]ez—Zl—gz

resultando,
1 1
x:—§ln]ez—2l+§z+cl & z—2x+4+2c; =Inle® — 2|
e consequentemente
e” T = — 2 ¢ #0.

z

Atendendo a que z(x) =1In2 é uma solugio de dz/dx =2 — €*, a familia de solugdes pode-se escrever

e =¢* -2 ceR,
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2.4 Equagoes diferenciais de varidveis separdveis 73

ou seja, atendendo a que z = 2x — v,
ce ¥ =eX Y — 2.
A condi¢ao y(0) = 0 implica
e2xfy )
c=——"— = -1,
ey =0, y=0
resultando para a solugdao do PVI

E 6bvio que a relagio obtida verifica a condi¢io y(0) = 0. Por outro lado, tem-se (porqué?)

2x
dy e 2y
— = — = ,
dr e7Y
como requerido.
y
At
s+
1 1 1 1 4 1 1 1 1
T T T T N T T T T
-5 4 3 2 -1 1 2 3
X

Representagao grifica da solugao do PVI (2.39)

Problema Determinar uma familia de solugoes explicitas da equacao diferencial

dy
ar TV

e mostrar que a familia de solugoes obtida verifica formalmente a equacgao diferencial dada.
Resp.: y=ce® —z — 1.

e Exercicios sobre equagoes diferenciais de varidveis separaveis

Exercicio 2.7 Determinar uma familia de solugoes de cada uma das sequintes equagoes diferenciais.
Mostrar que a solu¢do obtida verifica formalmente a equacao diferencial dada.

(a) dzydx + (22 + 1) dy = 0;
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74 2. Resolucao analitica de equacoes diferenciais de primeira ordem

ds or (2 +1

(b) 5:—%;

(c) tg@dr + 2rdf = 0;

(@) (x+4) (y* +1) de+y (2 + 32 +2) dy = 0;
dy

(e) Ir = cos(x +¥).

Exercicio 2.8 Determinar a solu¢ao dos sequintes PVIs. Mostrar que a solugdo obtida verifica for-
malmente o PVI dado.

(a) (y+2)de+y(x+4)dy=0, y(—3)=—1;
(b) 8sen?ydx +sec?xdy =0, y(n/4)=m/4;

(c) % =xz, 2(0)=0.

Exercicio 2.9 Determinar uma familia de solucoes das sequintes equacoes diferenciais realizando uma
mudanca de varidvel adequada.

(CL) @ — 6(734‘?/)

dx ;

dy

22— —
(b) 0y =TT

dy 2
(0) L= +y?.

2.5 Equacoes diferenciais homogéneas

Consideramos agora uma classe de equagoes diferenciais que podem ser transformadas em equagoes
diferenciais de varidveis separdveis através de uma mudanca de varidvel adequada.

Definigao 2.6 A equacdo diferencial de primeira ordem
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0
diz-se uma equagdo diferencial homogénea (de primeira ordem) se quando escrita na forma

dy
% - f(a:,y),

existir uma fungao g(t) tal que f(xz,y) pode ser expressa como

f(@,y) = g(y/x).

Assim, uma equagao diferencial é homogénea se for da forma,

L~ gly/x). (2.40)
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Exemplo 2.37 A equacdo diferencial
(2% — 3y?) dx + 2zy dy =0
é uma equacdo diferencial homogénea.
Solucao. De facto, podemos escrever a equa¢do dada na forma
dy 3y’ -2 3y lz_3y 1
dx 2xy 2z 2y 2z y/z’
pelo que fazendo t = y/x, tem-se
dy _ 3 1
dx '

Exemplo 2.38 A equacdo diferencial

dy
%) —= —dz) =
(@ +2y)— + (y — d2) =0

é uma equacdo diferencial homogénea.
Solugao. Podemos escrever a equacgdo dada como
dy 4z —y dy 4—y/x

= o= =7/
dr =+ 2y de 14 2y/z’

resultando J A
L= gly/x). com g(t) =+

Problema Averiguar se as equacgoes diferenciais
xdr + 2y dy = 0; dr —xydy =0,

sao homogéneas.

Resp.: Apenas a primeira equagao diferencial ¢ homogénea.

Exemplo 2.39 A equacao diferencial

(y+ Va2 +y?2)de —xdy=0

é uma equacdo diferencial homogénea

Solucao. Tem-se,

dx T €T

dy _y+vVPry oy VP oy (v
) x x)

A expressio final depende do sinal de x, mas é sempre da forma

d
d—i:g(t), com g(t)=t++1+12

ondet=y/x.
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Problema Averiguar se as equacgoes diferenciais
y?dr — 2% dy = 0; (y2+w2) dw—(yQ—x2) dy =0,

sao homogéneas.

Resp.: Apenas a segunda equacgao diferencial é homogénea.

Vejamos agora como averiguar se estamos (ou nao) na presenga de uma equagao diferencial ho-
mogénea se esta estiver escrita na forma diferencial. Para esse efeito necessitamos de introduzir o
conceito de fungao homogénea.

Defini¢ao 2.7 Uma funcio F(x,y), definida num dominio D de R?, diz-se uma funcdo homogénea
de grau n para todo (v,y) € D, se

F(tx,ty) =t"F(z,y), Vtel,

onde I é um intervalo de R\{0} e (tx,ty) € D.

Exemplo 2.40 A fun¢do F(z,y) = 2? + y? é uma funcio homogénea de grau 2 pois

F(tz,ty) = (tx)? + (ty)? = 222 + t2y% = t2(2® + 9?) = t*F(z,y), VteR.

Exemplo 2.41 A funcio F(x,y) = 1+ 2% + y* ndo é homogénea dado que

F(tz, ty) = 14 (t)* + (ty)? = 1+ 20 + 9> = 1+ (2 + %) # 1" F(z, ).

Exemplo 2.42 A fun¢io F(z,y) =1+ x/y é uma fungao homogénea de grau zero, pois

F(tx,ty) = 1+ (tz/ty) = 1+ z/y = t°F(z,y), VtecR.

Problema Averiguar as funcoes
flwy) =3ey+52%  glz,y) =¥ h(z,y)=x+1

sao homogéneas e, em caso afirmativo, indicar o respetivo grau.

Resp.: f é uma fungdo homogénea de grau 2; g é uma fungdo homogénea de grau 0; h nao é uma
fungao homogénea.
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Problema Podemos agora enunciar um resultado que permite averiguar se uma equacao diferencial
de primeira ordem escrita na forma M (z,y) dx + N(x,y) dy = 0 é homogénea.

Teorema 2.4 Considere-se a equagao diferencial
M(z,y)dx+ N(x,y)dy = 0.

Se M(z,y) e N(x,y) sdo fung¢des homogéneas do mesmo grau, entdo a equagao diferencial é homogénea
de primeira ordem.

Demonstragao Admitindo que M(x,y) e N(z,y) sdo fungdes homogéneas de grau n, tem-se
M(z,y) =M (az,xg) =a"M <1, E)
x x
N(z,y) =N (x,xg) =a2"N <1, E) ,
x x
pelo que a equagao diferencial M (z,y)dx + N(z,y) dy = 0 pode escrever-se na forma
2" [M (1, g) dz + N (1, 3) dy} — 0,
x x
ou seja,
M(1,2
dy T \"a)
)
"X

Ora, o segundo membro desta equacao diferencial depende apenas de y/x, pelo que resulta

Lt =a(Y)

conforme requerido [ver (2.40)]. Note-se que nestas condicoes f(z,y) é uma funcao homogénea de grau
Z€ero. [ ]

Exemplo 2.43 A equacao diferencial
(x2 — 3y2) dr 4+ 2xydy =0
é uma equacdo diferencial homogénea de primeira ordem.

Solugdo. Efetivamente, M(z,y) = (2° —3y*) e N(z,y) = 2zy sdo ambas fungdes homogéneas de
grau 2. De notar que a equagdo diferencial dada pode ainda ser escrita na forma

dy
% = f(xv y)7
com
T Ty T /e
que é uma fung¢ao homogénea de grau zero.
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Exemplo 2.44 A equacao diferencial

<y+\/x2+y2) dr —xdy=0

é uma equagdo diferencial homogénea de primeira ordem.

Solugao. Nesta caso, tanto M (z,y) =y + /22 + y? como N(x,y) = —x sao fungoes homogéneas de
grau 1:

M (tz, ty) =ty + (tw)2+(ty)2:t(y+\/x2+y2)th(x,y), VE>0

N(tz,ty) = —tex =t N(z,y), VteR.
A equacao diferencial dada podia ter sido escrita como

dy

=4 _p
Ir (z,y),

onde

+ /22 + y?
hla,y) = = = 2 T (g,

que é uma fung¢ao homogénea de grau zero.

Problema Averiguar, recorrendo ao resultado expresso no Teorema 2.4, se as seguintes equagoes
diferenciais sao homogéneas.

2
(y +2z) dz — 22 dy = 0; x cos(z/y) de — ydy = 0; % = —% cos(x/y).

Resp.: Apenas a segunda equagao diferencial é homogénea.

Resta agora saber qual a forma de determinar solugoes de equacoes diferenciais homogéneas de
primeira ordem. A resolucao deste tipo de equacoes realiza-se recorrendo a seguinte propriedade: toda
a equacao diferencial homogénea de primeira ordem pode ser transformada numa equagao diferencial
de varidveis separdveis mediante uma mudanca de varidvel adequada.

Teorema 2.5 Se M(x,y)dz+N(z,y)dy =0 é uma equagao diferencial homogénea de primeira ordem,
entao a mudanga de varidvel y(x) = v(z)x transforma a equacio diferencial dada numa equagdo
diferencial de varidveis separdveis nas varidveis v e .
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A demonstragdo deste resultado descreve, com generalidade, o procedimento a adoptar na deter-
minagao de familias de solugoes deste tipo de equagoes diferenciais (e daf o seu interesse).

Demonstragao Se M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0 é uma equacao diferencial homogénea de primeira
ordem, entao a mudanca de varidvel y(x) = v(z)x conduz a

M (z,vz)dx + N(z,vz)d(ve) = 0.
Como as fungoes M(z,y) e N(x,y) sdo, por hipétese, fungdes homogéneas do mesmo grau - n - tem-se
M(z,vz)dx + N(z,vx)d(ve) =0 <  z"[M(1,v)dr+ N(1,v)d(vx)] =0

& M(1l,v)dx+ N(1,v)d(vz) =0

& M(L,v)dx+ N(1,v) (vdz+xdv) =0

& [M(1,v) +vN(1,v)] de + xN(1,v) dv = 0.
A ultima equacao é do tipo (2.25), tratando-se por isso de uma equacao diferencial de varidveis sepa-
raveis. Usando o fator integrante

1
HE) = ST ) + oN (L o))
podemos escrever a equacao diferencial precedente como
N(1,v)

[M(1,v) +vN(1,v)]

1
—dx + dv =0,
T

obtendo-se a familia de solugoes

1 N(1,v) B
/ Ed“/ (L o) + oN(Lo)] @ =

onde ¢ é uma constante arbitréria. Atendendo a que v = y/z, resulta a seguinte famila de solugoes da
equacao diferencial dada

Injz|+g(v)=c <« Infz|+gy/z)=c,

onde
N(1,v)

9(v) = / [M(1,v) + oN(L,0)] dv

é determinada a partir das funcoes M e N dadas.

Alternativamente, podemos partir da hipdtese (equivalente) de que uma equacdo diferencial ho-

mogénea se pode escrever na forma

d
d—z = f(x,y),

onde
f(z,y) = g(y/=),

ou seja, f(x,y) é uma funcao homogénea de grau zero. Assim, substituindo y(z) = z v(z) na equagao
diferencial, resulta

d dv dv  g(v)—v
— (xv) =gV <& vt+tax— =g(v & =
= (0) = g(v) Do) e T
que é uma equacao de varidveis separdveis (porqué?), tal como pretendido. [
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Nota A mudanga de varidvel y(x) = v(z)x mantém x como varidvel independente da equagao di-
ferencial. Resultado idéntico seria obtido usando a mudanca de varidvel x(y) = v(y)y, mas neste
caso y passaria a assumir o papel de varidvel independente. H& casos em que a mudanga de varidvel
z(y) = v(y)y é mais vantajosa pelo facto da equagdo de varidveis separdveis que se obtém ser de
mais simples resolucao, mas tal s6 pode ser aferido realizando o calculo recorrendo a cada uma destas
mudancas de varidvel.

Outra situagao que aconselha o uso de uma das mudangas de varidvel em deterimento da outra surge
no ambito da resolugao de PVIs. Por exemplo, num PVI em que a condigao seja y(0) = 1 a mudanca de
varidvel v = y/x pode nao ser adequada uma vez que a condicao inicial envolve x = 0, sendo geralmente
preferivel usar v = x/y. De igual modo, se a condicao for y(1) = 0, ent@o pode ser preferivel usar
v =1y/x em vez de v = x/y, j& que a condicao inicial envolve y = 0.

Exemplo 2.45 Determinar uma familia de solugoes da equacao diferencial
(:132 — 3y2) dx + 2xy dy = 0. (2.41)

Solucgao. Conforme vimos no Exemplo 2.43, trata-se de uma equacgao diferencial homogénea de primeira
ordem, pelo que usamos a mudanga de varidvel y(x) = v(z) x, resultando

(z® — 3v%2?) dz +22%0 (vdz +2dv) =0 <& (1—30?) do+2v (vdz + zdv) =0.
Agrupando os termos em dx e dv, obtém-se
(130" + 21)2) de+2vzdv=0 & (1- v2) dx + 2vz dv = 0. (2.42)

Trata-se agora de uma equagao diferencial de varidveis separdveis, pelo que usando o fator integrante

1
u(z,v) = m7
obtém-se (v # 0, v(z) # +1)
1 v
= 2 =
wd$+ .2 dv =0,

ou seja
In |z| —1In |1 —1)2‘ =co=1Incy,

onde cy e ¢ > 0 sao constantes arbitririas. Fxponenciando ambos os membros da equacao anterior

resulta
[z =c1 |1 - v2|

ou
ezl =1 —v2|,

onde cg = cl_1 > 0 é uma constante arbitrdaria. Pode-se ainda escrever,

cx=1-v% c#0. (2.43)
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Podemos averiguar se a familia de solugoes (2.43) verifica formalmente (2.42) para garantir que nao
ha ganho de solugoes. Notando que (2.43) é equivalente a (recorde-se que x # 0, v(x) # +1)

1 — 02

Diferenciando ambos os membros desta equagdo reencontramos (2.42)

1 —v?

2

2
daz——vdv:() & (1—2}2) dx + 2zv dv = 0,
x x

concluindo-se assim que a verificacao formal existe e nao hd ganho de solugoes.
Falta agora averiguar se devido a aplicacao do fator integrante

(,0) = 77—

T,V) =
Iu' ) (1 _ 'U2) 1:7
ou seja, por se ter suposto que

1-v(@)?#0 & o) #=x1

houve perda de solugées. E facil verificar que v(x) = %1 sdo solugées de (2.42) e que estas solugoes
nao estao incluidas na familia de curvas (2.43) a menos que ¢ pudesse tomar o valor 0. Assim, uma

familia de solugoes de (2.42) é

cwzl—v2, ceR.

Atendendo a que y = vx e x > 0, tem-se a familia de solugoes de (2.41)
cx® = 2% —y. (2.44)
Alternativamente, podiamos ter escrito a equagao diferencial (2.41) como

dy  3y* —a?

dr 2.’13:1/ 9 T > Oa y(.’lﬁ) 7é Oa

ou seja,
dy _1-3(y/x)?
de — 2(y/z)

Realizando a mudanga de varidvel y = vz, e supondo agora que v(x) # 0, teriamos

x>0, y(xz) #0.

d( ) 30?2 —1 - N dv 30?2 —1
— (vax) = V4 r— =
dx 2v dx 2v
1 v
& —dr =2 d
x v v2 —1 v
1 v
& —dx +2 dv =0,
T 1—2

impondo-se que v (x) # +1. O resto da resolugdo é igual o jd realizada no inicio deste exemplo, a
excep¢io da condi¢ao v(x) # 0. No entanto, esta condi¢dao nada traz de novo, pois a func¢ao y(x) =0
nao é solugao da equagao diferencial proposta (porqué?).
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Problema Determinar um familia de soluges (na forma explicita) da equagao diferencial
ydr+xdy=0, x>0.

(que é simultaneamente homogénea, exata e de varidveis separdveis) realizando para esse efeito a
mudanga de varidvel (i) y = vz e (i1) x = vy. Mostrar ainda que a familia de solugdes obtida verifica
formalmente a equacao diferencial dada.

Resp.: y = cz~ !, onde ¢ € R.

Exemplo 2.46 Determinar a solu¢ao do PVI
de+dy=0, x>0; y(0)=1L1.

usando uma mudanca de varidvel adequada.

Solugao. Tratando-se de uma equacao diferencial homogénea de primeira ordem (porqué?), atendendo
a condigao y(0) = 1, escolhemos realizar a mudanga de varidvel x = vy, pelo que

dvy) +dy=0 <& ydv+ (v+1)dy=0, (2.45)

ou seja, assumindo y # 0 e v(y) # —1,

1 1
—dy+ ——dv=0 <& Inlyl+hn|l+v|=c,
Y 1+wv

pelo que
y(l4+v)=co, c2>0.

Atendendo a que v(y) = —1 é uma solug¢do de (2.45), entao uma familia de solugdes desta equagao
diferencial escreve-se

y(l+v)=c,

onde ¢ é uma constante arbitrdaria. O valor da constante arbitraria ¢ podia-se determinar aplicando a
condigao y(v = 0) = 1, uma vez que é esta a condi¢ao que resulta de y(x = 0) = 1 atendendo a que
x =vy. Tal conduziria a ¢ = 1. Alternativamente, podemos obter primeiro a familia de solugées que
decorre de y(1+v) =c e x =vy:

y(l—!—E) =c < ytzxz=c
Yy
Aplicando agora a condi¢ao y(0) = 1, resulta ¢ =1 (como esperado) e portanto

y+a=1.
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Exemplo 2.47 Determinar a solu¢ao do PVI
(y+ V2?2 +y?)de —xdy=0, z=>0; y(3/2)=0. (2.46)

Solugao. Vimos no Exemplo 2.44 que a equagdo diferencial acima é uma equacao diferencial ho-
mogénea de primeira ordem, pelo que fazemos a mudanc¢a de varidvel y = vx. Resulta assim,

(vz + /22 + (v2)})dz —zd(vz) =0 < (v4V1+02)dz—d(vz) =0,
18to €
(w+V1i+vH)de —vdr—xzdv=0 <& 1+40v2de—adv=0.

Obtemos, conforme esperado, uma equacao diferencial de varidveis separdveis. Usando o fator inte-
grante

1
) = ———,
e v) = s
tem-se (note-se que \/1+v2 # 0 é uma condi¢ao universal)
1 1

—dr =—=dv = lnx—i—lnc:ln‘v—l—\/l—i—zﬁ‘, ¢ > 0.
x V14 02

Ezponenciando, resulta
cx=v+V14+0v2 ¢>0.

Dado que v = y/x, obtém-se a familia de solugdes
1
c?=y+vai+y? & y= %

nao sendo necessdrio verificar se houve solugoes da equacdo diferencial proposta que se perderam por
aplicagao do fator integrante (porqué?). A condi¢ao inicial y = 0 quando x = 3/2 conduz a

(Fa? —1), ¢>0, (2.47)

2
2 _ /22 1 a2 =
cx |$:3/27 y—0 — Y+t +y 2=3/2, y=0 = c= 3
pelo que se tem a sequinte solu¢ao (explicita) do PVI (2.46)
1 3
y
s
, 1
e .
I X
2+

Representacgao grdfica da familia de curvas (2.47). A cheio apresenta-se a solu¢ao do PVI (2.46)
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Mostramos agora que (2.48) é efetivamente a solu¢iao do PVI (2.46). Tem-se, partindo de (2.48),

y(3/2) =0,
conforme requerido. Por outro lado, de (2.48) resulta

2
dy = gas dx,

pelo que substituindo as expressdes obtidas para y e dy na equagao diferencial (2.46), obtém-se

1, 3 1 ) 2,
(3x i 144(x+9)>dx 3¢ de=0 < 0=0,

conforme requerido. Portanto, a solu¢ao obtida para o PVI (2.46) verifica-o formalmente. Por outro
lado, tem-se que o dominio da funcao definida por (2.48), bem como da sua primeira derivada, é RT
e que o dominio associado & forma da equacao diferencial dada

d /72 1 2
(y+vVz2+y?)de —zdy=0 <& ﬁ :W, x >0,
é também R, pelo que concluimos que (2.48) nao sé verifica formalmente o PVI (2.46) como é a sua
solucao.

Problema Determinar a solucao do PVI

dy vy T
— == 4+ — 1H)=0

e mostrar que a solucao obtida verifica formalmente o PVI.
Resp.: x = eW/z)*,

e Exercicios sobre equacgoes diferenciais homogéneas de primeira ordem

Exercicio 2.10 Determinar uma famidlia de solucdes de cada uma das equagoes diferenciais sequintes.
Mostrar que a solugdo obtida verifica formalmente a equagao diferencial dada.

(a) (x+y)der—axdy=0, z<O0;

dv v3
) e
(b) du  uwv? —ud’

(c) <w3+y2\/w2+y2> dr — xy/22 +1y2dy =0, x> 0.

Exercicio 2.11 Determinar a solugcdo dos sequintes PVIs. Mostrar que a solug¢ao obtida wverifica
formalmente o PVI dado.

(a) (3:2 + 3y2) dx —2zydy =0, y(2) =6;
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(b) (2x —5y) de+ (4dx —y) dy =0, y(0)=4.

Exercicio 2.12 Determinar uma familia de solucoes das equacoes diferenciais sequintes usando dois
métodos distintos. Mostrar que a solugcdo obtida verifica formalmente a equacao diferencial dada.

dy x+2y,
de  y— 2z’

(a)
(b) (2% +2y?) dx + (dzy — y?) dy = 0.
Exercicio 2.13 Averiguar em que condi¢oes é que a equacao diferencial
(Ax2 + Bxy + C’yZ) dx + (Das2 + Exy + Fy2) dy =0,
onde A, B, C, D, E ¢ F sao constantes nao nulas,

(a) é uma equagao diferencial homogénea de primeira ordem;

(b)

(SN

uma equacgao diferencial exata.

Exercicio 2.14 Seja M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 uma equagdo diferencial homogénea de primeira
ordem. Mostrar que a transformacao x = rcos, y = rsen @ transforma esta equacdo diferencial numa
equagao diferencial de varidveis separdveis nas varidveis r e 6.

2.6 Equacoes diferenciais lineares

Definicao 2.8 Uma equacao diferencial ordindria de primeira ordem, na varidvel dependente y e na
varidvel independente x, que esteja ou possa ser escrita na forma

Yt Py = Q) (2.49)

designa-se uma equagdo diferencial linear (de primeira ordem).

Nota A equagao diferencial (2.49) resulta, na realidade, de escrever (1.6) - ver pagina 4 - de forma a
que o termo que multiplica dy/dx seja igual a 1. Note-se ainda que da defini¢ao precedente decorre que
uma equacao diferencial de primeira ordem é linear se quando representada na forma normal assume
a forma

Y~ Py + Q).

De igual modo, se se encontrar escrita na forma diferencial, entao serd do tipo
[P(x)y +Q(z)| dr+dy =0

ou equivalente (pois a forma diferencial associada a (2.49) nao é, como jd vimos, tinica).
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86 2. Resolucao analitica de equacoes diferenciais de primeira ordem

Exemplo 2.48 A equacdo diferencial

dy o
_2d _ -0
dr +y—e

é uma equagdo diferencial ordindria linear de primeira ordem jd que pode ser escrita na forma

dy
[ = —e

dx

—x

E, portanto, da forma (2.49) com

Exemplo 2.49 A equacdao diferencial

dy
— 1 —
xw—i—( +r)y==1

3

¢ uma equagao diferencial linear dado que é da forma (1.6). Assim sendo, pode ser escrita como

d
ﬁ-i—(a:_l—i—l)y:ﬁ, x>0,
tendo-se

Plz)=z"'+1, Q(x) =%

Exemplo 2.50 Sao também equagoes diferenciais lineares de primeira ordem (considerando y a va-
ridvel dependente):

Yo c@riy-20  P@)=cl+1),  Qw)=-2n
=3z (y +z) dz+ dy = 0; P(z) = -3z, Q(z) = —3z%

Problema Mostrar que relativamente as equacoes diferenciais seguintes
= == —¢e% 2zdy — dydx =0,

d z?

9 — = 2¢Y,; xdy + 2y? dx = 0,

dx Y
se tem quatro situacoes distintas: linearidade somente se a varidvel dependente for y, linearidade so-
mente se a varidvel dependente for x, linearidade qualquer que seja a varidvel dependente e, finalmente,
nao linearidade qualquer que seja a varidvel dependente escolhida.
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Escrevamos agora a equacao (2.49) na forma
[P(z)y — Q(x)] dz + dy = 0. (2.50)
Esta equacao diferencial é da forma

M(z,y)dr + N(z,y)dy =0

com
Dado que oM(z.9) O (z.9)
Y) r,Y)
oy @ —, =0

concluimos que a equagao diferencial (2.50) nao é exata, a menos que P(z) = 0, caso em que terfamos
uma equacao diferencial de varidveis separdveis de integragao imediata (porque?). No entanto, a
equacao diferencial (2.50) possui um fator integrante que s6 depende da varidvel independente x, u(z),
que passamos a determinar.

Comecemos por multiplicar ambos os membros da equagao diferencial (2.50) por p(z). Resulta,

u(@) [P(a)y — Q)] da + p(x) dy = 0.

Por definigao, p(z) é um fator integrante da equacao diferencial precedente se e s6 se esta for exata,
isto é, se e s6 se

5 H@PE)y — pe)Q@)] = gonts) & a()Ple) = L,

ox dx
ou seja, sempre que

1
) du(z) = P(x)dr < In|u(x)| = /P(:L‘) dx.

Se assumirmos que p(z) > 0, tem-se
p(z) = e P@dz, (2.51)

Portanto, a equacgao diferencial (2.50) possui um fator integrante da forma (2.51), pelo que podemos
determinar uma familia de solu¢bes usando essa propriedade. Dado que o fator integrante nao de-
pende da incégnita, nao precisamos de nos preocupar com a possibilidade de haver perda de solugoes

(porqué?).

Exemplo 2.51 Determinar uma familia de solucdes da equacdo diferencial linear de primeira ordem

d
d—z +227 'y =23 x>0, (2.52)

usando um fator integrante adequado.

Solugao. Comecamos por escrever a equacgdo dada na forma diferencial, isto é,

2z 1y — 23) d + dy = 0. (2.53)
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Neste caso tem-se P(x) = 227! e Q(x) = 23, pelo que de (2.51) decorre que um fator integrante da

equagao precedente é
ZEQfx_lda:: In z2 2

w(x) e =z°.
Multiplicando ambos os membros de (2.53) por u(x) = 2% obtém-se a equacio diferencial exata
(2zy — 2°) dx + 2% dy = 0.
Ora, uma famdlia de solugoes desta equagdo escreve-se, conforme jd vimos,
F(z,y) = ¢,

onde a funcdo F' existe e é solu¢do do sequinte sistema de equagoes

aF(x7 y) 5 aF(x7 y) 2
ol =y =), B =
Apds alguns cdlculos simples, obtém-se
6
x
F(z,y) = 2%y — 5 Tk

pelo que uma familia de solugdes de (2.53) é (tomando k =0)

6
2y — % =c (2.54)

Mostramos agora que (2.54) verifica formalmente a equacgao diferencial (2.52). De (2.54) resulta
@ _ 2zy-—x
doe 22

ou seja,

que mais nao é do que (2.52), conforme requerido.

Portanto, uma equacao diferencial linear de primeira ordem pode ser transformada numa equagao
diferencial exata, usando o fator integrante dado por (2.51), e resolvida enquanto tal. No entanto, o
fator integrante dado por (2.51) tem propriedades que permitem determinar uma familia de solugoes
da equacao linear de primeira ordem (2.49) sem obrigar & resolugdo de uma equagao diferencial exata.
Descrevemos agora esse procedimento.

Vejamos, multiplicando a equacao (2.49) pelo fator integrante (2.51), tem-se
efP(x)daz% +efP(x)da:P(:L,)y:efP(a:)de(:E) (2.55)
T
que ¢é equivalente a (este é o passo chave da resolucao!)

d%[efp(x) dry] — o P@)dz () () (2.56)
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uma vez que

d d d
JP@)de,) — o [P)dz®Y [P(z)dx
Tl yl = e -+ e Jy
d d
e e +e - [/ (x) dx] Y

d
— JP@ dxd_i + el P@drp(g)y.

Primitivando ambos os membros de (2.56) obtém-se a familia de solugoes de (2.49)
efP(x)da:y _ /efP(a:)de(m) dr +c,
onde ¢ é uma constante arbitraria, ou seja,

w(z)y = / () Q) da + c.

Tem-se entao o seguinte resultado.

Teorema 2.6 A equacao diferencial linear
Y4 Pa)y = Q(a) (2.57)
tem um fator integrante, p(x), da forma
p(z) = el P@)de, (2.58)

Uma familia de solugoes desta equagao diferencial é

v | [oe@as+e].

()

E possivel mostrar que esta famdlia de solugées inclui todas as solucdes da equagio diferencial (2.49).
Mais adiante voltaremos a abordar esta questao no dmbito da resolucao analitica das equacoes lineares
de ordem n.

Nota O resultado (2.55) = (2.56), essencial na demonstracao do teorema precedente, ndo é evidente,
pelo que tivemos de recorrer ao resultado inverso para justificar de forma mais evidente a equivaléncia
entre (2.55) e (2.56). Curiosamente, hd outra obordagem que permite obter o mesmo resultado sem
recorrer a esta equivaléncia.

O ponto de partida é novamente a equacao diferencial (2.57) e em particular o termo

dy
=L 4 Pla)y.
s (z)y
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Coloca-se a questao: serd que existe uma funcao ¢, apenas dependente da varidvel independente x,
que tenha a seguinte propriedade?

dy d
=4+ P = — . 2.
@) (L + Plaly) = 2 (et (2.59)
Se assim for, ter-se-4, desenvolvendo (2.59), a igualdade
dy d(x) dy
o@)2L + () Pla)y = Ly + o)
ou seja,
de(x)
P —
pla)P(r) = 2
que mais nao é do que a equacao diferencial obtida anteriormente para o fator integrante, a saber,
dp(z)

wa)P(z) = ——.

Concluindo, o fator integrante (2.51) tem a propriedade (2.59), ou seja,

) (4 Plaw) = £ (ute).

pelo que (2.55) < (2.56). Portanto, multiplicando ambos os membros da equacao diferencial (2.57)
pelo fator integrante p(x), obtém-se

) (E+ P = n(o)Qa).

O que acabamos de ver, por dois processos distintos, é que o primeiro membro da equagao precedente
se transforma em

= (1)),

conduzindo a

= (u(x)y) = w2 Q).

Depois basta primitivar ambos os membros desta equacao em ordem a x e obtém-se uma familia de
solugoes (na forma explicita) da equacao diferencial (2.57).

Tal como em ocasides anteriores, o procedimento geral pode sugerir complexidade no método de
resolugao, mas este é relativamente simples, conforme se mostra nos exemplos seguintes.

Exemplo 2.52 Determinar uma familia de solugoes da equacao diferencial linear de primeira ordem

d
d—i + 24+ Hy=e?, z>0. (2.60)

Solugao. A equagao diferencial ja se encontra escrita na forma (2.49), tendo-se

P(x)=2+ z Qz) = e 2
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pelo que o fator integrante a usar é
wu(zx) = exp/ (2+ w_l) dx = exp (2z + In|z|) = €** |z|,

cuja forma final depende do sinal de x. Dado tratar-se de um fator integrante podemos usar, por
exemplo,
p(z) = ze.

Multiplicando ambos os membros de (2.60) por u(x) resulta,

xeh% +e¥ 2+ )y=2 & dix (ze*y) =
ou, equivalentemente,
zety = %2 +c, (2.61)
onde ¢ é uma constante arbitrdria. Tem-se entdo a familia de solugoes
1 -1\ —2z
Y= (§w +cx > e . (2.62)

Representacgio grifica da familia de curvas y = (%x +exl)e

Nota: Aconselha-se fazer sempre a verificaciao da igualdade

dy d
2x 2x 2x
= 2 Hy=— 2.63
we’ 4 e 4 1)y = — (vey) (2.63)
pois assim garante-se que o fator integrante estd bem calculado. Para tal basta derivar o produto do
fator integrante pela varidvel dependente, neste caso xe**y, e verificar que se obtém a identidade (2.63).
No caso concreto deste exemplo tem-se

d 2x 2x dy d 2x 2x dy 2x

— (xe =ze™— 4+ y— (ze™) =ze™—= 4+ (14 22)y,

d:c( y) dx yd:c( ) d:13+ (1+2x)y
o que mostra que a identidade (2.63) é vdlida e portanto confirma-se que o fator integrante estd bem
calculado.
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Podemos agora averiguar se a familia de solugoes obtida verifica formalmente a equacao diferencial
(2.49). Uma possibilidade é tomar com ponto de partida a solugio na sua forma explicita (2.62) e
substitui-la na equagao diferencial na expetativa de obter uma identidade Assim, tem-se

1 d —2x
y = (533 + cx_1> e = d—y = —62 5 (2x3 — 22 + dex + 2c) .
x x

Substutuindo estas expressoes de y e dy/dx em (2.49) resulta
—2z

e
22

(2x3 — 2% +dex + 20) + (2 + xil) (%m + cacl) e =

ou, equivalentemente, multiplicando ambos os membros da equacio precedente por 2z2e*

— (2 3—x2—|—4caz—|—20) +(2z+1) ($2+20) — 942
tendo-se, apds manipulacao algébrica simples,
222 = 222,

Temos portanto uma identidade conforme requerido.

Em alternativa, podemos reescrever (2.49) como

dy _

—2r -1
R

e averiguar se o declive da reta tangente em cada ponto da familia de curvas (2.61) é igual ao sequndo
membro da equacdo anterior. Para tal basta atender ao facto de

2
xehy:%—i—c & Xy —a2®—2c=0

e que nestas condigoes

0
dy 2 (erhy o — 20)

dr

(2+4z)ye* — 20, 1
T 2xe2t =¢ I_(Q—i_aj )y7

(% (2ze?ry — 22 — 2¢)

confirmando-se assim o resultado esperado.

Problema Escrever a equacao diferencial de primeira ordem

dy
—— —y=x+1
dz Y
na forma (2.57) e determinar uma familia de solugées na forma explicita. Mostrar ainda que a familia
de solugoes obtida verifica formalmente a equagao diferencial dada.

x

Resp.: y =ce™ —z.
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Exemplo 2.53 Determinar a solugao do PVI

2 (2% +1) % +8ry =2z, y(2)=1. (2.64)
Solugcao. A equacgao diferencial dada pode ser escrita na forma
dy 4x o
%—sz—i—ly_ma—i—l'
Trata-se de uma equacdo diferencial linear com
4x x
P@) = o Q)= o

Um fator integrante a usar é entdo

(@) = exp ([ Pla)da) = exp( [

Tem-se assim,

4x
241

dz) = exp [2In (xQ +1)] = (xQ + 1)2.

(332—1—1)2%+4a:(x2+1)y:x(a:2+1) = i[(a:2+1)2y] :a:(x2+1),

dx
pelo que primitivando ambos os membros da equacdo precedente resulta
4 2
2 x x
(2*+1)y="—+%+c (2.65)
4 2
ou
(902+1)2 —3:—4—33—2—0 & 1 m_4+x_2+c
Y= "o YTy 12 ’

onde ¢ € uma constante arbitrdaria. Esta familia de solugdes é representada na figura sequinte. Para
que se verifique a condi¢do inicial y(2) = 1, tem-se

4 2
($2+1)2y—x——$— =c = c¢=19.
4 2 =2, y=1
Desta forma, a solu¢dao do PVI (2.64) é
4 2 4 2
9 2 o o 9 -2
@+ -7 -5 9<:>y<4+2+9)(a:+)

Representagao grifica da familia de solugoes (2.65). Nos restantes quadrantes a representagdo é
simétrica devido a forma da familia de solugées. A cheio representa-se a solug¢io do PVI (2.64)
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De novo, podemos verificar se a solucao encontrada para o PVI estd correta. Consideremos, por
exemplo, a solu¢ao na forma (2.65). Tem-se, para ¢ = 19, a identidade

4 2
(@ +1)°y ==+ +19 = 25=25.
=2, y=1 4 2 =2, y=1
Por outro lado, de
4 2
2 2 T T
) y—2 - =
(x + ) Y 1 5 c
resulta
dy 4x(x2+1)y—m3—x oz —A4xy
de (22 +1)° x4l
15to €,

(aj2+1)%+4xy:x,

que é equivalente a (2.65), conforme requerido.

Exemplo 2.54 Pretende-se determinar uma familia de solucdes da equacao diferencial
v dr + (3zy — 1)dy =0, y > 0.
Solugcao. Tem-se

v,
dv 1—3zy

pelo que a equagao diferencial dada nao é linear em y(x). No entanto, se considerarmos que T é a
varidvel dependente e y a varidvel independente, podemos escrever

— - & @ —+-r=

de. 1-3zy 1 3 dr 3 1
dy y? vy dy 'y y?

que é uma equagao linear (em x) - ver (2.49). Podemos por isso determinar um fator integrante para
esta equacgao, a saber,

ply) = exp (J3y~" dy) = exp (nfyl*) = [yf*.
Assim, adotando p(y) = y3, resulta
dx d 1
3 2 3 3 2
Vg TR = dy(yx) Y y'r =5y +e
onde ¢ é uma constante arbitraria, pelo que se obtém a familia de solugoes

1

C

+
2y oy
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4

1
Representacdo grifica da famidlia de curvas y3x = §y2 +c

A familia de solugoes obtida verifica formalmente a equacdo diferencial dada uma vez que

1 1
vr=gy'te o yr-gyi=c

pelo que

1
d (y3x — §y2> =d(c) & ydr+ (3y2w —y) dy =0,

ou seja, atendendo a que y > 0,
y? dx + (3zy — 1) dy = 0.

Exemplo 2.55 Considere-se um circuito elétrico constituido por wma for¢a eletromotriz que produz
uma queda de tensao E, uma resisténcia R e uma bobine com indutdncia L ligados em série (circuito
RL), tal como fizemos no Exemplo 2.33 (ver pagina 67). Vamos considerar que a intensidade de
corrente i em cada instante de tempo t obedece ao PVI
di ) .

LE +Ri=FE, t>0; i0)=0. (2.66)
Vimos que se trata de uma equagdo diferencial de varidveis separdveis quando se assume que E nao
depende de t. Assumiremos agora que E = E(t) e R=4Q, L =4H. O objetivo é, tal como anterior-
mente, determinar a intensidade de corrente em cada instante de tempo i(t).

Solugcao. Trata-se de um PVI em que a equacgdo diferencial envolvida é linear tal como, de facto,
acontecia no Exemplo 2.33 (porqué?). Tem-se,

di di R E
L— i =F —+—i=—=
dt+Rz & dt+LZ T
pelo que
R
P(t)=—
(=7

e, portanto, tem-se um fator integrante que é

u(t) = exp (f% dt) = etk
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Assim,
di R. FE rL® | myr B pE
dt+Lz_L < e dt+e Lz-e i
d , E
& T (eRt/Lz) = eRt/Lf (confirmar!)

1
& el = E/EeRt/Ldt—l—c,

resultando na familia de solugdes (para R =L =4)
1
i=et <Z/Eet dt + c) , (2.67)

(i) Se E nao depender de t, reencontramos o resultado obtido no Exemplo 2.33 (porqué?);

cuja expressao final depende de E(t):

(ii) Se tomarmos E = 20e™", entdo de (2.67) obtém-se

1
i=et (Z/QOdt—i—c) =e ' (5t+c),

resultando da condi¢ao i(0) = 0,

i=5te !

120

Representagdo grdfica da solugao do PVI (2.66) quando E = 20e™"

(i1i) Ja se considerarmos E = 20 + 2 cost, tem-se

1 1
i=e! (Z/ (20+2005t)etdt+c> = Z(cost—i—sent)—{—ce*t—i-&

obtendo-se, da condi¢cao inicial,

1 21
i= 1 (cost +sent) — Ze*t + 5;
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Representagao grafica da solugao do PVI (2.66) quando E = 20 4 2 cost

(iv) Finalmente, considerando E = 20(1 + cos2t)e™ !, tem-se a partir de (2.67) e de i(0) = 0,

i=et (5t + g sen2t> .

t t t i T
0 2 4 6 8
1

Representagao grifica da solugao do PVI (2.66) quando 20(1 + cos 2t)e™"

Exemplo 2.56 Resolver o PVI

d
F—ay=glx), z>1; y1)=2, (2.68)
dx
onde
(2) 0, 1<zx<4
x) = .
g r, x>4
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Solugao Neste caso o seqgundo membro da equagao estd definido por (dois) ramos, pelo que temos de
considerar duas equacoes diferenciais lineares, a saber,

d
%—xylz(), 1<z<4, (2.69)
‘ d
% —xyy =2, x> 4. (2.70)
Para a primeira equagao diferencial temos a condi¢ao inicial y1(1) = 2. No caso da sequnda

equagao, vamos impor condigoes que assequrem que a solugao do problema é continua (continuidade
da solugao e das suas derivadas até a ordem n — 1, em que neste caso n = 1). Assim, imporemos

lim yi(z) = lim y2(x). (2.71)

T—4- r—4t
A solucao do PVI proposto é entdo

(z) = yi(z), 1<z<4
4 ya(x), =>4

Comecemos pela equacao diferencial linear de primeira ordem (2.69), a qual é equivalente a
1 1
—dyy = —dz, 1<z<4.
n x

Trata-se, portanto, de uma equacgdo diferencial que também é de varidveis separdveis, concluindo-se
facilmente que uma familia de solugoes de (2.69) é (verificar)

y1 =cx, c1 €R
Uma vez que se deverd ter yi(1) = 2, resulta ¢y = 2, ou seja, tem-se a solugao explicita:
yi(x) =2z, 1<uz<A4. (2.72)

Passemos agora a equagao diferencial linear (2.70). Um fator integrante associado a esta equagio
diferencial linear é (porqué?)
nia) = exp ([ —wde) = e/,
tendo-se, por aplicacdo deste fator integrante,
d d
emw?/2 (292 TY2 | = ze v & — (e_"”CQ/Z y2) = g *"/2 (confirmar!)
dx dx

& oy =cpe /2 1.
Resta determinar o valor da constante ca. Atendendo a condigao (2.71), ca obedece a

lim y;(x) = xliff& p(z) & 8=cped -1,

r—4~

pelo que

co = 96_8,
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2.6 Equagoes diferenciais lineares 99

resultando ,
yo(z) =9e@ 7102 1 >4, (2.73)

Assim sendo, combinando (2.72) e (2.73), a solug¢io do PVI (2.68) é

2, 0<x <4
Y7 gee®102 1 p>4

60 T

40 T

X

Representagao grifica da solugao do PVI (2.68)

Problema Determinar uma solugao explicita do PVI

d
T Hy=hia), x>0 y(0)=0,
com )
0 <2
h(:[;): (& ST 7
0, x> 2

e mostrar que a solucao obtida é continua, o mesmo nao acontecendo com a sua primeira derivada.
et — e 2 0<z<?2

Resp.: y =
Py {(1—6_2)6_x, x>2

e Exercicios sobre equacoes diferenciais lineares de primeira ordem

Exercicio 2.15 Determinar uma famdlia de solugoes de cada uma das equagoes diferenciais sequintes.
Mostrar que a solugdo obtida verifica formalmente a equacao diferencial dada.

d

a —y+3Q:6x2, x>0,
dx x

(b) 1’4%—}—2:533/:1, x> 0.;
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100 2. Resolucao analitica de equacoes diferenciais de primeira ordem

dr =« 1
S == >0
(c) dt+t2 2 > 0.;

dr

(d) 70 +tgh =cosf, 6¢e]0,7/2[.

Exercicio 2.16 Determinar a solu¢do dos sequintes PVIs. Mostrar que a solug¢do obtida verifica
formalmente o PVI dado.

dy
(a) 7+ 32y =22, y(0) =2

z, 0<ax<l1
1, z>1

(b) %+y:f($), y(0) =0, com f(x):{

Nota: a solugdo deste PVI deverd obedecer a condi¢do lim, ;- y(x) = lim, 1+ y(x).

2.7 Equacoes diferenciais de Bernoulli

Consideramos agora um caso especial em que a equacao diferencial pode ser reduzida a uma equagao
diferencial linear de primeira ordem através de uma mudanca de varidvel adequada.

Definicao 2.9 Uma equacao diferencial da forma

Y 4 Py = Q" (2.74)

onde n € Q, designa-se uma equacao diferencial de Bernoulls.

Observe-se que para n = 0 ou n = 1 a equagao de Bernoulli (2.74) reduz-se a uma equacao linear
(porqué?). Nos restantes casos, a equacao tem de ser abordada de outra forma.

Suponhamos entao que n # 0 e n # 1. Comparando (2.74) com a equagao linear

d — —
=+ P@)z = Q).
conclui-se que o termo que origina a nao linearidade em (2.74) é y"™. Assim sendo, comecemos por
dividir ambos os membros de (2.74) por y", obtendo-se
d,
y "L+ Py = Q). (2.75)

A equacdo obtida é claramente ndo linear, nomeadamente devido ao termo P(x)y'~". Tal facto sugere
a seguinte mudanca de varidvel

_ dz _,dy _,dy 1 dz
1-n n n
==Y dx (1=mn)y dx Y 4r T 1-ndx ( )

Tendo (2.76) em mente, a equacdo (2.75) transforma-se na equacao diferencial linear

1 d d
— nd—; P(x)z = Qz) < £ +(1—n)P(z)z = (1 —n) Q(x).

Assim, no caso em que n # 0 e n # 1, tem-se o seguinte resultado.
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2.7 Equacoes diferenciais de Bernoulli 101

Teorema 2.7 Suponhamos que n # 0 en # 1. Entdo a mudanga de varidvel definida por

z=1y
transforma a equagao de Bernoulli (2.74) na equagdo diferencial linear (na varidvel z):

dz — —
=+ P@)e =Ql),

onde P(z) = (1 —n) P(z) e Q(x) = (1 —n) Q(x).

Exemplo 2.57 Determinar uma familia de solugdes da equacao diferencial

dy 3

—= = ) 2.77
o ty=ay (2.77)
Solugao. Trata-se de uma equagao diferencial de Bernoulli com n = 3. Multiplicando esta equa¢ao

por y_3, tem-se

y‘?’% +y l=u,
pelo que tomando p p
) v_ -34Y
v=y i
resultando
1dv dv
—5%—#@:3: & %—27):—237.

Esta equacao diferencial linear admite o fator integrante
w(z) = el —2dv _ 22
Tem-se, por aplicacdo deste fator integrante,

dv d
2 2 2
e m_dac —2e "y = 2" & T (

Primitivando por partes resulta

1 1
e By = (x+§) +c & v:x+§+ce2”,

onde ¢ é uma constante arbitrdria. Atendendo & mudanca de varidvel v = y—2, tem-se a famdlia de
solucoes

1

Y2
Podemos mostrar que a familia de solugoes obtida verifica formalmente a equagdo diferencial (2.77).
Para esse efeito derivamos implicitamente ambos os membros da equagao (2.78) em ordem a x, vindo

1
=z+ 5 + ce*®, (2.78)

2 dy 2
—E% :1+2C€ :c'
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102 2. Resolucao analitica de equacoes diferenciais de primeira ordem

Eliminando a constante arbitraria ¢ usando a equagdao (2.78), resulta
2 d 1 1 2 d 2
2Y i) & S 9
y3 dx Y ydr 12
Multiplicando ambos os membros da equagdo diferencial precedente por —y3 /2, obtém-se

d d
Lo ytrat e Liy=a
dx dz

conforme requerido.

Problema Transformar a equagao diferencial

d
Yy ay = ay?
dx

numa equacao diferencial linear realizando uma mudanca de varidvel adequada.

Resp.: dz/dx — 22z = —x, com z =y~ L.

Exemplo 2.58 Determinar a solu¢ao do PVI
dy 1

4
29T = N=1 2.79
1e v =@y v =1, (2.79)
onde
r—1, I1<x<?2
flz) =
1, x> 2
Solucao. Neste caso temos de considerar dois problemas,
dy 1 4
= = (r—-1 1 < 2: 1)=1
Y= -y, 1<z<2 oy)
‘ dy 1
Y 4
=Ly = 2
d:L_ 3xy y 9y €T > i

sujeitos a condi¢ao

Para a equacgao diferencial de Bernoulli

tem-se, divindo por y* # 0,
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2.7 Equacoes diferenciais de Bernoulli 103

Realizando a mudanca de varidvel z =y~ resulta
dz dy
-3 —4
= = _ = — .
==Y dx Yo
pelo que a equagado diferencial passa a escrever-se
1dz 1 dz 1
3dx 3xz * dx + wz T

Trata-se de uma equagdo diferencial linear, sendo o fator integrante a usar

w(z) = ele7tde _ jlnx _

Tem-se assim,

x% +z2=-32°+3z <& dix (z2) = =322 + 3z,

ou seja

3,3 9 2, 3 —1
rzZ = —Z —1—53: +c1 & z=-—x +§az—|—c1x .
Retomando a varidvel dependente y, vem

3
y_3 = 2% + 533 + ezt

A constante c¢1 é tal que y(1) = 1, resultando

pelo que a solucao do problema

dy 1 4 -
= (r-1 1 <2 1 1
dx 3xy (@=1y, <esy ul)
é 3 1
y_3 = —:L‘2 —+ 51‘ + 5.1'_1, 1 S x S 2. (280)

Note-se que y(x) = 0 é solugao da equagao diferencial dada, mas nao é a solugao do problema proposto
pois nao verifica a condigao y(1) = 1.
Consideremos agora a equagao diferencial de Bernoulli

dy 1 4
= —y=yt z>2
dx 3:L‘y Y .

O procedimento que conduz & sua resolucdo é em tudo idéntico ao anteriormente exposto, obtendo-se
_3 3 _1
yo =5 +ex, T>2 (2.81)

Resta determinar o valor da constante co de forma a ter-se

li = i .
g v(e) =l v(o)
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104 2. Resolucao analitica de equacoes diferenciais de primeira ordem

Recorrendo a solugao (2.80) tem-se

3 1 3
: _ |29 1 __9
S y(e) =y(2) = [ TR LQ 4
Por outro lado, da solugdo (2.81) resulta
lim y(z) = i 3t epz 541
im y(z) = lim [ —zz+ cow = -3+ -ca.
1‘—>2+y rz—2F 2 2 2 2
Assim, co € tal que
3 34 1
4 - 2027

resultando co = 9/2. Portanto, a solug¢ao do PVI proposto é

1
y*3——x2+§w+—w*1, 1<z<2
2 2
3 9 ’
y_3:—§a:+§x_1, x>2

a qual tem uma assintota em x ~ 1.68, correspondendo & raiz real do polinémio —2x3 + 3z + 1,
conforme se pode constatar no grifico sequinte.

Y3+
, 1
L+
0 f f f f f
I 2 3 4 5

1+ X
2T+
34

Representagao grifica da solugao do PVI (2.79)

Problema Determinar a solucao do PVI

Resp.: y3 = (1 + 3z)e®.
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e Exercicios sobre equacgoes diferenciais de Bernoulli

Exercicio 2.17 Determinar uma familia de solugoes das equagoes diferenciais sequintes. Mostrar que
a solugao obtida verifica formalmente a equacao diferencial dada.

dy vy
(a)a—;:——, .’E>O,
(b) ﬂf%+y=—2x6y4, z > 0;

dev t+1 t+1
¢t 2=

, t>0;
(d) dy+ (4y — 8y?) awdx = 0.

Exercicio 2.18 Determinar a solu¢do dos sequintes PVIs. Mostrar que a solug¢do obtida verifica
formalmente o PVI dado.

dy vy x

dy

(b) —w== —y= (xy)*?, y(1) =4

2.8 Aplicacao a determinacao de trajetorias ortogonais
Definicao 2.10 Seja
F(z,y,c) =0 (2.82)

uma familia de curvas definida no plano xy. Uma curva que intersete a familia de curvas (2.82)
sequndo dngulos retos designa-se uma trajetoria ortogonal da familia de curvas dada.

Exemplo 2.59 Considere-se a familia de circunferéncias
2?4 9? = (2.83)

com centro no ponto de coordenadas (z,y) = (0,0) e raio ¢ > 0. Cada uma das retas que passa pela
origem

y = kx, (2.84)

onde k é uma constante arbitraria, é uma trajetoria ortogonal da familia de circunferéncias (2.83).

Reciprocamente, cada uma das circunferéncias da familia (2.83) é uma trajetoria ortogonal da familia
de retas (2.84).
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106 2. Resolucao analitica de equacoes diferenciais de primeira ordem

O préximo passo consiste em determinar as trajetdrias ortogonais correspondentes a uma familia
de curvas genérica dada, F(z,y,c¢) = 0. O procedimento baseia-se no facto de que se duas familias
de curvas, y; e 7y, se intersetam ortogonalmente no plano xy, entao os respetivos declives das retas
tangentes nos pontos de intersecao devem verificar a igualdade

-1
o (@ )
Y1 dw Y2

Assim, comecamos por obter uma equacao diferencial de primeira ordem que expresse o declive da reta
tangente em cada um dos pontos da familia de curvas dada (2.82) fazendo:

dy
dx

(1) derivagao implicita ou explicita da relagao (2.82) em ordem a x;

(2) (eventual) eliminagao da constante arbitréria ¢ usando a relacao (2.82) e a equagao diferencial
que se obteve em (1).

Assumiremos que a equagao diferencial resultante, que representa a familia de curvas (2.82), pode ser
expressa na forma
dy

dr :f(wvy)y

71
onde f(z,y) é uma funcao dada. Portanto, uma curva C' da familia de curvas v, que passa pelo ponto
de coordenadas (z,y) tem nesse ponto a propriedade dy/dx = f(x,y). Assim sendo, deveremos ter

-1
o (@ )
Y1 da 72

dy
dx

ou, equivalentemente,

-1
dy| (dy )
dx - dx 41
pelo que
dy 1
- =- . (2.85)
dz|,  f(z,y)
Esta equagao diferencial de primeira ordem define a familia de curvas v,. Uma familia de curvas
G(x,y,¢) =0

que seja solucao da equagao diferencial (2.85) representa a familia de trajetérias ortogonais da familia
dada (2.82), excepto possivelmente para algumas trajetérias ortogonais que sdo retas verticais.

Resumo do procedimento

(1) A partir da equagao
F(z,y,¢) =0,
que define a familia de curvas dada, determinamos a correspondente equacao diferencial de
primeira ordem derivando implicitamente a equg¢ao precedente em ordem a x

OF/0x

@ :f(ill',y), com f(x’y):_aF—/ay’

dx
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(2) A equacao diferencial correspondente as trajetérias ortogonais é

dy 1
—= = — ; 2.86
dz f(z,y) (250
(3) Determinamos a familia de solugoes
G(z,y,¢) =0

associada a equagao diferencial (2.86), obtendo assim a desejada familia de trajetérias ortogo-
nais (excetuando, possivelmente, certas trajetérias que sao retas verticais, as quais tém que ser
determinadas separadamente).

Exemplo 2.60 Determinar as trajetorias ortogonais a familia de curvas
22+ y? =2 (2.87)

onde ¢ é uma constante arbitrdria nao nula.

Solucao. Derivando ambos os membros da equacao precedente em ordem a x, tem-se

dy =z

dy
2 2y— =10 = .
T ydaz dx Y

De acordo com (2.86), a equagao diferencial correspondente a familia de trajetdrias ortogonais é entao

dy __(_=\7_y
de Y oz

Determinamos agora uma familia de solugoes desta equagdo diferencial,

d d d
&_Y = Y Inly|=Inlz|+Inlk| = y=kuz,
dr x y@)#£0 Y T

onde k1 é uma constante arbitraria nao nula. Temos ainda de considerar a solugao y(x) =0 (porqué?),
pelo que a familia de solugdes é dada por
y = kz,

onde k é uma constante arbitraria.

Obtivemos assim uma familia de trajetorias ortogonais a familia de circunferéncias (2.87). Resta
averiguar se ha retas verticais que sejam ortogonais & familia de circunferéncias dada. Para este efeito,
note-se que na familia de circunferéncias todos os pontos da forma (0,y) tém dy/dx nulo, ji que nessas
condicoes

dy x

— =——=0.

dx Y
Portanto, a reta x = 0 também faz parte do conjunto de trajetorias ortogonais. Uma vez que a familia
de trajetorias ortogonais determinada anteriormente, y = kxz, nao inclui esta reta (porqué?), entio a

solucao do problema proposto é

Departamento de Matematica e Aplicacoes J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019
Universidade de Minho



108 2. Resolucao analitica de equacoes diferenciais de primeira ordem

2

Representacdo grdfica da familia de circunferéncias x* + y? = ¢* e respetivas trajetorias ortogonais
em [0,4] x [0,4]. Nos restantes quadrantes a representa¢ao é simétrica

Exemplo 2.61 Determinar as trajetorias ortogonais a familia de pardabolas
y=c(zx—1)>2 (2.88)

onde ¢ é uma constante arbitraria.

Solugao. Comegamos por obter a equacao diferencial de primeira ordem que nos dd o declive, em
cada ponto da familia de pardbolas, da respetiva reta tangente. Uma vez que a familia de curvas se
apresenta escrita na forma explicita (y = f(x,c)), basta derwar ambos os membros da equagdo dada
em ordem a x, resultando

dy

i
Dado que todos os pontos da forma (1,y) tém derivada nula, entdo conclui-se, desde jd, que a reta
x =1 é ortogonal & familia de curvas dada. Eliminando ¢ na equagao precedente usando (2.88), resulta

2¢(z—1).

dy y
27 _9
dx z—1’

pelo que dy/dx em cada ponto das trajetorias ortogonais é dada por

de 2y

@_ Tz —1

Resta portanto determinar uma familia de solugoes da equacao diferencial
2ydy + (x — 1) dx =0,

resultando
22 + (x —1)% = k2,
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onde k é uma constante arbitrdaria. Obtém-se assim as trajetorias ortogonais

22+ (x—1)° =k e z=1.

/o2t

Representagdo grifica da familia de pardbolas y = c(x — 1)? e respetivas trajetorias ortogonais em
[_173] X [_27 2]

Problema Determinar as trajetérias ortogonais a familia de curvas
v —z?=k x>0 y>0,

onde k é uma constante arbitraria nao nula.

Resp.: yx = ¢, onde ¢ é uma constante arbitrdria positiva.

o

5

X

Representacdo grafica da familia de hipérboles y? — 2% = k, k # 0, e respetivas trajetérias ortogonais
em [0, 5] x [0, 5]
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Nota O conceito de trajetérias ortogonais surge, por exemplo, no contexto dos campos elétricos. De
facto, as linhas equipotenciais, que se definem como sendo o lugar geométrico dos pontos que tém o
mesmo potencial elétrico, sao ortogonais as linhas de campo elétrico e, por isso, sao ortogonais ao vetor
campo elétrico em cada ponto (recorde-se que as linhas de campo s@o tangentes, em cada ponto, ao
vetor campo elétrico). Assim, nos exemplos precedentes, se a familia de curvas dada corresponder a
linhas equipotenciais de um campo elétrico (no plano), entao a familia de curvas obtida corresponde
as linhas de forga desse mesmo campo elétrico. De igual modo, pode obter-se as linhas equipotenciais
a partir do conhecimento das linhas de campo.

e Exercicios sobre determinagao de trajetérias ortogonais

Exercicio 2.19 Determinar as trajetdrias ortogonais a cada uma das sequintes familias de curvas.

(a) y = cz¥;
(b) cx? +y* = 1;
(c) y= e,

(d) y=x—1+ce ™.

2.9 Exercicios de revisao do Capitulo 2

Exercicio 2.20 Determinar uma familia de solucoes das sequintes equagoes diferenciais usando dois
métodos de resolucao distintos.

(a) 622y dr — (3 +1)dy = 0;

(b) €22 dx + (e**y — 2y) dy = 0;
dy vy
29 _Jd 4

(c) dr =z +

Exercicio 2.21 Determinar uma famidlia de solucdes de cada uma das equagoes diferenciais sequintes.
dy 2x—Ty
(a) == = o=
dx 3y —8x

dy
1)==2 — p—Z.
(b) (z+ )dx—i-xy e

dy
(c) 562% + 2y = zy;

(@) L = (y+ a2

sugestao: fazer w =y + x e resolver a equagao diferencial resultante em ordem a w(x);

dy
— =4y — 16z +4
(e) . Y 6z

sugestao: fazer w = 4y — 16z + 4 e resolver a equagao diferencial resultante em ordem a w(zx).
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Exercicio 2.22 Determinar a solugdo dos sequintes PVIs.

(a) (2®+y?) do —2zydy =0, y(1) =2

(b) (e**y? = 22)dw + e*ydy =0, y(0) =2

d
(c) dmy=t =2 +1, y(2) =1

(d)%-i"y:f(x), y(0) =0, com f(x):{

d
() 22 —ay =" y(1)=1.

Exercicio 2.23 Determinar o valor de k de forma a que as pardbolas y = c1x®+k sejam as trajetorias
ortogonais da familia de elipses x> + 2y —y = co.

Exercicio 2.24 A equagao diferencial

dy _

- A(z)y? + B(z)y + C(x) (2.89)

designa-se uma equacao diferencial de Riccati.

(a) Mostrar que se A(x) =0, entao a equagao diferencial (2.89) é linear, enquanto que para C(z) = 0
é uma equacdo diferencial de Bernoulli;

(b) Mostrar que se f(x) é uma solugao (conhecida) da equagao diferencial (2.89), entao a transfor-
macao

1
y=r+-
v
permite obter, a partir da equagdo diferencial (2.89), uma equagdo diferencial linear em v;

(¢) Usando o resultado obtido na alinea (b) determinar uma familia de solug¢oes da equagao diferencial

d
—y:xy2+(1—2x2)y+a:3—a:+l,
dx

sabendo que f(x) =z é uma solugio desta equagio diferencial.

Exercicio 2.25 Considerar um objeto pontual P que se desloca ao longo do eizo OX. Seja x a abcissa
de P em cada instante de tempo t.

(a) Suponha-se que a velocidade de P em cada instante, dzx/dt, se relaciona com a sua abcissa através

da lei
dx

E:

e que a posicao de P no instante inicial, t =0, é (0) = 5. Qual serd a abcissa de P parat =57

X
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(b) Suponha-se agora que a lei que relaciona a velocidade, a abcissa e o tempo é

e +1
=
dt
e que x(0) = 1. Determinar x(t) usando dois métodos distintos: i) recorrendo a um fator

integrante adequado; 1) realizando a mudan¢a de varidvel w = x + t e resolvendo a equagio
diferencial resultante em w(t).

Exercicio 2.26 Um objeto pontual M de massa unitdria, m = 1, desloca-se ao longo do eizo dos
xx com velocidade v(t) em cada instante de tempo t. O ponto M estd sujeito a uma for¢a de atrito
F, = —2v e a uma forca F, = t, de tal forma que a sua velocidade em cada instante t é dada pela
sequnda ler de Newton

d
md—?; =F,+F.=—2v+t,
ou seja, atendendo a que m =1,
S
— = —2v+t.
dt

(a) Determinar a velocidade de M em cada instante de tempo sabendo que v(0) = 0;

(b) Supondo que no instante inicial, t =0, M se encontra na origem das abcissas, determinar a sua
posicao em cada instante de tempo, z(t), sabendo que v = dx/dt;

(¢) Determinar v(t) no caso de F, = —v?, F, =1 e v(0) = 2.

Exercicio 2.27 Um objeto pontual ) de massa m desloca-se com movimento retilineo ao longo do
eizo dos xx, estando sujeito a uma for¢a —kx que o atrai para o ponto de coordenadas x = 0, onde
k > 0 é uma constante de proporcionalidade e x a abcissa correspondente & posicao de (). Nestas
condi¢oes a lei que rege o movimento de (Q é

dv
Vo = O,
onde o = k/m. Sabendo que a velocidade inicial de @ é v(0) = vy > 0 e a sua posi¢ao inicial x(0) = xo,
mostrar que:

(a) v* = 1§ + a(af — 2%);

(b) x= % sen(y/at) + xq cos(y/at).

sugestao: atender aos sequintes resultados,

= arcsen %, sen(f + ¢) = sen 6 cos ¢ + sen ¢ cos 0.

v—@ / dx
w o

z

Exercicio 2.28 Um circuito elétrico é composto por uma fonte eletromotriz que em cada instante t
fornece uma tensio E, um elemento com resisténcia R e outro elemento com indutdncia, ligados em
série. Nestas condigoes a intensidade de corrente em cada instante i(t) obedece a

di
L— = F.
7 + Ri

Determinar ¢ quando:
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(a) E =200, R =100, L = 100, i(0) = 0;

(b) E =200cost, R =100, L = 100, i(0) = 0.

Exercicio 2.29 Para uma dada populagio, seja n o nidmero de individuos que dela fazem parte no
instante t. Suponhamos que a lei que rege a evolucao temporal de n é

dn
haibuuy &
e

onde k é uma constante positiva. Neste contexto, considere-se uma populacdo relativamente & qual se
sabe que o nimero de individuos no ano 2000 era de 10000, sendo de 5000 no ano 1900.

(a) Com base nestes dados, determinar qual deverd ser o nimero de membros da populagdo no ano
2100;

(b) Supondo agora que para outra popula¢ao a lei a considerar é

dn

— =10"2n—-10"%n%, n < 10°.
dt

Sabendo que no ano 2000 a populacao tinha 100000 membros, determinar:

(1) o nimero de membros no ano 2100;

(ii) o nimero de membros quando t — +oo.

Exercicio 2.30 A lei de arrefecimento de Newton postula que a velocidade de arrefecimento de um

corpo é proporcional, em cada instante t, & diferenca entre a temperatura do corpo T e a temperatura
do meio circundante T,,, ou seja,

dT

. T T_Tma
i )

onde k é uma constante positiva e T > T,,. Considerando que a temperatura de determinado corpo é

de 30°C no instante t = 0, passando a ser de 17.5°C para t =1 hora e de 11.25°C para t = 2 horas,
determinar:

(a) a temperatura do meio circundante (suposta constante durante o processo de arrefecimento);
(b) a temperatura do objeto para t =3 horas;

(c) a temperatura do objeto quando t — +oc.
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2.10 Solucoes dos exercicios do Capitulo 2

2.1. (a) Y’ +32% +day=¢; (D) 2’y+a+2y2=¢ (c) (*+1)senr=¢ (d) (s—s?) /t=c
2.2. (a) 2%y -3z +2y2=7; (b) e (y+2)+y’z=8.

2.3. (a) A=3/2,203 4+ 922y + 1202 =¢; (b) A= -2, y/z? —y/z=c

2.4. (a) f(z,y) =2’y +6(y); (D) flz,y) =y’ +y’°e* + ¢().

25. b)n=-2; (c)ax+2?/y=c (d)z+a?/y=cey=0.

2.6. (b) cosf seny = c.

2.7. (a) y (=* + 1)2 =c¢; (b)arctgr? +arctgs =c¢; (c) rsen?f = c;
@) @+ 1D)°@+2) WP+ D) =cc>0; (e)z—tg(3(@+y) =c

2.8. (a) (x+4)(y+2) 2e¥ =e 1 (b) 2sen2z + 4z —cotgy =7+ 1;  (c) z(z) = 0.
2.9. (a)y=—-In(c—e®); (b)y=2z+eX -1 ()y=tg(x—c) -

2.10. (a) y =zIn(—z) +cz; (b) (v/u)2 —Inv?=c e v(u) =0; (c)nz®— (1 +y2/x2)3/2 =

c.
2.11. (a) 22+ 9% - 522 =0; (b) y =21 -3z — 2z + 2.

2.12. (a) 2?2 +4ay —y?> =¢; (b) 23+ 629> —¢® = c.

2.13. (a) Sempre; (b) Seesése B=2D e E=2C.

2.15. (a)y=a3+cx 3 (b)y=cx2—23 (c)z=1+cet; (d)r=In(cosh) +senfd +c.
2.16. (a) y:%—f—%e_f"S; b)y=z—14+eTpara0<z<ley=1+e7(1—e)paraz > 1.
2.17. () y=a(x+c) 5 (b)y 3 =228 +ca?; (¢ (2?2 —2)tel =c,c>0; (d)y*=2+ ce 8%,
2.18. (a) y* =22+ 15272; (b) y = 4a~3.

2.19. (a) 32+ 22 =k?e 2=0; (b)22+y? —Iny’=kex=0; (c) (ny?—1)y?+22%=k;
(d) 2y +In(y —x — 1)? = k.

2.20. (a) y =c (2% + 223 +1); (b)y:c(egx—Q)l/g; (¢c)y=xzlnz+ cz.
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2.21.

2.22,

2.23.

2.24.

2.25.

2.26.

2.28.

2.29.

2.30.

(a) By+22)=c(y—=xz),c>0; b)y=(x+c—1)e (c)y2=1+ca?ey=0;
(d)y=tg(zx—c)—x; (e)y=dx+ =),

() y= (22 +32)"% (b) >~ 22 =4; (¢) y=(V2r/2— 1)/

(dyy=1—-e"sex<2e2y=x—1-— (2—62)6_x sex>2; (e) el= /v = g2,
k=1/4.

(b) dv/dz + 2A(z) f(z) + Bx) v=—A(®); ()y=z+(1—z+ce®) "

(a) x =5e', 2(5) =5¢% (b)x=2¢e —t—1.

(A v=4t—g5+1e2 (b)o=32—-5t+3 -3 (c)v=03e¥+1)/(3e* —1).
(a)i=2(1—et); (b)i=(cost+sent—et)/2.

(a) n = 9.54 x 107324190 20000; (b) n = (1076 + 4370e~/100) =1 (i) 232010, (ii) 10°.

T =252t +5; (a) 5°C; (b)8.125°C; (c) 5°C.
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Capitulo 3

Resolucao analitica de equacoes
diferenciais lineares de ordem n

3.1 Introducao as equacgoes diferenciais lineares de ordem n

Definicao 3.1 Uma equagao diferencial ordindria linear de ordem n, na varidvel dependente y e na
varidvel independente x, é uma equacao diferencial que se encontra, ou pode ser expressa, na forma

dny dnfly dy
ao(l‘)@ + a1($)W +-+ anfl(x)% +an(2)y = F(2), (3.1)
onde as fung¢oes reais ag, a1, . .., a, e F sao fungées continuas (e conhecidas) no intervalo real I = [a, b

e ap(z) # 0 para todo x € I. O termo do lado direito (seqgundo membro) da equagdo diferencial
precedente, F(x), designa-se termo mao homogéneo da equagio diferencial. Se a fungio F for
identicamente nula, a equacao diferencial diz-se uma equagao diferencial linear homogénea. As
fungées ag, a1, . .., a, designam-se (fungdes) coeficientes da equagao diferencial. No caso destas fungoes
serem constantes, a equagao (3.1) designa-se equagao diferencial linear de ordem m de coeficientes
constantes.

Para n = 2, a equacao diferencial (3.1) reduz-se a

d? d
ao(a) 5 +ar(@) 2 +as(w)y = F(a),
sendo a correspondente equacao diferencial de segunda ordem homogénea (ou incompleta)

d’y dy
ao(l‘)@ + al(ﬂf)% + az(x)y = 0.
De novo, supomos que ag, a, az € F sao fungoes reais continuas em I = [a,b] e que ag(z) # 0 para
todo x € I.

Exemplo 3.1 As equacoes diferenciais

d*y dy 3 dy
(a) x—= +cosx—=+ 2’y =¢€"; (b) g

dx? dx —y=0
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118 3. Resolucao analitica de equacoes es diferenciais lineares de ordem n

sao equagoes diferenciais ordindrias lineares de sequnda ordem, sendo (a) niao homogénea e (b) ho-
mogéneaq.

3.2 Propriedades das equacoes diferenciais lineares homogéneas

Consideramos agora algumas propriedades das equagoes diferenciais lineares homogéneas que nos per-
mitirdo obter familias de solucoes destas equagoes diferenciais que nao sé se expressam na forma
explicita como contém garantidamente todas as solugoes.

d" a1 d
ao(x)ﬁ + al(x)vn_g +--+ an,l(m)d—i + ap(x)y = 0. (3.2)
Teorema 3.1 Sejam fi1, fa, ..., fm, m solugdes da equagao diferencial (3.2). Entdo
cifi+eafe+ -+ emfm,
onde c1, Cay ..., Cpy, SG0 constantes arbitrarias, é ainda uma solugdo da equagao diferencial (3.2).
Demonstragao Tem-se, por hipdtese,
d" f1 d" ' dfy _
ao(x)d$—n +ai(x) T ot an_l(w)% +an(z)f1 =0
d" fa d" s dfs _
ap(x) on T ai(x) el T + ap—1(2) T an(x)fa =0
d" a1 d
a0 T2 an) T 0D+ ) =0,
pelo que, atendendo a linearidade da equagao diferencial dada, resulta
d"c d" e dc
ao(z) d;nfl al(l‘)w_llfl + o+ an-1(z) d;fl +an(w)erfr =0
d"c d" e dc
GO(l‘)ﬁnfz + al(%‘)w_ih et aml@)% +an(w)cafa =0
d"c,, fm dnt Cmfm dcmfm

ao(x)w + al(x)w + -+ ap—1(x) . + an(x)em frmn = 0.

Adicionando cada um dos membros das m equagoes diferenciais precedentes e agrupando as vérias
derivadas, tem-se

mn n—1
aO(w)da:_" (crfi +cafe+ - +emfm) + al(x)m (cafi+cafe+--+emfm)+-
d
et anfl(x)% (afitefot - +onfm) +an(@) (afitcafot - +onfm) =0,
ficando assim demonstrado o resultado pretendido. [
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3.2 Propriedades das equagoes es diferenciais lineares homogéneas 119

Definigao 3.2 Se fi, fo, ..., fm, sdo m func¢oes dadas e ¢y, ca, ..., Cm, SG0 M constantes, entio a
expressao

afit+cfo+--+cemfm

designa-se uma combinacao linear das funcoes f1, fo, ..., fm.

Exemplo 3.2 A expressio 2e** — 4x + cos 2z é uma combinacdo linear das funcdes €%, x e cos 2.

Desta definicao e do teorema precedente decorre o seguinte resultado.

Coroldrio 3.2 Qualquer combinagao linear de solugoes da equagio diferencial linear homogénea (3.2)
é ainda uma solugao dessa equacao diferencial.

Exemplo 3.3 Pode-se verificar facilmente que as fungoes senx e cosx sdo solugdes da equagoes dife-

rencial

d2y

— +y=0. 3.3
Entdao a combinacao linear

Cc1senx + ¢ Cosx
é também uma solugao da equacao diferencial dada, quaisquer que sejam as constantes ¢i1 e ca. Por
exemplo,

7senx — 3cosx

é uma solugao da equacao diferencial dada.

Mo+

Representagao grifica da fungao 7senx — 3 cosz, solugao de (3.8)
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120 3. Resolucao analitica de equacoes es diferenciais lineares de ordem n

Exemplo 3.4 Sabendo que e*, e™* e €** sio solugdes da equacao diferencial

Py Py dy
— —2—= ——=+2y=0 3.4
da3 dz? dx tey ’ (3-4)
conclui-se que
c16% + coe™" + cge®

é uma solucao da equagao diferencial dada, quaisquer que sejam as constantes c1, co e c3. Assim, por
exemplo,

é uma solucao da equacao diferencial dada.

> T

Representagao grifica da funcdao iex — %e*x, solugdo de (3.4)

2z 3

Problema Sabendo que €7, e 2% e €3* sdo solucoes da equacao diferencial

Py Py dy
— —6— ——+4+30y=0
dzx3 dz? dx +30y =0,
determinar uma familia de solucoes desta equagao que envolva 3 constantes arbitrarias.

Resp.: y = c1e™ 2% 4 c9€3* + c3e”.

Passamos agora a lidar com o que designaremos por solucao geral da equacao diferencial (3.2). Para
esse efeito comegaremos por introduzir (ou recordar) os conceitos de dependéncia linear e independéncia
linear de funcoes.

Definicao 3.3 As k funcoes f1, fa, ..., fr, dizem-se funcgoes linearmente dependentes no inter-
valo I = [a,b] se existem constantes ci, ca, ..., ¢k, nao todas nulas, tais que

lel (ZL‘) + Cgfg (ZIZ’) + -+ Ckfk (33) =0

para todo x € 1.
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Exemplo 3.5 As fungées x e 2x sio linearmente dependentes no intervalo [0,1] ja que existem cons-
tantes c1 e ca, nao todas nulas, tais que

a@)+c22)=0 < (a+2c)z=0

para todo x € [0,1]. Considere-se, por exemplo, c; =2 e cog = —1.

Exemplo 3.6 As fungées senz, 3senx e —senx sao linearmente dependentes no intervalo [—1, 2] pois
existem constantes c1, co e c3, nao todas nulas, tais que

c1(senz) +ca(3senz) +c3(—senx) =0 < (¢1 +3ca —c3)senz =0,

para todo x € [—1,2]. Tome-se, por exemplo, c1 =1, co =1 e c3 = 4.

Definicao 3.4 As m funcgoes f1, fa, ..., fm, dizem-se funcgoes linearmente independentes no
intervalo I = [a,b] se nao sao linearmente dependentes nesse intervalo. Ou seja, as fungoes fi, fa,
.oy fm, sdo linearmente independentes no intervalo I se a relag¢do

afi (@) +eafa(x)+ -+ cmfm (x) =0, Vel
mmplica que
cp=cp=:=c¢p=0.

Por outras palavras, a tinica combinacao linear das funcoes f1, fa, ..., fm, que é identicamente nula
em I é a combinacao trivial

0x fi(z)+0x fa(x)+---4+0X frn(x)=0.

2

Exemplo 3.7 As fungoes x e x* sio linearmente independentes no intervalo [0,1] pois

ax+ =0, Vre [0,1]

verifica-se somente quando ¢ = ca = 0 (porqué?). O mesmo se passa, por exemplo, com as fungoes
cosT esenx, cosx e cos2z, e¥ ee ™, cosh3x esenh3x ... conforme veremos mais & frente recorrendo
ao conceito de Wronskiano de um conjunto de fungaoes.

O préximo teorema diz respeito & existéncia de conjuntos de solugoes linearmente independentes
de uma equacao diferencial linear homogénea de ordem n, bem como a relevancia de tais conjuntos na
determinacao de solucoes deste tipo de equacoes diferenciais.
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122 3. Resolucao analitica de equacoes es diferenciais lineares de ordem n

Teorema 3.3 A equagio diferencial linear homogénea de ordem n (3.2) possui sempre n solugdes
linearmente independentes. Mais ainda, se f1, fa, ..., fn, 8G0 n solugdes linearmente independentes
da equagao diferencial (3.2) num intervalo aberto I, entdo toda a solu¢ao da equagdao diferencial (3.2)
pode ser expressa como uma combinacao linear

lel(gv)+62f2(x)+"‘+cnfn(x)a VJZE[,

destas n funcoes linearmente independentes, escolhendo adequadamente as constantes ci, ca, ..., Cp.

Este teorema diz-nos que dada uma equacao diferencial linear homogénea de ordem n, existe sempre
um conjunto de n solucoes linearmente independentes. Uma vez assegurada a existéncia desse conjunto,
o teorema estabelece que qualquer solugao da equacao diferencial (3.2) pode ser escrita como uma
combinagao linear de quaisquer n solugoes linearmente independentes, escolhendo adequadamente as
constantes que intervém na combinagao linear.

Exemplo 3.8 Vimos anteriormente que as fung¢oes cosx e senx sao solucoes da equacao diferencial
linear homogénea

d?y

da?
em R. Pode-se mostrar que estas duas solugoes sio linearmente independentes (ver Exemplo 3.14).
Suponhamos agora que f é uma solu¢do qualquer desta equagao diferencial. O Teorema 3.8 garante que
f pode ser expressa como uma combinacdo linear ¢y cos x+cosenx das fungoes cosx e senx, escolhendo
adequadamente as constantes c¢1 e co. Ou seja, existem duas constantes c1 € co ( que sao 1unicas ) tais

que

+y=0

f(z) =cicosz+cgsenz, VreR.

Por exemplo, f(x) = sen (z + 7/6) é uma solugao da equagao diferencial dada uma vez que, como se
verifica facilmente, f"” + f = 0. Entao, pelo Teorema 3.3, a fungdo f deve corresponder a combinagdo
linear das duas solucoes linearmente independentes, cosx e senx, sendo os coeficientes da combinacao
linear tnicos. A identidade

0 | 3
sen (z + 7/6) = sengcosa:—i—senxcosg = §cosa:—|— — senz

comprova precisamente este facto.

Seja agora f1, fa, ..., fn, um conjunto de n solugoes linearmente independentes da equacao dife-
rencial linear homogénea de ordem n (3.2). Entao o Teorema 3.2 garante que a combinagao linear

crfi (@) +eafa () + -+ enfn(2), (3.5)

onde ¢y, ¢, ..., ¢y, S0 constantes arbitrarias, ¢ também uma solugao da equagao diferencial (3.2).
Por outro lado, pelo Corolario 3.3 sabemos que se f é uma solugao da equacao diferencial (3.2), entao
f pode ser expressa como uma combinagao linear (3.5) das n solugoes linearmente independentes fi,
fa, ..., fn, escolhendo adequadamente as constantes ci, ¢, ..., ¢,. Portanto, a combinacao linear

Departamento de Matematica e Aplicacoes J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019
Universidade de Minho



3.2 Propriedades das equagoes es diferenciais lineares homogéneas 123

(3.5) das n solugbes linearmente independentes f1, fa, ..., fn, na qual ¢1, c2, ..., ¢,, sd0 constantes
arbitrérias, deve incluir todas as solugoes da equagao diferencial (3.2). Por esta razao, referimos-nos a
um conjunto de n solugoes da equacao diferencial homogénea (3.2) como “um conjunto fundamental
de solugoes” dessa equacao diferencial e designamos uma combinagao linear “geral” de n solugoes
linearmente independentes por “solugao geral” da equacao diferencial (3.2).

Definicao 3.5 Se f1, fa, ..., fn, sGo n solugdes linearmente independentes da equagdo diferencial
linear homogénea de ordem n

d" a1 d
aole) g+ 1 (@) gt o e (2) 30 4 an(@)y = 0 (3.6)
em I = [a,b], entao o conjunto f1, fa, ..., fn, designa-se um conjunto fundamental de solugées

desta equacdo diferencial. Por outro lado, a funcao f definida por

flx)=cifi(@)+cafo(x)+ - +cnfn(), rel,

onde ci1, Ca, ..., Cp, SG0 constantes arbitrdrias, designa-se solugao geral da equacao diferencial
(3.6) em I. Conforme veremos, para uma dada equagao diferencial do tipo (3.6), existe uma infinidade
de conjuntos fundamentais de solucoes e consequentemente de formas distintas, embora equivalentes,
de escrever a respetiva solu¢ao geral.

Exemplo 3.9 Sabendo que as fungoes cosx e senx sao duas solugdes linearmente independentes da
equacao diferencial de sequnda ordem
d?y
da?
para todo x real, entdo cosx e senx constituem um conjunto fundamental de solucoes desta equacao
diferencial, sendo a sua solu¢ao geral dada por

+y=0

C1COST + cosenwx,
onde c¢1 e co sGo constantes arbitrarias. Podemos entdo escrever a respetiva solug¢do geral como

Y = €1 COST + casen .

Exemplo 3.10 Pode-se mostrar que as solugoes €%, e e e** da equacio diferencial

By dPy  dy
C9 9f9 B9y
dx3 dx?  dx 2y

sdo linearmente independentes para todo x real (ver Exemplo 3.16). Entio €*, e=® e €** constituem
um conjunto fundamental de solugoes desta equacao diferencial, sendo a sua solucao geral dada por

_ x —x 2x
Y =c1e” +coe 7+ cze”,

onde c1, co e c3 sao constantes arbitrdrias.
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124 3. Resolucao analitica de equacoes es diferenciais lineares de ordem n

x

Exemplo 3.11 Pode-se mostrar que as fungoes €* e e™* constituem um conjunto fundamental de

solugdes da equagao diferencial (porqué?)

d?y
Assim, a sua solucdo geral pode ser escrita como
y=cre’ +cee” . (3.8)

Se atribuirmos valores as constantes ¢ e ca obteremos solugoes da equacao diferencial (3.7). Por
exemplo, tomando c¢; = 1/2 e ca = 1/2, concluimos que a fun¢ao coshx é uma solugao de (3.7). De
igual modo, escolhendo c1 = 1/2 e co = —1/2, concluimos que o mesmo se passa com a fun¢do senh .
Ora, o par de fungoes coshx e senh x constitui um conjunto fundamental de solugoes de (3.7), pois sao
linearmente independentes, pelo que a respetiva solucao geral também pode ser expressa como

y = ki coshz + ko senh x.

Esta forma de representar a solugdao geral, embora menos dbvia do que (3.8), pode ser mais ttil em
determinados contextos conforme veremos adiante.

Problema Determinar a solugao geral da equacao diferencial

d*y dy

2

_— 4 —_ =

$d$2 $d$+6y 0, x>0,
sabendo que esta admite duas solucoes do tipo z™, n € Z.

Resp.: y = 122 + con®

O préximo teorema fornece-nos um critério simples para determinar se n solugoes de uma equagao
diferencial linear homogénea de ordem n sdo ou nao linearmente independentes. Antes, porém, intro-
duzimos um novo conceito.

Definigao 3.6 Sejam f1, fo, ..., fx, k funcgoes reais, cada uma possuindo derivadas até a ordem k—1
em I = [a,b]. O determinante

f1 far S
fl oo i
W(f1>f2>"'>fk) =
k—1 k—1 k—1
fl( ) 2( ). flg )
designa-se o Wronskiano destas k funcoes. Note-se que W (f1, fo, ..., fr) € tal como f1, fo, ..., f&,
uma funcao real definida em 1.
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Teorema 3.4 As k fungées fi, fa, ..., fx, sdo linearmente independentes em I = [a,b] se e s6 se o
Wronskiano de f1, fa, .., fr, € diferente de zero para algum valor de x em I.

Exemplo 3.12 Usar o Wronskiano para mostrar que as fungoes x, 2 e 22, sio linearmente indepen-

dentes em qualquer intervalo real do tipo |a,b].

Solugao. Tem-se

2 3 1 2 1

x ¢ x x T
W (;U, z2, x?’) =11 2z 322 |=2|1 2z 322 |=222|1 2z 3z |=2z3
0 2 6z 0 2 6x 0 1 3

pelo que o Wronskiano sé se anula para x = 0, verificando-se portanto as condi¢oes do Teorema 3.4.

Exemplo 3.13 Mostrar que as fungdes ™ e x™, sao linearmente independentes no intervalo [1,2] se
e sé sem # n.

Solugao. De facto, tem-se

x
W (z™,2") = = (n —m)az™" L
mx™m1 nen—1

o qual nao se anula no intervalo [1,2] se e sé se m # n. Note-se que se imposermos adicionalmente
que m +mn > 1, entdo o mesmo resultado é valido para qualquer intervalo de R uma vez que nessas
condigoes o Wronkiano apenas se anula para x = 0, existindo portanto uma infinidade de valores de x

para os quais W (™, z™) # 0.

Problema Averiguar em que condigoes é que os seguintes pares de fungoes sao linearmente indepen-
dentes: (e‘”, eb® ), (cosax, cosbr) , (eax cos cz, P sen C:L‘), (e“* cos ax, e“* sen bx).

Resp.: a # b, |a|] # |b], a # b, |a| # |b|, respetivamente.

Caso as fungoes em andlise sejam solugoes de determinada equagao diferencial linear homogénea de
ordem n, tem-se o seguinte resultado (mais forte do que o expresso pelo Teorema 3.4).

Teorema 3.5 (Teorema de Abel) O Wronskiano de n solugées de uma equagao diferencial linear
homogénea de ordem n ou é identicamente nulo em I ou nunca se anula nesse intervalo.

Portanto, se conhecermos n solucées de uma equacao diferencial linear homogénea de ordem n,
podemos usar o teorema precedente para determinar, de forma simples, se sao ou nao linearmente in-
dependentes. Se forem linearmente independentes, entao formam um conjunto fundamental de solugoes
da equacao diferencial em causa, escrevendo-se a respetiva solucao geral como uma combinagao linear
destas n funcbes com coeficientes arbitrérios.
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Exemplo 3.14 Podemos aplicar o Teorema 3.5 para mostrar que as solucoes cosx e senx da equacao

diferencial
d?y
— — 0
de? Y

sao linearmente independentes. De facto,

COST sen xr

W (cosz,senz) = =1#0,

—Ssenr Ccosx

para todo x real. Portanto, cosx e senx sao solugoes linearmente independentes da equacao diferencial
dada, constituindo portanto um conjunto fundamental de solucoes da equacdo diferencial.

Exemplo 3.15 As solucdes e* e e da equacao diferencial

d?y
rri
sao linearmente independentes uma vez que W (e®,e™%) = —2 # 0, para todo x real.

Exemplo 3.16 As solucoes €*, e e €** da equagdo diferencial

By Ay dy
YY 5%y Y s, —
dx3 dx? dx 2y =0

sao linearmente independentes em qualquer intervalo real pois

et et e 1 1 1
w (ex, e ", 62:") =]e® —e @ 2% |=e¥| 1 —1 2|=—6e2+£0,
et e 4e? 1 1 4

para todo x real.

Exemplo 3.17 As solucoes x e 2x da equacgao diferencial

d?y

a2 Y

sao linearmente dependentes em qualquer intervalo real pois

T 2x

W (x,2x) =
(z,2x) s

=0,

para todo x real.
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Problema Mostrar que o Wronskiano das funcoes 1, = e 22, solucdes da equacdo diferencial v = 0
nunca se anula.

Problema Mostrar que o Wronskiano das fungoes coshz e senh x, solucoes da equagao diferencial
2
y' —y= 0% — 5 = 0 nunca se anula (recordar que cosh?z — senh?® z = 1).

e A reducgao de ordem

Vamos agora abordar uma técnica que nos permite, em determinadas condigoes, reduzir a ordem de
uma equacao diferencial linear homogénea de ordem n para ordem n — 1, recorrendo a uma mudanca
de varidvel adequada. Conforme veremos, esta técnica pode revelar-se muito ttil quando a equacao
diferencial original é de segunda ordem.

Teorema 3.6 Seja f(x) uma solugdo nao trivial (isto é, nao identicamente nula) da equagao diferen-
cial linear homogénea de ordem n

L n—1
ao(ﬂ?)ﬁ + a1 (z)

Y

dy
| + ot an—1(x)== + an(x)y = 0. (3.9)

dx

Entao a transformagio y = f(x)v reduz a equagao diferencial (3.9) a wma equagio diferencial linear
homogénea de ordem n — 1 na varidvel w = dv/dx.

Demonstracao Este teorema serd particularmente ttil na obtencao de solucoes de equacétes diferen-
ciais lineares homogéneas de ordem 2. Vejamos o que acontece nessa situacao. Considere-se, para o
efeito, a equagao diferencial (3.9) no caso em que n = 2, ou seja,

d’y dy
ao(x)@ + al(x)% + as(z)y = 0. (3.10)
Seja a transformagao
y = f(x)v, (3.11)
onde f(x) é uma solugao (conhecida) da equagao diferencial (3.10), isto &,
d>f daf
ao(z) -5 +ai(z) - +az(z) f = 0.
De (3.11) resulta
dy dv df(x
) & Po_ df(x)dv ()
Y v x) dv x
Y= fla)— & 1
dx? 1 (@) dx? * dz dz dx? (3.13)
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Substituindo (3.11), (3.12) e (3.13) em (3.10) obtém-se

2U X v 2 X X
w5 + 2002 + @] G+ e L+ 0@ L2 + @] o=

a qual ainda é¢ uma equagdao de segunda ordem. No entanto, como f é uma solugdo da equagao
diferencial (3.10), o coeficiente que multiplica v na equagao diferencial agora obtida ¢ nulo, resultando

2, . ;
w0 + |20 L + o) ()| =0

A nao existéncia de termo em v na equacao diferencial precedente permite realizar a mudanca de
variavel w = dv/dz, vindo

ao(x)f(x)% + [2&&@%;) +a; (w)f(x)] w =0,

que é uma equagao diferencial linear homogénea de primeira ordem na varigvel dependente w (e simul-
taneamente de varidveis separdveis). Portanto, supondo que f(z) # 0 e ag(x) # 0, tem-se

dw A 1 a@)]
w [ iz f<x>+ao<x>]d’

resultando por primitivacao e subsequente exponenciagao

w=cop |- [ 25 0] R

Tomando ¢ =1 e tendo em conta que w = dv/dz, obtém-se

bz,

[f (@))? ’
resultando, atendendo a que y = vf(z),
exp |— () x
e

Esta tultima solugao, que designamos por g(z), é também uma solugao da equagao diferencial (3.10).
Além disso, f(x) e g(x) s@o linearmente independentes ja que

:‘ /() J(@p = [f(2)]*V = exp [—/‘“(”3) d:r] £ 0.

f'@) flep + f(x)v ao(z)

Portanto, f e g formam um conjunto fundamental de soluc¢oes da equacao diferencial (3.10), pelo que
a combinacao linear

W(f,g) = '

cf+cag

é a solucado geral da equagao diferencial (3.10). [
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Vejamos entao alguns exemplos de aplicacao da reducao de ordem a equacgoes diferenciais lineares
de segunda ordem, sabendo de antemao que a técnica conduz a resolugao de uma equacgao diferencial
linear de primeira ordem homogénea (que também é de varidveis separaveis).

Exemplo 3.18 Sabendo que y = x é uma solu¢ao da equagao diferencial

d?y dy
241) 5 -2 42y =
(az+ )de xdx+y 0,

determinar uma solucao linearmente independente usando a propriedade da reducao de ordem.

Solugao. Fazendo a mudanga de varidvel y = vz, tem-se

=vr = @—v—l—$@ = @—x@—l—Q@
v= de dx dz?2 " da? dz’

pelo que substituindo estas expressoes na equacao diferencial dada, resulta

d? d d
(x2+1) (x Z}—1—2—2}> —2w<v+x—v>+2vx:0,

da? dx dx
ou seja
d?v dv
2
1) —5+4+2—=0 3.14
r(@+1) %y, .10
onde nao figura (como esperado) nenhum termo em v. Fazendo a mudanga de varidvel w = dv/dz,
obtém-se
_dv v dw

S T A d

vindo para a equagao diferencial (3.14)
dw
2
1) — + 2w = 1
x($+)d$—|—w 0, (3.15)

a qual, conforme esperado, é uma equagao diferencial linear homogénea de primeira ordem (e portanto
também de varidveis separdveis). Em geral é preferivel adotar a metodologia de resolu¢ao associada as
EDOs lineares de primeira ordem de forma a evitar a apari¢io de mddulos e necessidade de exponen-
ctagao. Vejamos, a titulo meramente ilustrativo, cada um dos casos:

(1) A equagao diferencial (3.15) é de varidveis separdveis, escrevendo-se na forma separada (supondo

que w(z) #0)
dw 2 d_w 2 2x

w o s@r)™ T :(_E+a:2—+1>dx’

resultando por primitivacdo e posterior exponencia¢ao

241 1
ln\w\:—21n]:p\+ln(:v2+1)+ln]c\ = w:c$+ =c({l+—=),
x? z?

onde ¢ é uma constante arbitrdaria nao nula (porqué?). Tomando ¢ = 1 e atendendo a que
w = dv/dzx, vem
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Note-se que o caso w(z) = 0 (também solugio da equagao diferencial (3.15) néio é interessante
neste contexto jd que conduz a v(xr) = constante e, portanto, nao permite obter um conjunto
fundamental de solugoes (porqué?).

(ii) A equagao diferencial (3.15) pode-se escrever

dw 2
+

4~ = 1
dx x(wz—i-l)w 0 (3.16)

a qual é da forma dw/dx + P(z)w =0 com

2 2 2z 5 22
P(x)_m_;_mz——i—l = p(z) =exp (2ln]z| —In(z +1))_$2+1,

Assim, multiplicando ambos 0os membros da equagao diferencial (3.16) pelo fator integrante p(z),

resulta
2 dw n 2x 0 d x? 0
—_—t——w= = — | 5—w]|=
2+ 1de (224 1) de \ 22 +1 ’

conduzindo & solugao geral (porqué geral?)

1
w:c<1+—2), ceR.
x
Tal como em (i), o caso ¢ =0 é desinteressante, pelo que consideraremos ¢ = 1.

De aqui em diante a resolugao é similar nos dois casos. Tem-se

dv 1 1
—=14+— & v=z-——+k,
dx 22 x
onde k é uma constante arbitraria. Tomando k = 0 resulta

y:vx:$2—1,

15to €,

1
g(x) = f(x)v(zx) == <a: - —) =22 — 1.
x
O Teorema 3.6 garante que esta é a solucdo linearmente independente que procurdvamos. As fungdes
x e x? — 1 constituem um conjunto fundamental de solucdes da equacdio diferencial dada, pelo que a
sua solugdo geral pode ser escrita como

y=cz+c(a®—1).

Note-se que o caso w(x) = 0 (também solu¢io da equagdo diferencial (3.15) nao é interessante neste
contexto ja que conduz a v(x) = constante e, portanto, nao permite obter um conjunto fundamental de
solugoes (porqué?).
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xT

Exemplo 3.19 Sabendo que e™* é uma solu¢io da equacgao diferencial

d*y . dy
GV 0% =0
dx? + dx Tty ’

pretende-se determinar a solucao geral desta equacdo diferencial.

Solugao. Fazendo a mudanga de varidvel y = ve™™, tem-se

d d d? d? d
Yol e o R +ve 7,

y=ve = de dx dz? dx? dx

pelo que substituindo estas expressoes na equagao diferencial dada, obtém-se
d? d d d?
( U—2—U+v>+2<—v—v)—l—v:() & U:O,

dx2 dx dx dx?

cuja solugdo geral é (dada a simplicidade da equacgao diferencial em v, nao se justifica realizar a
mudanga de varidvel z = dv/dx)
v = Az + B.

Portanto, escolhendo A =1 e B = 0, temos que xe™* é uma solug¢io da equacdo diferencial dada,
formando conjuntamente com e~* um conjunto fundamental de solugdes (porqué?). Assim, a solugdo
geral da equagdo diferencial proposta pode ser escrita como

y=cre “+coxe ¥ = (c1 + cox)e "

2

Problema Sabendo que z“ é uma solucao da equacao diferencial

?y ., dy
2 —
$@—3$%+4y—0, x> 0,

determinar a respetiva solucao geral.

Resp.: y = c12? + coz?Inz.

e Exercicios sobre propriedades das equagoes diferenciais lineares homogéneas

Exercicio 3.1 Mostrar que se fi(z) e fa(x) sao duas solugdes da equagao diferencial
ao(z)y” + ar(2)y’ + az(z)y = 0,

entao c1f1(x) + cafa(x) também é uma solugao desta equagao diferencial, onde cie co sdo constantes
arbitrarias.

Exercicio 3.2 Considerar a equacao diferencial

y' =2 +y=0.
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(a) Mostrar que e* e xe® sao solugdes linearmente independentes desta equagao diferencial para todo
x real;
(b) Escrever a solugdo geral da equagao diferencial dada;

(¢) Determinar a solugao que satisfaz a condi¢ao y(0) =1, y'(0) = 4.

Exercicio 3.3 Considerar a equacao diferencial

22y — 2y +2y =0, z€]l,2[.
(a) Mostrar que = e x>
x € ]l,2[;

sao solugoes linearmente independentes desta equacgao diferencial para todo

(b) Escrever a solugdo geral da equagao diferencial dada.

Exercicio 3.4 Considerar a equagdo diferencial
y" — 5y + 4y = 0.
(a) Mostrar que as fungdes e*, e** e 2e* — 3¢** sdo solugdes desta equagdo diferencial em R;

(b) Mostrar que as solugdes €” e e**

sao linearmente independentes para todo x real;
(¢c) Mostrar que as solugdes e* e 2¢* — 3e* também sio linearmente independentes para todo x real;

(d) Escrever a solugao geral da equagao diferencial dada.

Exercicio 3.5 Sabendo que f(x) = x é uma solug¢ao da equagdo diferencial
22y —dzy +4y =0

em |1,2[, determinar uma solugdao linearmente independente, g(x), usando a propriedade da redugdo
de ordem e escrever a solucao geral da equacdo diferencial dada.

Exercicio 3.6 Sabendo que w(z) = €2* é uma solucio da equagdo diferencial
2z +1)y" —4(z+1)y +4y =0,

em 0, 1], determinar uma solugao linearmente independente, q(x), usando a propriedade da redugdo
de ordem e escrever a solucao geral da equacdo diferencial dada.

3.3 Propriedades das equacgoes diferenciais lineares nao homogéneas

Consideramos agora alguns resultados relativos a equagao diferencial ndo homogénea (ou completa)

mn

d dar—1 d
ao(:v)ﬁ + al(:v)w_?{ + 4 an_l(:v)d—z + an(z)y = F(x). (3.17)

Um teorema fundamental relativo a esta equagao diferencial é o seguinte.
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Teorema 3.7 Seja v uma solucao qualquer da equacgao diferencial linear nao homogénea de ordem n
(8.17). Seja u uma solug¢io qualquer da equagdo diferencial homogénea associada. Nestas condigoes
u+v é uma solugao da equacao diferencial nao homogénea (3.17).

Demonstragao A demonstracio deste teorema recorre ao facto da equagao diferencial ser linear. De
facto, tem-se por hipétese,

d™v dar—1 dv
ao(:c)@ + al(:v)d — ++ an_l(az)% + ap(x)v = F(x)
e
d™u a1 du
CLO(%‘)% + al(l‘)m + + anfl(l‘)% + an(x)u =0

Adicionando as duas equagoes precedentes membro a membro, obtém-se

n n—1
o) Ty )Ty @ @) (o) = P,
mostrando-se assim que v + v é também uma solugao de (3.17). ]

Exemplo 3.20 Sabendo que f(x) =x+ 1 é uma solu¢ao da equagio diferencial nao homogénea

d%y

— =z+1

72 +y +
e que g(xr) = cosx + senx é uma solugao da equagao diferencial homogénea

d?y

ZJ -0
conclui-se que h(x) = x+14cosx+senx é também uma solugao da equagao diferencial nao homogénea
dada.

Problema Mostrar que y = 2x — 3 4+ k cosz é uma solucao da equagao diferencial

d?y
— ty=2r-3
dez 7Y
qualquer que seja o valor da constante real k.
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Apliquemos agora o Teorema 3.7 ao caso em que v é uma solucdo dada da equacdo diferencial nao
homogénea (3.17), nao envolvendo qualquer constante arbitrédria (que designaremos por y,), € que u é
a solucao geral da equagao diferencial homogénea associada (que designaremos por y..), isto é,

Ye=cifi+cafo+ - +cufn

Entao do teorema precedente resulta que
Ye + Yp

¢é uma solugao da equacao diferencial nao homogénea (3.17), envolvendo n constantes arbitrarias. Tem-
se ainda o seguinte resultado importante.

Teorema 3.8 Seja y, uma solugao dada da equacao diferencial linear nao homogénea de ordem n
(3.17) nao envolvendo qualquer constante arbitraria. Seja

Ye=c1fr +cafo+ -+ cnfn

a solugao geral da equacao diferencial homogénea (ou incompleta) associada. Entao toda a solu¢ao da
equacao diferencial (3.17) pode ser expressa na forma

lel +C2f2+"‘+cnfn+ypa

escolhendo adequadamente as constantes c1, ca, ..., Cp.

Neste contexto, tem-se a seguinte definicao.

Definicao 3.7 Considere-se a equacgao diferencial linear nao homogénea de ordem n

mn

ao(2) 4 + a1(a)

dn—ly

Jon—1 + - +an—1($)_i +an(z)y = F(:L‘) (3.18)

e a equacao diferencial homogénea associada

ar dn—l
ao(2) 2 + a1 (2) 7%

d
2 ot ano (1)) + an(@)y = 0. (3.19)

dx

Tem-se os sequintes resultados:

1. A solugdo geral da equagao diferencial (3.19) designa-se fung¢do complementar da equagio
diferencial (3.18), denotando-se por y.;

2. Qualquer solu¢ao particular da equagao diferencial (3.18) que nao envolva constantes arbitrarias
designa-se um integral particular ou uma solug¢do particular da equacao diferencial (3.18),

yp 7'

3. A solugao y.+y, da equagao diferencial (3.18), onde y. é a fun¢ao complementar e y, uma solug¢ao
particular da equagao diferencial (3.18), designa-se solugao geral da equagao diferencial (3.18).
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Exemplo 3.21 Considere-se a equagao diferencial

d?y

@—l—y:x—l—l.

A funcao complementar associada é a solucao geral da equagdo diferencial homogénea associada

d?y

@z tv=0

pelo que (ver Exemplo 3.3)
Ye = C1 COST + C2Sen x.

Por outro lado, um integral particular da equagao diferencial nao homogénea é (ver Exemplo 3.20)
Yp =2+ 1,
e por isso a solucao geral da equacdo diferencial nao homogénea pode ser escrita na forma

Y=1Yc+yYp=circosx +cosenx +x + 1.

Exemplo 3.22 Considere-se a equacgao diferencial

Py _
dz3

—T

A equagao diferencial homogénea associada tem como solu¢ao geral (porqué?)

Yo = C1 + CoT + 03902,

enquanto que e~* é uma solugao particular da equagdo nao homogénea. Assim, a solu¢ao geral desta

equacao diferencial pode ser escrita como

y=c1+cox +e3z? +e®

Problema Determinar a solucao geral da equacao diferencial

d%y

sabendo que as funcoes cosh 2z e senh 2z sao solugoes (linearmente independentes) da equacao ho-
mogénea associada.

Resp.: y = ¢q cosh 2z + ¢ senh 2 — 4.
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Abordaremos de seguida alguns métodos para obtencao destas duas componentes da solugao geral
(ye € yp). Para esse efeito comecemos por notar que se o membro nao homogéneo da equacao diferencial
(3.18) for expresso como uma combinagao linear de duas ou mais fungoes, entao podemos usar o seguinte
resultado para obter uma solucao particular daquela equacao resolvendo um conjunto de subproble-
mas. Este é formado por vérias equagoes diferenciais lineares ndo homogéneas cujo primeiro membro
coincide com o da equagao de interesse, surgindo no segundo membro cada uma das fungdes (uma por
subproblema) que surgem no segundo membro da equacao dada. Como veremos, em determinadas
circunstancias, esta propriedade pode simplificar bastante o cdlculo de uma solucao particular.

Teorema 3.9 (Principio da Sobreposicdo) Sejam fi, fa, ..., fm, integrais/solugdes particulares
das equacoes diferenciais

dny nfly dy B

ao@)@ + al@)ﬁ +t anfl(x)% + an(x)y = Fi(z), (3.20)
dny dnfly dy B

ao(ﬂ?)@ + al(ﬂf)m +t anfl(‘r)% + an(z)y = Fa(x), (3.21)
dny dn—ly dy -_

ao(x)% +ap (w)m + 4+ an_l(w)% + ap(x)y = F(z), (3.22)

respetivamente. Entao
y=kifi+kafo+-+knfm

é um integral/solucao particular da equagao diferencial

ny dn—ly dy
ag(z) == + a1 (@) =y o a1 (@) an(@)y = ki Fy (2) ke B (2) o K E (2)
onde ki, ko, ..., ky, sao constantes. A demonstracao deste teorema é imediata devido & linearidade

das equacoes diferenciais envolvidas.

Exemplo 3.23 Considere-se a equagao diferencial
y' —y=—-5+2z+8 "

O segqundo membro desta equagao diferencial é uma combinagao linear das fungées Fy(x) =1, Fo(z) = x
e Fs3(z) = e, sendo os coeficientes dessa combinagao linear ki = —5, ko = 2, ks = 8 (note-se que
a escolha dos pares (Fj, ki) nao é inica). Assim, consideremos as equagées diferenciais e as respetivas
solucaoes particulares

y”_y:]‘ — yp1:—17

y//_y:x — yp2:—x7
1
yi—y=e" = yp=—gre”
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Assim, por aplicacio do Principio da Sobreposicdo podemos concluir que uma solu¢ao particular da
equacao diferencial dada é

x

Yp = klypl + k2@/p2 + k3yp3 =5 —2x —4zxe ”.

Note-se que a obtencao de yp1 e yp2 € imediata (porqué?), pelo que, em bom rigor, esta propriedade

permite focar a atenc¢ao (entenda-se, o esforco de resolu¢ao) apenas na equagao diferencial y”—y = e™7.

Exemplo 3.24 Suponhamos que queremos determinar um integral particular da equagao diferencial
/!
Yy +y=3x+1+5tgx, =z€]0,7/2.
Solugao. Podemos considerar, por exemplo, duas equagoes diferenciais, a saber,
y'+ty=3z+1 e y'+y=tgu,

as quais tém integrais particulares 3x + 1 e — (cosx)In (secx + tgx), respetivamente. Portanto, apli-
cando o Principio da Sobreposi¢ao, podemos concluir que um integral particular da equacao diferencial
dada é

Yp=3x+1—5(cosx)In(secx +tgx).

Novamente, a determnacao de uma solucao particular pode ser dividida em dois subproblemas, um com
resolucao imediata e outro que requer, como veremos, a utilizacao de uma metodologia mais pesada.
De outra forma, esta teria de ser aplicada a todo o sequndo membro da equacao diferencial dada.

Exemplo 3.25 Considere-se a equacgao diferencial

1—=x

Yy —y=5+2e" + e, xel0,1].

3
Dada a natureza do sequndo membro desta equacao diferencial, podemos considerar trés equacoes dife-
renciais:

i) ¥y —y =1, a qual tem uma solugdo particular imediata, a saber, y, = —1;

(ii) y" —y = €, que admite como solu¢ao particular y,, = i(2:13 —1)e*, a qual pode ser obtida

usando o método dos coeficientes indeterminados (que abordaremos de sequida);

(i) y" —y = (z73 — 272)e®, cuja solugio obriga a wutilizacdo do método (mais pesado, conforme

veremos) de varia¢ao das constantes, conduzindo a yp, = %x_lex.

Assim, uma solugao particular da equacdo diferencial dada é

1 1e”
yp:5yp1—|—2yp2—|—yp3:—5—1—5(2:1:—1)6“’—1—5;
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Problema Determinar uma solucao particular da equacao diferencial

y//_y/ :7—3€x+4€2x,

2z

sabendo que as fungoes z, ze® e e** sao, respetivamente, solucao das seguintes equacoes diferenciais

y// _y/ — _17 y// . y/ — e e y// . y/ — 262x.
Resp.: yp = =7z — 3ze” + 2e%7,

O interesse da aplicagao desta propriedade estd portanto na possibilidade de decompor o problema
inicial em problemas mais simples, (no maximo) tantos quanto o niimero de parcelas existentes no termo
nao homogéneo da equagao diferencial para a qual se pretende determinar uma solucao particular.
Assim, conforme veremos, pode-se inclusivamente usar métodos distintos para o cdlculo de solugoes

particulares consoante a natureza das fungoes que surjam no segundo membro de cada uma das m
equacoes diferenciais referidas no teorema precedente.

e Exercicios sobre propriedades das equacoes diferenciais lineares nao homogéneas

Exercicio 3.7 Considerar a equagdo diferencial linear nao homogénea
d*y dy 2
— — 3— 4 2y = 4z°.

dz? dx tay=sr

2x

(a) Mostrar que €* e e** sao solugdes linearmente independentes da equagao diferencial homogénea

associada;
(b) Qual a fun¢ao complementar da equagao diferencial dada?
(¢c) Mostrar que 2x% + 6x + 7 é um integral particular da equacdo diferencial dada;

(d) Qual a solugdo geral da equagao diferencial dada?

Exercicio 3.8 Sabendo que um integral particular da equagao diferencial

Py _dy
SV 5% yey=1
dx? dx+ y

éy=1/6; que um integral particular da equagao diferencial

d?y  _dy

éy=ux/6+5/36; e que um integral particular da equagao diferencial

PPy _dy
SV 5 gy =
dx? d:z:+ y=e¢

éy=e"/2, determinar um integral particular da equagao diferencial

Py  _dy
S 58 6y = —6+ 122 — 3¢,
dr2 da:+ Y + 122 e
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3.4 A equacgao linear homogénea com coeficientes constantes

Nao existe uma metodologia que permita determinar a solugao geral de qualquer equagao diferencial
linear homogénea. Vimos anteriormente que a propriedade de reducao de ordem pode ser interessante
nalguns contextos para obter um conjunto fundamental de solugbes, mas na pritica o seu ambito
de aplicagdo é bastante limitado. Assim, torna-se necessdrio impor constrangimentos adicionais as
equacoes diferencial lineares homogéneas em estudo de forma a poder estabelecer uma metodologia
genérica para a determinagao de conjuntos fundamentais de solugoes e, consequentemente, da respetiva
solugao geral. Por esse motivo restringiremos, nesta fase, a nossa atengao as equacgoes diferenciais
lineares homogéneas com coeficientes constantes, ou seja, as que podem ser escritas na forma

dny dn—l y dy
a0%+alm+---+an_1%+any:0, (3.23)
onde ag, ai, ..., a,, s40 constantes reais. Mostraremos que a solugao geral desta equacao diferencial

pode ser obtida de forma explicita.
Devido a forma da equagao diferencial (3.23), é de esperar que qualquer funcao f(z) que seja uma
solugao dessa equagao tenha a seguinte propriedade:

dk
2 [f@)] = (@), (3:24)

Ou seja, as derivadas de f devem ser multiplos da prépria funcdo. A questao estd em saber se existe
alguma funcdo com tal propriedade. A resposta é afirmativa, pois a fungao

f(x) =™,
onde m é uma constante (em geral complexa), verifica a propriedade (3.24) uma vez que

k k
@) = o] = mbe™ = m [ (@) = e f (@),

com ¢ = mF. Assim sendo, pretendemos determinar solucdes da equacdo diferencial (3.23) da forma

y — ema}
onde m € C.
Supondo entao que y = e™
valor de m, tem-se

¥ ¢ uma solugao da equagao diferencial (3.24) para um determinado

@ _ mx d2y 2 _mx L dny — mlemt

mx
=e = = me = —2Z = =
y dx dx? dx™

Substituindo estes resultados na equacao diferencial (3.23), obtém-se
aom™e™ + a;m™ ™ 4 -+ ap_1me™ + a,e™ =0

ou, dado que e™* £ 0 para todo x real,

aom” +aym™ t + -+ a,_1m+a, = 0. (3.25)
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Esta equac@o polinomial (em m) de grau n denomina-se equagao carateristica associada a equagao
diferencial (3.23). As suas raizes tém um papel crucial na determinagao de conjuntos fundamentais de
solugoes.

Para y = ™" ser uma solugao da equacao diferencial (3.23), entdo a constante complexa m deve

satisfazer a equagao carateristica (3.25). Portanto, para determinar solugbes da equagao diferencial
(3.23) escrevemos a equagao carateristica associada (3.25) e determinamos as n solugoes desta equacao
polinomial. Teremos vérias situacoes consoante a natureza das raizes da equagao carateristica: raizes
reais distintas, raizes reais repetidas, raizes complexas conjugadas distintas, raizes complexas conju-
gadas repetidas, podendo ter-se inclusivamente combinagoes envolvendo varios destes “casos base”.
Vejamos o que acontece para cada um destes casos.

e Raizes reais distintas

Suponhamos que as raizes da equacao (3.25) sdo n nimeros reais distintos,
mi, M2, ... , Mp.

Entao,

sao n solugoes distintas da equacgao diferencial (3.23). Mais ainda, recorrendo ao Wronskiano pode-se
mostrar que estas solugoes sao linearmente independentes, constituindo portanto um conjunto funda-
mental de solugoes de (3.23). Tem-se entao o seguinte resultado.

Teorema 3.10 Considere-se a equacao diferencial linear homogénea de ordem n com coeficientes cons-
tantes (3.23). Se a equagao carateristica associada (3.25) tiver n raizes reais distintas, mi,ma, ..., My,
entao a solugdo geral da equagao diferencial (3.23) é

y = c1€™T 4 2™ - 4 cpe™n?,

onde c1,ca,...,Cn, SGO constantes arbitrdrias.

Exemplo 3.26 Considere-se o PVI

d2y dy dy
—Z 32 +2y= : =—-1, =-Z(0)=0. 2
122 de y=0, z>0; y(0) I (0)=0 (3.26)

A equagao carateristica associada & equagao diferencial é (porqué?)
m?—3m+2=0 < (m—1)(m-2)=0,

sendo as suas raizes my = 1 e mg = 2. Tratando-se de duas raizes reais distintas, concluimos que e* e
e?* sio duas solugdes (linearmente independentes) da equacio diferencial de sequnda ordem dada, pelo
que constituem um conjunto fundamental de solucoes dessa equacao diferencial. Assim, a sua solucao
geral é

= c1” + cpe?*.

Departamento de Matematica e Aplicacoes J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019
Universidade de Minho



3.4 A equagao linear homogénea com coeficientes constantes 141

Calculando o valor de ¢y e ca de forma a ter-se y(0) = —1, y/(0) = 0, obtém-se y = ** — 2¢7.

y2

0.8 1.0

e

Representagio grdfica da fungdo €2* — 2e®, solugcdo do PVI (3.26)

Exemplo 3.27 Determinar a solu¢ao do PVI

y" =4y +y +6y=0, x>0; y(0)=14, y'(0)=12, 3"(0) =36, (3.27)

sabendo que e=* é uma solu¢do da equacao diferencial.

Solugcao. A equacgao carateristica associada & equagdo diferencial é
m3 —4m? + m+6 = 0.

Sabendo que my = —1 é uma raiz desta equagao (porqué?), podemos aplicar a regra de Ruffini para
determinar as restantes raizes, obtendo-se a fatorizacao

m? —4m? +m+6 = (m+1)(m? — 5m +6) = (m + 1)(m — 2)(m — 3).
As raizes obtidas sao niimeros reais distintos,
my = _]-a mg = 27 ms3 = 37

pelo que as funcdes e, €2* e 3% formam um conjunto fundamental de solucdes da equacio diferencial
dada e assim a respetiva a solugdo geral é

y = cre " + cpe?® 4 cze’?.
Calculando o valor de ¢y, ca, e cg de forma a ter-se y(0) = 14, y'(0) = 12, y”(0) = 36, obtém-se

y =5e T +10e* — 37,
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Y 140
120
100

80
60
40
20

20 X
-40
-60

Representagdo grifica da funcdo 5e=% + 10e2* — €3, solu¢do do PVI (3.27)

Exemplo 3.28 Sabe-se que a equagao carateristica associada a determinada equacdo diferencial linear
homogénea de ordem 4 tem as sequintes raizes: —1, 0, 2 e 4. Pretende-se: 1) determinar a respetiva
solucdo geral, i) determinar a propria equacdo diferencial envolvida: iii).averiguar se y = x> é uma

solugdo explicita da equacao diferencial.

Solugcao. Se as raizes da equacdo carateristica sio —1, 0, 2 e 4, entdo sio solugdes linearmente

independentes da equagdo diferencial

ef:c’ 1, 6296, 6496.

Este conjunto fundamental de solugoes permite escrever a solucdao geral como
y=cie *+co+ 362" + c e,
Por outro lado, o polindmio envolvido na equagao carateristica é de grau 4, sendo da forma
a(m+ 1)m(m —2)(m —4),
onde a # 0 (porqué?). A respetiva equagao caratersitica é portanto
a(m* —5m3 4+ 2m? + 8m) = 0,
sendo a equacao diferencial da forma

a (y(iv) I 8y'> 0 o y(z‘v) — 5y 424" 4+ 8y = 0.

2 2

Para averiguar se y = x* é uma solugao explicita desta equacao diferencial podemos substituir y por
na equacgao anterior e ver se obtemos uma identidade. Em alternativa, podemos perguntar se é possivel
escrever

22 = c1e7 % + ¢ + 3 + cqe®®.

Tal ¢ impossivel wma vez que as funcdes sio x2, e~%, 1, 2%, e*® sdo linearmente independentes e
consequentemente ndo é possivel escrever 2 como uma combinagdo linear (com coeficientes constantes)
das funcoes e, 1, €2 e**. Entio y = x? ndo é uma solugio explicita da equacdio diferencial (a
substituicdo de y por x* na equagdo diferencial conduz a 16x +4 =0).
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Problema Determinar a solucao do PVF
' -y =0, 0<z<1; y0)=2, 9 (1)=e.

Resp.: y =¢e* + 1.

Portanto, neste caso (raizes reais distintas) a metodologia é particularmente simples uma vez que a
um conjunto de k raizes reais distintas da equacao carateristica correspondem k solucoes linearmente
independentes da equacao diferencial dada. A situacdo é menos evidente se hd raizes que se repetem,
dado que entao ha vdrias raizes que conduzem, pelo menos de forma imediata, a uma mesma solucao.
Vejamos como proceder neste caso.

e Raizes reais repetidas

Exemplo 3.29 Considere-se a equacgao diferencial

d’y  dy
— —6=—+4+9y =0.
dz? dx o
A equacgao carateristica associada,
m? —6m+9=0,

tem duas raizes reais, mas que nao sao distintas, my = 3 e mgo = 3. Correspondendo & raiz
m1 = 3 teriamos a solugdo e3*, o mesmo acontecendo para a raiz mo = 3. Desta forma, as raizes da
equacao carateristica nao conduzem a um conjunto fundamental de solu¢des para a equacao diferencial
dada.

Sabemos, portanto, que €3* é uma solugio da equacio diferencial proposta, faltando agora deter-
minar outra solucao que seja linearmente independente. Podemos determinar essa solu¢ao usando a
propriedade (método) da redugio de ordem (porqué?). Ou seja, a sequnda solugdo deve ser da forma

y = e o(z),
com v(x) nao constante. Assim, fazemos
dy dv d%y d*v dv
3z 3x 3z 3x 3x 3x
=y = —=3"v4+e"— = —FS=9"v+e" —5 467 —.
4 dz - dx dz? + dx? + dx
Substituindo estes resultados na equacao diferencial dada, vem
d?v dv dv
W4+ —+6—)—6(3v+— 9v =0,
( - dz? - dx) ( + dx) *
ou, equivalentemente,
dv 0 & +
— = v=cx+ ca.
) 1 2
Escolhendo c1 =1 e ca =0 tem-se v(z) = z, obtendo-se a solugdo
y =3 u(z) = x>,
Departamento de Matematica e Aplicacoes J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019

Universidade de Minho



144 3. Resolucao analitica de equacoes es diferenciais lineares de ordem n

Dispomos assim de duas funcoes, €3 e xe3*, que constituem um conjunto fundamental de solugées da

equacgao diferencial dada (porqué?). Portanto, a respetiva solugdo geral é

3z 3x

y = 13" + coxe® = (c1 4+ cox)e

Nota A equacao diferencial

dy  dy

— —6—+4+9y =0

dz? dx T
pode ser abordada de uma forma distinta para efeitos da determinagao da sua solugao geral por ser
de coeficientes constantes. O “método” é baseado na fatorizacdo do polinémio que surge na equacao
carateristica que lhe estd associada, ou seja,

m*—6m+9=0 < (m—3)(m-3)=0.

Tal permite escrever a equagao diferencial dada usando o operador diferencial linear “primeira derivada”,
como

d d B d dy B d%y dy B
———

Ora, realizando a mudanga de varidvel
dy
=—-3 3.29
S Y (3.29)

tem-se que a equacao diferencial (3.28) corresponde a

d du

A equagao carateristica associada ¢ m — 3 = 0, pelo que uma familia de solugoes é (porqué?)
u = kye®.

Uma vez determinada a funcdo u(z), podemos determinar y(z) recorrendo a equagao diferencial (3.29),
ou seja,
dy dy

=— -3 =
Y dx Y dx

Trata-se de uma equacdo diferencial linear de primeira ordem que admite o fator integrante e 3%, pelo
que se obtém

3y = k1e3%.

d

g, dY
3z Y el
© dx

I ey =k <

(efgxy) =k & y=(kiz+k)e,

que mais nao é do que o resultado obtido recorrendo & propriedade de redugao da ordem. Esta forma
de abordar as equacoes lineares com coeficientes constantes pode ser interessante quando abordarmos
a determinagao de solugdes particulares de equagoes lineares nao homogéneas (o que néo é o caso deste
exemplo), pelo que voltaremos posteriormente a este assunto.
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Tendo o exemplo precendente como guia, voltemos & equacao diferencial de ordem n (3.23). Se a
equagao carateristica associada (3.25) tem uma raiz real m de multiplicidade dois, entdo é de esperar
que e e xe™* sejam as duas solugoes linearmente independentes correspondentes.

Suponhamos agora que a equagao carateristica associada (3.25) tem uma raiz real m de multipli-
cidade dois e n — 2 raizes reais distintas

my, M2, ..., Mp-2.
Nestas condigoes, as n solugbes linearmente independentes da equagao diferencial (3.23) sao
emx7 xem$’ em1$’ em2x7 cee emn_2x7
pelo que a solucao geral é

y = (c1 + cow) €™ + c3e™ 4 - 4 e 2T,

De forma anéloga, se a equagao carateristica (3.25) tiver 3 raizes reais repetidas, m, pode-se mostrar
que as 3 solugoes linearmente independentes que lhes correspondem sao
em:r:’ xem:c’ J}2 ema:’
sendo a solucao geral da equagao diferencial dada por
m:c.

y = (c1+ cox + 03962) e

Tem-se entao o seguinte resultado geral.

Teorema 3.11 Considere-se a equagao diferencial linear homogénea de ordem n com coeficientes cons-
tantes (3.23). Se a equagao carateristica associada (3.25) tiver uma raiz real m de multiplicidade k,
entao a parte da solugao geral da equagao diferencial (3.23) correspondente a estas raizes é

(01 + o+ 3+ + ckxk&) e

onde c¢1,Ca, ..., CL, G0 constantes arbitrdrias. Se, além disso, as restantes raizes da equacgdo diferencial
(8.23) sao numeros reais distintos my1, ..., My, entao a solu¢ao geral de (3.23) escreve-se

Y= (cl +cor +c3x® -+ ckxk_1> €M + cpp1€MFT 4o e

Exemplo 3.30 Considere-se o PVF

>y  dy 5 55
3-—2+6-24+3y=0, 0<z<3; 0)=—=, y(3) = —e3. 3.30
A equacao carateristica associada & equacao diferencial,
3m? +6m+3 =0,
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tem raizes —1 e —1, pelo que a solu¢ao geral da equagdo diferencial é

x

y=(c1+coz)e "

Atendendo as condigoes de fronteira impostas, resulta y = 5(x — 1/4)e™".
y 1.5

1.0 T

0571

05T

-1.0 7

-1.5 T

Representagao grifica da fungao 5(x — 1/4)e™*, solugao do PVF (3.50)

Exemplo 3.31 Determinar a solu¢ao geral da equacao diferencial

By dPy L dy
CY 4L Y 3% gy =
dx3 dx? 3da: +18y =0,

—2x

sabendo que e é uma solucao.

Solucdo. Uma vez que e~ é uma solugdo da equacio diferencial, entdo concluimos que wma raiz da
equagao carateristica associada,
m® —4m? —3m +18 =0,

é —2. As restantes raizes podem ser calculadas usando a regra de Ruffini, obtendo-se que a equacgdo
carateristica tem duas raizes reais de multiplicidade 2 e wma raiz real que nao se repete: 3, 3 e —2.
Assim, um conjunto fundamental de solucdes é €3, xe3® e ™2, pelo que a solugdo geral da equagio
diferencial é

y = (c1 + o) €% 4 cze7 2.

Exemplo 3.32 Determinar a solucao geral da equacao diferencial

dly &y dPy  dy
Z 97 _ 5 AT Pl A _
dx? 5da:3 + 6dx2 + dx 8y =0,

sabendo que e™* e €% sdo solugoes desta equacdo.
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Solugao. Procedendo de forma andloga ao exemplo precedente (aplica¢io da regra de Ruffini duas
vezes), conclui-se que a equagao carateristica associada,

m* —5m3 +6m?+4m—8=0
se pode escrever
(m—2)2(m+1) =0,

pelo que tem raizes 2, 2, 2 e —1. Assim um conjunto fundamental de solucoes é {62$, ze?®, g2e? e_”’}
e a solucdo geral da equacgao diferencial pode-se escrever-se da sequinte forma

y = (c1+ 2w + c32%) ¥ + cye™”.

Problema Determinar a solu¢ao do PVF
y" =10y +25y =0, O0<z<1; ¢'(0)=25 % (1)=0.

Resp.: y = (6 — 5x) °*.

Problema Sejam —2, —1 e 0, 0, as raizes da equagao carateristica associadas a determinada equacao
diferencial linear homogénea. Determinar qual é a equagao diferencial em causa, bem como a respetiva
solucao geral.

(m + 2)(m + 1)m?
Resp.: Y1) + 3y 4+ 2y" = 0; y = cre 2% + cge™™ + ¢3 + cqz.

e Raizes complexas conjugadas distintas

Suponhamos agora que a equagao carateristica (3.25) tem a raiz a + bi, onde a e b s20 nmimeros reais
(b # 0), e que esta nao se repete. Entao, uma vez que os coeficientes da equagao carateristica sao
nimeros reais, a — bi também ¢é uma raiz da equagao carateristica que nao se repete (porqué?). Assim
sendo, a equagao diferencial (3.23) admite como solugoes elatbi)z ¢ ela=bi)r  Com estamos interessados
em solugoes reais, hd ainda algum trabalho a fazer no sentido de obter duas solugoes linearmente
independentes. Na realidade, recordando que

e =cosf +isend, 0¢eR,

entao tem-se

elatbi)z _ cazgibr _ ax (cosbx + isen bx)

(00T — gaze=ibs — ¢a% (cog by — 4 sen br)

onde se teve em conta que a fungao cosbx é par, enquanto que senbx é uma funcao impar. Torna-se
claro que nao temos para ji duas solugoes reais linearmente independentes. No entanto, tratando-se
de soluctes de uma equacao diferencial linear homogénea, entao

k1e® (cos bz + isen bx) + koe®™ (cos bz — isen bx)
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é necessariamente uma solugao dessa mesma equagao diferencial qualquer que seja o valor das constantes
(complexas) k1 e kz. Assim, tomando k; = ky = 1/2 obtemos

e cos bzx.

Jé a escolha ky = —k; =i/2 leva a

e sen bx.

Temos entao duas solucoes reais linearmente independentes, tal como pretendido. Portanto, a parte
da solugao geral correspondente as raizes complexas conjugadas (nao repetidas) a + bi e a — bi é

e (c1 cosbx + cosen bx) .

Tem-se o seguinte resultado.

Teorema 3.12 Considere-se a equacao diferencial linear homogénea de ordemn com coeficientes cons-
tantes (3.23). Se a equagao carateristica associada (3.25) tem raizes complexas conjugadas nao repeti-
das a + bi e a — bi, onde a e b sao numeros reais, entio a parte correspondente na solucdo geral da
equagao diferencial (3.23) é

€™ (c1 cosbx + cosen bx) .

E usual assumir-se, sem perda de generalidade, que b > 0.

Exemplo 3.33 Determinar a solu¢ao do PVI
' +y=0, x>0, y(0)=+3, ¢(0)=-1 (3.31)
Solugcao. A equacgao carateristica associada & equagdo diferencial é
m?+1=0,

cujas raizes sao 0+ i. Assim, a =0 e b= 1 (pois assume-se que b > 0), pelo que o respetivo conjunto
fundamental de solugdes é, por exemplo, cosx e senx. A solucdo geral da equagdo diferencial é entao

y = e’ (c1cosx + casenx) = ¢1 cosx + ¢ sen .
E facil mostrar que a solugio do PVI proposto é

Y= V3cosz — senz.
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2+

Representacio grifica da fungio /3 cosz — senx, solugio do PVI (3.81)

Note-se que a expressio v/3cosz — senx pode ser representada, por exemplo, na forma Acos(z + ).
De facto, tem-se
Acos(z + ) = Acosx cosp — Asen xsen p,

pelo que bastard escolher A e o tal que
Acosp =+/3, —Asengp = —1,

resultando

g.
Assim sendo, outra forma de representar a solucdo do PVI seria

av3_m
2

A=2, p=tg

= 2cos(xz + 7/6).

Exemplo 3.34 Determinar a solu¢ao do PVI

1, 37
Vi4gy gy =0, >0 y(0)=1 y(0)=-=. (3.32)

Solugao. A equagao carateristica associada & equagao diferencial é

1 37
2 —_ _—=
m —|—3m—|—36 0,

cujas raizes sio —1/6 £ i. Assim, constituem um conjunto fundamental de solugdes as fungoes
e /6 cosz e e /O senx, sendo a respetiva solugio geral

y=e "5 (¢ cosz + cysenz).
As condigoes iniciais impostas conduzem a solucao

y=e 5 (cosx —2senz).
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0.5

N\

0.0 t f t T =X
1 5 10
X
05T
-1.0 T
-1.5 7T

Representagio grafica da fungio e */6 (cosx — 2sinx), solu¢do do PVI (3.82)

Exemplo 3.35 Determinar a solu¢ao geral da equacao diferencial

d? d? d

da3 dx? dx 0.

Solucdo. A equacao carateristica associada é
m (m* — 6m +25) =0,

cujas raizes sio 0 e 34 4i. Um conjunto fundamental de solu¢des é formado pelas fungoes €3 cos 4z,
e sendx e 1, sendo a respetiva solucio geral

y = €3 (¢ cosdx 4 cosen dx) + cs.

Problema Determinar a solu¢ao do PVF

y' 10y +26y =0, O0<z<m y0)=1, ¢ (7)=0.

Resp.: y = (cosz + 5senz) e %,

e Raizes complexas conjugadas repetidas

Teorema 3.13 Considere-se a equagao diferencial linear homogénea de ordem n com coeficientes cons-
tantes (3.23). Se a equagdo carateristica associada (3.25) tem raizes complexas conjugadas a + bi e
a — bi de multiplicidade k, entdo a parte correspondente na solugdo geral da equagao diferencial (3.23)

2

[&

e [(cl +eom sz + ..+ ckxkﬂ) cos bxr + (ck+1 + Cpyox + ck+3:1:2 +...+ c%a:kfl) sen bx] i
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Exemplo 3.36 Determinar a solu¢ao geral da equacao diferencial linear homogénea

d4y d?y
g +2— I +y=0

Solucdo. A equacio carateristica associada é m*+2m?+1 = 0. Uma vez que esta equagio polinomial
se pode escrever como k* +2k +1 =0, onde k = m?, tem-se k1 = —1 e kg = —1, e por isso m; = i,
mo = —i, m3 = 1, Mg = —1 sS40 as 4 raizes da equacao carateristica. Portanto, temos duas raizes
complexas conjugadas repetidas (multiplicidade 2) do tipo a £ bi, com a =0 e b =1, pelo que

{cosz, senz, xcosx, xsenx}

é um conjunto fundamental de solugoes e a solugao geral da equagdo diferencial dada pode ser escrita
como

y = [(c1 + cox) cosz + (c3 + cax) sen x] .

Exemplo 3.37 Determinar a solucao geral da equacao diferencial

d*y d3y d?y dy
it s DR VEcE A
e d3+ 72 Od + 25y =0,

sabendo que 1+ 2i é uma raiz da equac¢do carateristica associada.

Solucao. Se 1+ 2i é uma raiz da equacao carateristica associada,
m* — 4m? + 14m? — 20m + 25 = 0,

entao 1 — 2i também o é (porqué?). Aplicando a regra de Ruffini (divisao de polindmios) as raizes
1+2i el—2i (aordem é arbitraria), obtém-se a fatorizagao

[m— (1+2i)] [m— (1 —24)] (m®> —2m +5) = [(m —1)*> +4] (m* —2m +5) = [(m—1)2+4]2:0.

Assim, as raizes da equacdo carateristica sao 1+2i de multiplicidade 2. Consequentemente, a respetiva
solugdo geral é
y = €e” [(c1 + cax) cos 22 + (c3 + cax) sen 2z] .

Exemplo 3.38 Determinar a solucao geral da equacao diferencial

d*y d3y d%y dy
__1_ __12_ 1
i 3—1—56 0— + 100y = 0,

3z

sabendo que e** cosx é uma solu¢ao desta equagao.

Solucdo. Se a funcio €3* cosx é uma solugio da equacdo diferencial, entio 3% senx também é solucio

dessa equagio. Além disso, a equacdo carateristica associada admite as raizes 3 + 1. Assim, usando
um procedimento andlogo ao do exemplo precedente, conclui-se que 3 £ 1 é uma raiz de multiplicidade
2 da equacgao carateristica

m* — 12m? + 56m? — 120m + 100 = 0

e, portanto, a solucao geral da equacao diferencial dada é

y =3 [(c1 + cax) cosx + (c3 + caz) sen ] .
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Problema Determinar a solucao geral da equacao diferencial

dy Py
— +8—= + 16y = 0.
dx? + dx? + 10y

Resp.: y = (¢1 + cox) cos 2z + (¢35 + c4x) sen 2.

e Exercicios sobre a equagao linear homogénea com coeficientes constantes

Exercicio 3.9 Determinar a solugdo geral das sequintes equagoes diferenciais. Mostrar que a solugao
obtida verifica formalmente a equacao diferencial dada.

(a) y" =5y +6y=0; (f) y"—6y"+5y +12y=0, (e éuma sol.);
(b) ¢ =2y —3y=0; (9) y"—6y"+12y —8y =0, (x%e** ¢é uma sol.);
(¢) ' +9y=0; (R)  y) —3y" — 2" + 2/ + 12y =0, (%, €3 sio sols.);

(d) o' — 8y + 16y = 0; (@) y® =o0.
1
(e) v'"+y + V=0

Exercicio 3.10 Determinar a solugdo dos sequintes PVIs. Mostrar que a solug¢ao obtida verifica
formalmente o PVI dado.

(a) y' —y —12y =0, y(0)=3, (0)=5;
(b) v +6y +5y =0, y0)=3, ¢ (0)=-2;

(c) y" =5y’ +9y —6y=0, y(0)=0, y(0)=0, y"(0)=1, (e** éuma sol. da EDO).

Exercicio 3.11 As raizes da equacao carateristica correspondente a determinada equacdo diferencial
linear homogénea de ordem 8 sao: 3, 3, 3, —1, 2+ 3i, 2 4+ 3i. Escrever a respetiva solu¢ao geral.

Exercicio 3.12 Sabendo que a fungao e* cos2x é uma solugio da equacgdo diferencial
y(iv) + 3y/// + y// + 13y/ +30y =0,
determinar a respetiva solugdo geral. Pista: A regra de Ruffini aplica-se mesmo quando as raizes $ao

complexas (conjugadas neste caso).

3.5 O método dos coeficientes indeterminados

Consideremos novamente a equagao diferencial linear nao homogénea de ordem n com coeficientes

constantes .
d"y "y dy
ap— t+a1——+ -+ an_1— + any = F(x). 3.33
Odan " g1 n g Y (@) (3.33)
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Recorde-se que a solugao geral desta equacao diferencial se escreve na forma

Ye + Yp,

onde y. ¢ a solucao geral da equacgao diferencial homogénea associada e y, uma solugao particular da
equagao diferencial (3.33).

O método dos coeficientes indeterminados, que ¢é aplicdvel apenas se a equagao diferencial
linear for de coeficientes constantes, tem como finalidade a determinacao de y,. Do ponto de vista
matemadtico, a classe de fungoes F' a qual podemos aplicar este método ¢ algo limitada, conforme
veremos de seguida. No entanto, essa classe contém fungoes que surgem frequentemente nos segundos
membros das equagoes diferencias lineares nao homogéneas associadas a problemas de indole muito
variada. Portanto, do ponto de vista pratico, a classe de func¢oes em causa nao é tao restritiva quanto
possa parecer & primeira vista. Acresce-se que o método dos coeficientes indeterminados tem a van-
tagem de, no caso de poder ser aplicado, ser relativamente simples.

Antes de procedermos a descri¢ao detalhada do método propriamente dito, é necessério introduzir
alguns conceitos adicionais que se prendem com a classe de fungoes admissiveis F'.

Definigao 3.8 Diz-se que uma funcao f é uma fungao de coeficientes indeterminados (fung¢dio
CI) se obedece a uma das seguintes condigoes:

(1) f(z)=2", onde n € Ny;

(ii) f(z)= e, onde a # 0;
(iii) f(z) = sen(bz + c), onde b # 0;
(iv) f(z) = cos(dz + €), onde d # 0,

ou ainda se a funcao f for um produto finito de duas ou mais funcoes destes quatro tipos.

Exemplo 3.39 As sequintes fungoes sao exemplos de fungoes CI dos “tipos base” (i) — (iv)

1, 23, e 2 sen(2z), cos(3z—1),

enquanto que as fungoes
e rsen(2x), e%cos(3x—1), z?e Tsen(x)cos(x)

sao exemplos de produtos finitos de duas ou mais fungoes dos “tipos base” (i) — (iv), sendo por isso
fungoes CIL.

Exemplo 3.40 As fungoes
3zcosz, —e %, (r+1)e®, 2senz — xe?,

nao sao funcoes CI, sendo maltiplos constantes ou combinagoes lineares de fungoes CI.
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Exemplo 3.41 As sequintes fungdes nao sao fungoes CI (porqué?).

3/2

secx, tgx, Inz, %2, cos®(zx), z L.

O método dos coeficientes indeterminados pode ser aplicado apenas quando a fungao F' presente no
segundo membro da equagao diferencial com coeficientes constantes (3.33) for uma combinagao linear
finita de fungdes CI (ou no caso mais simples, um multiplo de uma fungao CI).

Outro conceito fundamental no A&mbito do método dos coeficientes indeterminados tem que ver com
o facto de a cada fungao CI poder ser associado um conjunto de fungdes (de coeficientes indeterminados)
que desempenham um papel fundamental na determinagao de y,.

Definicao 3.9 Seja f uma fungio CI. O conjunto de fungées que consiste na prépria fungio f e em
todas as fungoes CI linearmente independentes das quais as sucessivas derivadas de f sao maltiplos
constantes ou combinagoes lineares designa-se conjunto CI da funcao f.

A definicao precedente é, na prética, bem mais simples do que pode parecer & primeira vista.
Tlustremos o conceito com alguns exemplos.

Exemplo 3.42 Seja f(z) = 2. Trata-se de uma fungio CI, tendo-se,

a _
de

d*f d*f d*f

2 _ _ _

3%‘, @—61), w—G, w—Opamk>3.

Assim, as fungoes CI linearmente independentes das quais as sucessivas derivadas da funcao f sao
maltiplos constantes sao

x27 J"? 17

pelo que o conjunto CI associado d funcdo f(z) = x3 ¢

Sy = {xS, 22, z, 1}.

Exemplo 3.43 Considere-se a fun¢ao CI g(x) = cos2x. Tem-se,

dg 2 3
%:—28611211}, w:—élcosQ:E, @:85(3112:1:, e
pelo que o conjunto CI associado & fungao g(z) é
Sy = {cos2x, sen2zx}.
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Exemplo 3.44 Seja p(z) = x%e®. Tem-se

d
9P _ 200 + 2xe”,

z2e® + dxe® + 2e%, ...,
dx

@p _
dax?

resultando
Sp = {x2€$, re, ex} )

Problema Determinar o conjunto CI associado as fungoes CI g(z) = e % e r(z) = xze™*.
Resp.: Sq={e ™}, Sy ={ze ™™, e *}.

Exemplo 3.45 A funcdo h(z) = 2% cosz é o produto de duas fungées CI: x? e cosx. Portanto, h(x)
é também uma funcao CI, tendo-se

dh d’h
— = 2xcosx — x’senw, — =2cosx — 4rsenx — x° cos x,
dx dzx?
d3h d*h

= —6senz — 6z cos + 2 sen x, _— =

da3 daxt

Ainda que prossigamos a derivacdo, obteremos sempre combinacoes lineares das fung¢des senx, cos,

rsenz, xcosz, r’senz e x2cosx, pelo que o conjunto CI associado a h(x) é

Sh = {SGHJI, cCosx, rsenx, rcosx, 132 senx, 132 COS.’L‘} .

Este conjunto CI pode ser determinado, de forma mais simples, recorrendo aos conjuntos CI associados
as funcoes x% e cosx. De facto,

fla)y=a> = Sp={a% a1}

g(x) =cosz = ;= {cosz,senz},

sendo o conjunto CI associado & funcio x>

isto é

cosx dado pelo produto cartesiano dos conjuntos Sy e Sy,

Sp =S8 xSy = {.’L‘Q, T, 1} x {coszx, senz} = {senx, COSET, TSENT, TCOST, T>Sen, cos:z:}.
Este procedimento é generalizdvel ao produto finito de funcoes CI, podendo ser muito mais simples do
que o método que resulta de defini¢ao.

2

Exemplo 3.46 Seja u(z) = z°e® cosx. Tem-se,
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onde

ul('x) = 3’32, UQ(CU) = ex7 U3(l’) = Cos T,

sao funcgoes CI, correspondendo-lhes os sequintes conjuntos CI,
Sy, = {xQ,x, 1}, Sy, ={e"}, Su; ={cosz, senuz}.

Entao,

Su = Suy X Suy X Sus,

resultando,

2

S, = {x%c® cosx, z?c“senx, we®cosx, retsenx, e cosw, e“senx! .
u ) ) b b )

Problema Determinar o conjunto CI associado & fungao v(x) = z3e~*.

Resp.: S, = {w:”eﬂr, x2e ™, xe ", e*:’“"}.

Vejamos agora em que consiste o método dos coeficientes indeterminados, o qual nos permitira,
recorde-se, determinar solucoes particulares da equacao diferencial linear ndo homogénea com coefi-
cientes constantes

dn n—1

Cbo—y + a1 J

d
o T g e an g any = (o), (3:3)

dx

onde F(x) é uma combinacao linear finita F(z) = Ajui(z) + Agua(x) + - - - + Apnum(z) de fungoes CI,
UL, U2, ..., Unm, sendo Ay, As, ..., A, constantes conhecidas.

Assumindo que a fungdo complementar y. foi previamente determinada recorrendo, por exemplo,
A equacao carateristica associada a correspondente equacao diferencial homogénea, fazemos:
1. Para cada uma das m fungoes CI
Uty Uy .-y Um,

determinamos o conjunto CI correspondente, obtendo assim os m conjuntos CI
S1, So,..., Sm,
que lhes estao associados.

2. Suponhamos que um destes conjuntos CI, por exemplo S;, ¢ um subconjunto de outro conjunto
CI distinto, S, ou seja S; C Si. Nesse caso, omitimos o conjunto S; de qualquer consideracao
futura, preservando somente o conjunto Sy. Este tipo de andlise aplica-se a cada um dos conjuntos
CI obtidos no passo 1.
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3. Consideramos agora cada um dos conjuntos CI restantes (apds o passo 2). Suponhamos que um
destes conjuntos CI, por exemplo Sy, inclui um ou mais elementos (necessariamente fungoes CI
linearmente independentes) que sao solugao da equagao diferencial homogénea associada. Nesse
caso, multiplicamos cada um dos elementos de S; pela menor poténcia inteira de z, de forma a
que o conjunto resultante nao contenha nenhum elemento que seja solucao da equagao diferencial
homogénea associada. Como resultado deste processo o conjunto Sy é substituido pelo conjunto CI
“revisto” S}. Novamente, este tipo de andlise aplica-se, separadamente, a cada um dos conjuntos
CI obtidos apds o passo 2.

4. Em geral, teremos neste momento

(i) Alguns dos conjuntos CI originais, os quais nao foram nem omitidos no passo 2, nem “re-
vistos” no passo 3;

ii) Alguns conjuntos CI “revistos” no passo 3.
g ]

Formamos entao uma combinacao linear dos elementos dos varios conjuntos com coeficientes
desconhecidos (mas constantes) — os coeficientes indeterminados.

5. Determinamos o valor de cada um dos coeficientes indeterminados substituindo a combinacao
linear obtida no passo precedente na equacao diferencial ndo homogénea (3.34), obrigando a que
se verifique uma identidade. Obtém-se desta forma uma solucao particular da equagao diferencial
nao homogénea (3.34) cuja existéncia e unicidade estd garantida (os coeficientes da combinagao
linear proposta existem e sao unicos).

Nota Se o passo 2. for omitido, o resultado final serd o mesmo, mas os cédlculos serao desnecessaria-
mente mais extensos. Jd no que se refere a omissao do passo 3., esta conduz inevitavelmemte a que o
sistema de equagoes resultante do passo 5. nao tenha solucao, tornando impossivel a obtengao de uma
solugao particular.

Exemplo 3.47 Determinar uma solucdo particular da equacdo diferencial
Y —y = 2ze?®.

Solug¢ao. Como jd vimos anteriormente, a equagdao homogénea associada, y"' —y = 0, admite, entre
outros, o conjunto fundamental de solugoes {e*, e *}. Por outo lado, trata-se de uma equagao diferen-
cial linear com coeficientes constantes onde o segundo membro é um miltiplo constante da funcao CI
xe®®, pelo que yp pode ser determinado usando o método dos coeficientes indeterminados. Consideramos
entao

fi(z) = ze?®,

a qual tem como conjunto CI (porqué?)
Sy = {ze**, e},

2x 2x

Ora, nem xe** nem e** sao solugdes da equagao diferencial homogénea associada (porqué?) e portanto

yp = Aze®® + Be?.
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Resulta entao,
Yp = 2Aze* + (A +2B) %, Yy = 4Aze*® + (4A 4 4B) e*.

Substituindo as expressoes de y;)' eyp em
yI')' —Yp = 2z:6%"
resulta

4Aze* + (4A +4B) ** — Aze*® — Be*® =2z¢* & (3A —2)ze* + (4A+3B)e* =0,

ou seja (dado xe** e €2* serem funcoes linearmente independentes)

34-2=0 A=2/3
=
4A+3B =0 B=-8/9

2 8
Yp = gaje2m — 56%.

Neste caso nao existiam subconjuntos nem o conjunto CI tinha solugdes da equagdo homogénea
associada. F, por assim dizer, a situacdao mais simples que podemos ter.

Assim

Exemplo 3.48 Determinar a solucao geral da equacao diferencial
y' =2y —3y=2e"+e ¥ —10senz + 5cos . (3.35)
Solugcao. A equacao diferencial homogénea associada é
y" =2y =3y =0, (3.36)

sendo a equagdo carateristica correspondente m? —2m — 3 = 0, cujas raizes sao reais e distintas: 3 e
—1. Assim, as fungdes €3 e e formam um conjunto fundamental de solu¢ées da equacdo diferencial
precedente, pelo que a funcao complementar é

Yo = €163 4 coe™ ",

onde ¢1 e co sao constantes arbitrarias. O sequndo membro da equagdo diferencial dada, a saber,
f(x) =2e"+ e * —10senz + 5cosx, é uma combinagdo linear finita de (quatro) fungoes CI,

filz)=¢€", fa(x)=€"", f3(x)=senz, fi(z)=cosz.

Assim, os conjuntos CI a considerar neste caso sao
Si={e"}, Sa={e "}, Sz={senz, cosz}, Sy={cosz, senz}.

E obvio que Sy C Ss pelo que eliminamos Sy (a informagao que este conjunto contém jd se encontra em
Ss). Por outro lado, nenhum dos elementos dos conjuntos S1 ou Ss é solugao da equagio diferencial
homogénea associada (basta analisar o conjunto fundamental de solugdes ou a expressio da fungao
complementar para concluir imediatamente que assim é), pelo que o passo 3 descrito anteriormente
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nao se aplica a estes conjuntos. Pelo contrario, o elemento de Sz é uma solugdo de (3.36) e por isso
este conjunto tem de ser alterado. Assim, Sz dd lugar a Sy = {xe™"}, o qual ja nao contém nenhuma
solugao de (3.36).

Apds a aplicagao dos passos 1 - 3, temos as fungoes CI e*, xe
uma e uma s6 solugdo particular da equagao diferencial (3.35) da forma

~T senx, cosx, e portanto existe

yp = Ae® + Bze * + Csenz + D cosz,

onde A, B, C e D sdo coeficientes constantes a determinar de forma a que a expressio precedente seja
uma solugao particular de (3.35). Tem-se

y]’D = Ae® 4+ Be ™ — Bxe * 4+ Ccosx — Dsenx, yg = Ae® —2Be * + Bxe ¥ — Csenx — Dcos.
Atendendo a que deverd ter-se
Yy — 2y, — 3yp = 2¢" +e ¥ —10senz + 5cos z,

a substituicao das expressoes encontradas para y, e para as suas derivadas na equagdo diferencial
precedente conduz a

—4Ae” —4Be™* + (—4C +2D)senx + (—2C — 4D) cosz = 2¢* + e * — 10senz + 5cos x,

—T

que deverd verificar-se para todo x real. Assim, sendo as funcgoes e*, e”*, senx e cosx linearmente

independentes, tem-se necessariamente A = —1/2, B= —1/4 e ainda

—4C'+2D = -10 —8C'+4D = -20 C=3/2
= =
—2C'—4D =5 —2C'—4D =5 D=-2

Portanto, a aplicagio do método dos coeficientes indeterminados permite obter a sequinte solu¢do
particular para a equagao diferencial (3.85),

3
Yp = _5690 — Zme*x + 5 senx — 2cosx,

vindo para a respetiva solugdo geral

1 1 3
Y="Ye T Yp= 1% 4 o — Eex — Z—lxefx + o Sens — 2cos .

Problema Mostrar, usando o método dos coeficientes indeterminados, que uma solucao particular da
equacao diferencial
y" — 2y — 3y =30 — 16€>*

éyp= —4xe3® 4 37 — 10.
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Exemplo 3.49 Determinar a solu¢ao do PVI
y"' —y'=e"+6x+2, x>0, y(0)=0, y'(0)=0, y"(0) =0, (3.37)

sabendo que a equacao diferencial
y" —y" =0 (3.38)

admite o conjunto fundamental de solugoes {e*, x, 1}.

Solugao. Atendendo o forma do termo nao homogéneo da equacao diferencial anterior, consideramos
as fungoes CI ui(x) = €%, ua(x) = =z, us(x) = 1, cujos respetivos conjuntos CI sio S1 = {e*},
Sy = {z,1}, S3 = {1}. Como S35 C S, eliminamos S3. Dado que e* é uma solugio da equagdo
diferencial homogénea associada, entao S; — S1 = {xe®}. O mesmo se passa com os dois elementos
de Sy, pelo que Sy — Sy = {xQ,x}. Mas sendo x ainda uma solugao de (3.38), torna-se necessario
fazer Sy, — SI = {:c?’,:vz}, o0 qual ja nao contém solugoes de (3.38).

Assim, cabe considerar as funcgoes CI ze®, x3, x2, vindo

yp = Azxe” + Bx? 4+ Cx?
e consequentemente

Yy, = Awe® + Ae” + 3Bxz? + 2Cx, y, = Aze” +2Ae” +6Bx +2C, y,' = Aze” +3Ae” +6B.

FEntao
Yy —yp =€ +6x+2
conduz a
Ae® —6Bx + 6B —2C = e* + 6x + 2,
donde

A=1, B=-1,C=-4 = yp:xex—x3—4x2.

A solugao geral de (3.87) é dada por

y = c1e” 4 cox + c3 + xe” — 1° — 4a?

resultando
Y =cre®+ca+ (x4 1)e® =322 — 8z, ' =cre® + (x+2)e” — 62 —8

e

y(0) =4 ¢l 4c3=4 a=1

yl(o):4 A aqat+ec+1=4 < =2,

y"(0) =5 c1—6=-5 c3=3
ou seja,

y=e® + 2z + 3+ xe” — 3 — 422
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y55_

45T

4.0 * f

T

Representacdo grifica da funcio e* + 2x + 3 + xe® — 23 — 422, solu¢do do PVI (8.37)

Problema Considere-se um circuito elétrico constituido por uma forga eletromotriz que produz uma
queda de tensao F/, uma resisténcia R, uma bobine com indutancia L e um condensador com capaci-
tancia C, ligados em série (circuito RLC). Nestas condigoes a carga instantédnea no condensador g em
cada instante de tempo ¢ é tal que

1
Eq = E7
sendo a intensidade de corrente i em cada instante dada por i = ¢’. Supondo que E = 20(e~3' + 1)
(Volt), R = 6 (Ohm), L = 2 (Henry) e C' = 1/4 (Farad), e ainda que ¢(0) = i(0) = 0, determinar a
carga do condensador, bem como a intensidade de corrente, em cada instante de tempo.

Resp.: ¢ =5 (1 +e3 — 72 e*t) ;1 =25 (eft +2e72 — 36*3t) .

LqII+qu+

qoui’]
4+
3TN
1 / N
2l \
1l \
1 G
| S~
0 : —— =
0 2 4
t
Representacao grafica de ¢(t) (a cheio) e i(t)
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Exemplo 3.50 Determinar a solu¢ao do PVI
y'—y' =2"-7, x>0; y(0)=1, y'(0)=-1 (3.39)

Solugcao. A equacao diferencial homogénea associada é

tendo-se a equacdo carateristica m?> —m = 0, cujas raizes sio reais e distintas: 0 e 1. Assim, as

funcoes 1 e € formam um conjunto fundamental de solucdes da equacao diferencial dada, pelo que a
funcao complementar é
Ye = 1 + c2e”.

Atendendo a que o sequndo membro da equacdio diferencial dada é uma combinacao linear das funcoes

CI

fl(x) = 17 fZ(x) = 67x7
os conjuntos CI envolvidos sdo

S1 = {1}, Sy = {eix} .

Ora, 1 é uma solug¢do da equagao homogénea associada (porqué?) e por isso tem-se
Si={1} — S={z}.

O conjunto S nao é alterado ji que nenhum dos seus membros é solu¢ao da equagdo homogénea
associada. Assim,
yp = Az + Be™ ¥,

donde
y,=A—-Be® = y =Be"

Portanto, a condi¢ao
Yp — Yy =2¢ " =T

implica
Be ™™ — (A—Befx) =2 "—-7 = (2B-2)e*—-A+T7=0,

para todo o x real, pelo que B=1 e A =17, vindo

T

Yp =TT+ e

e, consequentemente, a solu¢do geral da equacao diferencial proposta é

T

Y=Y +yp=c1+ce" +T7x+e "

Impondo y(0) = 1, /(0) = —1, resulta

ci+e+1=1 ca=7
g )
co+7—1=-1

ou seja, a solugdo do PVI é
y="7-—Te" +Tx+e "
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Podemos fazer a respetiva verificacao formal. Tem-se,
y=T7—-Te"+T7x+e " = y(0)=1,
Yy =-7"+7—¢" = 4(0)=-1,

conforme requerido. Além disso,
y'=-Te"+e7",

pelo que

y '\
0 + } +
0.2
27T
4T
61

Representagao grifica da fungao 7 — Te* + Tz + e~ *, solugiao do PVI (3.39)

Problema Determinar a solucao geral da equacao diferencial
y' —y=—6e"" + 8z°.

Resp.: y = c1e®” + coe ™™ 4 3ze™* — 8x% — 16.

Exemplo 3.51 Determinar a solu¢ao geral da equacao diferencial
Y 4y =322 4+ dsenz — 2cos z.
Solugcao. A equacao diferencial homogénea associada é
y) +y" =0,
cuja equacdo carateristica, m* +m? = 0, tem raizes 0, 0, i e —i. A fun¢do complementar é, portanto,

Yo = C1 + C2T + c38en T + €4 COS .
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Por outro lado, o termo nao homogéneo da equacao diferencial dada,
322 + 4senz — 2cos z,

é uma combinagao linear das fungoes CI

Os respetivos conjuntos CI sao
Sy = {xQ,x, 1} , Sg={senz,cosz}, S)={senz,cosx}.

Dado que Sy e Sy, sao idénticos, retemos apenas os conjuntos Sy e Sq. Relativamente a Sy, note-se que
este conjunto contém dois elementos, 1 e x, que sdo solu¢ao da equacao diferencial homogénea associada
(porqué?). Entdo, multiplicamos todos os elementos de Sy (e apenas de S¢!) por x2, resultando

S} = {x4,x3,x2} .

No que respeita ao conjunto Sy, os seus dois elementos sio solugao da equagao diferencial homogénea
associada (porqué?), pelo que multiplicamos todos os elementos deste conjunto por x, de forma a que
no conjunto resultante nao existam solucdes da equacdo diferencial homogénea associada. Obtém-se
assim

S; = {xsenz,zcosx}.

Neste caso a solucao particular é da forma
Yp = Az* + Ba® + Ca? + Dxsenz + Fxcosz,

pelo que
Y, = 4Az3 4+ 3Bx? 4+ 2Cx + Dsenx + Dxcosx + Ecosz — Exsenx,

y;,’: 12422 + 6Bx 4+ 2C + 2D cosx — Dxsenx — FEx cosx — 2F sen ,
y, = 24Ax + 6B — Dxcosz —3Dsenx + Exsenx — 3E cos x,
yl(,w) =24A+ Dxsenx —4Dcosx + Excosx + 4E senx.

Dado que y, deve verificar
y}(f”) +yg =322 +4senz — 2cosx

para todo x real, tem-se

(124 — 3)2? + 6Bz + (24A +20) 2° + (2D — 2) cosz + (2E —4)senz = 0, VYV € R.

2

Dado que as fungoes x°, x, 1, cosx e senx sdo linearmente independentes, resulta

((124-3=0 A=1/4
68 =0 B=0
UA+20=0, <& C=-3
2D —-2=0 D=1
2E —4=0 | E=2
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pelo que um integral particular da equagao diferencial dada é

Yp = ix‘i —32% + xsenx + 2z cos z,
sendo a sua solugdo geral,

1
Y=Y+ Yp =C1+ CoT + c3senx + ¢4 COST + Zm4 —32% + xsenx + 2z cos z.

Problema Determinar a solucao do PVI
Y =3y +2y=6e" — 22 4+2, z>0; y0)=0, %(0)=0.

Resp.: y =1—6(1+x)e” + (54 2z — 2?) e**.

Exemplo 3.52 Vejamos finalmente o que acontece caso se omita o passo 3, ou seja, se permanecer
num conjunto CI alguma funcdo que seja solugdo da equa¢do homogénea associada. Para esse efeito
considere-se a equacdo diferencial

Tt =2 (3.40)

Tem-se y. = c1 + cae”*. As fungoes CI a considerar sao fi(x) =1 e fa(x) = €*, sendo os respetivos
conjuntos CI: S1 = {1} e S = {e*}. Uma vez que a fun¢ao 1 é uma solug¢io da equagdo diferencial

homogénea associada, deveriamos fazer S1 = {1} — S| = {x}. Se omitirmos este passo, tem-se

x dyp x d2yp x
yp:A—i—Be = E:Be = W:BG

Substituindo estas expressoes em (3.40) resulta
2Be* =2—¢" & (2B+1)e"—2=0,

para todo x € R. Ora, dado €* e x°

o sistema (porqué?)

serem linearmente independentes, decorre da equacao precedente
2B+1=0
—24=0

0 qual nao tem solugdo. Portanto, nao existe nenhuma funcao da forma A + Be® que seja solucao

particular de (3.40) - a forma correta seria y, = Ax + Be®.
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e Exercicios sobre o método dos coeficientes indeterminados

Exercicio 3.13 Relativamente as equagoes diferenciais sequintes indicar, justificando, se podem ser
resolvidas usando o método dos coeficientes indeterminados.

d? d?y
(a) d—x:g:4x2; (d) 10 2+y—1—|—3005h:ﬂ
dy d3y 1
ht — . 27 9py = .
(b) yo— +y=cosz; (€) -3 —2ay=——:
d d?
(¢) d—gyc—i-xy:cosx; (f) d—xz—l—w?:O.

Exercicio 3.14 Determinar a solucdo geral das sequintes equacoes diferenciais.

2 2
(a) %— Z—+29_433 (d) %—FQZ——FIO@;:SJZG’M;
dy dy dy  d’y  dy
—= —2—= — 8y = 4e?* — 21e737; —= 4+ -2 ——= —y=sen2x+2 1;
(b) 1n? T 8y = 4e e (e) 723 —i—de 5, Y =sen T+ 222 +
2 2
(c) %+2§—+5y—686n2{1}+7C082$ (f) §z+4y—12x — 16z cos 2z.

Notal: Na alinea (e) sabe-se que €* é uma solugdo da equagdo linear homogénea associada.

Nota2: no caso das equacgoes diferenciais com sequndos membros que sdo combinagoes lineares de duas
funcoes CI, k1 f1+ kafa, determinar também a respetiva solugdo geral, recorrendo & resolugao de duas
equagoes diferenciais com sequndos membros fi e fao (Principio da Sobreposicao).

Exercicio 3.15 Determinar a solug¢ao dos sequintes PVls.
(a) ¥’ +4y =8sen2z, z>0; y(0)=6, 3 (0)=S8;
(b) ¢ —y =122%¢*, = >0; y(0)=1, ¢ (0)=0;

€y —y ==z x>2 y2)=0, y(2)=2

3.6 O método de variacao das constantes

Embora o método dos coeficientes indeterminados seja relativamente simples de aplicar, a verdade
é que o seu ambito de aplicacao é algo limitado. De facto, conforme vimos, a classe de funcgoes
que podem surgir no segundo membro da equagao diferencial a resolver é restrito e, por outro lado, a
equagao diferencial deve ter obrigatoriamente coeficientes constantes. Assim, o método dos coeficientes
indeterminados nao poderia ser aplicado para determinar uma solugao particular da equacao diferencial
d*y
a2 Y=t
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pois tg x nao é uma funcao CI, nem da equagao diferencial

d3y
123 + xy = cosx,
j& que nao tem coeficientes constantes. Desejarfamos, portanto, dispor de um método para determi-
nar solugoes particulares de equacgoes lineares nao homogéneas que pudesse ser aplicado em todos os
casos, inclusivamente quando os coeficientes nao sao constantes, sempre que seja conhecida a fungao
complementar. E neste contexto que surge o método de variagio das constantes — também desig-
nado método de variagao dos parametros. Consideraremos este método para determinar uma solugao
particular de equagoes diferenciais lineares ndo homogéneas de ordem n.
Comecemos por considerar a situagao em que a equagao diferencial é de segunda ordem (n = 2).
Nestas condicoes, tem-se
ao(2)y" + a1 (2)y’ + as(x)y = F(x). (3.41)

Suponhamos que f; e fa sao duas solucoes linearmente independentes da equagao diferencial homogénea
associada
ao(z)y" + a1 (x)y’ + az(z)y = 0. (3.42)

A funcdo complementar correspondente seria
Ye = c1f1(z) + cafo(),

onde c¢1 e ¢y sao constantes arbitrarias.

O procedimento adotado no método de variagao das constantes consiste em propor que uma solucao
particular da equagao diferencial linear ndo homogénea (3.41) é da forma

yp = v1(2) [1(z) + v2() fo(2), (3.43)

onde v1 e vy sao fungoes a determinar. Note-se desde jd a semelhanca entre as expressoes de y. e yp,
como se as constantes arbitrarias ¢; e co passassem agora a “variar”, transformando-se nas funcoes vy
e V9, respetivamente. A designacdo do método deriva desta semelhanca.

Consideremos entao que uma solucao particular de (3.41) é (3.43). Temos duas incégnitas, v e va,
mas apenas uma condigao, a saber,

ao(x)y, + a1(x)y, + az(x)y, = F(x), (3.44)

pelo que teremos de impor uma condigao adicional (arbitraria). Tal serd feito de forma a simplificar
ao maximo os cdlculos a efetuar. Assim, de (3.43) resulta,

yp = v1(2) fi(x) +vi(2) fi(2) + 02 (@) fa(2) + v2(z) fo(2).

Estabelecemos a condicao arbitrdria impondo que a soma dos termos que surgem na expressao de y;
envolvendo as primeiras derivadas das incégnitas deve ser nula, ou seja,

fi@)vi(z) + fa(z) vy(z) =0, (3.45)

para todo x no intervalo de interesse. Desta forma, a expressao para yl’, simplifica-se, vindo
Yp = v1(2) f1(2) + v2() fo(2),
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pelo que
Yy = v1(2) fi(z) +v3(2) fo(@) +v1(2) i (2) + va2(2) f3 (2).

Note-se que devido & condicao imposta para a expressao de y;, a expressao de y;,’ nao contém segundas
derivadas das funcoes vi e vs.

Substituindo as expressoes obtidas para y,, y]’9 e y;,’ na equagao diferencial (3.44) resulta (por
simplicidade removemos “(x)” do argumento de vy, va, f1 € f2)

v1[ao(x) i + a1 (@) fi + az(2) fi] 4+ v2[ao(x) f2 + a1(x) fz + az(2) f2] + ao(x) [v1 f1 + vaf5] = F(x).

0 0

Atendendo ao facto de fi e fy serem solugoes da equacao diferencial (3.42), a equacao diferencial (3.44)
escreve-se agora

ao(@) [ fi(z)vi(@) + fa(z)vy(w)] = F(2).
Em resumo, as funcoes v1 e vo deverao obedecer ao sistema de equagoes
{ fi(@)vi(z) + fa(z) vy(2) = 0,
f'(@)vi(z) + f3(x) vy(z) = F(x)/ao(x).

Note-se que a condi¢ao imposta (3.45) nao sé simplificou os cédlculos, como permitiu que o sistema
de equagoes precedente apenas inclua as incégnitas v} (z) e vh(z). O sistema de equacoes (3.46) pode

escrever-se na forma matricial
fi(z)  falz) 0
F(z)/ag(z) )’

fi(@)

cujo determinante associado,

(3.46)

oh
—~
8
N~—
~_—
VRS
(S~
R
—~
GG
~__—
Il

W lfi(z), f2(2)]

mais nao é do que o Wronskiano das fungoes f; e fo. Uma vez que estas fungoes sao, por hipdtese,
solucoes linearmente independentes de uma equacao linear homogénea de segunda ordem, resulta, como
vimos, que este determinante nunca se anula. Desta forma, o sistema de equagoes (3.46) tem solugao
unica, a saber (“regra de Cramer”)

0 fi(z) ‘
(o) = F@)/ao(e) filx) | F(z) fa(z)
! - fl(.fﬂ) fg(.fﬂ)’ B ao(.T)W[fl(.T),fg(:L‘)]’
fil@)  fa(z)
‘ f(@) 0 ‘
o) = f(x) F(x)/ao(z) _ F(z)fi(z)
i ‘ fi(@) falo) ’ ao(@)W [fi(2), f2()]
fi(@)  fa(x)
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Obtemos assim as fungoes v; e vy definidas por
[ F@h@ F(2)fi(2)
o) =~ [ e A =+ | i i

A solugao particular da equacao diferencial (3.41) obtida por aplicagdo do método de variagao das
constantes é assim

dx.

yp(x) = v1(z) fi(2) + va(2) f2(2),

onde as fungoes vy (z) e vo(x) sdo dadas pelas expressoes precedentes.

Exemplo 3.53 Consideremos a equagao diferencial linear com coeficientes constantes
' +y=tgx.

A determinacio de uma solugdo particular desta equagao diferencial nao pode ser realizada usando o
método dos coeficientes indeterminados devido a forma do sequndo membro. No entanto, como tem
coeficientes constantes, podemos determinar a respetiva fungdo complementar recorrendo & equa¢ao
carateristica associada, obtendo-se

Ye = C1 COST + Cca2Sen x.

Entao, queremos determinar um integral particular da equacao diferencial dada que seja da forma
Yp = V1 COST + v2senw,
onde v1 = v1(x) e ve = vo(x). Tem-se
y; = v'l COST + vésenw — U1 8enx + vy Cos .
Impondo a condi¢ao (arbitraria)
cosz v +senzvh =0

para todo x real, vem

/ 1 / /
Yp = —UISENT + V2C0ST = Y, = —U1COST — U2 SENZT — V] SENT + Uy COS T.

Note-se que nao hd sequndas derivadas das funcoes incégnitas na expressao de yj’o’. Dado que y, deve
verificar

Yy +Yp = tg T,

resulta
! !
—V1 COST — V2 SEN T — V1 SEN T + V5 COST + ¥1 COS T + V2 senx = tgx,

15to €,
—sen vy + cosTvh = tgx.

Portanto, o sistema de equacdes a resolver é
/ /
cosx v] +senx vy =0 cosST  senx v} 0
= =
/ Y
—senax 'Ui—l—COS{E Ué:tg;p —senx CcosSx Vg tg%’
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vindo (regra de Cramer)

0 senx cos T 0
tgx cosx —senx tgx
v = = —tgrsenz, vj= =senz,
cosT  senx cosT  senx
—SenT cosw —SenT cosx

ou, equivalentemente,

~

v] = cosx —secx, vh=senx.
Assim, podemos considerar,
vy =senz — In|secx + tgx|, wvy = —cosuz,
pelo que uma solucdo particular da equacao diferencial é
Yp = (senz — In |secx + tgz|) cosx — senx cosz = — In [sec x + tg x| cos z,
resultando a solugdo geral

Y=vyc+yp=-cicosx+casenz — In|secx + tgxz|cosz.

Exemplo 3.54 Determinar a solug¢ao geral da equagao diferenial

T
I 2zxe

Yy —y=—— x>0
(x+1)°
Solugao. Tem-se (porqué?)

Yo = c1€” +coe” ", yp =vie” + e ",

onde v1 = v1(z) e vy = vo(x), resultando
/ T

Yy = v1€” +v1e” +vge” —vpe 7.

A condicao arbitrdria escreve-se
/ — !/
vl +e fuy=0, xz>0.

Emtao
y; =’ —wme ¥ = y;' =vie” +vie” —vhe " +vge ",
Dado que
,, 2ze”
Yp —Yp= 7" 3>
' (z+1)
e atendendo as expressoes obtidas para y, e yg , tem-se que o sistema de equacgdes a resolver é
e +e Ty =0
2ze”
eV ety = ——g
(z+1)
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Adicionando as duas equagdées membro a membro e sequidamente subtraindo-as obtém-se (qualquer
outro método conduz a um resultado equivalente)

U/:L o = —
1 ($+1)37 2

Ora, decompondo a funcdio racional z(x + 1)~ tem-se

x 1 1 1 1
U1:/73d$:/72d56—/ 3dx: 5 — .
(z+1) (@ +1) (z+1) 2(z+1)2 z+1

Por outro lado,
erw 1 6211
vgz—/—3dm:———2.
(x+1) 2(x+1)

Entao,

o e 1 B 1 _1 1 o e’
Yp =€ v1+e “vy=e 5 5| =
2(z+1) r+1 2(z+1) x+1

e, finalmente,
x
. e

Y=Y+ Yp=cre’ +coe” " —

x+1
Nota: A solugdo geral também se pode expressar na forma (porqué?)

xT

x+1

y = ki coshz + kysenhx —

Problema Determinar a solucao geral da equacao diferencial

T
I , 2ze

—s, >0
(@ +1)°

Resp.: y = c1 + cae” + 2e” In (z + 1) .

Exemplo 3.55 Determinar a solucao geral da equacao diferencial
(3:2 + 1) y" —2zy +2y =6 (:1:2 + 1)2.
Solugcao. A equacao diferencial homogénea correspondente,
(2 +1)y" — 22y 4+ 2y = 0,
tem, conforme vimos no Exemplo 3.18, a sequinte solu¢ao geral
Yo =1+ ¢z (2* = 1).

Assim sendo, tem-se
Yp = V1T + V2 (:1:2—1),
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pelo que
y; = VT + V) (332 — 1) + v1 + 2zv2.

Impondo a condicao
acvi—i—(:vQ—l) vh=0

para todo x real, resulta
y; =v1 + 2205 = y]'g' = Ull + 21‘?)5 + 2vs.
Substituindo as expressoes obtidas para y,, yl', e y]’g' na equacao diferencial
2 " / _ 2 2
(:U —|—1)yp—2xyp+2yp—6($ —I—l) ,
vem )
(w2 + 1) (vi + 2xv'2 + 27)2) — 2z (v1 + 22v2) + 2012 + 20y (w2 — 1) =6 (m2 + 1) ,
ou seja,
(3:2+1)v'1+2x(x2+1)v'2 :6($2—|—1)2.
Consequentemente, o sistema de equacoes a resolver é
zvf+ (22 —1) v =0
V) 42z vy =6 (z* + 1)

obtendo-se (regra de Cramer)

0 22— 1 T 0 ‘
6(z2+1 2x 1 6(z2+1
vy = ( )2 :6(1—332), vh = (2_1) = bz,
x x°—1 r x
1 2z 2z

pelo que
2

U1 :63:—23:3, vy = 3x”.
Desta forma, tem-se
Yp = V1T + V2 ($2 — 1) = 622 — 2z* + 322 (:L‘2 — 1) =32 + :1:4,

sendo a solugao geral da equacao diferencial proposta dada por

y:yc+yp201$+02(x2—1)—|—3a:2—|—:1:4.

Problema Determinar a solugao geral da equacao diferencial
22y + 5y + 4y = 322% — 9z, x> 0;
sabendo que a equacdo homogénea associada admite uma solucdo do tipo z*, k € R.

Resp.: y = (¢ + colnz) 272 + 222 — 2.
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Vejamos agora um exemplo envolvendo uma equacao diferencial linear nao homogénea de ordem 2.

Exemplo 3.56 Determinar a solu¢ao do PVI

11
v =3y 43y —y=ae", x>1; y(l) = —Ze, y'(1) = I, y'(1) = ——e. (3.47)

Solugao. A equacao diferencial homogénea associada
y/// _3y//+3y/ _y — O

tem solucao geral y. = (01 + cox + 03332) e®. A aplicacao do método de variacao das constantes conduz

a

Yp = (w1 + ugz + uzz?) e,

resultando
y; =Yp+ (u/1 + uyx + ung) e’ + (ug + 2zug) e”.

Impondo
u) +uhr +uhz? =0

para todo x > 1, obtém-se
y;, =yp + (ug + 2zuz) e® = yg = yj'o + (ug + 2zus) e + (uh + 2zuf) e + 2uge”
= Yy = Yp + [(2ug + dzuz + 2uz) + (uy + 22u3)] €”.
Necessitamos de impor uma sequnda condicao, a saber,
uh + 2zus =0
para todo x > 1, vindo
Yy = Yp + (2uz +4auz +2uz)e® =y =y, +[2(uy + 2zuy) + 2uy + 6ug + 2uz + 4auz] e”
=y, =yp+ (2uz + 6uz + 3ug + 6ruz) e”.

Substituindo as expressoes obtidas para yp, y,, yp €y, na equagdo diferencial

uy =3y + 3y, —yp=a e’ z>1

resulta
[(ng + 6us + 3uz + 6:L"LL3) — 3 (2u2 + 4zus + 2uz) + 3 (uz2 + 2:13u3)] e” = e”,

ou, equivalentemente,

I 1
2uzs =a

pelo que temos o sequinte sistema de equagoes
uf + uhr + uhz? =0

ub + 2zuf =0
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Assim, .
T
! ! ! -1
u1_§7 u2__17 U3—§.T} )
vindo
x? 1
UI_Z’ Uy = —1x, u3:§lnx,
ou seja,

tendo-se a solugao geral (porqué?)
2\ x 1 2 x
y:(01+02x—|—03$)e —I—§xe Inzx.

Impondo as condi¢oes iniciais, obtém-se

3 1
Y= <_Z + 51113:) z2e”.

200
150 T
100 T

50T

w -+
N

|
1

5
X

-50 +

1
Representacgio grifica da fung¢ao <—g + 3 In 3:) x2e”, solugio do PVI (3.47)

Quando a equacao diferencial tem coeficientes constantes, mas a natureza do segundo membro nao
permite aplicar o método dos coeficientes indeterminados para obter uma solugao particular da equagao
diferencial, pode ser 1til usar um método alternativo que consiste na resolucdo de uma sequéncia de
equacoes diferenciais lineares de primeira ordem, tantas quantas a ordem da equagao diferencial em
causa. O método baseia-se na forma que a equagao carateristica assume quando fatorizada.

Comecemos por ver um exemplo em que a equagao diferencial podia ser resolvida usando o método
dos coeficientes indeterminados e depois outro exemplo que obrigaria & utilizagado do método de variacao
das constantes. Recorde-se que, aquando da abordagem do cédlculo de conjuntos fundamentais de
solugoes de equagoes lineares homogéneas em que as rafzes da respetiva equacao carateristica sao reais
e repetidas, j& usamos este método (ver nota na pagina 144).
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Exemplo 3.57 Determinar a solu¢ao do PVI

175
Py dy dy
i Al = —2(0) = 0. 4
e w0 y0)=0, L0)=0 (3.48)
Solucdo. A equacdo carateristica a considerar é
m?>—m=0 < m(m-1)=0,
pelo que sabemos desde jd que
Ye = €1 + co€”.
A forma da equacdo carateristica permite escrever a equacdo diferencial dada na forma
d (d d (dy
— (=1 — T i e — % — .
d;c(da: )y c-re dx(dx y) S
Fazendo p
Y
== — 3.49
resulta
du
pelo que

X
== - k .
u=e 5 + k1
Retomando a equagao diferencial (3.49), vem

dy . 72
— —y=e"——+k = " ——.
e VT TR T
Trata-se de uma equacdo linear que admite o fator integrante e™*, tendo-se
d 2 1
T (e*“y) 1L o e ty=x— 5 /:L‘2ex dz + k2
Tomando ke = 0 e atendendo a que

/.’1726_:8 de = — (2:1: + 22 + 2) e ",

resulta a solucdo particular

yp = ve’ — (2.1:—}—3:2—1—2).
Assim, a solugao geral da equagao diferencial é

T

1
Y=Y+ yp=c1+ e’ +z+ 3"+ ze
Impondo as condigoes iniciais, resulta

1
y:2—26x+x+§x2+mex.
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qoui’]
ot
3t /0N
t
+1 \
2 \
' N
14 N
| S
0 : — =
0 I 2 3 4 5
t

Representacgio grifica da func¢ao 2 — 2e* + x + %xQ + xe®, solugio do PVI (3.48)

Exemplo 3.58 Determinar a solu¢ao geral da equacao diferencial

By dy 1

Solugao. A equacgao carateristica associada & correspondente equagio diferencial homogénea é

m*—m=0 & mm?-1)=0 < mm-1)(m+1),

pelo que a respetiva funcao complementar é
x

Yo = €1 + Cc2€” + c3e” .

Consideramos entdo a equacgao diferencial dada escrita na forma
d [ d? 1 d (d%y 1
—|-—=-1]Jy=—— —Inx—1 — | — - =—— —Inz—-1.
dx (dx2 >y g2 e R (dm2 ) 22 0

d2y
“@m

Tomando

v

tem-se a equagao diferencial (linear) de primeira ordem

dv 1
%:—;—lnx—l,

para a qual se obtém de imediato uma solucao particular

1 1
v:—/<—2+lnx+1) dr = — —xzlnz.
T T
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Assim, tem-se agora de considerar a equacgdo diferencial
d?y d%y 1

T2 Y=V ZN @—y:E—xlnx.

Novamente, recorrendo & equacao carateristica, podemos concluir que esta equacdao diferencial se pode
€SCTever como

d d 1 d dy 1
(£_1) <%+1>y—g—xlnx & <%—1> (a—i-y)—x—xlnx.

Ora, fazendo

resulta a equacao diferencial

@—u—l—xlnx
dx o ’

a qual admite o fator integrante e=*, vindo

Tem-se entao a solucao particular

exu:/%dm—/xemlnmdm.

e—Z’
/Tdas:exlnx—k/exlnxdx

—/:L‘e_”:lnxd:c:xe_xlnx—/(lnm—l—l)e_xdx,

Integrando por partes, vem

pelo que
u=(z+1)lnz+1.

Finalmente, consideramos a equacao diferencial
d d
ZHy=u & —Z4+y=(@+)hc+l,

a qual € linear, conforme esperado, admitindo o fator integrante €*. Tem-se,

dix (e"y)=(z+1)e"Inz + €,

vindo
ety = /a:e”lna:da:—i—/e”lna:da:—i—e”.
Uma vez que

/xexlnxd:c::Bexlnx—/exlnxdx—ex,
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tem-se
e'y=ze"lnz & y,=zxlnz.

A funcao xInx é portanto uma solugdo particular da equacao dada, pelo que se tem a solucao geral

Yy=Yc+yp=c1+ce"+cze " +xlnz.

Nota Uma vez que no exemplo precedente a resolucao da equagao diferencial

dzy —1 1
— —y=x  —uzlnx,
daz?

através da sua conversao em duas equagoes diferenciais lineares de primeira ordem, obrigou a recorrer
sistematicamente & integragao por partes, podia ter sido vantajoso determinar uma solugao desta
equacao diferencial usando o método de variacao das constantes. Teriamos entéao,

Yo =Ae" + Be ", yp, = fie" + fae™"

obedecendo fi e fo ao sistema de equagoes

N |

fle* — fle* =2~ —zlnz =
1 2 - fé:_

(et o fi-

(mfle*x —ze %ln x)
% (mflex —ze®1n a:)

Ainda assim teriamos de determinar, usando integragao por partes,

/x_leax de =e"Ilnx — a/e’”C Inzdz (3.50)
e
ax 1 axr 1 ax 1 ax
re" Inrdr = —ze™ Inw — e — — [ e Inzdz, (3.51)
a a a

sendo que no caso que nos interessa a = £1, pelo que combinando (3.50) e (3.51) obtemos
/:L‘le‘m dx — /:L‘e‘”” Inzdr=(1—-azx)e™Inz + ™.

Portanto,

1 1 1 1
fi= 3 (I+z)e “Inz+ §e*x, fa= -3 (1—z)e’lnx — 56:6,

tendo-se o resultado obtido anteriormente

yp = fre" + foe ™" =zxlnax.
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Problema Considere-se um circuito elétrico constituido por uma forga eletromotriz que produz uma
queda de tensao F, uma resisténcia R, uma bobine com induténcia L e um condensador com capaci-
tancia C, ligados em série (circuito RLC). Nestas condi¢oes a carga instantdnea no condensador g em
cada instante de tempo ¢ é tal que

d?q dg 1

L— +R

i SRR o5
a2 Ty Tl

sendo a intensidade de corrente i em cada instante i = dg/dt. Supondo que E = (1+1t) ' et (Volt),
R =2 (Ohm), L =1 (Henry) e C = 1 (Farad), determinar ¢(¢) e i(t) sabendo que ¢(0) = i(0) = 0.

Resp.: ¢q=(t+1)In(t+1)—t)e b i=(1—In(t+1))te?

. 0.20
qoui
0.15
0.10
0.05
0.00 — | : - =
2 4 - 8
\ P t
-0.05 N7

Representacao gréfica de ¢(t) (a cheio) e i(t)

Vejamos agora um exemplo em que a natureza do segundo membro, aliada ao facto de se tratar de
uma equagao diferencial linear com coeficientes constantes, permite usar o Principio da Sobreposi¢ao
para determinar uma solucao particular através da utilizacao do método dos coeficientes indeterminados
e do método de variacdo das constantes (ou outro alternativo) de forma a minimizar a quantidade de
célculos a realizar.

Exemplo 3.59 Determinar a solu¢ao geral da equagao diferencial

d?y dy e’
S 4 i3y = 3" 47
dz? dz + oy Tt et +1’

x>0, (3.52)

sabendo que a solu¢do geral da equa¢do homogénea associada é

Yo = 1% + 23",

Solugcao. Neste caso vamos usar o Principio da Sobreposicao considerando duas equagoes diferenciais,

cy dy .
@— %—1—3?4—6, x> 0, (353)
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cuja solugao particular designaremos por yp,, e

d%y dy e’

4 3y = —— 0 3.54
+3y = >0, (3.54)

dx? dx

cuja solugao particular designaremos por yy,. Assim, uma solu¢io particular da equagao (3.52) serd
dada por

Yp = —3Yp1 + TYp,,

sendo a respetiva solugao geral
y = c1e” + cae® — 3yp, + Typ,.

Para determinar uma solu¢ao particular de (3.58) podemos usar o método dos coeficientes indetermi-

nados, o qual conduz a
1

Yp, = —5we’.

2
Relativamente o determinagao de uma solug¢ao particular de (3.54), podemos usar dois métodos dis-
tintos, atendendo ao facto de se tratar de uma equagdo linear de sequnda ordem com coeficientes
constantes.

1. Método A

Usamos o método de variacao das constantes, propondo entio que

Yp, = V1€° + V93",

Mostra-se que substituindo as expressoes de yp,, y;b e yj’o'2 na equagao (3.54) e considerando a
condicdo arbitrdaria habitual, obtém-se o sistema de equagoes

1 1
T,/ 3z, __ r_
e’ vy +eP vy =0 V] S 1
e’ <
" v] +3e3 vl = — 1 v'—l 1
T 27 2e2v 4 30

Ora, tem-se

1 1 1 1 1 1
S — d = =— [ ————du= =1 1) —=1
vl 2/65"—{—1 TouZe U 2/u(u—|—1) “ 2n(u—|—) g
pelo que
ey -2
vy =gln(e 5%
Por outro lado,

1 1 J N 1 1 J 1l 1l (u+1)+ 1 1
vy == | 59— dzx == [ =———du==lnu—=In(u — - —
2 9 €2 | g3z u— eT 2 2 u3(u+1) 2 2 2u  4u?’
implicando,

1 1 1 1
V2= 50— g In(e”+1)+ 567“"3 - 1672”6.
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Assim,
1 1 1 1 1 1
Ypy = (5 In(e” +1)— 533) e’ + (556 ~3 In(e”+1)+ 5671 - Zeh) 3"
= 16233 1 2z +1)e” + 1338390 + ! (e" — ™) In(e” 4 1) (3.55)
2 4 2 2 ‘ '
2. Método B
A equacao carateristica associada & equacao diferencial
d’y  dy

ém? —4m+3 =0, ou seja, (m—1)(m —3) = 0. Assim, a equagdo diferencial (3.56) pode ser

escrita como J J
- 1 - _ =
<dw > (dw 3) y=0

e consequentemente (3.54) pode ser escrita na forma

ou, equivalentemente,

Fazendo
u=—=—3y, (3.57)

passamos a ter a equacao linear de primeira ordem

i—1 U= ¢ & @—u— ¢
dx et 41 dx et 417

x

a qual admite o fator integrante e™*, obtendo-se

u=¢€e"(x—In(e"+1)+ k1),
onde ki é uma constante arbitraria. A equagao diferencial (3.57) escreve-se agora

d
—y—3y:ex(:p—ln(ex—|—1)—|—k;1).
dx
Portanto, obtemos novamente uma equacdo diferencial linear de primeira ordem que admite o
fator integrante e 3%, vindo da sua resolucio (considerando as constantes arbitrarias nulas dado
que apenas pretendemos determinar uma solugao particular)
1y, 1 1 1

1
Ups = 3¢ 51‘6:‘j - Ze” + §xe3x + 3 (e" — e3’”) In (e’ 4+ 1)

que mais nao é do que (3.55).
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Assim, obtivemos

7 7 7 7
Yp = —3Yp, + Typ2 = 562$ — 2ze” — Zex + Exe&v + 5 (e — ) In(e” +1),

resultando para a solugdao geral de (3.52) a expressao
T 3x 7 2x T 7 3x 7 T 3x T
Y=Yctyp=cre +c2e +§e — 2xe +§xe —|—§(e —e*)In(e” +1).

e Exercicios sobre método de variagao das constantes

Exercicio 3.16 Determinar a solucdo geral das sequintes equacoes diferenciais.

d*y Py L dy
- = cotg x: d) —= — 4+ 2y =—;
(a’) dl‘2 +y CO gl‘? ( ) d:L‘Z + 3d$ + y 1 _I_ 61.7
d?y 5 d*y dy ;g
(b) @—i—yztg x; (e) w—Qa—l—y:zle Inx, x> 0;
d2y dy e3¢ d3y dy 1
(c) @4—6@4—99— o (f) ﬁ_%—_ﬁ_ln‘r_l’ z > 0.

Exercicio 3.17 Determinar a solu¢ao geral da equagdo diferencial

d? d
x2d—;é—x(x+2)d—i+(x+2)y:$3, x>0,

sabendo que xe® é uma solucdo da equagao diferencial homogénea associada.

Exercicio 3.18 Determinar a solu¢do geral da equagdo diferencial

sen%v@ - QSenxcosx@ + (1 + cos? z)y = 2sen®z, x€]0,7/2]
da? dx ' ’ '

sabendo que senx e xsenx sao solugoes da equacao diferencial homogénea associada.

3.7 A equacao de Cauchy-Euler

Vimos anteriormente como obter a solugao geral de equagoes diferenciais lineares homogéneas de ordem
n com coeficientes constantes. Nesses casos é relativamente facil determinar um conjunto fundamental
de solucoes e, consequentemente, a respetiva fun¢ao complementar. No entanto, no caso (geral) em
que os coeficientes nao sao constantes a situagao é bem diferente, s6 se podendo obter a fungao com-
plementar em casos muito especiais. Um desses casos designa-se equacao de Cauchy-Euler, sendo
essa equagao diferencial da forma

n n—1
nd"y 14"y dy
apxr"'—= 4+ a1x 4+ tap_1x—= +ay = F(x 3.58
0 A 1 dan—1 n—1 d nlY ( )7 ( )
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3.7 A equacao de Cauchy-Euler 183

onde ag, a1, ..., an, sdo constantes reais. Note-se que todos os termos que surgem no primeiro membro
da equacao precedente sdo da forma
dk:
ok
dak

A resolugao deste tipo de equagao diferencial baseia-se no seguinte resultado.

Teorema 3.14 A transformagdo x = €' reduz a equagio diferencial de Cauchy-Euler (3.58) a uma
equacao diferencial linear de ordem n com coeficientes constantes.

Demonstragao Consideremos o caso correspondente a uma equagao diferencial de segunda ordem (a
demonstragao no caso geral é similar). Tem-se

o d? d
Yy alx—y + agy = F(x). (3.59)

CL.’Ed2 A

Da mudanca de varigvel

resulta
z(t)=¢ & t(x)=Inz,

pelo que, atendendo & dependéncia y = y(t(z)), decorre desta transformagao

dy _ dydt @ 1
de  dtdx dtz’

isto &,
s dy
. 3.60
daz dt ( )
Vejamos agora como se transforma a segunda derivada. Tem-se
By _ () d 1) d ()1 dyd ()
de?2  dx \dz|  dz \dtz|  dxz | dt dt dz
_ ld(dN\d 1dy _ 1yl 1dy
T oxdt \dt)dr 22dt  wdi?z 22 dt
_ LTy _
B 2 dt )’
pelo que
2 2
249 _dy_dy (3.61)

dz? — di2 dt

Substituindo as expressoes (3.60) e (3.61) na equagcao diferencial (3.59), obtém-se a equagao diferencial

>y dy dy d? dy
— - = =F) & — —ag) — = F(eh),
aO(dt2 = +a1dt+a2y () ao—z + (@1 )dt+a2y (")
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que é do tipo
d2

dy
72 -I—bl

b
O a2 dt

+ b2?/ - G(t)7

com by = ag, by = a1 — ag, by = ag, G(t) = F(e'). Fica assim demonstrado o resultado pretendido.

Observe-se que na demonstragao supos-se que z > 0. No caso de ser z < 0, a mudanga de varidvel
a realizar ¢ z = —e', mantendo-se o restante procedimento inalterado (porqué?). u

Exemplo 3.60 Determinar a solu¢ao geral da equacao diferencial

d*y dy
2 _ .3

t

Solugao. Seja x =e'. Tem-se, t =Inzx e

Ay _dy Py Py dy
Yiz dz?  dt2  dt’

resultando a equagao diferencial

d’y dy dy d?y dy
—— 2221 y=¢" o GY 38 4 gy — ¢t
a2 ar a7 a2 Ca
Obteve-se, portanto, uma equacdo diferencial linear com coeficientes constantes que pode ser resolvida
usando o método dos coeficientes indeterminados. Comecemos entio por considerar a equagao diferen-
cial 2y p
Y
— —3— 42 0.
az " Ca YT
A equacgao carateristica associada é
m?—3m+2=0,

cujas raizes sao m1 =1 e mo = 2, pelo que

Ye = clet + cze%.

Usando o método dos coeficientes indeterminados, pretendemos determinar uma solugao particular de

Py L dy 3
2 J 3589 L9y —
a2 cq YT

a qual deverd ser da forma y, = Ae3t (porqué?). Assim,

yp = A = % =343 = % =9Ae%,
pelo que ,
% — 3% +2y, = = 243 =¥
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resultando A = 1/2. Obtém-se assim,
B
p 2 )
sendo a solugdo geral da equacgdo diferencial proposta
t 1 3
Y=Y+ yp =cCre + e +§e

ou, atendendo a transformacdo t = Inx,
1 3

y—cm—i-cm +2w

Problema Determinar a solucao do PVI
(3.62)

22y" + bay’ + 8y = 2923,

Resp.: y = 23 + 22 2cos (2Inz).

y 100 T

|
T
5
X

Representacgao grafica da fungdo x3 + 2272 cos (2Inz), solugio do PVI (3.62)

Exemplo 3.61 Determinar a solu¢ao geral da equagao diferencial

d%y dy
22 _
d2+4 d—+2y 4In(—z), = <O0.
Solucdo. Fazendo v = —e!, tem-se t = In(—=z), vindo
Ly _dy o LAy dy dy

Ta Yaz T a2 @

da:
A equacgao diferencial dada passa a escrever-se
d>y dy dy d%y dy
— - — 44—+ 2y=4 & — 3% Loy — 4.
a2 a Tt T dt2+dt+y

J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019
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186 3. Resolucao analitica de equacoes es diferenciais lineares de ordem n

Obteve-se portanto uma equacdo diferencial linear com coeficientes constantes que pode ser resolvida
usando o método dos coeficientes indeterminados.
Comecemos entdo por considerar a equacao diferencial

Py L dy
89 3% o=,
a2 T T

A equacao carateristica associada é
m?+3m+2=0,

cujas raizes sao my = —1 e mg = —2, pelo que

Ye = cle_t + 626_%.

Usando o método dos coeficientes indeterminados, pretendemos determinar uma solugao particular de

PPy L dy
=2 4322 42y =4t
dt? + dt Ty ’

que deverd ser da forma y, = At + B (porqué?). Assim,

dy d?y
=At+B = “Z=-4 = L
I * dt dt2 '
pelo que
Py, | .dy
— P 1320 4 9y =4t 3A+2 (At + B) = 4t
T2 T3 T2 = 3A+2(At+B) =4,
resultando
3A4+2B =0 B=-3
~
2A =4 A=2

Obtém-se assim
Yp = 2t — 3,

sendo a solugdo geral da equacao diferencial proposta
Y=Y+ Yp = Cle_t + 626_2t + 2t — 3,
ou, atendendo a transformagao t =In (—x),

=12+ cox? + 2In (—2) — 3.

Nota: nesta caso podiamos em vez de ter usado a transformacio x = —et, devido ao facto de x < 0,
ter reescrito a equacgao diferencial dada realizando primeiro a mudanga de varidvel z = —x. Teriamos
obtido (porqué?)
Py dy
2
ze—= 4+4z— +2y=4In(z), z>0
T2 e 2y (2) :

permitindo usar a mudanca de varidvel z = et.
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Exemplo 3.62 Determinar a solu¢ao geral da equacao diferencial

d? d 1
2 Y Y _
(x —3) de—i—(x 3)dx (@3 x> 3.

Solucao. Fazendo z = x — 3, vem

d’y  dy

2

==t z—=—, z>0.
dz? + dr Inz’
Considerando agora a transformagao z = €', resulta

dy _ dy
== =—=
dz  dt’
A equacao diferencial dada passa a escrever-se,

Py Py dy
Z — —_— . —

dz2  dt?2  dt’

1, dy 1
a2 dt N a2t
Assim, y. = c1 + cot.

Para determinar uma solucdo particular da equacao diferencial nao homogénea procedemos a inte-
gragao direta
d®y 1 dy
—=- & —=Iht+k
a2t dt T

=
Considerando k1 =1 e kg = 0, obtém-se

y:t(lnt—l—i—kl)—i—kg.

yp = tint,
tendo-se para a solucao geral da equacdo diferencial proposta,

Y=Y+ Yp =201 + cat +t1nt,

ou, atendendo a quet =1Inz e z =2 — 3,
y=c1+cln(z—3)+In(z—3)In[n(z — 3)]

e Exercicios sobre a equagao de Cauchy-Euler

Exercicio 3.19 Determinar a solu¢do geral das sequintes equagoes diferenciais.

(@) 2%y — 32y +3y=0, x>0 (c)

x> 0; (d) %" +4xy + 2y =4Inx,
Exercicio 3.20 Determinar a solugdo dos sequintes PVIs.

x2y" — 4dxy + 6y = 4 — 6,
(b) 2y +ay +9y =0,

x > 0;

x> 0.

(@) 2%y +2xy —6y=1022, 2x>1;, y(l)=1, 9 (1)=
(b) 2%y" —6y=Inz,

z>1; y(1)=0, y(1)=1

Exercicio 3.21 Determinar a solucdo geral da equacdo diferencial
(z+ )% —(z+1)y—3y=2>-1, z<-1.
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188 3. Resolucao analitica de equacoes es diferenciais lineares de ordem n

3.8 Exercicios de revisao do Capitulo 3

Exercicio 3.22 Determinar a solucdo geral das sequintes equacoes diferenciais.

43 d? d?
(@) Th+2ot=210te (d) —5+y=2cosz+1;

d?y dy d3y d*y | dy
b) = —2-2 4y =de® +4e T 525+ =1 %
O) G2 ~Zg TyTAS AT () gy g T gy LG
@ LYW gy gen g, (N LB gty
) G T e T T az ar V¢ '

Exercicio 3.23 Determinar a solu¢do geral das sequintes equagoes diferenciais.

d?y dy e’ d?y

@) @2 PtV ) g2ty =cote
d?y dy e’ d?y

b) —35 —2——+2y= ; d) —5 4y =~6cos’t.

(®) dz? dx * cosz’ (@) dt? +y =6cos

Exercicio 3.24 Determinar a solu¢do geral da equagdo diferencial
d*y dy 2t
t—1)—2 —t— 4y = (t — 1)%,

(- D)ZY sy = (-1

sabendo que t e et sao duas solucoes da equacio diferencial homogénea associada.

Exercicio 3.25 Determinar a solu¢do geral da equagdo diferencial

>y 1dy 9
@ T rde V=0 >0

Exercicio 3.26 Determinar a solu¢do geral da equagdo diferencial
2 @ o dy

12 x%—i—y:l()x, x>0,

sabendo que xInx é uma solugdo da equagao diferencial homogénea associada.

Exercicio 3.27 Determinar a solugdo geral das sequintes equagoes diferenciais

d? d
(a) t2%+td—f+4x:0, t>0;
d? d
207y Y _ .2 .
d? d
(c) wgd—$+2wd—i+y:xlnx, x > 0;
Py | dy
(d) (Z+1)@+2£:Z, Z>0
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Exercicio 3.28 Considere-se uma mola que estd fiza numa das extremidades. Um objeto pontual
P, de massa m, estdq preso na outra extremidade da mola. Suponhamos que o afastamento de P
relativamente o posi¢ao de equilibrio O obdece & sequinte lei (movimento livre e nao amortecido)

d2
mog + kx =0,
onde k > 0 ¢é a constante de elasticidade da mola, ou
dt2 + Xz =0,

onde \* = k/m. Sabendo que P parte com velocidade vy = da/dt(0), do ponto de abcissa xo:
(a) determinar xz(t);
(b) determinar o valor minimo e maximo da abcissa de P;
(¢) determinar o periodo do movimento de P;
(d) representar o grifico de x(t) considerando xy =2, vg =1, A = 1.

Exercicio 3.29 Considere-se uma mola que estd fixa num dos seus extremos. Um objeto pontual Q, de
massa m, estd preso na outra extremidade da mola. Suponhamos que o afastamento de Q) relativamente
a posi¢ao de equilibrio O obdece a sequinte lei (movimento livre e amortecido)

de dx
mog +a— i + kx =0,
onde k > 0 é a constante de elasticidade da mola e a > 0, ou
d’x dx
2b— +Nx =0
P TI

onde N2 = k/m e a/m = 2b. Sabendo que Q parte com velocidade vy = da/dt(0), do ponto de abcissa
xo, determinar x(t) quando:

(a) b< XA (a<2vkm); representar o grdfico de x(t) para A =5, b=3, x9 =1, vg = 2;
(b) b=X (a=2Vkm); representar o grdfico de x(t) para A\=0b=4, g =1, vog = 2;
(c) b>X (a>2Vkm); representar o grifico de x(t) para A =3, b=>5, xg =1, v = 2.

Exercicio 3.30 Considere-se uma mola que estd fixa num dos extremos. Um objeto pontual M, de
massa m, estd preso na outra extremidade da mola. Suponhamos que o afastamento de M relativamente
a posicao de equilibrio O obdece & sequinte lei (movimento for¢ado correspondente & a¢io de uma for¢a
externa F coswt)

al2 dx
moy +ad + kx = F coswt,
onde k > 0 é a constante de elasticidade da mola e a > 0, ou
d? d
dtf + de—f + A2z = E coswt,

onde N> = k/m, a/m = 2b e E = F/m. Sabendo que M parte com velocidade vy = dz/dt(0), do ponto
de abcissa xg, determinar x(t) quando A =w e b < \.
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Exercicio 3.31 Considere-se um circuito elétrico constituido por uma forca eletromotriz que produz
uma queda de tensao E, uma resisténcia R, uma bobine com indutdncia L e um condensador com
capacitancia C, ligados em série (circuito RLC). Nestas condigdes a carga instantdanea no condensador
q € tal que
d*q dg 1
L— +R— +—=q=
a2 " ar ot

sendo a intensidade de corrente i, em cada instante de tempo t, dada por i = dq/dt.

Supondo que E = 100cos60t (Volt), R =4 (Ohm), L = 0.1 (Henry) e C = 1/40 (Farad), e sabendo

que no instante inicial a intensidade de corrente e a carga do condensador eram ambas nulas:

E,

(a) determinar a carga do condensador em cada instante;

(b) determinar a intensidade de corrente em cada instante;

(c) representar os graficos de q(t) e de i(t).

3.9 Solucoes dos exercicios do Capitulo 3
3.2. (b) y =c1€” + coxe®; (c) y =e* + 3e”x.

3.3. (b) y =1z + coz®.

3.4. (d) y = c1€” + cpe™®.

3.5. g(x) = 2%, y = c1z + coxt.

3.6. q(v) =2+ 1,y =cre®® +ca(x+1).

3.7. (b) ye = c16® + 2™ (d) y = ye + yp = c16” + c2€*® + 222 + 62 + 7.
3.8. yp =2/3+ 2z — 3e”/2.

3.9. (a) y = c1€®® + 2e%*; (b) y = 1> +c2e™®;  (c) y = c1cos 3z + co sen 3;

(
(d) y = (c1 + cam) e*®; (&) y = (c1 + o) e /2 (f) y = c1e® + c2e3 + c3e™%;
(8) y = (a1 + cow + c32?) €2 (h) y = c1€* + €3 + e3¢ senw + cye” " cos T;
1 = C1Z~ + cx” + c3x” + c4x + Cs.

(i) y 4 3 2

3.10. (a) y =2¢* + 3% (b) y = (13e™" —e™5%) /4;

(c) y = e** — /3e3/2 (% sen @x + cos @x) .

3.11. y = e**(c1 + cox + c372) + cse™ + €2®[(c5 + cew) cos 3w + (c7 + cgx) sen 3.
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3.12.

3.13.

Y = cre 2% + coe 3 + e (c3sen 22 + ¢4 cos 2).

(a) Sim, pois a equacao diferencial é linear, com coeficientes constantes, e o segundo membro é
um muiltiplo da funcdo CI 22; (b) Nio, pois a equacao diferencial ndo é linear; (c) Nao, pois a
equacao diferencial apesar de ser linear nao é de coeficientes constantes; (d) Sim, pois a equagao
diferencial é linear, com coeficientes constantes, e o segundo membro é uma combinagao linear
das fungdes CI 1, e” e e®; (e) Nao, pois a equagao diferencial nao é de coeficientes constantes
e o segundo membro nao é uma combinagao linear finita de fungoes CI; (f) Sim, pois a equagao
diferencial é linear, com coeficientes constantes, podendo-se reescrever por forma a que o segundo

membro seja um miiltiplo da funcdo CI z”.

3.14. (a) y = c1€” + 2™ + T+ 6z + 2z%  (b) y = c1€® + coe™ 2 — (€2 + 6e737) /2;
(¢) y = e *(c1sen 2z + ¢y cos 2x) + 2 sen 2x — cos 2;
(d) y = (z/2 +1/10) e 2% + =% (c1 sen 3x + c3 cos 3x);
(e) y=cre” + e (ca + c3x) — 9 + 4 — 227 + & cos 2z — 55 sen 2w;
(f) y = c1 cos 2z + cpsen 2z — x cos 2z — 222 sen 2z — 3 + 322

8.15. (a) y = 6cos 2z + Hsen 2z — 2z cos2x;  (b) y = (22% — 3a? + 3z — 1) e* 4 27,
(c)y=5e*"2—a2/2 —x—1.

3.16. (a) y = cysenx + ¢y cos x + senx In|cosec x — cotg x|;
(b) y = c1senx 4 ca cosx — 2 + sen x In(sec z + tg x);
()y=e¥(a+cx)+e¥z(ne—1); (d)y=ce®+ce ?+ (e +e2*)In(e" +1);
(e) y = e (c1 + cax) + 2%e® (2Inw — 3); (f) ¢1 + coe® +cze ™ +xlna.

3.17. y =c1z (e — 1) + cox (e¥ + 1) — 2.

3.18. y = (c1 + cox)senx + x?sen .

3.19. (a) y=c1z + c223; (b) y=cicos(3Inz) +cosen (3Inx); (c) y = c12? + cox® + 22 — 1;
(d)y=cio ' +cox 2+ 2Inz — 3.

3.20. (a) y=22"%+2?(2lnz—1); (b)y= (82%—9272 —6Inxz+1) /36.

321 y=ci(z4+1)  +e@+1)>—22(3+2z) (z+1)" /6.

3.22. (a) y=c1 + oz +cze ™ — 302 + 223 + e (b) y = (c1 + cox) € + 222" + 77,
(c)y=c1+cosenz +czcosz+e* —2e ¥ +x; (d) y=cicosxz+cosenz +xsenx + 1;
(e) y = c1 + c2€® + cgwe® +x — 3x%e” + 23e®;  (f) y = cre™ 2 + cped — dte™t + el
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3.23. (a) y = (c1 + coz) € + z (Inx) e”;

(b) y =€" (c1cosx + casenz) + e*(cos x In |cos z| + x sen x);

(¢) y=rcicosz+ casenz + (senz)ln |cosecx — cotgz|; (d) y = cqcost + casent — cos 2t + 3.
3.24. y = c1t + coel — tet + 26t /2.
3.25. y = c1x 3 + con®.
3.26. y =cix + coxlnx + Sz In? z.
3.27. (a) y = ¢y cos(21Int) + cosen (21Int);

b y=c(l-—z)+c(l-—z)ln(l-—z)+1-z)*+1—-(1—-z)n?(1-2x);

(c)y=3z(1-—Inz)+ 21/2(cy cos(v/3 (Inz) /2) + casen(v/3 (Inz) /2));

(d)y=—(c1+cz— 32 (2 +1)7N

Vo 2 2 1/2

3.28. (a) z = oY sen A\t + xgcos At; (b) £ ((’Uo//\) + xo) ;o (c) 2w/

(d) y s
3.29. (a) z =7t (ﬂ)tébxl senrt + o cosrt), r= VA% - b2 yTD:

(b) = e (29 + (vo + bxo)t); x 10

0.5
0.0 T———F+—+—+—F—t——
05 10 15 20
t
(c)z=e" (Lf’”o senh rt + xg COShT’t), r=b2— )% x10
0.5
0.0 7 f f
0 2 4
t
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3.30. x = et (9*1(7)0 + bxg — %E) sen 0t + xg cos Ht) + % senwt, 0 = Vw? — b2,

3.31. (a) ¢ = (£ —5t)e 2% — 1 cos 60t + 35 sen 60t;
(b) i = (=9 + 100t)e~2% + 9 cos 60t + 12 sen 60¢;

(c)
q o2
-0.2
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Capitulo 4

A Transformada de Laplace

4.1 Definicao, existéncia e propriedades

Definicao 4.1 Seja f uma funcao real de varidvel real t, definida para t > 0. Seja s uma varidvel real
e F uma fungdo definida por
o0
Fls) = / =St f (1) dt (4.1)
0
para todos os valores de s para os quais este integral existe (finito). A funcao F definida por (4.1)

designa-se transformada de Laplace da funcao f. Usaremos a sequinte notacao para a transformada
de Laplace da funcao f,

F(s) = L{f(®)}

Dada a natureza do integral impréprio (4.1), para garantir que este integral existe para um certo
conjunto de valores de s temos de impor restricoes adequadas & funcao f. No entanto, antes de
analisarmos estas restri¢oes detalhadamente, comecemos por determinar a transformada de Laplace de
algumas fungoes simples e, em cada caso, quais os valores de s para os quais o integral (4.1) ¢é finito.

Exemplo 4.1 Considere-se a fun¢ao

Entao, aplicando a defini¢ao (4.1), resulta

[e%9) —st1 R
F(s):[,{f(t)}:/o et dt = lim Re*Stdt = lim [_e t] :1<1_ lim 65R)'

R—oo Jg R—o00 S 0 S R—o00

Ora, a expressao precedente é finita apenas se s > 0 (porqué?), resultando entao

E{l}zl, s> 0.

S
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196 4. A transformada de Laplace

Exemplo 4.2 Considere-se a fun¢ao

f&)y=t t>0
Aplicando a defini¢io (4.1), resulta
R— . - . Los &
F(s):ﬁ{f(t)}:/o et = fim [Tt = i [—S—Ze (st+1)]0,

ou seja F(s) = L) = [1 T AN (L;lﬂ |

Uma vez que esta expressao é finita somente se s > 0 (porqué?), entao

1
;C{t}:?, s> 0.

Exemplo 4.3 Considere-se a fungao
f@)=e" acR\{0}, t>0.

Entao,

R—oo Jo R—o00

R
0 R e—(s—a)t 1
F(s)=L{f(t)} = / et dt = lim e (=0t g — im —
0

para todo s > a. Portanto,
1
L{e™} = , s>a.

Ss—a

Exemplo 4.4 Considere-se a fungao

f(t) =cosbt, beR"t t>0.

Entao,
[e%9) R
F(s)=L{f(t)} = / e *cosbtdt = lim e ! cosbt dt.
0 R—00 Jo
Integrando por partes, obtém-se
e st R S
L{cosbt} = Rh_r)]go [m (—scosbt + bsen bt)] ) = oip
para todo s > 0. Portanto,
S
LA{cosbt} = ——, s>0.
{ ' 52 + b2
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Exemplo 4.5 Considere-se a fun¢ao

f(t)=senbt, beR" t>0.

Entao,
0 R
F(s)=L{f(t)} = / e *'senbtdt = P}im e *!'senbt dt
0 —Jo
Integrando por partes, obtém-se
e st i b

£ {sen bt} = Rll_I)I;o {—m (8 sen bt + bCOS bt):| . = m

para todo s > 0. Portanto,
b
E{senbt}:m, s> 0.

Em cada um dos casos anteriores constatdmos, sem surpresa, que o integral (4.1) existe (é finito)
apenas valores de s superiores a um determinado valor real «. Por outro lado, a transformada de
Laplace das fungdes consideradas anteriormente, F(s), é sistematicamente uma funcdo (racional) de-
crescente, tendendo para 0 quando s — +o0.

N

Além disso, é claro que & medida que considerarmos fungoes mais complexas, a expressao da
respetiva transformada de Laplace, bem como o valor de «., serdo cada vez mais morosos de calcular.
Dai que teria interesse poder, por um lado, calcular o valor de « recorrendo apenas a alguma(s)
propriedade(s) da fungao f(t) e, por outro lado, determinar F'(s) sem recorrer a (4.1) de forma explicita.

Relativamente ao valor de «, ou seja, aos valores de s para os quais a transformada de Laplace
existe, é possivel obter um resultado que nos dd condicoes suficientes para que a transformada de
Laplace da funcao f exista. No que respeita ao célculo de F(s), veremos que a partir das propriedades
do integral (4.1) é possivel determinar a transformada de Laplace de fungoes relativamente complexas
a partir do conhecimento da transformada de Laplace de fungoes para as quais é simples calcular a
respetiva transformada de Laplace. Veremos, nesse contexto, que sao precisamente as propriedades
de (4.1) que permitem usar a transformada de Laplace para resolver, por exemplo, PVIs envolvendo
(sistemas de) equagdes lineares com coeficientes constantes, bem como equagoes integro-diferenciais.

Comecemos entao por abordar uma classe de fungées para as quais o integral (4.1) existe sempre.
Antes, porém, temos de considerar/recordar duas propriedades de funcoes que sdo relevantes neste
contexto.

Defini¢ao 4.2 Uma funcao f(t) diz-se uma fungao seccionalmente continua no intervalo limitado
a <t <b se este intervalo puder ser dividido num nidmero finito de subintervalos tais que:

(a) f é continua no interior de cada subintervalo;
(b) f(t) tem limite finito quando t se aproxima de qualquer um dos extremos de cada subintervalo a

partir do seu interior (isto é, a funcao é limitada).
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198 4. A transformada de Laplace

Exemplo 4.6 Considere-se a fun¢ao

—3, 0<t<?2

F(t) = { . (4.2)

2, t>2

Averiguar se a funcao [ é seccionalmente continua no intervalo finito 0 < t < b qualquer que seja o
numero real positivo b.

Solugao. De facto, a fungao f é continua em |0,2[ e em |2, ¢[ para todo ¢ > 2. Tem-se ainda

f(0F) = lim f(t) = =3,

t—0+
F@7) = lim £() = -3,
F(2+) = lim £(t) =2

pelo que os limites de f quando t se aprorima de qualquer um dos extremos de cada subintervalo a
partir do seu interior sao finitos (f é limitada). Portanto, f é seccionalmente continua no intervalo
finito 0 <t < b para todo b > 0.

Exemplo 4.7 Alguns exemplos de grificos de fungdes seccionalmente continuas.

f 10t 206t polt— \
0.5 " 04T } ! ! + b

T T
— i/ N P Ay
3 0.2
A A 1 44+
0.5 0.0 f——F+—+—+—+—+—+—+— |
T 1 1 2 3 4
-1.0T 24

0.0 —t——

—_ T+

Exemplo 4.8 Considere-se a fungao

0, 0<t<5
g(t) =

(x—5)"% t>5

A funcao g nao é seccionalmente continua no intervalo finito 0 < t < d para d > 5 uma vez que o
limite
f(67) = lim g(t)

t—5t

nao € finito (+00).

Departamento de Matematica e Aplicacoes J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019
Universidade de Minho



4.1 Defini¢ao, existéncia e propriedades 199

Exemplo 4.9 Alguns exemplos de grificos de fungdes que nao sao seccionalmente continuas.

y 1o y 57 y L
0.5 i LoT t /
05T +—t — —t—— ]
; } | 1 2 3_/1'

— 0
0.0 f t } } T 5
1 2 3 0.0 — X
X T 1 2 3 4 5 T
05 \/ 05+ X | \
-1.0 -1.0 T 2

Definicao 4.3 Uma fungao [ diz-se uma fung¢do de ordem exponencial se existe uma constante
real o e constantes positivas tg e M, tais que

eI <M

para todo t > tg para o qual f esteja definida. Dizemos portanto que f é de ordem exponencial e se
existe uma constante positiva o tal que o produto

e | f(t)]
é limitado para valores de t suficientemente elevados. Tem-se, equivalentemente,
eMfOI<M & [f(H)] < Me™

para todo t > tg para o qual f esteja definida. Ou seja, para valores de t suficientemente elevados
(superiores a tg) o grifico de |f(t)| estd sempre abaizo do grifico da fungio Me* e dai a designagao
de “funcao de ordem exponencial”. Como veremos, o valor de o, a existir, assume um papel crucial
no contexto da existéncia da transformada de Laplace da func¢do f.

Note-se ainda que se f é uma fungdo de ordem exponencial e, entdo também é de ordem expo-
nencial €%t para todo B > a (porqué?). Assim, o objetivo serd determinar o menor valor de o para o
qual a func¢ao é de ordem exponencial.

Exemplo 4.10 Toda a funcao limitada é de ordem exponencial e com o = 0. De facto, se

If@I <k

para todo t > 0, entao
|f(t)] < Me®,

para todo t > 0, bastando considerar M >k e a = 0.
Assim, cosbt e senbt sao fungoes de ordem exponencial pois

lcosbt| <1< Me™ e [senbt| <1< Me™

para M > 1 e a =0, para todo t > 0. O mesmo sucede com a funcao (limitada) definida por (4.2).
Neste caso, basta tomar M >3 e a =0, para todo t > 0

Departamento de Matematica e Aplicacoes J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019
Universidade de Minho



200 4. A transformada de Laplace

Exemplo 4.11 Toda a funcio f do tipo e® cosbt, com b > 0, é de ordem exponencial com o = a pois
‘e“t cos bt‘ < e < Me

para M > 1 e o = a, para todo t > 0. Portanto, a funcao e* (b= 0) também tem esta propriedade. o
mesmo sucedendo com funcées do tipo e® sen bt.

Exemplo 4.12 Considere-se a funcao f(t) =t", onde n € N. Dado que

lim e~ " = 0,
t—o0

para o > 0, entao deverao existir M > 0 e tg > 0 tais que
et =e M < M
para t > tg. Portanto, f(t) =t" é de ordem exponencial para o > 0.

Nota: neste caso a representacdo grafica das funcoes t™ e e é uma boa forma de ilustrar esta conclusao.
Nos dois grdficos sequintes representam-se as funcoes t3 e e3t/4 (esta dltima a cheio).

200 + /
/ 1500 +

1000 T -
100 T _ -
—
—
500 T -
—
—-— - -

0 —— 0 t } } } } }
0 1 5 6 7 8 9 l%

Apesar de para valores relativamente pequenos de t o grdfico da funcio t® estar tipicamente acima do
grifico da funcio €/*, existe um valor de t, neste caso concreto ty ~ 8.6, tal que €/* > 3 para
todo t > tg. No caso geral, o comportamento descrito acima verifica-se qualquer que seja n desde que
se tome o > 0 por muito préximo que « esteja de zero. Quanto maior for a razio n/oa maior serd
naturalmente o valor de ty, dado que ty é a maior raiz da equagdo (porqué?)

conforme se pode concluir do grifico sequinte que representa a funcio t(Int)~' (a reta horizontal
representa um valor hipotético para a razao n/a).
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Exemplo 4.13 A fun¢io f(t) = et” nao é uma funcao de ordem exponencial ja que

efatetQ _ lt=a)t
nao é limitada quando t — oo, independentemente do valor de . Em termos grificos tal quer dizer
que por muito grande que seja o valor de o, nao existe nenhum valor ty tal que o grifico da funcdo e

esteja sempre acima do grifico da fungao et’ para todo t > ty (na realidade, passa-se precisamente o
contrario para todo t > o).

Podemos agora apresentar um teorema que nos dé condigoes sobre f, suficientes para que o integral
(4.1) exista.

Teorema 4.1 Seja f uma funcao real com as sequintes propriedades:

(a) [ é seccionalmente continua para todos os intervalos limitados fechados 0 <t <b, onde b > 0;

(b) f é de ordem exponencial, isto é, existem constantes o, M > 0 e tg > 0, tais que
O <M e [f(t)] < Me

para todo t > tg.

Nestas condicoes a transformada de Laplace de f

LU0} = /0 T ety di

existe para s > . A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em S.L. Ross.
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202 4. A transformada de Laplace

Note-se que o teorema precedente estabelece condigbes suficientes para que determinada fungao
f admita transformada de Laplace. No entanto, hd fun¢Ges que mesmo nao cumprindo alguma das
condicdes deste teorema tém transformada de Laplace. Por exemplo, a funcéo ¢~ /3 nao tem limite
finito quando ¢t — 0T, pelo que nao é seccionalmente continua em 0 < ¢t < b, e no entanto

L {til/?’} = /00 e S 1B gt = g2/3 /00 e Ty B dy = s72/3T z )
0 0 3

onde I' é a fungao Gamma

I (u) :/ e Tz da,
0

¢ finito, pelo que a funcdo t1/3 tem transformada de Laplace para s > 0 apesar de ndo cumprir as
condigoes do teorema.

100

80 T

401
20'&

Representacao grafica da fungao I'(u) no intervalo |0, 6]

co

De igual modo, caso as hipdteses do teorema sejam verificadas, a gama de valores de s para a qual
a transformada de Laplace existe pode ser mais alargada do que a dada pelo teorema (uma vez mais
porque se trata de condigoes suficientes). Por exemplo, usando (4.1), vimos que as fungoes 1, cosbt e
sen bt admitem transformada de Laplace para s > 0 e que a funcio e* admite transformada de Laplace
para s > a. Este resultado é coincidente com o dado pelo teorema. No entanto, para a funcao ¢, a
transformada de Laplace existe para s > 0, mas o teorema sé garante a sua existéncia para s > 0%,

Vejamos agora algumas propriedades bésicas da transformada de Laplace que decorrem da respetiva
definigdo (4.1) e que, conforme veremos, serao tteis no calculo da transformada de Laplace e suas
aplicagoes a determinagao da solugao de PVIs envolvendo equagdes (integro-) diferenciais lineares com
coeficientes constantes.

Teorema 4.2 (Propriedade da linearidade) Sejam f e g fungées cuja transformada de Laplace
existe para s > a. Sejam ainda A e B constantes. Entao,

L{Af+ Bg} =AL{f}+BL{g}, s>a.
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Demonstragao Tem-se
.C{Af—i—Bg}:/ e 5 (Af + Bg) dt:A/ eStfdt—i—B/ e Stgdt = AC{f} + BL{g},
0 0 0

conforme requerido. ]

E facil mostrar que o resultado precedente se pode generalizar ao seguinte.

Proposigao 4.3 Sejam f1, fa, ..., fm funcoes cuja transformada de Laplace existe para s > a. Sejam
ainda Ay, As, ..., Ay, constantes. Entao,

LN Aifiy =200 Ail{fiy, s>a.

Ou seja, a transformada de Laplace de uma combinagdo linear finita de funcgdes que admitem transfor-
mada de Laplace para s > a existe também para s > a, sendo igual & combinac¢do linear das respetivas
transformadas de Laplace.

Exemplo 4.14 Determinar L{k}, onde k é uma constante real, usando o teorema precedente.

Solugcao. Tem-se

£{k}:k£{1}:§

para todo s > 0, uma vez que a funcao 1 admite, como jd vimos, transformada de Laplace para s > 0.
Se considerarmos k = 0, obtemos L{0} = 0, tal como decorre da defini¢ao (4.1).

Exemplo 4.15 Determinar L {5 — 3t + 8t2}.

Solugcao. Tem-se

3 16
T2t

5
S

£{5-3t+887) =5L{1} —3C {1} +8L{F} =

para todo s > 0, uma vez que as fungoes 1 e t admitem transformada de Laplace para s > 0, o mesmo
acontecendo com a fungdo t> (ver mais adiante).

Exemplo 4.16 Determinar L {C082 at} usando o teorema precedente e o facto de se ter

cos at — 1+cos?at.
2
Solugcao. Tem-se
1 + cos 2at 1 1 1/1 s 252 + 4a?
L Zatl =L —— L =_L{1 L 2at} = = [ — =
{cosat} { 2 } 2 {}+2 {cos 2at} 2(s+82+4a2> s (s + 4a?)

para todo s > 0, uma vez que as funcoes 1 e cos2at admitem transformada de Laplace para s > 0.
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Problema Determinar £ {sem2 at} sabendo que

1 — cos2at
2

sen 2at =

Resp.: 2s71(s2 +4)71 s > 0.

O teorema seguinte dd-nos um primeiro resultado que serd essencial para podermos aplicar a trans-
formada de Laplace a resolugao de PVIs envolvendo equagoes lineares com coeficientes constantes. Para
jé este resultado permitird abordar, num primeiro momento, PVIs envolvendo equacoes diferenciais de
primeira ordem.

Teorema 4.4 Seja f uma funcdo real continua para t > 0 e de ordem exponencial e*. Seja f' uma
funcao seccionalmente continua em todo o intervalo fechado 0 <t < b, b > 0. Entao,

L{f't)} =sLyf()} = f0), s>a

Demonstragao (Esbogo) Tem-se

L {f’(t)} = /00 e St f'dt = lim Re_Stf' dt.
0 R—co Jg
Integrando por partes, resulta
L{f'(t)} = lim [e_Stf]R + lim Rse_Stf dt = —f(0)+sL{f(t)}.
R—o00 0 R—oo /g

Ora, L{f(t)} existe por hip6tese para s > «a, pelo que

L{f)} =sL{f)} = f(0), s>a,

conforme requerido. A demonstragdo completa pode ser consultada em S.L. Ross. [ |

Exemplo 4.17 Considere-se a fungio f(t) = senat. FEsta funcgao satisfaz as hipdteses do Teorema
4.4, tendo-se f(0) =0 e f'(t) = acosat. Entao,

L{acosat} = sL{senat}, s>0,

ou seja
a a s a
L tl =L tl = — = , > 0.
{senat} . {cosat} PR Rl ar s

Portanto, o uso do Teorema precedente permite relacionar L£{senat} com L{cosat} e determinar
uma destas transformadas de Laplace se a outra for conhecida. Veremos de sequida outro teorema que
permite o cdlculo de qualquer uma destas transformadas de forma independente.
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Problema Considerar a fun¢ao f(t) = cosat e obter o resultado do exemplo precedente assumindo
conhecido L {cosat}.

Vejamos agora como podemos usar o Teorema 4.4 para obter £{t"}, n € N, de forma recursiva
(mais adiante sera possivel obter este resultado num s6 passo).

Exemplo 4.18 Seja g(t) = t", n € N. Esta fun¢do verifica as hipdteses do teorema 4.4 com o = 0,
tendo-se g'(t) = nt"~1 e g(0) = 0. Entdo

nC{t" '} =sC{t"}, s>0,

1sto € n
ny 7 n—1
L{t"} = Sﬁ{t }.
Assim, L{t} = s 1 L{1} = s72, L{t*} =257 L{t} = 2573, L{t3} =3s72L{t} =657, ..., sendo
facil deduzir que
n n!

Apesar dos exemplos precedentes serem ilustrativos quanto ao interesse pratico do resultado ex-
presso pelo Teorema 4.4, acresce o facto deste resultado ser a base para a resolugao de PVIs envolvendo
equacoes diferenciais lineares de primeira ordem com coeficientes constantes, conforme se mostra nos
exemplos seguintes.

Exemplo 4.19 Considere-se o sequinte PVI
—+y=1, y(0)=1.
Aplicando a transformada de Laplace a ambos os membros da equacao diferencial, obtém-se
dy 1
L— L =-. 4.3
(S} +cm-3 (4.3
Por outro lado, da aplicagao do Teorema 4.4 resulta
dy
c{ %} = s o) -300)
pelo que a equagao (4.3) passa a escrever-se
1
sCAY()} + LAy} —y(0) = -,
ou, atendendo o condicao inicial do PVI,

(s +1L{0) =~ +1
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Ou seja, a solugao y(t) do PVI, se existir, é tal que a sua transformada de Laplace L{y(t)} obedece a

Ly =t =

(s+1) s+1 s

Ora, vimos anteriormente que L{1} = 1/s, pelo que o PVI admite pelo menos a solugao y(t) = 1. Se
soubermos que a solug¢do do PVI é unica, entao ela é y(t) = 1.

Exemplo 4.20 Considere-se o sequinte PVI

dy —t
43y =2 0) = 1.
o Ty =2, y(0)

Aplicando a transformada de Laplace a ambos os membros da equagao diferencial, obtém-se
dy 1
L— 3L =2——
{ o } +3L{yt =2
pelo que

2 s+ 3 1

Lt -y +3L{yt=—7 & (+ILW="17F & Li=—7

Dado que L {e*t} = (s+1)71, entdo y = et ¢ uma solugcdo do PVI (neste caso é mesmo a tnica
solugdo do PVI proposto).

Problema Considerar o PVI
dy
dt

Mostrar que a transformada de Laplace de y(t) deve obedecer a

y=t, t>0; y(0)=0.

1 1 1 1

PO =i = e s e

e, consequentemente, que uma solugao do PVI ¢ y(t) =t — 1+ e~ ! (porqué?).

Os exemplos precedentes pretendem apenas ilustrar a aplicagdo da transformada de Laplace para
determinar a solucao de um PVI envolvendo uma equacgao diferencial linear de primeira ordem com
coeficientes constantes. Este assunto sera posteriormente desenvolvido em sec¢ao propria.

O resultado do Teorema 4.4 pode ser generalizado, permitindo aplicar a transformada de Laplace

a resolugao de PVIs envolvendo equagoes lineares com coeficientes constantes de qualquer ordem.
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Teorema 4.5 Seja f uma funcao real tendo derivadas até & ordem n — 1 continuas para t > 0, onde
n € N. Suponhamos que as funcées f, f', ..., Y, sio todas de ordem exponencial e*t. Suponhamos
ainda que f) ¢ seccionalmente continua para todo o intervalo fechado limitado 0 < ¢ <b, b > 0. Entdo
L {f(”) (t)} existe para s >« e

£{rM@} =s"L{fB} =" 0) = S 2F0) = - = sf72(0) = FD(0).

Nota: Para n = 1, obtém-se o resultado do teorema precedente, enquanto que paran = 2 e n = 3,
resulta

L{f"()} = *L{F()} = s£(0) - f(0),
L{f"(6)} = "L} — s2£(0) = s£'(0) - f(0).

Demonstragao (Esbogo) A demonstragao deste teorema é feita por indugao.
Passo 1. Para n = 1, obtém-se, conforme j4 referimos, o resultado do Teorema 4.4.

Passo 2. Suponhamos agora que o resultado é vilido para k = n — 1, ou seja,
LD} = L)) = 72H0) = S T0) — o = sfOTI0) - FD(0). (44)

Definindo g(t) = f(®~D(t), tem-se que a fungdo g ¢ seccionalmente continua, tendo transformada de
Laplace dada por (ver Teorema 4.4),

L{g )} =sL{g(t)} —g(0)
ou seja

c{™@} =s{f" D} - 1),

Substituindo a expressao de £ { fn=1) (t)} dada por (4.4) na expressao precedente, obtém-se o resultado
pretendido. A demonstragao completa pode ser consultada em S.L. Ross. [

Exemplo 4.21 Aplicamos este teorema no caso n = 2 para determinar L {senbt} sem recorrer a
defini¢ao de transformada de Laplace. Tem-se que f(t) = senbt satisfaz as condigoes do Teorema 4.5
com o = 0. Por outro lado, para n = 2 obtemos,

L{f"t)} = s2LLf(t)} — sf(0) — f(0).

Assim,
L{(senbt)"} = s2L {senbt} — ssen0 — bcos0 = s°L {sen bt} — b.
Desta forma, dado que (senbt)” = —b?sen bt, resulta
b
—b2L{senbt} = s>’L {senbt} —b << L{senbt} = i S > 0.
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Problema Aplicar o Teorema 4.5 para obter a transformada de Laplace da fungao L {cosbt} sem
recorrer & respetiva definicao.

Exemplo 4.22 Consideremos agora f(t) =t". Esta fungdo satisfaz as condigées do Teorema 4.5 com
a =0, tendo-se

@ =nl e f0)=f(0)=-=sf"D(0) = V() =0
Entao
c{rmwl =scrwy e wLi) =L,
resultando |
c{tn}:%, s> 0.

Tal como anteriormente, daremos agora dois exemplos ilustrativos da aplicagao da transformada de
Laplace para determinar a solu¢ao de um PVI envolvendo uma equagao diferencial linear de segunda
ordem com coeficientes constantes. Este assunto serd posteriormente desenvolvido em sec¢ao prépria.

Exemplo 4.23 Determinar uma solugao do PVI
y'+25y=0, t>0; y(0)=0, %(0)=5,
usando a transformada de Laplace.

Solucao. Tem-se
c{y' +25y} =£{0} & L{y}+25L{y}=0 & (s*+25)L{y}-5=0,

pelo que y(t) deverd ser tal que

)
L =
Uma solug¢ao para o PVI é entdo (porqué?)
y(t) = sen 5t.

Exemplo 4.24 Determinar uma solugao do PVI
y' =2y +y=0, t>0 y(0)=2, y(0)=2,
usando a transformada de Laplace.

Solucao. Tem-se
L) = L0} e EW) LWL =0 & (-2 1) £l 204220

vindo

2
2
(s—1’L{y}=2(s-1) & Liy}=—.
Entao y(t) = 2¢e! é uma solugdo do PVI.
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Problema Determinar uma solugao do PVI
y'+4y=0, t>0; y(0)=-2, y(0)=0,

usando a transformada de Laplace.

Resp.: y = —2cos 2t.

Abordamos agora uma propriedade que permite determinar a transformada de Laplace de uma
funcao do tipo e® f(t), a € R, a partir do conhecimento da transformada de Laplace da funcao f.

Teorema 4.6 (Propriedade da transla¢do) Suponhamos que f € tal que L{f(t)} existe para s > a.
Seja a uma constante real. Entao,

L{e"f(t)} =F(s—a), s>a+a,

onde F(s) = L{f(t)}.

Demonstragao Seja
F(s) = £} = [ e tra
0

entao

F(s—a)= /000 e (=t pat = /000 e (e®f) dt = L{e™f(1)}.

Por outro lado, se F(s) = L{f(t)} existe para s > «, entdo F(s — a) existe para s — a > «, isto &,
s> a+a. u

Exemplo 4.25 Determinar L {te‘“}.

Solugcao. Tem-se

L{te™} =L{e"f(t)} = F(s—a),

onde f(t) =t é uma fungdo continua de ordem exponencial com o = 0. Entao,
1
Pls) = £{t} =

e portanto
1

W, s > a.

L {teat} =
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Exemplo 4.26 Determinar L {e2t cos 5t}.

Solugcao. Tem-se

L {€2t cosht} = L{e”f(t)} = F(s — a),

onde a =2 e f(t) = cosbt é uma fungao que admite transformada de Laplace para s > 0. Assim,

s
F(S) = E{COS 5t} = m,
resultando 5
L{e* cosbtl = F(s—2 :S;, s> 2.

Problema Determinar £ {Qtze_t — 3e’sen 575} , usando as propriedades da linearidade e da translagao.
Resp.: 4(s+1)73 —15[(s — 1) +25]", s > 1.

Vejamos agora um resultado que nos permitird determinar a transformada de Laplace de funcoes
do tipo t"f(t), n € N, a partir do conhecimento da transformada de Laplace da funcdo f . Neste
contexto, tem-se o seguinte teorema.

Teorema 4.7 Suponhamos que a funcio f admite transformada de Laplace para s > a. Entao,

LA ()} = ()" 5 [FGs),

onde

Demonstragao Derivando
o
F(s) = / e St fdt
0
sucessivamente em ordem a s, obtém-se

dF(s)_i o
ds  ds/,

o0

St f it — (—1)1/ ettf dt = (—1)\L {1 f ()

0

2F (s > >
L Ly [Temiga] = ap [Ceepa = pcieso)

0

I

donde se conclui que

R d"F(s)
dsn '

L"f(1)) = (=1)

conforme requerido. ]
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Exemplo 4.27 Determinar L£{tsenbt}.

Solucao. Usando o resultado que se acaba de demonstrar, obtém-se

L {tsenbt} = £ {£" (1)} = (_1)"dz—f),

onden =1 e f(t) =senbt é uma fun¢ao que admite transformada de Laplace para s > 0. Entao

b
F(S) = E{senbt} = m,
resultando J ) )
S
tsenbtl=—————)=-2—— .
L {tsenbt} 7 <52—|—b2> 2t ) >0

Exemplo 4.28 Determinar L {t2 cos bt}.

Solugcao. Aplicando o Teorema 4.7, tem-se

d"F(s
L{t?cosbt} = L{"f(t)} = (—1)" dsr(l ),
onden =2 e f(t) = cosbt, resultando
F(s) = L{cosbt} = 32——7—172’ 5> 0.
Ftao d? 5 52 — 3b? 2s 8b%s
L {t2 cosbt} = 2 (52 n b2> =2s EIDY = 71 ) - N

Problema Determinar £ {teat} e comparar o resultado com aquele que se obteve por aplicagao da
propriedade da translacao.

Resp.: (s —a)72%, s > a.

Problema Determinar £ {t*} usando o facto de £ {t*} = L{t*f(t)}, com f(t) =t.
Resp.: 6574, 5 > 0.

Problema Determinar £ {t"} usando o facto de L{t"} = L{t"f(t)}, com f(t) = 1.
Resp.: n! /st s> 0.

Vejamos agora uma propriedade da transformada de Laplace que permite determinar uma solugao
de um PVI envolvendo uma equagao integro-diferencial linear com coeficientes constantes.
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212 4. A transformada de Laplace

Teorema 4.8 Suponhamos que a funcao f admaite transformada de Laplace F(s) para s > o, a € RT,
Entao,

E{/Otf(u)du}:@, s>a, acRT.

Demonstracao A definicao de transformada de Laplace permite escrever

e[ swa) = [ sorad] =[] o] a

Por outro lado, designando por g uma primitiva de f, tem-se

/Oa {/Otf(u) du} e St dt = /0“ [g(t) — g(0)] e~ dt = /Oa o(t) e~ dt — g(0) /Oa et dt,

pelo que aplicando integragao por partes, resulta

I ( / ) du) = [0 o) e + 9(0) [ -

zl/af(t) e st dt — Me_sa—i—@ —1—@(6_5‘1 -1)
s Jo s s s

- é /Oa ftye stdt + ée—“‘ (9(0) = g(a)).

Tomando o limite quando a — +00 e uma vez que s > « > 0, obtém-se finalmente

: “ ! —st 1 : “ —st 1 oo —st F(S)
lim fu)du| e *"dt = = lim f)e " dt = - ft)e % dt = ——=,
a—+00 [q 0 Sa—+oo Jg S Jo S
ou .
F
E{/ f(w) du} _ )
0 S
tal como requerido. [
Exemplo 4.29 Sendo
t
sent = / cosu du
0
€ S
L = 0
{cosu} 2 1 S > 0,
resulta da aplicacao do teorema precedente
¢ t
F
L{sent} = £{/ cosudu} = L{/ f(u)du} = (S),
0 0 s
com f(u) = cosu. Portanto
1 s 1
L t}=- = 0.
{sent} s+l #1107
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O principal interesse do resultado expresso pelo Teorema 4.8 prende-se, como foi anteriormente
referido, com a sua aplicagao na resolugao de PVIs envolvendo equagoes integro-diferenciais lineares
com coeficientes constantes. Vejamos um pequeno exemplo de ilustrigdao, & semelhanga do que fizemos
anteriormente para ilustrar a resolucao de PVIs utilizando a transformada de Laplace.

Exemplo 4.30 Considere-se o sequinte PVI envolvendo uma equagdo integro-diferencial

dt

ﬁ{%} —E{/Oty(x)dx} _ {1}

Designando L{y} por Y (s), vem

t
@—/y(m‘)dwzl, t>0; y(0)=1.
0

Tem-se

SY(S)—y(O)—iS):1 = <S—E>Y(S):1+1,

S s S s
ou seja
1
Y =
(5) = ——
pelo que uma solucdao do PVI é
y(t) =¢'

Problema Determinar uma solucao do PVI

dy ¢
— —4 [ ylx)de=-2, t>0; y(0)=1.
a ",

Resp.: y = e~ 2.

As funcgoes que surgem nos segundos membros das equacoes diferenciais lineares sdo por vezes
definidas por ramos. Seguindo o processo que nao recorre & transformada de Laplace é necessario
determinar a solugao de tantos PVIs quantos os ramos envolvidos na definicdo da funcao que surge
no segundo membro da equagao diferencial. O uso da transformada de Laplace permite, conforme
veremos, determinar a solucao do PVI dado independentemente do niimero de ramos envolvidos. No

entanto, para abordar este tipo de problemas, necessitamos de abordar alguma nogoes adicionais.

Definicao 4.4 A funcao de Heaviside H (também designada “fun¢do salto unitdrio”) define-se para
todot € R como
0, t<0
H(t) = )
1, t>0

sendo o respetivo grifico
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214 4. A transformada de Laplace

1.0

05T

5
t

Representagao grifica da fungdo de Heaviside

Consideremos também a funcao de Heaviside avaliada em ¢ — a (translacdo), onde a > 0, ou seja

0, t<a
H(t—a)=
1, t>a
Por exemplo, para a = 2, tem-se
0, t<2
H(t-2)= ,
1, t>2
correspondendo-lhe o seguinte grafico
H(t-2) 1
05T
s o4 3 2 o2 3 4 s
t

Representacao grifica da fungao de Heaviside avaliada em ¢ — 2

Trata-se portanto de uma translacao da funcao de Heaviside H(t).

A funcao de Heaviside permite a representacao de fungdes que tém vdrios ramos sem ter de os
explicitar. Além disso, a “amplitude, base e direcao do salto” podem variar. Os exemplos seguintes
ilustram estas propriedades.
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Exemplo 4.31 A fungaio f(t) definida por
ft)=A+BH({t—a), t>0,a>0,

onde A e B sdo constantes reais, corresponde a

A, 0<t<a
t) = .
f®) {A—i—B, t>a

Portanto, dependendo dos valores atribuidos as constantes a, A e B, podemos ter funcgoes distintas,
por exemplo,

f, 4 f,1 f, 4
2 2t 2t
0 } } } } } 0 } } } } } 0 } } } } }
. 1 2 3 4 5 ] 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
2+ t 2+ t 27T t
4T 4T 4
Grifico de 2+ 2H(t — 3/2) Grifico de 3 —6H (t — 2) Grdfico de —4 + 6H (t — 3)

Podemos ainda ter, por exemplo, fungées do tipo (a < b)

A, 0<t<a
g(t)=A+BH({t—a)+CH(t—b)={ A+ B, as<t<b ,
A+B+C, t>b
ou
hl(t), 0<t<a
h(t) = hi(t ho(t) H(t —a) =
() 1( )+ 2() ( CL) { hl(t)+h2(t), tZa

conforme se ilustra nos grificos sequintes.

S8 (=]
—+
—.Wn +

4+

Grifico de 1 +2H(t —1) — TH(t — 2) Grifico de cos(t) — 3sen(t)H(t — 2)

Conforme veremos de seguida, um procedimento que é necessdrio realizar no &mbito do cdlculo
da transformada de Laplace de funcoes definidas por ramos é o de expressar tais fungoes a custa da
combinacao de funcoes de Heaviside.

Departamento de Matematica e Aplicacoes J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019
Universidade de Minho



216 4. A transformada de Laplace

Comecemos por determinar a transformada de Laplace da funcao de Heaviside avaliada em t — a.
Tem-se, por definicao,

o) oo R —st1 R —as
LA{H(t—a)} = / e S'H(t —a)dt = / e stdt = lim e stdt = lim [—6 ] = ,
0 a R—oo J, R—oo s ],

para todo s > 0. Entao,

efas

L{H(t-a)} = “—, s5>0.

Dada a definicdo que adoptamos para a transformada de Laplace, resulta, quando se toma a = 0,
1
L{H@)} =, >0,

o que é natural porque H(t) =1 quando ¢t > 0.

Exemplo 4.32 Determinar a transformada de Laplace da funcao
1, 0<t<2

cujo grifico é

Grdfico da fungao f(t)

Solugao. Pode-se recorrer & defini¢ao para determinar L{f(t)}, mas o objetivo é escrever f(t) a custa
da funcao de Heaviside para poder usar o resultado anterior. E fdcil mostrar que em geral se tem

f(t):{ A Ost<a B A)H(1-a).

B, t>a
Entao
Ft)=1+2H(t—2),
pelo que
1 6_28
L0 =L{L+2H(t -2y = L{} + 2L {H(E - 2)} = - +2—, s>0.
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Exemplo 4.33 Determinar a transformada de Laplace da funcao

2, 0<t<l
gty =< =3, 1<t<4 .
0, t>4

Solugao. Novamente, o primeiro passo consiste em escrever a funcio dada & custa da fungdo de
Heaviside. Tem-se o sequinte resultado geral (a < b)

A 0<t<a
gt)=< B, a<t<b =A+(B—A)H(t—a)+(C—B)H(t—b).
C, t>b
Portanto,
g(t)=2—-5H(t—1)+3H(t—4)
e assim

—s 6—45

© 135 s>o.
S

ﬁ{ga)}:£{2—5H(t—1)+3H(t—4)}:%-5 -

Nota Se uma func¢ao h(t) for definida por n + 1 ramos,

(Al, 0<t<m

h(t) =< Ap, a1 <t<ap ,

AnJrl t>an
onde a; < az < ...<ap <...<ay, entao
h(t)=A1+ (A — A1) H(t—a1)+ (A3 —A)H(t —az2) + -+ (Aps1 — An) H(t — ay) .

Este resultado é ainda vélido mesmo quando os ramos da fun¢do nao sao constantes.

Consideremos, agora, a funcao definida por

ou seja,

Por exemplo, para
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tem-se

g(t) = f(t—3)H(t—-3)= e "V H(t—3) =

0, 0<t<3
e_(t_4)2, t>3

correspondendo-lhe o seguinte grafico:

Yi0-

0.5 1

0.0

Representacio gréafica das funcdes e (D% ¢ H(t — 3)e~(=* (a cheio)

Tem-se, portanto, uma translacao da funcao f(¢).

Teorema 4.9 Seja f uma fungao que admite transformada de Laplace F(s) = L{f(t)} para s > a.
Seja ainda
0, 0<t<a

ft—a), t>a

r(t)= f(t—a)H(t —a) = {

Entao
LAr@)} =L{f(t—a)H(t —a)} =e “L{f(t)} =e “F(s)

para s > .

Demonstragao Tem-se,

LUt aHE -} = [ fe-aHE-ae = [ fe- e

Fazendo v =t — a, vem

o 00
it -aHE-a} = [ fwe D di=e [T fue
0 0
O integral ¢ finito para s > «, pelo que nessas condigoes,

LAt —a)H(t—a)} =e “L{f(t)} = e T F(s),

tal como requerido. [ |
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Exemplo 4.34 Determinar a transformada de Laplace da funcao

() = 4, 0<t<T
=Y toa, t>7 0

cujo grifico é

Grifico da fungao g(t)

Solugao. Atendendo ao resultado apresentado na nota presente na pagina 217, tem-se
gt)y=4+(t—4—4) Ht—-7)=4+(t—8) H(t—T1).
Assim,
LAgt)}=L{4+{t—-8) H(t—T)} =4L{1}+L{(t—8) H(t—T7)}.

Resta determinar

L{(t—8) H(t—1)}.

Para esse efeito, e para poder aplicar o Teorema 4.9, teremos de determinar uma fungao f(t) de forma
que
(t—8)H(t—T7)= f(t—a)H(t — a), (4.5)

74 que nesse caso teriamos

L{(t—8) H(t — 7)) = e “F(s),

com F(s) = L{f(t)}. Ora, da equagio (4.5) decorre imediatamente que a = 7, pelo que f(t) terd de
verificar a condi¢do
ft—7) =t-8. (4.6)

Resta determinar f(t). Para tal considere-se a mudanga de varidvel
r=1t—-7 & t=x+T7.

A equagao (4.6) escreve-se agora
fle)=24+T7-8=z—-1,
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220 4. A transformada de Laplace

e por isso concluimos que (recorde-se que x, tal como t, sao “varidveis mudas”)

fy=t-1 = Fis)=

1 1
+ <—2 — —> 6_78, s > 0.
S S

, s>0.

®w |

Assim,

L{gt)} =4L{1} +e F(s) =

@ |

Exemplo 4.35 Determinar a transformada de Laplace da funcao

Y

2sendt, 0<t<m/2
ht) = n 7/
3cosdt, t>m/2

cujo grifico é

VAN

Grifico da funcgao h(t

Solucao. Tem-se
h(t) =2sen3t + (3cos4dt —2sendt) H (t —7/2).

Assim,
LA{h(t)} =2L{sen3t} + 3L {cosdt H (t — w/2)} —2L{sen3t H (t — 7/2)}. (4.7)

Comecemos pelo termo
L{cosdtH (t —m/2)} = L{hi(t —a)H (t —a)} = e *H(s),
onde definimos Hy(s) = L{h1(t)}. Determinamos entao a fun¢ao hy(t) sabendo que a = w/2. Tem-se,
hi(t —7/2) = cos 4t,

pelo que fazendo
r=t—7/2 = t=x+7/2,

resulta
hi(z) = cos (4x + 2m) = cos 4z
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e portanto

Hi(s) = L{cos4t} =
Consideramos agora o termo
LA{H (t —7/2)sen3t} = L{H (t —a) ha(t —a} = e *Ha(s),
onde Ha(s) = L{ha(t)}. Dado que a = /2, tem-se
ho(t — m/2) = sen 3t.
Neste caso a mudanga de varidvel apropriada é novamente x =t — /2 e por isso
ho(z) = sen (3z + 37/2) = — cos 3z,

vindo
s

Hy(s) = —L{cos3t} = 21y

5> 0. (4.9)
Combinando (4.7)- (4.9), tem-se, finalmente,
L{h(t)} = 2L {sen 3t} + 3H;(s)e ™/ — 2Hy(s)e /2

2
0 +< 55 + > )e“/2, s> 0.

T 219 2416 249

Problema Determinar a transformada de Laplace da funcao

tr2, 0<t<l
w(t) =
2, t>1

Exemplo 4.36 Determinar a transformada de Laplace da fun¢ao

0, 0<t<1
T(t): gt+2, 1<t<2
20—-1, t>2
cujo grifico é
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Grifico da fungao r(t)
Solugao. Tem-se
r(t)=@Bt+2) Ht—1)+(—t—3) Ht—2)=3t+2) Ht—1)— (t+3) H(t —2),

vindo

L{r(t)y = L{(3t+2) H(t—1)} — L{(t+3) H(t —2)} = Ri(s)e* — Ro(s)e™ %,

Ri(s)=L{rm(t)}, mi(t—1)=3t+2; Ra(s)=LA{rs(t)}, ro(t —2) =t+3.

Entao, considerando x =t — 1, resultat =z + 1 e consequentemente

r@) =3(z+1)+2=32+5 = Ri(s)=—+

—; y s> 0.

w | ot

Por outro lado, fazendo y =1t —2, vem t =y + 2 e portanto

1 5
ry)=y+2+3=y+5 = R2(8)=§+g, s> 0.

Conclui-se entdo que

LA{r#t)} =eRi(s) + e 2 Ry(s) = (8—32 + §> e s — <— + §> e 2, s>0.

Problema Determinar a transformada de Laplace da funcao

22, 0<t<3
v(t)=¢ 1—t, 3<t<5 .
0, t>5

Resp.: e~ (48*1 + 8*2) — 4573 4 738 (163*1 +11s72 + 45*3) , s>0.
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Abordamos agora a transformada de Laplace de fungoes periddicas. E certo que jé liddmos com as
funcoes periédicas seno e cosseno, mas essas sao fungoes especiais na medida em que a sua periodicidade
¢ de alguma forma intrinseca, nao obrigando a definir estas fungdes por ramos. Por exemplo, a fungao
periodica f(t) a que corresponde o seguinte gréfico

1.0 T

Gréfico da fungao periddica f(t)

define-se analiticamente como

3/2, 0<t<l1
f(t):{t—l, l<t<? e f(t)=f(t—2) parat>2.

Coloca-se portanto a questao de como calcular a transformada de Laplace deste tipo de fungoes. O
teorema seguinte dd-nos a resposta.

Teorema 4.10 Suponhamos que f é uma fung¢dao periddica, com periodo p, que admite transformada
de Laplace. Entao,
JTe st f(t)dt

LU} =" (4.10)

Demonstracao Tem-se, por definicao de transformada de Laplace,

[e's) 2 k
£{f(t)}:/0 e‘“f(t)dt:/Ope_“f(t)dt—i—/pe_Stf(t)dt+...+/kp+pe_8tf(t)dt+...,
p

P

ou
(k+1)p
C{f }—nh_{goZ/ e~ £ (t) dt

Considerando a mudanga de varidvel u =t — kp, resulta
L{f(®)} = lim Z/ —sHRD) £ (u 4 kp) du

Departamento de Matematica e Aplicacoes J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019
Universidade de Minho



224 4. A transformada de Laplace

Atendendo a periodicidade da fungao f, tem-se f(u + kp) = f(u), pelo que

0

LU0} = Jim 3 e [t

Ora,

n

Ze—kps -1+ ie—kps
k=1

k=0

envolve a soma de n termos de uma progressao geométrica em que o primeiro termo é e P* e a razao

é também e P*. Entao,
n

—nps _ |
LRy e =l e e
k=1
e portanto
n —ps 1
: —kps __ € _
nh_)n;oZe _1+1—e—1’5_1—e_1’5'
k=0
Concluindo,
P —st
fo e " f(t)dt
LU} =
conforme requerido. [

Este teorema permite-nos portanto determinar a transformada de Laplace de uma funcao periddica
recorrendo apenas & definicdo da funcao no intervalo [0,p[. O termo que surge no denominador da
expressao (4.10) é necessariamente inferior a 1 (porqué?), “compensando” assim o facto do integral
presente no numerador se restringir ao intervalo [0,p[. Apresentam-se de seguida alguns exemplos
ilustrativos deste resultado.

Exemplo 4.37 Determinar a transformada de Laplace da funcao

ft) =

{ DUSESE b4y = £t parat > 0.

—1, 2<t<4

Solugao. Sendo f uma funcgao periddica, de periodo p = 4, que admite transformada de Laplace
(porqué?), vem

i) Joetfwyde  [Fetdt— [fe~tdt 1 (1 e %)? e

= f = — = — 5 S .
1—e4s 1—e4s s(l—e2)(1+e2) sl+e 2
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Exemplo 4.38 Determinar a transformada de Laplace da funcao

t, 0<t<l1

t) = t+2)=g(t t>0.
0 {0, oyoy € ot =g(t) parat>

Solugcao. Sendo g uma funcao periddica, de periodo p = 2, que admite transformada de Laplace
(porqué?), vem

2 st 1, —st
e Stg(t)dt te=stdt  11_(1 —s
Loty = _hRTE_11-Qrger

1—e 28 1—e 28 S 1—e 2

Problema Determinar a transformada de Laplace da funcao

sent, 0<t<m
h(t) = B h(t+2mw) = h(t t>0.
0 {O’ ooy © h(w2m)=h() parat>

Resp.: (1 — 6_27T8)_1 (s + 1)_1 (I+e ™), s>0.

e Exercicios sobre a transformada de Laplace

Exercicio 4.1 Determinar a transformada de Laplace das sequintes fungoes, usando a respetiva defini-
¢do. Indicar, em cada caso, o dominio da transformada de Laplace, recorrendo, para o efeito, a
defini¢cao de func¢ao de ordem exponencial.

4, 0<t<3
2, t>3

(a) f(t) =1t (©) h@%={

t, 1<t<?2
1, t>2

Exercicio 4.2 Determinar L {sen2(\/§t)} usando a propriedade da linearidade e o facto de

1 —cos26

2
0 =
sen 5

Exercicio 4.3 Determinar L {0052 3t sen 3t} em fung¢ao de L {cos3 3t}, atendendo ao facto de se ter
(0053 3t)l = —9cos? 3t sen 3t e recorrendo ao resultado do Teorema 4.4 (ver pagina 204).

Exercicio 4.4 Determinar L {t*} sabendo que L {t*} = 6/s*.
Exercicio 4.5 Determinar L {efgttQ} usando a propriedade da translacao.

Exercicio 4.6 Determinar L {t3 sen 5t} usando o resultado do Teorema 4.7 (ver pdgina 210).
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Exercicio 4.7 Determinar a transformada de Laplace das sequintes fungdes.

0, 0<t<6 2, 0<t<5h
t) = ; d t) = ;
(@) f0) {5’ ive (@) w() {m’ iog
0, 0<t<5H 0 0<t<?
_ 9 < . — - b
®) gt)=9 2 5<t<T (& () { U
0 t>T7.
0, 0<t<4 0, 0<t<m
ht: ; t) =
(@) hit {gt’ o (£) ot {t o

4.2 A transformada inversa de Laplace

Até agora considerdmos o seguinte problema: dada uma funcao f(¢), definida para ¢ > 0, pretende-se
determinar a sua transformada de Laplace £L{f(t)} - ou F(s). Considere-se agora o problema inverso,
isto é, dada uma funcao F'(s), determinar uma funcao f(¢) cuja transformada de Laplace seja F(s).
Usaremos a notacao £~! {F(s)} para representar tal funcio f, ou seja,

f(t) = L7H{F(s)},

pelo que

LA{f(t)} = F(s).
Nestas condigbes, f(t) designa-se a transformada inversa de Laplace da funcao F'(s). A este
respeito colocam-se trés questoes:

1. Dada uma fungao F'(s), existe sempre a sua transformada inversa de Laplace?
2. Supondo que F'(s) admite transformada inversa de Laplace, ela é tinica?

3. Como se determina a transformada inversa Laplace?

A resposta a questao 1, relativa a existéncia da transformada inversa de Laplace, é que nem todas
funcoes admitem transformada inversa de Laplace. Por exemplo, resulta da respetiva definicao que a
transformada de Laplace de uma funcao estritamente positiva (que admita transformada de Laplace
para s > «) é ela prépria estritamente positiva e decrescente uma vez que

d d [ ©9 N
l;E;S) _ %/0 et f(£) dt :/0 55 (€7 f(®) dt = —/0 te™*" f(t) dt <0,

onde se recorreu a férmula de Leibniz. Por isso, qualquer fungao F'(s) que néo seja decrescente nao
admite transformada inversa de Laplace (exemplo: s, s?(s+ 1)71, e*). Portanto, ha funcoes que tém
transformada inversa de Laplace, enquanto que outras nao sao a transformada de Laplace de nenhuma
fun¢ao (e portanto ndo admitem transformada inversa).
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4.2 A transformada inversa de Laplace 227

Quanto a questao 2, relativa a unicidade da transformada inversa de Laplace, se assumirmos que a
transformada inversa de Laplace existe, em que medida é que podemos afirmar que a sua transformada
inversa é tinica? Para as aplicagbes que nos interessam a resposta ¢ dada pelo seguinte teorema.

Teorema 4.11 Sejam f(t) e g(t) duas fungées continuas para t > 0 que tém a mesma transformada
de Laplace F(s). Entao f(t) = g(t) para todo t > 0.

Ou seja, se soubermos que uma dada fungao F(s) tem transformada inversa continua f(t), entao f(t)
é a tunica func¢@o continua que é a transformada inversa de Laplace de F(s), isto ¢, ndo existe mais
nenhuma fungao continua cuja transformada de Laplace seja F(s).

Exemplo 4.39 Conforme vimos, L{1} = 1/s. Portanto, uma transformada inversa de Laplace da
fungdo 1/s é a fungao continua f definida para todo t > 0 por f(t) = 1. Hd outras fungoes cuja
transformada de Laplace é 1/s, mas estas sao for¢osamente descontinuas como é, por exemplo, o caso
da func¢ao

1, 0<t<1
nt)y=< 5, t=1
1, t>1

Assim, considerando apenas fungoées continuas definidas para t > 0, tem-se

L7 {1/s} = 1.

Consideremos agora a questao 3. Supondo que existe uma e uma s6 fungao continua f(t) que é a
transformada inversa de F'(s), como ¢ que a determinamos? Nao consideraremos aqui a determinagao
direta da transformada inversa de Laplace, a qual teria de ser abordada no &mbito da Andlise Com-
plexa. Faremos antes uso de tabelas de transformadas de Laplace, as quais existem em abundancia em
numerosas publicacoes. Consulte-se, a titulo de exemplo, a tabela publicada em S.L. Ross, ou ainda
“Formulas e Tabelas de Matemaética Aplicada, L. Abellanas, M.R. Spiegel, ed. McGraw-Hill, 1990”.
As referidas tabelas sdo semelhantes a Tabela 4.1 (ver pdgina seguinte).

Embora as funcoes cuja transformada inversa de Laplace queremos determinar nao sejam em geral
iguais as que figuram na Tabela 4.1, é possivel expressar tais fungoes como combinagoes lineares
daquelas que se encontram tabeladas. Usando algumas das propriedades da transformada inversa de
Laplace, que decorrem das propriedades da transforrmada de Laplace, conseguimos efetuar o respetivo
célculo. Assim, por exemplo, da propriedade da linearidade da transformada de Laplace resulta a
linearidade da respetiva transformada inversa. De facto, se duas fungoes f; e fo admitem transformada
de Laplace e A e B sao constantes, entao

L{AL() + Bfa(t)) = AL{[1(D)} + BL{f2(D)}

resultando
L{Afi(t) + Bfa(t)} = AFi(s) + BFa(s),
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ft) = L7H{F(s)}

F(s) = L{f(t)}

10.

11.

12.

13.

14.

at

sen bt

cos bt

senh bt

cosh bt
" (n=1,2,..)

the® (n=1,2,...)

tsen bt

t cos bt

e sen bt

e™ cos bt

H(t—a)

f(t—a)H(t —a)

W | =

S—a

s2 — ph2

n!
sn—l—l

n!
(S - a)nJrl

2bs
(s2 +b2)°

e " F(s)

Tabela 4.1: Transformadas de Laplace de algumas fungoes
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4.2 A transformada inversa de Laplace 229

onde Fi(s) = L{fi(t)} e Fa(s) = L{f2(t)}. Aplicando a transformada inversa de Laplace aos dois
membros da equagao precedente, vem
AfL(t) + Bfa(t) = L7H{AF(s) + BFy(s)}
ou
L1 {AFl (S) + BFQ(S)} = ALt {Fl(s)} +BLt {FQ(S)} ,

pois L7H{Fi(s)} = fi(t) e L7H{Fy(s)} = fa(t). A equagdo precedente, generalizdvel a combinacoes
lineares com qualquer nimero finito de termos, mostra que a transformada inversa de Laplace também
goza da propriedade da linearidade.

Vejamos agora alguns exemplos de determinacao da transformada inversa de Laplace.

Exemplo 4.40 Determinar a transformada inversa de Laplace da funcao
1
F(s)=———7——
(s) 52 +6s+13
recorrendo a Tabela 4.1.

Solucao. Uma vez que queremos determinar

_ 1
10 = o)

1
Y S —
{asZ—f—bs—i—c}’

1
F(s) = ——F—
() as? +bs+c’
mas nao é assim (tal como aconteceria se quisessemos determinar uma primitiva desta fun¢ao). No
entanto, encontram-se tabelados (recorrendo & propriedade da translagao)
b b

— e FQ(S) = 2 )
(s +a)* + b2 (s+a)” — 2

gostariamos de ver tabelado

ou seja,

Fl(s) =

tendo-se

£t {+} = e senbt e L1 {+} = ¢ % genh bt.
(s +a)”+ b2 (s +a)* —b?

Sao estes os tnicos casos tabelados em que a fungao F(s) pode “encairar”. Num dos casos, Fi(s), o
denominador nao tem raizes reais, enquanto que no outro caso, Fs(s), o denominador tem duas raizes
reais. Aplicando a férmula resolvente a s*+6s+ 13 ¢é facil constatar que nio ha raizes reais e portanto

para ir de encontro ao resultado tabelado escrevemos para F(s)
1 1 1 2

s2+6s+13 (3+3)2+22 _5(34_3)24_22’

1 1 2 1
b=ty = L e Sigenat,
{32+63+13} 2 {(S+3)2+22} ¢ oM
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Exemplo 4.41 Determinar a transformada inversa de Laplace da fun¢do

s—3

K(s) = 56—

recorrendo a Tabela 4.1.

Solugdo (i). Neste caso s*> —6s — 16 = (s — 3)% — 52 e entdo
. 71 5_3 o 71 8_3
k() =L {82—65—16}_£ {(5—3)2—52}'

_ 5s—3 _ s—a a
e 1{m}:“mhbt’

(onde se usou novamente a propriedade da transla¢io) devendo-se considerar a = 3 e b = 5 para
assegurar a primeira igualdade, resultando

Ora,

k(t) = €3 cosh 5t = (e_2t + eSt) .

N |

Solugao (ii). Alternativamente, podiamos ter optado por realizar a decomposi¢ao da fungdao racional
K(s) uma vez que o seu denominador tem raizes reais —2 e 8. Entao

s—3 s—3 A B

2 _65—16 (5+2)(s—8) s+2 s—w

vindo A = B =1/2 (porqué?), ou seja,

e entao
1l 1 1 Y 1 -1 1 R VR
kt) =5 £ {s+2+s—8}_2<£ {s+2}+£ {(8—8)}>_2(6 +e).

Problema Determinar a transformada inversa de Laplace da funcao

5s
G(s) = §2 —2s —24

Resp.: 24 + 3¢,

Problema Determinar a transformada inversa de Laplace da funcao

3s—9

H(s) = —> =2
(5) = 765118

Resp.: 3 (cos 3t) &3
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¢ L)

Solug¢ao. Recorrendo & decomposicio da fung¢dao racional

1 A Bs+C (A+B)s?+Cs+A

s(s2+1) s 241 s(s2+1) '
resulta A=1, B=—1 e C =0, pelo que

S P SR S BN E GESS Y S G SN G
e (o Al Bt oo

Problema Determinar
o
s3—s |

Exemplo 4.42 Determinar

Resp.: ef + et — 2.

Vejamos agora alguns exemplos onde o resultado da realizacao da transformada inversa de Laplace
envolve a funcao de Heaviside, tendo-se por isso uma funcao definida por dois uma mais ramos.

u(t) = £ {2235 } .

Exemplo 4.43 Determinar

Solucao. Tem-se

26725

3 } =L {F(s)e_as} = f(t—a)H(t —a),

ﬂwzc*{g}zﬁ,

u(t) = L1 {

onde a =2 e F(s) = 2/s%. Entdo

S

resultando
u(t) = flt—2)H({t—2) = (t—2)* H(t — 2),
15to é,
. 0, 0<t<?2
ult) = (t—2)%, t>3

Exemplo 4.44 Determinar
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Solugao. Tem-se

—3s —T7s 1 —3s —T7s
v(t):£_1{§—3e — 25 }:5£—1{—}—3£—1{—6 }—25—1{62 }
S S S S S S

Para simplificar o cdlculo vamos escrever

v(t) = buy(t) — 3va(t) — 2vs(t)

vi(t) = £ {%} L () =L {e;s} L wm(t) =L {e; } .

Ora, temos dois resultados imediatos

com

enquanto que

pois

Por outro lado,

P b= £ e R} = - ) o)

onde a =7 e F(s) = 1/s2. Entdo, f(t) = L1 {F(s)} =t, vindo

6775

v3(t) = L7 { = } = ft—=TVH{t—T7)=(t—T)H(t—T).

Tem-se, finalmente,
v(t) = bvy(t) — 3va(t) —2v3(t) =5 —3H(t —3) —2(t —T)H(t — 7).

Considerando os vdrios ramos que intervém nesta expressao, podemos escrever

5 o3s —7s 5, 0<t<3 5, 0<t<3
v(t):[,—l{__ge _262 }: 5—3, 3<t< 7 = 2, 3<t<T .
S S S
5-3-201-17), t=7 16-2t, t>7

Exemplo 4.45 Determinar

w(t) = £ {ﬁws} .
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Solucao. Tem-se

%658} =L {F(s)e”™} = f(t—a)H(t — a),

w(t) = 51{(8_ N

ondea=>5 e

C e e
Uma vez que (porqué?)
s A L B 1 n 1
(s—1)° s—1 (s—1)> s-1 (s—1)°
resulta )
_pr-1 S | -1 _ ot
LR el S Pt R b SR
Entao,
w(t)zﬁ1{(8_51)265S}=f(t—5)H(t—5)=[(t—4)et5H(t—5)},
15to é
N 0, 0<t<5
POE e, 1z

Problema Determinar

s 1
1) = £—1 —3ms __ —ms
a(t) {82+4e 82—1—16 }

Resp.: q(t) = cos2t H (t — 3m) +sent H (t — ).

Problema Determinar
2(s*—1)
_ pr—1 —s
z2(t) =L {—33 55 } .

Resp.: z(t) = (1 +¢*72) H (¢t —1).

e A convolucao

Outro procedimento importante relacionado com o uso de tabelas para a determinacao da transformada
inversa de Laplace é aquele que decorre do Teorema da Convolugao. No entanto, antes de enunciar
o teorema, definimos primeiro o conceito de convolucao de duas fungoes.
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Definigao 4.5 Sejam f e g duas fungoes que sdo seccionalmente continuas para todo o intervalo
fechado limitado 0 <t <b, b€ R". A funcdo h(t) = f(t) * g(t) definida por

t
) = £+ 9(t) = [ falg =) do (.11)
designa-se convolugao das funcoes f e g.

Note-se que o resultado da convolugao de duas fungoes (de t) é ainda uma funcao (de ¢). Por outro
lado, se no integral presente em (4.11) realizarmos a mudanga de varidvel

y=t—x < wxT=t—y

resulta dz = —dy, e consequentemente (porqué?)

0 t t
f(t)*g(t)z—/t ft—v)g(y) dy:/o ft—v)g(y) dy:/o g(y) [t —y)dy = g(t) * (1),

concluindo-se portanto que a convolucao é uma operacao comutativa.

O principal resultado que estabelece a ligacao entre a convolugao de fungoes e a transformada
(inversa) de Laplace ¢ dado pelo seguinte teorema.

Teorema 4.12 (Teorema da Convolugao) Sejam f e g duas fungées seccionalmente continuas em todo
o intervalo fechado limitado 0 <t < b, b € RT, ambas de ordem exponencial e*. Nestas condicoes a
transformada de Laplace da sua convolug¢do

LA{f(t)=g(t)}
existe para s > «. Por outro lado,
LAf(t)xg)} =L{f(E)} L{g(t)}.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em S.L. Ross.

Usando a notagao, F(s) = L{f(t)}, G(s) = L{g(t)}, o Teorema da Convolugao toma a forma

LAf(E)*g(t)} = F(s) G(s),
permitindo escrever
LTHF(s)G(s)} = f(t) = 9(t).

Tem-se assim uma forma alternativa de determinar a transformada inversa de Laplace de um produto
de duas funcoes a partir das respetivas transformadas inversas de Laplace.
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Exemplo 4.46 Vimos no Exemplo 4.42 (ver pagina 231) que

1 1 .
L {75(82_1_1)}—1 cost,

tendo, para o efeito, recorrido a decomposicao da funcdo racional s~! (82 + 1) ~1 Pretende-se agora

determinar
1
. |
it =L {5(82+1)}

usando o Teorema da Convolucao.

Solucao. Tem-se

ss2+1
onde . .
F = — G =
()=%  GE)=o
pelo que
ft)=1, g(t) = sent,
tendo-se
j(t) =1xsent.
Ora,

t
1xsent = / sen (t — x) dx = [cos (t — w)]g =1 —cost.
0
Atendendo & comutatividade da convolucao, podiamos ter escrito

¢
j(t):sent*lz/ senxdwz[—Cos(x)]gzl—cost.
0

Exemplo 4.47 Determinar, usando o Teorema da Convolugao,

W0 =2 e

Solugao. Tem-se

p(t)Zﬁ_l{ésil} :E_l{é}*ﬁ_l{siJ’

t
p(t):]_*e_t:e_t*]_:/ e_xdle—e_t.
0

donde
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Exemplo 4.48 Determinar, usando o Teorema da Convolugdo,

r(t) = £ {68;} .

Solugao. Tem-se

r(t) :cl{l 6_8} :cl{l} 51{6_5} e H(—1) = H(E—1) #1.

S S S S

O célculo da convolugao envolvendo a funcao de Heaviside é, mesmo em casos simples, algo moroso,
pelo que em geral é preferivel ndo seguir esta estratégia (aplicacao do Teorema da Convolugao), mas
realizamo-la aqui a titulo ilustrativo.

T'(t):H(t—l)*lz/OtH(a:—l)da:.

Fazendo y = x — 1 vem
t—1

r(t) = H{(y) dy.
-1
Ora, a funcao H(y) é nula se y < 0, sendo 1 se y > 0, pelo que temos que considerar os casos 0 <t < 1
et >1 (porqué?). Entao

0 0<t<l 0, 0<t<1
T(t) = = )

S Hy)dy+ fy Hy)dy, > 1 vy, t>1

resultando

0, 0<t<1 0, 0<t«1
t) = . =(t—1 =(t—1)H(t—1).
r(t) {t_l’ o ( >{1’ o (t =1 H(t-1)

Sugestao: obter este resultado nao usando o Teorema da Convolugao.

Problema Determinar, usando o Teorema da Convolucao,

¢ )

Resp.: cosht — 1.

Problema Determinar, usando o Teorema da Convolucao,

)

Resp.: et —¢ — 1.
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O Teorema da Convolugao pode ainda ser usado no seguinte contexto. Sejam h(t) e f(t) fungoes
seccionalmente continuas em 0 < t < b, para todo b > 0, que admitem transformada de Laplace. Estas
fungoes sao conhecidas e relacionam-se através da seguinte equagao

h(t) = f(t) * g(t).

Colocarse a questao de como determinar analiticamente a funcao g(t) - que se admite ser seccionalmente
continua e ter transformada de Laplace?

O Teorema da Convolucao permite escrever

LAnB)} = L{f () xg(t)} = H(s) = F(s)G(s),

pelo que

Exemplo 4.49 Considerem-se as funcoes f(t) =t e h(t) = t2 —t. Determinar a funcdio g(t) que
verifica

h(t) = f(t) = g(t).

Solucao. Por aplicacio do Teorema da Convolucdo, tem-se

H(s)= F(s)G(s) & CL{P-2Y=L{}G(s) & Gls)=—o 2

g(t)zﬁl{ﬁ—g} =6t — 2.

s2 s

vindo

Para confirmar este resultado fazemos

E{f(t)*g(t)}:E{t*(Gt—Z)}:/Ot(67'—2)(t—7') dr =1 — 2,

obtendo-se, portanto, o resultado esperado.

2t —t

Problema Considerem-se as fungoes f(t) = 3e™ ! e h(t) = e . Determinar a fungao g¢(t) que

verifica

— e

Resp.: g(t) = €.

Problema Considerem-se as fungoes f(t) = 2cost e h(t) = tsent. Determinar a fungao g(t) que
verifica

h(t) = f(t) = g(t).
Resp.: g(t) = sent.
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e Exercicios sobre a transformada inversa de Laplace

Exercicio 4.8 Determinar a transformada inversa de Laplace das sequintes funcoes.

(a) 52—(_31_9; (e) %; (i) %633;
0 n B2 T e—
© F (o) ot W ZET

(d) ﬁ; (h) Z)j—ige”; (1) %.

Exercicio 4.9 Determinar a transformada inversa de Laplace das sequintes fungoes recorrendo ao
Teorema da Convolugao.

(@) —— () —0 .

Y 21 5s+6 ¢ 25(s249)’
10 9

(®) 52 —6s— 16’ (d) s2(s+3)

4.3 Aplicacoes da transformada de Laplace

e Solucao de problemas de valores iniciais envolvendo equagoes diferenciais lineares
com coeficientes constantes

Veremos agora como é que a transformada de Laplace pode ser usada para determinar a solugao de
PVIs envolvendo equacoes diferenciais lineares de ordem n com coeficientes constantes, ou seja, do tipo

apy™ + ary Y -+ ap 1y + any = b(1),

com condicoes iniciais
y(O) = Co, y,(O) =Cly..-, y(n_l) (O) = Cn—1-

Vimos anteriormente alguns exemplos simples, para n = 1 e n = 2, mas aqui vamos comecgar por
considerar o caso geral. Tomando a transformada de Laplace de ambos os membros da equacao
diferencial acima obtém-se,

aol {y(”)} +a L {1y(”_1)} + a1 L{yY} +anL{y} = L{b(t)}.

Aplicando o resultado enunciado no Teorema 4.5 (ver pdgina 207),

L {f<"> (t)} = s"L{f()} — "1 F(0) = 8" 2 f1(0) =+ — s f7D(0) — FD(0),
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e usando a notacao
Y(s)=L{y@)},  Bls)=L{b@)},
resulta
(aps™ + a1s™ '+ + an_15 +ay) Y(s) — A(s) = B(s),

onde A(s) é um polinémio de grau n—1 na varidvel s envolvendo, por um lado, as constantes ag, . . . , Gy,
as quais estao associadas a forma da equagao diferencial homogénea associada, e por outro lado, as
constantes que determinam as condicées iniciais cg, ..., c,_1. Assim,

B(s) = A(s)

Y(s) = )
(s) aps™ +ays" 44 an_1s+a,

pelo que a solucao do PVI é

)= £y () = Bls) = Als) b

aps" + a1s" + - 4 ap_18+ap

Em resumo, admitindo que a incégnita do PVI proposto é y(t), considera-se a transformada de
Laplace dos dois membros da EDO linear com coeficientes constantes, obtendo assim uma equagao para
a transformada de Laplace da fun¢ao incégnita, Y (s). Obtém-se Y (s) e por aplicagao da transformada
inversa de Laplace dessa funcao calcula-se y(t), solu¢ao do PVI proposto.

Exemplo 4.50 Determinar a solu¢do do problema de valor inicial

i 2y=e", t>0; y(0)=a3, (4.12)

usando a transformada de Laplace.

Solucao. Tem-se

Atendendo a que

c{% —2 } - z{%} — 2L {y} = sY(s) — y(0) — 2Y(s) = (s — 2)Y(s) — 3,

onde Y(s) = L{y(t)}, e

L 561
{e”} s—5’

resulta ) 143

—14 4 3s
—2)Y(s) —3 = &Y =
(s=2)¥s) s—5 & =G 5G-2
Ora, escrevendo,
A B
Y =
(5) 5—2 + s—5’

Departamento de Matematica e Aplicacoes J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019

Universidade de Minho



240 4. A transformada de Laplace

obtém-se A =8/3 e B=1/3 (porqué?), pelo que

8 1 1 1
Y<8)_§s—2+§s—5’
vindo . . . .
_ -1 S 1,1
R O (R P ] Tt et §
ou seja,

8 1
y(t) = §e2t + §e5t.

Note-se que y(0) = 3, conforme requerido.

Representagao grafica da fungao y(t) = (862t + €™ /3, solugio do PVI (4.12)

Nota Dado que as solugoes dos PVIs que podem ser resolvidos usando a transformada de Laplace sao
forgosamente solugoes explicitas (porqué?), averiguar se a solugao obtida estd correta é um processo
que pode requerer mais ou menos cdlculos, mas que é, na esséncia, simples. Em todo o caso, se tal
nao for feito, e a falta de melhor, pode-se averiguar se as condic¢oes iniciais sao verificadas pela solucao
encontrada. Isto porque a imposi¢ao das condigoes iniciais é realizada logo no inicio do cédlculo (ao
contrario do que se passa quando se utilizam os métodos que abordamos no capitulo precendente) e
por isso se a solucao estiver errada é muito provdvel que as condigoes iniciais nao sejam satisfeitas pela
solucdo obtida. Atencao: se as condigoes iniciais forem satisfeitas, tal ndo garante que a solugao obtida
esteja correta, mas costuma ser um bom aferidor.

Exemplo 4.51 Determinar a solu¢ao do PVI
y' =2y =8y =0, t>0; y(0)=3, ¥ (0)=6, (4.13)

usando a transformada de Laplace.
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Solucao. Tem-se
y”_2y/—8y:0 = ﬁ{y//_zy/_Sy}:O

Atendendo a que
L{y"} = sV (s) — sy(0) — /(0) = s?Y (s) — 35 — 6

L{y'} =sY(s)—y(0) =sY(s) -3,

resulta
2 o - 3s
(s°Y(s) —3s—6) —2(sY(s) —=3) —8Y(s) =0 & Y(s)= Pyt

Ora, escrevendo

A B
Y(S)_5—4+5—|—2’
obtém-se A =2 e B =1, pelo que
2 1
Y(s) = —
() s—4 s+2
vindo . .
_ 1 _op-1 ~1
v =L @) e wn=20 b {5
ou seja,

y(t) = 2¢t 4 72,

Note-se que y(0) = 3, enquanto que y'(0) = 6, conforme requerido.

Y 100+

50 1

0 + + + + +
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Representagio grifica da funcio y(t) = 2e* +e=2!, solugio do PVI (4.13)

Problema Determinar, usando a transformada de Laplace, a solu¢ao do PVI
v+ 4y =cos2t, t>0; y(0)=0, 2(0)=1.

Resp.: 2sen 2t + tsen 2t.
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242 4. A transformada de Laplace

Problema Determinar a solucao do seguinte PVI usando a transformada de Laplace.
y" -y =2t, t>0; y(0)=0, y'(0)=0, y"(0)=0.

Resp.: et + et —t2 —2.

Nos exemplos precedentes as condigoes iniciais foram colocadas sistematicamente para t = 0. No
entanto, conforme se ilustra no exemplo seguinte, tal ndo tem porque ser necessariamente assim.

Exemplo 4.52 Determinar a solucdo do problema de valores iniciais

d*y dy
W—i—y:t, t>m  y(r) =0, E(T{')Zl (4.14)
usando a transformada de Laplace. Realizando a mudanga de varidvel x =t —mw resultat =z + 7 e 0
PVI proposto escreve-se

d2

d—xg—i—y:x—i—w, x>0; y(0)=0,

Aplicando a transformada de Laplace, vem

dy

2oy =1

2 s
el =Llatm = V-0 -/ O+ V) =5+ T,

A2 s2 s
pelo que
1 T 1+ 7s 1 TS T 1
2
NY(s) =5 +—-—+1 = Y(s)= =- -+ =
(S+ ) (S) S2+8+ (8) <82+1)S2+82+1 82+1+8+82

Obtém-se entao

y(x) = —mcosx+m+x = y(t)=-—mcos(t—m)+t=mcost+1.

20T
15T

10+

Representagao grifica da fungao y(t) = wcost + t, solu¢io do PVI (4.14)
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Portanto, se o PVI a resolver envolver condi¢oes impostas para t = tg (top # 0), entdo a mudanga
de varidvel x = t — tg conduzird a um PVI cujas condigoes estarao impostas para x = 0, tal como
requerido.

Qualquer dos exercicios precedentes podia ter sido resolvido recorrendo, por exemplo, ao método
dos coeficientes indeterminados. O uso da transformada de Laplace tem especial interesse no caso do
segundo membro da EDO ser uma fungao definida por ramos. Esse tipo de problema pode também
ser resolvido usando os métodos abordados no capitulo relativo a resolucao de equacoes diferencias
lineares de ordem n, mas nesse caso a resolucao é em geral mais morosa ja que os ramos tém de ser
tratados um a um. Conforme veremos nos proximos exemplos, o uso da transformada de Laplace com
recurso & funcao de Heaviside permite evitar esta situacao.

Exemplo 4.53 Determinar, usando a transformada de Laplace, a solug¢io do PVI

Y —y=g(t), t>0; y(0)=0, (4.15)
onde
1, 0<t<l1
g(t) =
2, t>1

Solugcao. Tem-se
L{y —y}=L{g(t)},

onde o sequndo membro
g(t)y=1+H(t—1)

é uma funcao descontinua no ponto t = 1. Assim,
G(s)=L{g)} =L{1+H(t—-1)}=L{1}+ L{H(t - 1)},

decorrendo imediatamente

G(s)=—-+-¢°
(s) . + Se
Tem-se entao
V(s)—y(0)—V(s) =~ 4L & V()= p— s
4 s s s(s—1) s(s—1)
Portanto,
1 1
t)y=L"" L =L UK K(s)e™®
o) = £ i+ e = £ K K@)
com
K(s)= ——
Cos(s—1)°
Entao
y(t) = k@) + k(t —1)H( - 1),
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244 4. A transformada de Laplace

bastando por isso determinar k(t) = L7 {K(s)}. Tem-se

1 A B 1 1
K(S)_s(s—l)_§+s—1__;+s—l

Mﬂ:ﬁl{ 11—1}:é—L
5

S

e assim

vindo para a solu¢ao do PVI (4.15)
el —1, 0<t<l1

yt)=e' =1+ ("' =1)H({t—1) =
Q ( ) ( ) eb+et"t—2 t>1

Note-se desde ja que a solugao encontrada é tal que y(0) = 0, satizfazendo portanto a condigao inicial
do PVI. Por outro lado, a solu¢ao deve ser continua apesar do sequndo membro da equacao diferencial
nao o ser (porqué?). Vejamos que assim é. Por um lado tem-se, y(17) = e — 1, enquanto que
y(1) = y(1*) = e—1, ficando assim demonstrada a continuidade em t = 1, sendo que para os restantes
valores de t a continuidade é assequrada pela forma que a solugao assume em cada ramo. Ja y'(t) deve
ser descontinua uma vez que decorre de (4.15) que a solugdo obedece a

Y =y+g()

e, ao contrario de y(t), a fungao g(t) é descontinua em t = 1. Tal pode ser visto analisando o graifico
sequinte.

y 10T /

M T

Representagao grafica da solugao do PVI (4.15) - a cheio - e da respetiva derivada - a tracejado - no
intervalo [0, 2]

Nota Qual seria a solucao do PVI proposto no exemplo precedente se resolvessemos a equagao dife-
rencial ramo a ramo impondo que a solucao do mesmo deve ser continua, isto é,

Jim y(#) = y(1).

Comecemos por considerar o PVI

v —y=1, 0<t<1; y(0)=0.
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Uma solugao particular desta EDO é a fungdo —1 e por isso a sua solucao geral é (porqué?)
y(t)=ce -1, 0<t<l1.
A constante ¢; determina-se impondo y(0) = 0, vindo ¢; = 1 e consequentemente
y(t)=e"' -1, 0<t<l1.
Temos agora de considerar o ramo ¢ > 1. Tal implica comecar por determinar a solucao geral de
vy —y=2 t>1.

Obtém-se facilmente
y(t) = coet =2, t>1.

A determinacao de cp ndo pode ser feita recorrendo a condigao y(0) = 0. O valor da abcissa a considerar
é agora t = 1, devendo impor-se que a solugao do PVI é continua nesse ponto, ou seja,

y(17)=y(1l) & e—1=ce—2,

vindo ¢y = 1 + e~ 1. Entdo,

® et —1, 0<t<1 et —1, 0<t<1
y(t) = _
(1—1—6’1)615—2, t>1 el et~ -2 t>1

tal como obtido usando a transformada de Laplace (sem ter de considerar os ramos de g(t) de forma
explicita).

Exemplo 4.54 Determinar, usando a transformada de Laplace, a solug¢io do PVI

y' =q(t), t>0; y0)=1 #'(0)=1, (4.16)
onde
0, 0<t<?2
qt) =
tot>2

Solucao. Tem-se
L{y"} =L{a®)},
onde o sequndo membro
q(t) =tH(t —2)

é uma funcao descontinua no pontot =2, o mesmo acontecendo com a sua primeira derivada. Assim,
Q(s) = L{a(t)} = L{tH(t - 2)} = L{f(t - 2)H(t - 2)} = F(s)e™ ™,
onde

ft—2)=t = ft-2=(t-2)+2 = flt)=t+2,
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resultando
1 2
Fs) = — 1+ =
(5)=—+2,
vindo
1 2 —2s
Q(s) = (g + ;)

Tem-se entao

s s st g3 s2
Portanto,
y(t) = L7 SR I L {P(s)e™®} +t+1
s 83 s s2 ’
onde
1 2
P(s) = — 1+ =2

Assim, definindo p(t) = L7 {P(s)}, tem-se

y(t) =pt—2)H(t —2) +t+1,

Ora,
1 2 1
I —1) 4\ _ 13 42
p(t) =L {34}‘% {33} Sttt
e entao
. t+1, 0<t<?2
) =t+1+ —t—23+t—22}Ht—2 ={ 1
y(t) G- =22 He -2 AP SR
Tem-se ainda,
. 1, 0<t<?2
’t:1+[—t—22+2t—2]Ht—2: 1
y(t) (=2 (t=2)] H{t ~2) (-2 42(t—2)+1, t>2

2

Portanto, y(0) = 1, ¥/(0) = 1 (condigdes iniciais satisfeitas) e ainda y(27) = 3, y(2) = y(2*) = 3,
y(27) = 1, ¥y(2) = ¢(27) = 1 (continuidade da solucao e da sua primeira derivada), tal como
requerido. Com esperado, até pela forma da EDO, a sequnda derivada da solu¢do é descontinua em
t=2.
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le'

Representagao grafica da solu¢ao do PVI (4.16) - a cheio - e das respetivas primeira derivada - a
tracejado - e sequnda derivada - circulos - no intervalo [0, 4]

Exemplo 4.55 Determinar a solu¢ao do PVI

Y +2y +5y=nh(t), t>0; y0)=0, ¢ (0)=0, (4.17)
onde
5, 0<t<m
h(t) = ;
0, t>m

usando a transformada de Laplace.

Solucao. Tem-se
L{y" +2y +5y} =L{h(t)}.

Ora,

L {y" + 2y + 5y} = [SQY(S) —sy(0) — y'(O)] +2[sY(s) —y(0)] + 5Y (s) = (82 + 25 + 5) Y (s).

e
h(t)=5—5H(t — ),
pelo que
1 — e TS
L{ht)} =5 %
Assim, a equagao para Y (s) é
1—e77™* ) oe~ T8
2
(57425 +5) Y(5) s < (s) s(s2+2s+5) s(s2+2s+5)

Portanto,
(t) = 51 N S 51 _ e
Y= s(s2+2s+5) s(s2+2s+5) )"
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Assim,
y(t) = 5u(t) — 5v(t)
u(t) =LHF(s)} = f(t) e v(t) =L {F(s)e ™} = f(t —m)H(t — ),
onde

1
s(s2+2s+5)
Portanto, em qualquer dos casos necessitaremos da transformada inversa de F(s), sendo por isso esse
o primeiro cdlculo a realizar. Comecemos por notar que s> +2s + 5 ndo tem raizes reais e entdo

1 A Bs+C

- - 0 +
s(s2+25+5) 5 (s4+1)%+22

F(s) =

obtendo-se (porqué?)

RTSY (R N Y B EE R M
S 5\s (s+1)2422) 5\s (s+1)P2+22 2(s+1)2422

onde jd antevemos o uso da propriedade da translagao (ver formuldrio). Entao,

== (e {3} -e - (o)
o 1t (onzr s dsent)].

u(t) = f(t) = % [1 et (cos 2% + %Sen 275)]

f@t) =

Tem-se entao,

1
(1 — e tcos2t — §e_t sen 2t> =

o] —
o] —

1 1
v(t)=f(t—mH(({t—7) = £ [1 — e (=) <COS 2t + 5 sen Qt)] H(t —)
dada a periodicidade das fungdes trigonométricas envolvidas. Resulta assim,

Su(t), 0<t<m
y(t) = Sult) = 5ult) = { Su(t) — bu(t), t>

15to €,

l—e_t(COSQt—f—%Seth), 0<t<m
y(t) = :

(" —1)e ! (cos2t + $sen2t), t>m
De notar que y(0) = 5u(0) =0 e

)
u'(t) = §e_t sen 2t,

pelo que y'(0) = 5u'(0) = 0. Portanto, as condigoes do PVI verificam-se. Por outro lado, v(m) =0 e
/ 1 Tt o3
v'(t) = 7€ sin 2t
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€ por 1SS0
V' (m) = 0.

Tal quer dizer que a solugao y(t) e a respetiva derivada sio continuas (porqué?) tal como esperado

dada a ordem da EDO.

Exemplo 4.56 Determinar a solu¢ao do PVI

y' —y=pt), t>0; y0)=0, ¢ (0)=0, (4.18)
onde
1, 0<t<3
p(t) = ;
2%, t>3

usando a transformada de Laplace.

Solugao. Tem-se
L{y" —y}=LA{p(t)},
15to é
(s*—1)Y(s) = P(s),

onde
P(s)=LA{p(t)} =L{1+ (2t -1)H({ —3)} = L{1} = L{H({ =3} +2L{t H(t - 3)}.

Uma vez que
L{tHt—-3)}=L{f(t—a)H(t—a)} =€ F(s)

desde que consideremos
a=3 e f(t—3)=t=(t—3)+3,

concluimos que (x =t — 3)

f@)=2+3 = Fls)=— 42

Portanto,

—3s
(82—1)Y(8)=§— eS +2(s_12+§> o3
ou seja
Yis) = s (821— 1) * <s (525— 1) Tz (322— 1) ) e (4.19)
Designando .
K(s) = s(s2-1)’
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tem-se, usando o Teorema da Convolugdo em alternativa & decomposi¢ao da fungdo racional K(s),
1
LK) =L {—} « L1 {
S

Ora, de (4.19) resulta

1

s2 —

1} = k(t) =senht =1 =cosht— 1.

pelo que definindo .
R(s) = ~K(s),
tem-se
y(t) = k(t) + 5k(t —3) H(t — 3) + 2r(t — 3) H(t — 3),

restando apenas determinar a fungdo r(t). Para esse efeito evocamos uma vez mais o Teorema da
Convolugao, obtendo-se

1 1
r(t) =L {R(s)} =L} {;K(s)} =t {;} « LUK (s)) = 1% k(t),
15t0 €,
t
r(t) = 1% (cosht — 1) = (cosht — 1) x 1 = / (coshax — 1) dx = senht — t.
0
Tem-se, finalmente,
y(t) = k(t) + [5k(t — 3) +2r(t — 3)] H(t —3)
ou, explicitando os vdrios ramos,
( cosht — 1, 0<t<3
Yy(t) = .
cosht + 5cosh(t —3) +2senh (t —3) — 2, t>3

Exemplo 4.57 Determinado objeto tem, em cada instante de tempo t, uma temperatura média wu(t).
Por sua vez, este objeto encontra-se em contacto com o meio ambiente circundante cuja temperatura
média no instante de tempo t é ug(t). Sabe-se que u(0) = 0 e assume-se vdlido o sequinte modelo para
a evolucao temporal de u:

w=—k(u—u,), t>0,

onde k é uma constante real positiva e
~ [ 10, 0<t<1 —(t-1)
ua(t)—{ St (D o —10+<—2+te )H(t—l).
Considerando k = 1, tem-se o sequinte PVI
vt u=mu,, t>0; u(0) = 0.

o qual pode ser resolvido usando a transformada de Laplace. Definindo U(s) = L{u(t)} e Uy(s) =

LA{ug(t)}, resulta
1

(s+DU) =Uals) & Uls) =7

Ua(s),
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onde

10 e’ 1 1
Ua =— -2 787
(s) +(s+1+(3+1)2>6

obtendo-se

) = £ e = e {0 e s ( 1)3)6—5}

sGHD s \GrD? | (se

e, apds o cdlculo das vdrias transformadas inversas de Laplace envolvidas (propriedade da linearidade),

u(t) =10(1—e") —2H(t— 1)+ % ((t2 +3) e—(t—l)) H(t—1),

15to €
ult) = 10 — 10e7?, 0<t<1
Tl 8-10et+ 1 ((BB43)e D), t>1

De notar que u(0) =0 e que u é, conforme esperado, uma fun¢ao continua. Tem-se, em particular,

w(l7)=10(1—-¢")

e
u(1%) =u(1) = [8 10t 45 (2 +3) e(tl))] _ ma-e),
confirmando-se assim a continuidade da fun¢ao u. Verifica-se amd; que
tliﬂloou(t) =8.
Este resultado era esperado uma vez que
tl}ﬂlooua(t) =38

e (ver EDO)
lim o/(t) = lim (u.(t) —u(t)) = 0.

t—-—4o0 t—-—4o00

Nas figuras seguintes apresenta-se a solug¢io do PVI, u(t), no intervalo [0.10].

Representagao grifica de u(t) (a cheio) e de uq(t) (a tracejado) no intervalo [0, 10]
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o T T s ==

w T
~
W
(o)}
9+
o0
©
S

Representagao grifica de u(t) (a cheio) e de uq(t) (a tracejado) no intervalo [3,10]

Exemplo 4.58 Considere-se um circuito elétrico constituido por uma forca eletromotriz que produz
uma queda de tensio E, uma resisténcia R, uma bobine com indutdncia L e um condensador com ca-
pacitancia C, ligados em série (circuito RLC) . Como vimos em exemplos anteriores, nestas condi¢oes
a carga no condensador em cada instante de tempo q(t) é tal que

1
Ld"+ Rq' + o= E, (4.20)
sendo a intensidade de corrente dada por i(t) = ¢'(t). Determinar q(t) e i(t) quando q(0) =i(0) =0,

L=1/2, R=1,C=1c¢e

t, 0<t<1
E(t) =
2, t>1
nas unidades habituais.
E27
14
! > 3
t
Representagao grafica da fungao E(t)
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Solugao. Comecemos por determinar L{E(t)}. Tem-se,
Et)=t+(2—-t) H{t—1).

Atendendo a que
1
LAt} =—

S

e, por outro lado, que
LL2-t) Hit -1} =L{f(t—a)H(t —a)} = e “F(s)
coma=1c¢e f(t—1)=2—1t, conduz a

) =1-1 = F(s)zé—é,

tem-se

LAB®) = + (1 - %)

s s
Consideramos agora a EDO (4.20)
1 " / _
54 +q¢d+q=FL.

Por aplicacao da transformada de Laplace, resulta

12Q(5) + 5Q(s) + Q(s) = S% + <1 - i) e,

2 s 82
15to € 5 9
Q(s) = (1—e™®)+ e ?
s? <(S +1)% + 1) s ((s +1)% + 1)
Seja
R(s _ 2 _ 1 1 S —|—21
s2<(s—|—1)2—|—1> 7 s (s+1)*+1
2 1 s+2
P(s) prn 2 = — 2
s<(s+1) +1) s (s+1)°+1
entao
Q(s)=R(s) +(P(s) —R(s))e® = q(t)=r(t)+(p(t—1)—r(t—1)H(-1),
com
r(t) =L {R(s)} =t — 1+ e 'cost
p(t) = L71{P(s)} =1 — (cost +sent) e
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e consequentemente
q(t)=t—1+e " cost+ (3—t—e'""(sen(t —1)+2cos(t—1))) H(t — 1),

ou,

( t—1+etcost, 0<t<1

q(t) =

2 —el“t(sen(t —1)+2cos(t—1)) +etcost, t>1

implicando
) = d(0) 1 —e t(cost+sent), 0<t<1
i(t)=q(t) =

el 7t (cos (1 —t) —3sen (1 —t)) — (sent +cost)et, t>1

Tem-se q(0) = 0 e i(0) = 0, conforme requerido. Além disso pode-se mostrar que q(t) e i(t) = ¢'(t)
sao fungoes continuas.

Representagao grafica da solugao do PVI (4.20) q(t) - a cheio - e de i(t) - a tracejado

Conforme ja tinhamos perspetivado anteriormente, a transformada de Laplace também pode ser
usada para resolver problemas de valores iniciais envolvendo equacoes integro-diferenciais conforme se
exemplifica de seguida.

Exemplo 4.59 Determinar a solu¢ao do problema de valor inicial

t 2
% +j/ u(z) dr = L ot u(0) =0. (4.21)

Solugao. Aplicando a transformada de Laplace obtém-se
du t 12
£{E} +£{J u(x)da:} :ﬁ{g},
t
SC{u} —u(0) + £ {/ u(z) da:} S (4.22)
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4.5 Aplicacoes da transformada de Laplace 255

A propriedade enunciada no Teorema 4.8 (ver pdgina 212) conduz a

c {[u(x) daz} _ %U(s),

onde U(s) = L{u(t)}. Atendendo a que u(0) =0, de (4.22) resulta

(s—l—sil) U(s) = !

_53_

Assim,

vindo

Representagao grifica da fungao u(t) =t — sent, solugao do PVI (4.17)

Exemplo 4.60 O PVI abordado no FExemplo 4.58 pode ser expresso usando uma equagio integro-
diferencial de primeira ordem no qual a incégnita é a intensidade de corrente elétrica, i(t), a saber,

L% +Rit {q(()) + m/tz'(:zz) da:} _E

Considerando novamente i(0) =0, ¢(0) =0, L=1/2, R=1, C =1, e assumindo tal como anterior-
mente . . .
L{E®)} = — g
we -5+ (5-7)e
resulta por aplicacao da transformada de Laplace

1 1 1 1 1 _
58[(8)—1-[(5)—1—;](3) = §+ (; —;)e 5
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256 4. A transformada de Laplace

vindo

ou seja,
2 -1
I(s) = +2—" e,

8<(S+1)2+1) S((8+1)2+1)

ou ainda, decompondo as fungoes racionais de forma adequada e antevendo a aplica¢do da propriedade
da translacgao,

1 s+1 1 ( s+1 3 1> s
c .
(

i — + - —
s (s+1)P2+1 (s+1)72+41 s+1)%+1 (s+1)°+1 s

Entao,
i(t) =1—e " (cost +sent) + (e*(tfl) (cos(t—1)+3sen(t—1)) — 1) H(t—-1),

reencontrando-se assim o resultado obtido para i(t) no Exemplo 4.58.

e Solugao de problemas de valores iniciais envolvendo sistemas de equagoes diferen-
ciais lineares com coeficientes constantes

Aplicaremos a transformada de Laplace para determinar a solucao de sistemas de equagoes diferenciais
de primeira ordem do tipo

dx dy
1=y Az a3+ agy = By (t)
dx dy ’
bla + bZE + b3z + bay = By (1)

onde ay, ag, as, a4, by, ba, bg e by sao constantes e B, e B, sdo fungdes conhecidas, satisfazendo as
condicoes iniciais

z(0) =c1, y(0)=co.
O método é andlogo ao usado para determinar a solugao de equagoes diferenciais lineares com coe-

ficientes constantes, sendo facilmente aplicdvel a equacoes diferenciais de ordem mais elevada e com
mais fungoes incégnita. Vejamos alguns exemplos que ilustram o método.

Exemplo 4.61 Determinar a solu¢ao do sistema de equagoes diferenciais

dz B dy R
E—x—?y—o, dt—:z:—e ,

satisfazendo as condigoes iniciais ©(0) = 0, y(0) = 0.

Solugcao. Tem-se
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resultando da aplicagao da propriedade da linearidade

z{‘Z} £z} — 20 {y} = £ {0}, z{dy} Lla}=L{c).
Usando a notagao habitual X (s) = L{z(t)} e Y(s) = L{y(t)}, vem
{ sX(s) —x(0) — X(s) —2Y(s) =0

V() —yl0) = X() = —=
1sto é
(5— 1) X(s) — 2V (s) = 0 V(s) = % (s—1) X(s)
Y(s) = X(s) = — < 2
sY(s) — (S)_8+1 (82—8—2)X(S):S+1
Entao,
s—1 1 1 1 2 1
EARN P [ =5 (75 7)Y
<~
_ 2 2/ 1 1 2 1
X<8)_(5—2)(8+1)2 X(S)_§<s—2_s+1>_§(3+1)

Dado que x(t) = L7 {X(s)} e y(t) = L71{Y (s)}, obtém-se a solugio do PVI proposto

2 _
x(t) = g (e* —e™t) — gte t
1 _ 2
y(t) = 3 (e2t —e t) + gte t

Exemplo 4.62 Determinar a solu¢ao do sistema de equagoes diferenciais

d d
d:: 6z + 3y = 8¢, d?i y — 22 = 4et,
satisfazendo as condigoes iniciais ©(0) = —1, y(0) = 0.

Solucao. Tem-se

@ _ I8! ay _ et
ﬁ{dt 6x+3y}—£{8e}, L{dt Y — Qx}—£{4e},

resultando
P Gy W (8¢}, ¢ W oy —owie=c {4¢'}
dt dt
pelo que
sX(s) — 2(0) — 6X(s) + 3V (s) = s%
sV (s) = y(0) =¥ (s) = 2X(s) = ~—
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258 4. A transformada de Laplace

ou seja,
-9
(s —6)X(s)+3Y(s) = 2 .
5 _
4
—2X(s)+(s—1)Y(s) = 1
s _
Resta resolver o sistema precedente em ordem a X (s) e Y(s). Tem-se entao,
-9 25 —6
2 (s — 6) X(s) +6Y (s) = 27— . (52 = Ts +12) Y(s) = —— :
) 5s—6 < ’ 4
—2(s—6)X(s)+(s—=1)(s—6)Y(s) =4 . —2X(s)+(s—1)Y(s) = :
s — s —
resultando
2(s — 3) 2 1 2 1
_ _ _ YVis) = —= z
(5=3)(s —)Y(s) =—— () =—33-7737-1
1 2 < 1 2
_ - - - X — -
X(s)= 3 (s~ )Y ()~ —— ()= 75~ 777
Obtém-se entao,
z(t) = et — 2!, y(t) = 3e4t - get
Note-se que se tem y(0) =0 e z(0) = —1, tal como requerido.
X 15T yIsT
10T 10T
5T 5
__—"—-/03'014'016'(}[{8' '012'014'016'0;8
Representagao grafica da fungao x(t) Representacgao grifica da fungao y(t)
Exemplo 4.63 Determinar a solu¢ao do PVI
de dy
2 oy g = 2t
i + o Y- e'sent
d
d_gi +x=-¢e'(2cost +1)
2(0)=1, y(0)=1
Solugcao. Aplicando a transformada de Laplace tem-se
dr dy
L {% + i 2y — :1:} = L‘{—Qetsent}
L @—l—x =L{e" (2cost+1)} |
dt
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vindo
-2
sX(s) =14 sY(s) —1—2Y(s) — X(s) = Go1711
s—1 1 ’
V() = 14 X() =2y
ou ( —2
(6 = DXL+ (s =2V (o) = oy 42
s—1 1 ’
\ X(s)+sY(s):2(8_1)2+1 5—1+1
resultando . _9
(5 = DX(9) 4 (s =2V (o) = -y
s—1 1
\ Y(S):(8_1)2+1+(5—1)2+1

Concluimos que
y(t) = e'(cost + sent).

Para determinar x(t), podemos resolver o sistema de equagdes precedente em ordem a X (s) e determi-
nar a respetiva transformada inversa de Laplace,

1
X(s) = 1 = z(t) = e,
ou, alternativamente, usar a equacgdo diferencial
d d
d—?i‘F!I?:et(?COSt-i—l) = a::et(2cost+1)—d—z;

e a expressao jd obtida para y(t), vindo

d
.'L'(t) = et (2 cost + 1) —_ a [et(COSt _|_ Sent)] —_ et.
Desta forma, a solu¢ao do PVI proposto é
x(t) =¢', y(t) =e'(cost +sent),

verificando-se as condi¢oes iniciais impostas.

400 T 400 T
X y

200 T 200T

Representagao grifica da fungao x(t)
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Problema Determinar a solucao do PVI

dr dy
g 4 7
it d

dy

dt
z(0) =0,

+ 2y — 22 = —4et
27 = 2t (2t + 1)
y(0)=0

Resp.: z(t) = cos (v/2t) — 2te! — €', y(t) = v/2sen (v/2t).

Exemplo 4.64 Determinar a solu¢ao do PVI
dr dw

4. A transformada de Laplace

- - 4 20 = —2t 1 4

dt—i— 7 + 4z 42w = e (1 4 4t)

dx dw R 9 .
dt+2dt—2x+3w—e (1—-t%)—38
z(0) =1, w(0)=-2

Solugao. Aplicando a transformada de Laplace tem-se

E{@ + d_w +4az+2w} =L {e‘2t +4te_2t}

dt dt

dz dw _ —2t 42 -9t ’
E{dt+2dt 2x+3w}—£{e t?e 8}
ou seja
1 4
X(s)—1 w 244X 2W(s) =
sX(s) =14 sW(s) +2+4X(s)+ 2W(s) s+2 ' (s12)?
1 2 8 7
s
resultando ) 1
(s+ ) X() + (s +YW(s) = 5+ g7 1
1 2 8 '
—-2)X 2 3)Wi(s) = — - ==
(6= XC)+ st W) = 5= ==y =3
15to €,
s2+3s—2
s+ X(s)+(s+2)W(s) = ———5—
(6 +4)X() + (s + DW= =0

3s* 4+ 2553 + 80s% + 118s + 64

(s —2)X(s)+ (25 4+ 3) W(s)

Tem-se, aplicando o método de eliminacao de Gauss,

s(s+2)°

2634+ 95* 4+ 55— 6

—(254+3)(s+4)X(s) — (s+2)(2s+3) W(s)

(s+2)(s=2)X(s)+(s+2)(2s+3)W(s)

(s +2)
35" +255% + 805 + 1185 + 64
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4.5 Aplicacoes da transformada de Laplace 261

vindo
s* 41683 + 75s% + 1245 + 64

s(s—+2)%(s2 + 11s + 16)

Ora, nem 0 nem —2 sdo raizes comuns ao numerador e ao denominador do seqgundo membro da equagdo
precendente, mas as raizes de s*> 4+ 11s + 16,

1<\/§—11), —% <\/§+E>,

X(s) =

2 2

também anulam o numerador. Entao, aplicando a “regra de Ruffini”, obtém-se,
s+ 165° + 755> + 1245 + 64 = (s> + 115+ 16) (s* + 5s +4)

pelo que

s24+5s+4 1 1
)((5)272:——*—72
s(s+2) s (s+2)

Portanto,
1 1
o) = £ 5+ —
® R
Para determinar w(t) podemos optar por calcular W(s) e de sequida w(t), ou entdo substituir a ex-
pressao obtida para x(t) no PVI inicial, vindo

=1+ te 2,

dw R dx
dw dx
2— 43w=e21—-t3)—8—— 42z
dt+ w=e" ) dt+ T
w(0) = =2
ou seja,
d
d—f+2w:2te—2t—4
dw —2t 42 -9t
2— + 3w =4te™*" —te " -6
dt
w(0) = -2

Nesta fase podemos optar por resolver qualquer um dos dois PVIs, por exemplo

dw

— +H2w= 2te™ 2 — 4, w(0) = —2,

para obter w(t) ou, em alternativa, trabalhar o sistema anterior de forma a nao ter de resolver qualquer
equagao diferencial. De facto, multiplicando ambos os membros da primeira equagdo diferencial por

—2, tem-se (método de eliminagao de Gauss)

dw

—2% — 4w = —4t€_2t + 8
p = w(t) =t -2
W
2— + 3w =4dte 2 — 22 — 6
dt
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262 4. A transformada de Laplace

Assim, a solugcao do PVI proposto é
() =1+te®, wt)=t?e -2

Consequentemente, tem-se
z(0) =1, w(0)= -2,

conforme requerido. Mostra-se facilmente que a substitui¢ao das expressoes de x(t) e w(t) nas duas
equagoes diferenciais presentes no PVI, conduzem a duas identidades.

x 12T t
0 1 2 3 4 5
W _1.85 1 M T M T M T M T T
11T T
-1.90
Lo -1.95
0 1 2 3 4 St 2001
Representagao grafica da fungao x(t) Representagao grifica da fungao w(t)

e Exercicios sobre aplicagoes da transformada de Laplace

Exercicio 4.10 Usar a transformada de Laplace para determinar a solu¢do dos sequintes PVIs.

dy

(a) - —y=2¢" y(0)=2;

(b) %—l-y:sent, y(0) = —1;

(©) %—5%%;/:0, y(0) = 1, %(0):2;

(d) %—3%”?;:;1@), y(0) = 0, %(0) 0, t:{z: S;q
() %—F%:thet, y(1) =1, %(1):0.

Exercicio 4.11 Usar a transformada de Laplace para determinar a solugdo dos sequintes PVIs.

dx ' dx dy
=y = 2=~ 442 — = ¢!
o +y = 6e 7 + 0t y+x =09
(@ { dy, _ ; ®) § P W g g
dt+x 0 dt+dt+ Y+ 2z =3e
z(0)=2, y(0)=0 z(0)=1, y(0)=0
Departamento de Matematica e Aplicacoes J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019

Universidade de Minho



4.4 Exercicios de revisao do Capitulo 4

263

Exercicio 4.12 Usar a transformada de Laplace para determinar a solu¢do dos sequintes PVIs.

d’x
ol — 2y = —cost — 2t
d*y
(a) W+x—3y:cost—3t : (b)
z(0)=1, 2/(0)=0
[ ¥(0)=0, ¢(0)=1

4.4 Exercicios de revisao do Capitulo 4

de dy dz

i - Z —Yet

at ar T e

dx

=2 oy =4t

dt+ Y e

dy dz

@ a

z(0)=0, y0)=1, =z(0)=0

Exercicio 4.13 Determinar a transformada inversa de Laplace das sequintes fungoes através de dois

métodos distintos.

2
(a) F(s)= m;
2s
(b) G(s)= W;
(©) H(s)= —5—

(824 1) (s—2)

Exercicio 4.14 Usar a transformada de Laplace para determinar a solugdo dos sequintes PVIs.

(@) ¥ +2y +y=te®, y(0)=1, y(0)=0;
i , t, 0<t<nm
() ¥ +y=g(), y0)=2, y(0)=3; g(t)= ;
T, t>m
0, -1<z<1
(© ¥+y=h(x), y(-1)=0 hlz)=q 1, 1<z<2 ;
0, z>2
P Yy +z+x=2cosht+1
Y’ —dz =
2+ 12—y = —2senht
(d) =2 =0 (e)
’ y/ g =t
y(0)=6, '(0)=6, =2(0)=0
W v : z(0)=1, »(0)=1, 2(0)=1
4.5 Solucgoes dos exercicios do Capitulo 4
4.1. (a) 2573, s >0; (b) (s> — 1)_1, s>1; (c)ds7t—2s7te 3% s> 0;
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264 4. A transformada de Laplace
(d) (6*5 — 6*25) (257t +572), 5> 0.
4.2, 4[s(s* + 8)]71.
4.3. (1 —sL {cos®3t}) /9.
4.4. L{t*} =L{txt3} =L{tf(t)} =2457%, s> 0.
4.5. 2(s+3)7%, 5> =3,
4.6. 120s (s> —25) (s> +25) 1, s> 0.
4.7. (a) 579 /s, 5> 0; (b)2(e ™™ —e ) /s,5>0; (c)3e (s 2+4s7),5>0;
(d) 2572 (1—e ) ,5>0; (e) (s+ 1) te 26t s> —1; () —e ™55/ (s+1),s>0.
4.8. (a) 2sen3t; (b) 5t3e?; (c) 3cosh2t; (d) (5—10t) e~ () v2sen /2t — cos V2t + 1;
(f) Tcos3t +4sen3t; (g) 18e% +17e~"; (h) — (5cos 3t + 2sen 3t) u,(t);
(i) e 240ug(t) (6 cos3 (t —3) +5sen3 (t —3));  (§) 3(t —4) ua(t) + 3 (7 —t) ur(t);
(k) (14 ur(t))sen2t; (1) cos2t — 1+ (1 — cos (2t — 4)) ua(t).
4.9. (a) e —e73 (b)) B —e2; (c) sen?(3t/2); (d) 3t —1+e 3
4.10. (a) y=e* +e'; (b) y=—cost+sent; (c)y=e%;
(d) y =14 e —2et —uy(t)(1 —2et* +e278); (e)y=e! (2t —3) + 1+t
4.11. (a) z = —2¢e! + 4%, y = 2! — 2e%;  (b) x = et — 3tet, y = 3tel.
4.12. (a)z=cost,y=t; (b)z=4el(t—1)+6—-2e y=2e'(1—t)—et, 2=2e'(1—-t)—1—¢"!
4.13. (a) f(t) =sent —tcost; (b) g(t) =tsent; (c) h(t) =e? —cost —2sent.
4.14. (a) y=(t+2)e 2 +e (2t —1); (b)y=2cost+2sent+t— (t — 7+ sent)u,(t);
(c) y =ui(x) (1 — el_“") — uz () (1 — e‘“’+2);
(d) z = 3e?* + /3e T sen 3z — 377 cos V/3x; y = 3 + /3e T sen(v/3x) + 3¢~ cos(v/3x);
(e)z=1—e"'+cost—sent,y =e' —e '+ cost —sent, z=e '+ 2sent.
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Capitulo 5

Introducao as equacoes diferenciais
parciais

5.1 Problemas com condigoes de fronteira: valores préprios e funcoes
proprias

Nas aplicagoes que iremos estudar neste capitulo seremos confrontados com o seguinte problema: para
que valores do parametro real A podemos determinar solugoes nao triviais y(z) que satisfagam

y' + =0, ay(0)+0by'(0)=0, cy(l)+dy(l)=0, (5.1)

onde a, b, ¢, d e | sdo constantes (reais) dadas. O conjunto de equagoes (5.1) designa-se um problema
de valores de fronteira (PVF), dado que sao impostas condigoes envolvendo a solugdo da equagao
diferencial y(x) e a respetiva derivada y'(x) para dois valores distintos da varidvel independente, x = 0
ex =1 (cf. Seccao 1.3).

A intuicao diz-nos que este PVF tem soluc¢ao nao trivial y(z) apenas para alguns valores de .
Vejamos, a este propdsito, um exemplo simples, mas extremamente importante no &mbito da resolugao
da equacao de calor conforme veremos adiante.

Exemplo 5.1 Para que valores da constante real X é que o PVF
y'+xy=0, y(0)=0, y()=0, (5.2)

tem solugao nao trivial?

Solugcao. Atendendo a que se trata de uma equacgdo diferencial linear homogénea com coeficientes
constantes, podemos usar a equacao carateristica que lhe estd associada,

m2+A=0,
para determinar a respetiva solucao geral. As duas raizes desta equagao sao

mp =v —)\, mo = —vV —A.
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268 5. Introducao as equacgoes diferenciais parciais

Conforme jd vimos, a forma da solugciao geral depende da natureza destas duas raizes, sendo que
apenas podemos ter trés dos quatro casos que aborddmos anteriormente (porqué?): duas raizes reais
distintas, duas raizes reais repetidas, duas raizes compleras conjugadas distintas. Como o wvalor de
A estd em aberto, é impossivel escrever a solugdo geral da equacgdo diferencial sem considerar trés
cendrios distintos, 0s quais correspondem precisamente aos trés casos acima mencionados. Assim,

como as raizes da equagdo carateristica sao iguais quando A = 0, os trés cendrios a considerar sao
1. A=0—mqy =mg =0 (raizes reais iguais);
2. A< 0—my ==\ mg=—v—\ (raizes reais distintas - simétricas neste caso);

8. A>0—my =iV, mg = —ivA (raizes complexas conjugadas distintas; note-se a altera¢io no
argumento da raiz quadrada dado que —\ < 0).

Vejamos entao o que acontece para cada uma destas trés possibilidades:
(i) A=0: A solugao do PVF (5.2) escreve-se (porqué?)

y(x) = c1 + cax,

escolhendo adequadamente o valor das constantes ¢1 e ca. A condigao y(0) = 0 implica que
c1 =0, enquanto que a condi¢ao y(I) =0 conduz a ca = 0. Portanto, y(x) = 0 é a tnica solugao
do PVF quando X = 0.

(ii) A < 0: Neste caso, a solugao do PVF escreve-se (porqué?)

VR Ve, (5.3)

y(z) =cre +ce

escolhendo adequadamente o valor das constantes c1 e co. Assim sendo, as condi¢oes de fronteira
y(0) = y(1) = 0 implicam que

cg+e=0, ¢ eV + ¢ eV 0, (5.4)

Portanto, co = —cq, e por isso a solucao é do tipo
y(x) =k (e\/j‘“j - e_*/__)‘x> = k senh v—\z,

para algum valor de %, onde

V=r _ _—/—Xz
senh vV —\z = ¢ 26

O sistema de equagoes (5.4) tem sempre solugao trivial ¢y = co = 0 (porqué?), pelo que a
questao reside em saber se existem também outras solugoes nao triviais. Ora, tal acontece se e

sd se o sistema em causa nao tiver solu¢do unica, ou seja, se existirem valores de A tais que o
determinante do sistema seja nulo, isto é,

1 1
JRVESYRRSEVASY,

VX _ VN _ g

=€

Tal implica que e VN = eV=2A oy equivalentemente eV~ = 1. No entanto, esta condig¢io é

impossivel dado que e* > 1 se z > 0. Assim sendo, tem-se ¢1 = co = k = 0, pelo que o PVF
(5.2) tem apenas solugao trivial quando \ < 0.
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(i1i) X > 0: Neste caso, a solugao do PVF escreve-se (porqué?)
y(z) = ¢1 cosVAz + ¢ sen v,

escolhendo adequadamente o valor das constantes ¢1 e ca. A condigao y(0) = 0 implica que ¢c; =0
e a condi¢ao y(l) = 0 implica que co sen VAl = 0. Esta condicio é verificada para todo o valor
de ¢y se VAL =nm, ou seja, se \ = n?7w2 /12 para algum inteiro positivo n (porqué?).

Concluimos que o PVF (5.2) admite, além da solugdo trivial, solugdes nao triviais da forma

nwx
y(x) = k sen %,

para A = n?mw2 /12, onde k é uma constante arbitrdria. Ou seja, na realidade obtivemos uma infinidade
de pares (An,yn(x)), onde n € N, com

nmx
P Yn(x) = ky, sen 7
0s quais “satisfazem” o PVF (5.2). De facto, é facil verificar que para cada valor proprio A,, a fun¢ao
propria yp(z) é uma solug¢do do referido PVFE.

An =

y LoT 55&@%;\ Osf@%%
i 4 \
S’ @) \ o ?
05T &7 R S 2
o/ o) \ ¢ o)
10 o @] o
d o \ o 0O
(¢] @]
0.0-F+—————o———y———t——————p
0.1 02 03204 05 06507 08 09 ,.0
o \ 2 X
o o /
05T 3 \5 /
i % A /
st N
N
1.0+ -7

Representagao grifica das fungoes proprias yi (a cheio), yo (a tracejado) e ys (circulos) do PVF (5.2)
para l =1

Nota A obtencao do resultado para o caso A < 0 pode ser simplificada se tivermos em consideracao
que nessas circunstancias toda a solucao y(x) também pode ser escrita na forma

y(z) = k1 cosh vV —Azx + kg senh vV — Az,

onde 3 S
coshv -z = ¢ 4—26 ,

a qual é equivalente a (5.3) (porqué?). Assim, a condigao y(0) = 0 implica de imediato que k1 = 0,
enquanto que a condigao y(l) = 0 conduz a kysenhy/—Al = 0. Mas senhz > 0 se z > 0, pelo que
k2 =0 e entao y(x) = 0.
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270 5. Introducao as equacgoes diferenciais parciais

Problema Determinar para que valores da constante real A é que o PVF
v+ Xy =0, (0)=0, ¢(I)=0, (5.5)

tem solugao nao trivial e indicar as respetivas solugoes.
Resp.: A\, = (n —1)272/12, y,(z) = ¢, cos(n — )7z /l, n € N.

-1.0 7

Representacao grafica das fungoes proprias y; (a cheio), yo (a tracejado) e ys (circulos) do PVF (5.5)
para l =1

O Exemplo 5.1 e o Problema 5.1, aos quais voltaremos aquando da abordagem da equagao de calor,
s@o indicativos relativamente ao que se passa no PVF geral (5.1). De facto, tem-se o seguinte teorema.

Teorema 5.1 O PVF (5.1) tem solugdes nao triviais y(x) apenas para um conjunto numerdvel de
valores A1, Aa,..., com A1 < Xo < ... < Ap < ..., onde N\, tende para infinito quando n tende para
infinito. Estes valores especiais de \ designam-se valores proprios do PVF (5.1) e as solugdes nao
triviais associadas y(x) sao designadas fungoes proprias do PVF.

Nota O PVF (5.1) é, na realidade, um caso particular do problema (ou sistema) de Sturm-Liouville,
o qual é constituido por:

1. uma equacdo linear de segunda ordem homogénea da forma

a
dx

2 x
@] )+ 3@y =0 o o) T+ BEL @) + @y =0, 50)

onde p, ¢ e r sdo fungoes reais tais que p tem derivada continua, ¢ e r sdo continuas, e p(x) > 0
e r(z) > 0 para todo z no intervalo a < x < b; e A € um parametro independente de z;
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2. duas condigoes suplementares

A1 y(a) + A2/ (a)

= 0,
Byy(b) + B2y (b) = 0,
onde A, Ay, By e By sao constantes reais tais que A; e A ndo sao ambas nulas, o mesmo
acontecendo com By e Bs.

Mostra-se que o problema de Sturm-Liouville admite uma infinidade de valores préprios com as
propriedades mencionadas no Teorema 5.1 e que a cada valor préprio A, (n € N) estd associada uma
funcao prépria y, que depende apenas do parametro n. Por outro lado, mostra-se ainda que cada
funcao prépria y,, correspondente ao valor préprio A,, tem exatamente n — 1 zeros no intervalo aberto
a<x<b.

Usando as designagoes agora introduzidas, podemos dizer que os valores préprios do PVF (5.2) sao
72 /12, 4?12, 972 /I2,. .. e as fungdes préprias sdo todos os muiltiplos constantes das funcdes sen 7z /I,
sen2nx/l, ..., sendo que a func¢do yi(x) = senma/l ndo se anula no intervalo aberto 0 < z < [, a
fungao ya2(x) = sen2mz/l anula-se uma e uma sé vez nesse intervalo (em x = [/2), etc (ver grafico
correspondente). No caso do Problema 5.1, os valores préprios sao 1, 72 /12, 472 /12, 972 /I%,... e as
fungbes préprias sao todos os multiplos constantes de 1, cosmz /I, cos2mz/l, ..., sendo que a fungao
y1(z) = 1 nado se anula no intervalo aberto 0 < x < I, a fun¢ao y2(z) = cosmz/l anula-se uma vez e
uma s6 vez no mesmo intervalo (em x =1/2), etc (ver grafico correspondente).

A razao pela qual se utilizam neste contexto as designacoes “valores préprios” e “funcoes préprias”

pode ser explicada de forma simples. Seja V o conjunto de todas as fungdes y(x) que sio de classe C?
e que satisfazem as condi¢oes ay(0) + by/(0) = 0, cy(l) + dy/(I) = 0. Assim sendo, V' & um espago
vetorial (ou espaco linear) de dimensao infinita (porqué?). Considere-se agora o operador (linear) £
definido por

As solugdes y(z) de (5.1) sao aquelas fungoes y que pertencem a V' e para as quais
Ly = \y.

Ou seja, as solugoes y(z) de (5.1) sdo precisamente as fungoes de V' que sao transformadas por £ em
A vezes elas préprias. No caso do exemplo precedente tem-se

nmwT
Yn(x) = ¢y, sen 5
pelo que
d*y, () d? nmwx n2m? nrr  n’m?
i = g (e ) = T e sen T = T (@),
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Portanto, para o operador diferencial —d?/dxz?, o valor préprio A\, = n?mw?/I? estd associado & funcio
prépria y, = cpsennmz/l. De notar ainda que {\,},~; é uma sucessao cujo termo geral é crescente
e tende para infinito quando n tende para infinito. A situacao para o Problema 5.1 é inteiramente
andloga. Pode-se notar ainda o paralelismo que existe entre a definicao de “valores préprios” e “fungoes
préprias” no contexto do PVF (5.1) e as nogoes de “valores préprios” e “vetores préprios” de uma
matrix quadrada.

Em geral, as fungbes préprias sdo consideradas a menos de um fator multiplicativo uma vez que
se f(z) ¢ uma fungao prépria de determinado operador linear (definido num espago vetorial), entao
cf(x) também é uma funcéo prépria desse mesmo operador. Assim, é habitual associar apenas uma
fungao prépria a cada valor préprio. Desta forma, no exemplo precedente, ao valor préprio n?m? /1>
corresponde a funcao prépria sennwzx /.

Consideremos ainda o seguinte exemplo.
Exemplo 5.2 Determinar os valores prdprios e as fungoes proprias do PVFE
Y+ =0, 3(0)—y0)=0, y(1)-y1)=0. (5.7)
Solucdo. A equacao carateristica a usar é novamente
m?4+\=0,

pelo que, tal como no Exemplo 5.1 (ver pagina 267), iremos considerar trés casos: X = 0, A < 0 e
A>0.

(1) X\ =0: Tem-se y(z) = c1 + cax e y'(x) = ca. Entao,
y'(0) —y(0) =0 cg—c1=0 =0
= =
yl(l)—y(l)zo 62—01—0220 02:0
Portanto, y(z) = 0 e consequentemente A\ = 0 nao é um valor préprio do PVF (5.7).
(i) A <0: Tem-se
y(z) = ¢ coshvV=Az + ¢y senhvV—Ax = o/(z) = V- (cl senh v —Az + ¢3 cosh V/ —)\:1:) .

Assim, as condigoes y'(0) —y(0) =0 e y'(1) —y(1) = 0 conduzem a

vV=MAca —c1 =0
V= (cl senh v/ —\ + ¢o cosh \/—)\) —¢1 coshv/=X\ — ¢y senh /A =0 '’

ou seja,

ca(A+1)senh/—A=0

Portanto, \y = —1 é um valor préprio do PVF (5.7), sendo a respetiva fun¢ao prépria (porqué?)

{ c1=vV-Xe2

y1(x) = coshx 4 senhz = €”.
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(1) A > 0: Tem-se

y(z) = 1 cosVAz + ¢y sen vz =y (z) = VA <—01 sen vV Az + ¢ cos \/Xa:) ,

pelo que
v/(0) = y(0) = Vier = =0
= )
y(1)—y(1) = VA <—01 sen v\ + ¢g cos \/X) —¢1 cos VA — ¢z sen VA =0
1sto €,
C1 = \/XC2
co(A+1)senvA =0
Assim, o PVF dado também admite os valores proprios A, = (n — 1)27'('2, n=23,..., sendo as

correspondentes fungoes proprias y,(z) = (n — 1) cos(n — 1)wz + sen(n — 1)7x.

Em conclusdo, o PVF (5.7) admite como valores préprios Ay = —1 e A\, = (n —1)?72, n =2, 3, ...,
sendo as respetivas fungoes préprias y1(z) = €* e y,(x) = (n—1)w cos(n — 1)mx +sen(n — 1)7x, n = 2,
3, ... Substituindo qualquer dos pares (\g,yx(x)), k& € N, no PVF (5.7) obtém-se identidades, quer
para a EDO, quer para as condigoes de fronteira.

Note-se que no intervalo 0 < z < 1: a fungao yi(x) = € nao se anula, enquanto que a funcao
yo(x) = 7 cos mx + sen mx anula-se somente para z = 1 — 7! arctg m = 0.6 (porqué?), etc, conforme se
ilustra no gréfico seguinte.

Representacao grafica das fungoes proprias y; (a cheio), y2 (a tracejado) e ys (circulos) do PVF (5.7)

Problema Determinar os valores préprios e as fungoes préoprias do PVF
y'+xy=0, y(0)+y(0)=0, y'(1)+y(1)=0. (5.8)
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Resp.: A1 = —lewy(z) =e % N\ = (n—1)27% e yu(z) = —(n — 1)mcos(n — 1)wz + sen(n — 1)7z,
n=23,...

y 6T OOOOOOOO
1 1) (6]
o (6]
4T O o
+ O o -_—— T~
@] O 7
27 o -7 0°
- O
0oT——t—+—to+— P At
01 02 03" 04 05 06 07,08 09 10
o - X
2T /O/ (©]
L.~ 5 O
o (6]
4+ o @]
L o o
O OO
40 @)
-6 g0 Coco

Representacao grafica das fungoes proprias y; (a cheio), y2 (a tracejado) e ys (circulos) do PVF (5.8)

Nos exemplos/problemas precedentes os valores préprios e as correspondentes fungdes préprias
foram determinados de forma analitica. Ora, tal nem sempre é possivel. H& casos em que apesar
de se saber que existem valores préprios (de acordo com o Teorema 5.1), s6 é possivel determind-los
numericamente conforme se ilustra no exemplo seguinte.

Exemplo 5.3 Determinar os valores préprios e as fungoes proprias do PVFE
y'+ =0, y(0)+y'(0)=0, y1)=0. (5.9)
Solugao. Novamente, consideramos as trés situacoes que vimos anteriormente.

(1)) A = 0: Neste caso a solugao geral escreve-se y(x) = cix + co. As condigoes y(0) +y'(0) =0 e
y(1) = 0 implicam ambas que ca = —cy1. Portanto,

y(z) =clz = 1), ¢#0,

é uma solugao nao trivial de (5.9) quando A = 0. Ou seja, y(x) = x — 1 é uma fungdo propria
de (5.9) com valor proprio associado zero.

(11) A < 0: Neste caso tem-se y(x) = ¢1 cosh/—Ax + casenh/—Ax. As condigoes y(0) +y'(0) =0 e
y(1) = 0 implicam

c1+covV—A=0, cpcoshv—\+cosenhv—\=0. (5.10)
Assim, a solugao é do tipo

y(x)=c (—\/—_)\cosh V=Az 4 senh \/—_)\33) ,
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para algum valor de c. O sistema de equagées (5.10) tem solugio nao trivial (c1,c2) se e s6 se

1 vV=A
= hv—XA—+V—=Acoshv—\=0,
coshv—\ senh+v—A\ sen o8

ou seja, se e s6 se senhv/—\ =/ —Acoshy—\. Mas esta equag¢ao nao tem solugao para A < 0.
De facto, o problema consiste em determinar z =+ —X > 0 tal que

zcosh z — senh z = 0, (5.11)
Ora, definindo f(z) = zcosh z — senh z, tem-se
f(0)=0, f'(2) = zsenhz,

pelo que f'(z) > 0 para todo z > 0. Assim, f(z) > 0 para todo z > 0 (porqué?), pelo que se
confirma que a equagdo (5.11) nao tem solugao para z > 0 e consequentemente nao hd valores
Proprios neqativos.

f
03T
02T
0.1 T
0.0 f ' f ' f + f ' f
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
z

Representagao grifica da fungdo f(z) = zcoshz —senhz para 0 < z <1

(iii) X > 0: Neste caso tem-se y(x) = ¢1 cos VAx + ca senv/Ax. As condigoes de fronteira implicam

que
c1+eVA=0, c¢1cosVA+ casen VA =0. (5.12)

Neste caso, a solugdo é da forma
y(r) =c (—\/X cos vV Az + sen \/Xx) :

para algum valor de c. O sistema de equagées (5.12) tem solug¢io nao trivial (cq,ce) se e s6 se

1

A
VA = sen VA — vV Acos VA =0,
cos VA sen v\

ou, equivalentemente,

tg VA = V. (5.13)
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Para determinar quais os valores de A que satisfazem a equagao (5.13), fazemos 0 = VA e
tracamos o grifico das fungoes n =60 e n =tg0 no plano 0 x n:

N
3
S
g

n-tef;

A coordenada 0 de cada ponto de intersecao destas curvas é entdo uma raiz da equacao 0 = tg0.
E facil concluir que estas curvas intersetam-se apenas uma vez no intervalo /2 <60 <37/2, e
que tal ocorre num ponto de abcissa 61 > w. De igual modo, estas curvas intersetam-se apenas
uma vez no intervalo 3m/2 < 0 < 5m/2, num ponto de abcissa 02 > 2w. Em geral, as curvas
n =0 en=tgl intersetam-se apenas uma vez no intervalo

2n—1 2n+1

<0<
5 2

™

e tal ocorre num ponto 0, > nmw, onde n € N.

Finalmente, as curvas n =6 e n = tg0 nao se intersetam no intervalo 0 < 0 < 7/2. De facto,
considerando h(6) = tg6 — 0, tem-se

h(0) =0, R(0)=tg?6,
pelo que h'(0) > 0 para todo 0 < 0 < /2. Assim, h(0) > 0 para todo 0 < 6 < 7/2, pelo que a

equagao tg — 0 = 0 nao tem raizes no intervalo 0 < 6 < /2.

Conclui-se que os valores préprios do PVF (5.9) sio Ay = 0%, Xy = 63, ..., onde tgh, = 0,, e as
respetivas fungoes proprias $ao

—\/ A1 cos \/)\_126 + sen \/)\_111}, —\//\_2 Cos \/)\_2:1: + sen \/)\_2:1:,
Nao podemos determinar analiticamente o valor exato de N, mas sabemos que
n*m? <\, < (2n+1)*7%/4, neN.
Além disso, é dbvio que

lim \,, = +o0.
n—oo
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Os wvalores prdprios podem ser determinados de forma aprorimada a partir da solu¢do numérica da
equacao (5.18). Uma vez que existe uma infinidade de solugdes, a informagao relativa aos intervalos
em que se situa cada solucao, bem como ao facto da funcao tg\/X — VX ser crescente em cada um
desses intervalos, é essencial para a adop¢do da metodologia correta para calcular esses valores.

Problema Determinar os valores préprios e as fungoes préprias do PVFE
y'+xy=0, y'(0)=0, y(1)-y(1)=0.

Nota: a funcao f(z) = cosh z — zsenh z tem a seguinte propriedade f(1) > 0.
Resp.: (n —1)?72 <\, < (2n — 1)%72/4, onde cotg v/ An = v Ans Yn(x) = cos v/ Apz, n € N.

Vejamos agora um exemplo de um PVF em que os casos a considerar para o valor de A nao sao
aqueles que foram analisados nos exemplos/problemas precedentes, ou seja, A =0, A < 0e A > 0.

Exemplo 5.4 Determinar os valores préprios e as fungoes proprias do PVFE
y'+4y' + 2y =0, y'(0)=0, y'(1)=0. (5.14)

Solugao. Embora nao se trate de um problema de Sturm-Liouville, uma vez que (5.14) nao tem a
forma (5.6), podemos analisar o PVF de modo semelhante ao que fizemos em casos anteriores. Neste
caso, a equacdo carateristica a considerar é

m?+4m—+ =0,

cujas raizes $ao

—2+vV4- A

Portanto, as duas raizes da equagao carateristica sao iguais quando A\ =4 (e nao X =0 como anteri-
ormente), pelo que teremos de considerar trés casos: A =4, A < 4 e A > 4. De facto, tem-se:

1. X=4— my =mg = —2 (raizes reais iguais);

2. A<4—-my=-2+V4— X mag=—-2—+/4— X\ (raizes reais distintas - ndo simétricas);

3. A>4—my =240V —4, my=—2— i\ —4 (raizes complexas conjugadas distintas).
Tal como nos casos precedentes, vejamos o que acontece para cada uma destas trés possibilidades:

(i) A =4: Tem-se,

cre 2 4 come™ 27,

<

—

&
I

—2c167 % 4 cp(1 — 2x)e™ 2",

y'(0)=0 —2¢1 4¢3 =0 c1 =0
= =
y(1)=0 —2c1 —c2=0 co =0

Portanto, y(z) = 0 e consequentemente X = 4 nao é um valor préprio do PVF (5.14).

@\
—
8
~—
I

FEntao,
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(i) A < 4: Definindo, por mera comodidade de escrita, 0 =4 — \ > 0, tem-se (porqué?)

y(z) = e (cl coshV0z + ¢y senh \/éx) ,
Y (x) = e 2" (clx/ésenh VOx — 2¢;1 cosh V0x + coV0 cosh V0x — 2¢5 senh \/éx) .

Assim, as condigoes y'(0) =0 e y'(1) = 0 conduzem a

—2c1 + CQ\/@ =0
—2c¢1 cosh \/5 + clx/ésenh \/5 + cg/@cosh \/5 — 2¢9 senh \/5 =0’

pelo que temos solugdes nao triviais se e s6 se (porqué?)

—9 \/5 o
\/gsenh\/g—Qcosh\/é ﬂcosh\/g—Qsenh\/@ N

para algum valor de A <4 (0 > 0), ou seja, se e s6 se
Asenhv4 — A =0,
o que é impossivel (porqué?). O PVF (5.14) nao admite valores proprios inferiores a 4.

(iii) A > 4: Tem-se, de forma andloga ao caso \ < 4 (observe-se no entanto a altera¢do no argumento
da raiz quadrada e consequentemente que agora § = X —4 > 0),

y(x) = e 2 <01 cos VOz + ¢y sen \/§$> ,
Y (x) = e 2 (—261 cos VOz — c1V0 sen VOz + coV0 cos VOx — 29 sen \/éa:)

pelo que as condigoes y'(0) =0 e y'(1) =0 implicam que

—2c1 + 62\/5 =0
—2c1 cos V0 — clx/ésen\/a—i— 02\/5008\/5 — 2¢9 senv0 = 0

Assim, temos solugdes nao triviais para o PVF se e sd se

- -

=0
—2(:08\/5—\/asen\/5 ﬂcosﬁ—?sen\/@

para algum valor de A >4 (0 > 0), isto é, se e so se

AsenvA—4=0.

Portanto, o PVF (5.14) admite os valores préprios A, = 4 + n’n?, sendo as correspondentes fungoes
proprias y,(r) = e =2 (nw cosnmx + 2 sennwz), n € N.
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o
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Representagao grifica das fungoes proprias yi (a cheio), ya (a tracejado) e ys (circulos) do PVFE
(5.14); Note-se que yx(x) tem k raizes no intervalo 0 < x <1 (e nao k — 1), o que reforca o facto de
nao estarmos na presenca de um problema de Sturm-Liouville (porqué?)

Nota A EDO presente em (5.14) também se pode expressar como y" + 4y’ + (A + 4)y = 0, bastando

para o efeito definir A = A—4. Se o problema for formulado desta forma, entao os trés casos a considerar

para A s@o os habituais: A < 0, A\ =0, A > 0 (porqué?). Os valores préprios passariam a ser Xn = n’n?,

n € N, mantendo-se obviamente as expressoes das fungoes préprias associadas.

Problema Determinar os valores préprios e as fungoes préprias do PVFE
v =2y + Xy =0, y0)=0, y(1)=0. (5.15)

Resp.: A, = 1 +n%7% e y,(z) = e*sennwz, n € N.

OCD
y 2+ O OO
© O
1 000900’ ~ < o O
1 OO v/ 2 \ ) O
o/ < \ o) o)
& o \
0 1 [ © U N TN SR © I T TR T
U S L LB, WL AL S AL
0.1 02 03 O0.4 ().5\ 06°07 08 09 A0
o X
o N, /
1T OO KN /
O O\ /
Q O
2T+ N 7

Representacao gréfica das fungoes préprias y; (a cheio), y2 (a tracejado) e ys (circulos) do PVF (5.15)
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H4 ainda PVFs que nao correspondem exatamente ao problema de Sturm-Liouville (5.6) devido
a forma das condi¢bes impostas na fronteira, mas que podem ainda assim ser analisados de forma
semelhante ao realizado nos exemplos precedentes.
Exemplo 5.5 Determinar os valores préprios e as fungoes préprias do PVFE
Y 4y =0, y(0) —y(1) =0, y(0)+y(1)=0. (5.16)

Solucdo. Mais uma vez a equacio carateristica a considerar é m? + X = 0. Assim,

(1)) A =0: Tem-se y(x) = c1 + cox e ¥/ (x) = ca. Entao,

yO)+y)=0 2ite=0 o =
y'(0) +y'(1) =0 25 =0

Portanto, A\ = 0 nao é um valor préprio do PVF (5.16).

(i) A <0: Tem-se

y(x) = ¢; coshvV—Az +¢g senh V- z = 3(x)

V= (01 senh v —Az + ¢g cosh v/ —)\x) .
Assim, as condigoes na fronteira y(0) + y(1) =0 e ¢'(0) + /(1) = 0 conduzem a

c (1 + cosh \/—)\) + ¢co senh/—Ax =0
c1 senh v/ =X+ ¢o (1 + cosh v/ —)\) =0

Entao, o PVFE tem solucdes nao triviais se e s6 se

1+ coshv—\ senh v/—A\
senh v/—A\ 1+ coshv/—A\

para algum A < 0. Uma vez que o determinante precedente nunca se anula, concluimos que o
PVF (5.16) nao admite valores proprios negativos.

:2(1—|—cosh\/—_)\) =0,

(11i) A > 0: Tem-se

y(x) = c1 cos VAT £y senVdr = Y (x) = VA (—01 sen VA + ¢o cos \/Xx) ,

pelo que
y(0) + y(1) =0 c1 (1—|—COS\/X)+CQ sen VA =0 : )
= . 5.17
y'(0)+9(1) =0 —cq sen V) + ¢ (1 + cos \/X) =0
Novamente, o PVF s6 admite solugcoes nao triviais se e sd se
1+ cosvVA sen v\
:2<1+COS\/X) =0 = VA=(@2n-1 m, n €N
—sen VA 1+ cosvVA ( )
Departamento de Matematica e Aplicacoes J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019

Universidade de Minho



5.1 Problemas com condigoes de fronteira: valores proprios e fungoes proprias 281

Assim, o PVF dado admite somente valores prdprios positivos que sio da forma A, = (2n — 1)2 72,
n € N. Para obter as correspondentes fungoes préprias observe-se que de (5.17) decorre que ci e co
sao independentes (porqué?), pelo que as solugdes nao triviais do PFV sao do tipo

yn(z) = ¢y cos (2n — 1) mz + ey sen (2n — 1) 7wz, n €N, (c1,c2) € R2\{(0,0)} .

Na Figura A faz-se a representagdo grifica de algumas solugoes nao triviais do PVF (5.16) para ¢; = ¢
e na Figura B para ¢y = —cs.

y B 3P
1.0 T © /DO
ol
05+ © // o
O/ © o /
1+ S t——t—— ":’I/’IG):’I
0.1 02 \03004 05 do.6 0.7 . 0.6 00.7" 0.8 09 1.0
© \o lo © o / © X
0.5
© v /5 o 9/ o
© O\ / O © @) ©
-1.0T e} \ / 0 / o
O © © O © O
%90 \ .// 0%9 NG OQé)
Figura A Figura B
Problema Determinar os valores préprios do PVF
y'+ Ay =0, y(0)+y'(r)=0, ¢(0)+y(r)=0, (5.18)

bem como as respetivas solugoes nao triviais.

Resp.: Ay = 1?2, yon_1(z) = (2n — 1) cos(2n — 1)z + sen(2n — 1)z e yo,(z) = —2n cos 2nx + sen 2nz,
n € N.

4+
y
b 00000
oOO
27T o
O/
o
=ttt
0.1 02 03 0.5 .6 Q)g 0.8 09 1.0
O X
°s
2 °4
OO:
4+

Representacao gréfica das fungoes préprias y; (a cheio), yo (tracejado) e ys (circulos) do PVF (5.18)
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e Exercicios sobre PVFs: valores préprios e fungoes préprias

Exercicio 5.1 Determinar os valores proprios e as fungoes proprias dos sequintes PVFs.

(a) y"+ Xy =0, y(0)=0, y()=0;
(b) y" =X y=0, ¢ (0)=0, y'()=0;
(c) ¥+ y=0, y(0)=0, y(r)—y(r)=0;
(d) y"+ Xy =0, y(0)=y(0)=0, ylr)-y(r)=0
Exercicio 5.2 Determinar os valores proprios do PVF
y'+ 2y =0, y0)—y@2m) =0, y'(0)-y(2r)=0,

bem como as correspondentes solucoes nao triviais.

5.2 Classificagao de equacgoes diferenciais parciais de segunda ordem

Até agora estudamos apenas equacoes diferenciais envolvendo uma varidvel independente, designadas
equagoes diferenciais ordindrias (EDOs). No entanto, hd muitos problemas do &mbito de vdrias dreas
cientificas que se traduzem em equacoes diferenciais parciais (EDPs), uma vez que envolvem mais do
que uma varidvel independente. Por exemplo, a equacao diferencial

_83u ou Ou

é uma equacao diferencial parcial para a fungéo u. De igual modo, as equacoes diferenciais

ou Ov ou v

u(‘r’y)’ U(:I;’y) . % = a—y’ 8_y f— _%

constituem um sistema de EDPs para as funcoes u e v. Tal como nas equacoes diferenciais ordindrias,
a ordem da equagao diferencial é dada pela ordem da derivada de ordem mais elevada que nela figura.

Assim, por exemplo, a EDP
u(z,t) : @ (2 ’ =u
T 022 ot)

é de ordem 2.

Classicamente, existem trés equagoes diferenciais parciais de segunda ordem que surgem em muitas
aplicacoes e que tém especial importancia na teoria das EDPs:

u  0%u
wx,y): == +== =0 equacao de Laplace
(@,9): 55 97— (equag place),
Pu 0% .
u(z,t) 2 = C a2 © € R, (equagao de onda),
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2
u(z,t) : % = az%, a € R, (equacao de calor).

Podemos ainda considerar

Pu  *u ~ .
u(z,y) : 2 + 8—y2 =g(z,y), (equacao de Poisson).

Para tornar a escrita desta equagdes menos pesada usaremos frequentemente a notagao: u, = du/0x,
uy = Ou/dy, Uz, = 0*u/0x?, uyy = 0*u/dxdy, etc. Com base nesta notagio, os exemplos acima
podem escrever-se, respetivamente, como

_ _ 2 9 B
Uggy + Uyy = 0, Uty = C Ugy, Ut = " Ugy, Ugy + Uyy = g(w,y).

Outra nogao importante no que respeita as equagoes diferenciais parciais é, tal como nas EDOs, o
da linearidade (na realidade, apenas nos ocuparemos deste tipo de EDPs). Dado o niimero de varidveis
independentes que podem estar envolvidas numa EDP de determinada ordem é, do ponto de vista
préatico, impossivel escrever a forma geral destas equacoes lineares de modo semelhante ao que fizemos
para as EDOs. Por esse motivo, o conceito de linearidade serd abordado de forma simples no contexto
da aplicagao de um operador diferencial £ a uma funcao u (estratégia que de resto podia ter sido
aplicada no caso das EDOs). Sao exemplos de operadores diferenciais,

Lu =1y, Lu=>5u—cosyuy, Lu=ulyy,
sendo que qualquer EDP (ou EDO) com varidvel dependente u pode ser escrita na forma
Lu =y,

onde £ é um operador diferencial e ¢ uma funcdo que depende das variaveis independentes. Assim, &
EDO

d*u
= +u? =2 +1
corresponde
d*u 2 3
[,u:%—i-u e g(x)=x"+1,

enquanto para a EDP

(2, Y, 2) t Ve + Vyy + 02 = 1

tem-se
LY =Vpp +vyy +0v.2 € g(z,y,2) =1

Comecemos entao por ver em que condigoes um operador (seja ele diferencial ou nao) é linear. Tem-se
a seguinte definicao.
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Definicao 5.1 Um operador L diz-se linear se
L(au+ Bv) = alu + L,

quaisquer que sejam as funcgoes u e v € quaisquer que sejam as constantes reais o e 3, ou, de forma
equivalente (e eventualmente de uso mais pratico), se

L(u+v)=Lu+ Lv (propriedade da aditividade)

L(ku) =k Lu (propriedade da homogeneidade)

quaisquer que sejam as funcgoes u e v e qualquer que seja a constante real k.
Assim, caso alguma destas duas ultimas propiedades ndo se verifique, conclui-se que o operador L
nao é linear.

Exemplo 5.6 Mostrar que o operador definido por
LU = Ugy — Ugy

é linear.

Solucao. Tem-se
L(u+v)=(ut+v),, = (U+v),, = (Uzz — Uzy) + (Vzz — Vay) = L (u) + L (v),

quaisquer que sejam as fungoes u e v de classe C2, pelo que a propriedade da aditividade fica provada.
Por outro lado,

L (ku) = (ku)y, — (ku)y, = kuge — ktgy = k (Uga — Uzy) = k Lu,

qualquer que seja a funcdo u de classe C? e qualquer que seja a constante real k, verificando-se assim
a propriedade da homogeneidade. Portanto, fica mostrada a linearidade do operador L.

Exemplo 5.7 Mostrar que o operador definido por
Lu = Ugy + u?
nao é linear.
Solucao. Tem-se
L(u+v)= (u+v)xy+(u+v)2 = Uy + U* + Uy + 02+ 200 = L (u) + L (v) + 2uv,

pelo que a propriedade da aditividade nao ¢é verificada para todas as fungées u e v de classe C>. Por
outro lado,
L (ku) = (ku),, — (ku)* = k (tay — ku?) .

Portanto, s6 se teria L (ku) = k Lu se k = 1, pelo que a propriedade da homogeneidade também nao
se verifica (novamente devido o presenca do termo quadrdtico u?). Assim, como a linearidade erige
que as duas propriedade se verifiquem, conclui-se que o operador L ndo é linear.
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Exemplo 5.8 Os operadores definidos por

Lu =2u—uy, Lu=2ux—e'uyy, Lu=1uz — Uy,
sao lineares, mas os operadores

Lu=wuy+1, Lu=u®—u; Lu=(uz)®+ (uy)?

nao sao lineares (porqué?).

Sugestao: comecar por "testar"a propriedade da homogeneidade; se esta nao se verificar, entdo
L nao é linear; caso se verifique, passa-se & verificacio da propriedade da aditividade e conclui-se
consoante esta propriedade se verifique ou nao..

Problema Indicar, relativamente aos seguintes operadores diferenciais, aqueles que sao lineares,

(1) Lu=2x — ug; (1v) Lu=e" — ug;
(1)  Lu = 2%u+ uy + 2uyy; (v)  Lu = 2uy + 2uyy;
(i17) Lu = uuy + Ugy; (vi) Lu = uy + cos(u).

Resp.: (ii), (v).

Definigao 5.2 Uma EDP diz-se linear se pode ser escrita na forma
Lu =g,

onde L é um operador diferencial linear e g uma fun¢ao que depende apenas das varidveis independentes
envolvidas na EDP. Caso se tenha g = 0, entao a EDP diz-se homogénea (tal como sucede no caso
das EDOs lineares), caso contrdrio designa-se nao homogénea.

Exemplo 5.9 A equacdo de Laplace, a equacao de onda e a equacdo de calor sdo exemplos de EDPs

lineares de segunda ordem homogéneas. A equag¢ao de Poisson é uma EDP linear de sequnda ordem
nao homogénea.

A EDP linear de segunda ordem mais geral em duas varidveis independentes (x e y) e varidvel depen-
dente u escreve-se

CL((E, y)uw:l: + b(.II, y)uxy + C(Q?, y)uyy + d(.’l?, y)u:v + 6(.’17, y)uy + f(xa y)u = g(l’, y))

onde a, b, ¢, d, e, f e g sao fungoes dadas. Conforme veremos de seguida, a “parte principal” da EDP, a
saber, a(x,y)Uzy + b(T, Y)Uszy + (2, y)uy,y, servird para realizar uma classificacao adicional desta classe
de EDPs.
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Exemplo 5.10 As sequintes EDPs de sequnda ordem sdo lineares:

Ugy + €Y Ugy + TUyy = T,
Uyy + COST Uy = Y2,

Ugy + Uy + U = COSY.

Problema Indicar, relativamente as seguintes EDPs, aquelas que sao lineares.

(1) Upe — 2uyy = 2Y; (iv)  uyy — Buy = €e%;

(i1)  wuy —uy =0; (V) Uy = 0;

(113)  uy — up = U (i) (ug)? — (uy)? = u.
Resp.: (7), (i), (v), (v).

E impossivel formular um teorema geral sobre a existéncia de solucdo que se aplique a todas as
equacoes diferenciais parciais lineares, mesmo que nos restrijamos ao caso das EDPs de segunda ordem.
Em vez disso, é mais natural especificar a solucdo através de um conjunto de condigoes de fronteira ou
condigbes iniciais de acordo com a equagao diferencial em causa.

Por exemplo, conforme veremos, a solucio da equacdo de calor u; — a?uy, = 0 na regido 0 < = < [,
para 0 < t < oo, pode ser especificada de forma tnica em termos das condigoes iniciais para t = 0 e
das condigoes de fronteira em z =0e x = [.

Por outro lado, a solucdo da equacao de onda uy — 2y, = 0 na regido 0 < x < [, para 0 < t < o0,
pode ser especificada, de forma tnica, em termos das condi¢oes de fronteira em x =0 e x = [ e de duas
condigoes iniciais as quais a soluc¢ao deve obedecer: u(zx,0) e w(x,0).

De forma a ainda assim poder abordar esta questao com alguma generalidade, é usual classificar
as equacoes diferenciais lineares de segunda ordem da seguinte maneira.

Definicao 5.3 Para a EDP linear de seqgunda ordem,
a(@, Y)uaa + b(@,Y)uey + (T, y)tyy + d(z, y)ue + e(@, y)uy + f(z, y)u = g(z,y),
tem-se a sequinte classificac¢ao,
se 4ac — b*> > 0, a EDP diz-se eliptica,
se 4ac —b*> =0, a EDP diz-se parabdlica,
se dac — b* < 0, a EDP diz-se hiperbdlica,

a qual tem apenas em conta a “parte principal” (isto é, os termos de ordem 2) da EDP.

Exemplo 5.11 A equacao de Laplace e a equacao de Poisson sio ambas EDPs elipticas, enquanto
que a equacao de onda é hiperbdlica. A equacdo de calor é parabdlica. Estas classifica¢oes sao vdlidas
para qualquer dominio de R? uma vez que os coeficientes a, b e ¢ nio dependem, no caso destas trés
EDPs, das varidveis independentes (sao equagdes lineares com coeficientes constantes).
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Problema Classificar as seguintes EDPs lineares de segunda ordem.

(1) Uyy — Upy =V (10)  Ugy + Ugy + Ugy = 0.

Resp.: (i) parabdlica, (i7) hiperbolica, (iii) parabdlica, (iv) eliptica.

A classificacao desta classe de EDPs, quando a “parte principal” nao tem coeficientes constantes,
pode depender do dominio de R? considerado conforme se ilustra no exemplo seguinte.

Exemplo 5.12 Para a EDP
Upy — TUzy + Uyy =0, >0,

tem-se, a(x,y) =1, b(z,y) = —x e c(x,y) = 1, pelo que
dac —b* =4 — 2.
Assim, a EDP ¢ eliptica em qualquer dominio da regiao definida por
Dy ={(z,y) eERTxR:4—2° >0} = {(z,y) eER*: 0 <z <2},
sendo hiperbdlica em qualquer dominio do semiplano
Dy ={(z,y) ERTxR:4—2® <0} = {(z,y) eR*: 2 >2}.

A EDP nio é parabdlica em nenhum dominio de R? uma vez a equagdo 4 — x2, x > 0, define a reta
x =2, e esta curva nio é um dominio de R? (porqué?).

Problema Qual a regido de R? em que a EDP
Y Uyy + 4w2uxy — Upye =0

é eliptica?

Resp.: Em qualquer domfnio que se encontre na regiao que é limitada superiormente pela pardbola
2

y=—-z°, xR

Existem teoremas gerais para cada uma destas classes de EDPs cujo enunciado e demonstragao
podem ser encontrados em livros avancados sobre EDPs. Aqui apenas nos preocuparemos em indicar
qual o tipo de condigoes de fronteira que é natural associar a cada um destes trés tipos de equagoes.

Se uma EDP ¢ eliptica, podemos resolver um problema de Dirichlet, a saber, queremos deter-
minar a solugdo de Lu = g numa regido D satisfazendo a condigao de fronteira u = ¢(x, y) na fronteira
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de D. Por exemplo, o problema fisico que consiste em determinar a deflexao u(z,y) de uma membrana
devido ao seu peso quando a sua fronteira D se encontra fixa, conduz ao PVF eliptico

Ugz + Uyy = f(2,y), para todo (x,y) pertencente ao interior de D,

u(z,y) =0, para todo (x,y) pertencente a D,

onde f(x,y) é uma funcao dada que reflete as propriedades fisicas da membrana.

Se a equagao é parabdlica ou hiperbdlica, é natural resolver um problema de Cauchy, no qual
se especifica a solugao e a sua derivada temporal para ¢ = 0 ao longo de uma linha, bem como as
condicoes de fronteira que sejam relevantes. Conforme veremos, a equagao da corda vibrante é um
exemplo deste tipo de problema. Neste caso, o afastamento de cada ponto da corda relativamente ao
eixo OX, u(x,t), obedece a

utt—czum:O, t>0,0<z<l,
u(z,0) = f(x), 0<z<lI,
ut($,0) = g(z), 0 <z <l

uw(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0.

As condigoes iniciais f, g representam a posi¢ao e a velocidade inicial de cada ponto da corda vibrante.
As condigoes de fronteira em x = 0 e x = [ significam que os extremos da corda se encontram fixos
qualquer que seja o instante de tempo considerado.

e Exercicios sobre classificacao de EDPs de segunda ordem

Exercicio 5.3 Escrever a forma mais geral de wma EDP linear de primeira ordem em trés varidveis
independentes. Quantas fung¢des sao necessdarias para especificar esta EDP?

Exercicio 5.4 Considerar o operador L dado por Lu(z,y) = a(z,y)uzs + b(T,y)Usy + (T, y)Uyy-
Mostrar que L é um operador diferencial linear.

Exercicio 5.5 Supor que L1 e Lo sdo operadores diferenciais lineares. Mostrar que o operador L1+ Lo
também é um operador diferencial linear.

Exercicio 5.6 Classificar cada uma das sequintes EDPs lineares de sequnda ordem como eliptica,
parabdlica ou hiperbdlica.

(CL) Uggy + 3uxy + Uyy + 2ux — Uy = O7 (C) Ugr — 2uxy + Uy —+ 2“:0 — Uy = 0,

(0) Uy + Bugy + 8uyy + 2uy — uy = 0; (d)  Uge + zUYy = 0.

5.3 O principio da sobreposicao e o principio da subtracao

Conforme vimos anteriormente no estudo das equagoes diferenciais ordindrias é muitas vezes possivel
escrever a solugao geral de forma explicita, em termos de constantes arbitrarias e de um conjunto
de solugoes particulares. Tal nao é possivel no caso das equagoes diferenciais parciais. Para ver que
assim é, consideremos o exemplo da EDP de segunda ordem w,, = 0 para a funcao incégnita u(z,y).
Integrando uma vez resulta

uz(z,y) = (y),
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enquanto que uma segunda integracao conduz a

u(z,y) = xd(y) + ¥ (v),

onde ¢(y) e h(y) sdo funcdes arbitrdrias de 3. E evidente que existe um nimero infinito de escolhas
possiveis tanto para ¢(y) como para ¥ (y), pelo que a solugdo nao pode ser especificada recorrendo a
um numero finito de constantes arbitrarias. Ou seja, o espaco das solucoes tem dimensao infinita.

De modo a poder trabalhar de forma eficiente com EDPs lineares ¢ necessdrio desenvolver regras
para combinar soluc¢oes conhecidas. O principio que passamos a enunciar é a base de muitos resultados
que encontraremos mais adiante.

Proposicao 5.2 (Principio da sobreposi¢ao para EDPs lineares homogéneas) Se uq, ug, ..., Uy, sdo
solugoes da EDP linear homogénea Lu = 0 num dominio de R™, entdo ciuy + caua + ...+ ey, onde
c1, C2, ..., Cym SG0 constantes arbitrdrias, é ainda uma solucdo da EDP nesse dominio.

Demonstragao A demonstracdo baseia-se na propriedade da linearidade. De facto, tem-se por
hipétese Lu; =0, 7= 1,...,m. Portanto,

L(ciug + coug + ... + cpy) = c1Lug + coLlug + . .. + ey Ly, =0,

devido & linearidade de L. ]

Note-se que este resultado também ¢é védlido para EDOs lineares homogéneas tal como ja vimos ante-
riormente. A demonstracgdo é que se torna mais simples recorrendo & nog¢ao de operador diferencial
linear (que também podia ter-se usado no caso de EDOs).

Exemplo 5.13 Considere-se a funcio u(x,y) = e cosky onde k é uma constante real arbitriria.

FEsta fungao ¢ solugdao da equagao de Laplace gy + tyy = 0 uma vez que
Upy = k2eF cos ky, 1y, = —k2e*® cos ky.
Entao as sequintes fungoes
e Pcosy, e cosdy, e Tcosmy, 1
sao, entre uma infinidade de outras, solucées desta EDP. Consequentemente, o principio da Sso-
breposicao permite concluir que, por exemplo, a funcao

™

u(x,y) = —e " cosy + 2¢ 3% cos 3y — be " cos wy + 4

também é uma solucao da equacao de Laplace.

Problema Considere-se a EDP zu, — yu, = 0, onde v = u(z,y). Escrever uma combinacao linear
de 4 fungoes (distintas) que seja solugao desta EDP, sabendo que esta admite solugbes que tenham a
seguinte propriedade: u(z,y) = u(y, x).

222

Resp.: Por exemplo, 3 4+ 7e*¥ — 2 — 3 cos xy.
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O principio da sobreposigao nao se aplica a EDPs lineares nao homogéneas. Por exemplo, se
u1 e ug2 sao solugoes da equagao de Poisson g, + uyy, = 1, entao ui + uz é solugao de uma EDP
diferente da anterior, a saber, u;; +u,, = 2. No entanto, tem-se o seguinte principio geral que permite
relacionar solu¢oes de EDPs lineares nao homogéneas com as respetivas solu¢ées das EDPs homogéneas
associadas.

Proposigao 5.3 (Principio da subtracao para EDPs lineares nao homogéneas) Se uy e ug sao solugées
da mesma EDP linear nao homogénea Lu = g num dominio de R™, entdo a fun¢do uy — us é uma
solugao da equag¢ao homogénea associada Lu = 0 nesse mesmo dominio.

Demonstragao Tem-se por hipétese Lu; = g e Lus = g. Entao
L(ug —uz) = Lug — Lug =g — g =0,

onde mais uma vez usamos o facto do operador diferencial £ ser linear. [ |

Exemplo 5.14 Se ui e uz sao solugoes da equacao de Poisson Uz, + uyy = 1, entao up —uz é uma
solugao da equagao de Laplace Uzy + tyy = 0.

Partindo do principio da subtragao, podemos concluir facilmente que a soma de uma solucao da
EDP linear Lu = g com uma solugao qualquer da equagdao homogénea associada também é solucao de
Lu = g, tal como acontece no caso das EDOs. Mais ainda, é possivel mostrar-se o seguinte resultado.

Corolédrio 5.4 A solucao geral da equagao diferencial parcial linear Lu = g pode ser escrita na forma
u=0v-+U,

onde U é uma solucao particular da equacdo Lu = g e v é a solu¢ao geral da equagido homogénea
associada Lu = 0.

Novamente, este resultado jd tinha sido obtido para as EDOs lineares.

Exemplo 5.15 Determinar a solu¢ao geral u(x,y) da equagao diferencial uy, = 2.

Solugdo. Fazendo sucessivas integra¢des (parciais) em ordem a x conclui-se que U(x,y) = x? é uma

solugdo da equagao dada. Por outro lado, a solugdo geral da equaciao homogénea associada Uzy = 0
é v(xz,y) = xzg(y) + h(y). Assim sendo, a solugio geral da equagao diferencial nio homogénea é

u(z,y) = zg(y) + h(y) + 2.

Problema Determinar a solucao geral u(z,y) da equacao diferencial w,, = 2z.

Resp.: u(z,y) = f(x)y + g(x) + zy? ou outra expressio equivalente.

Departamento de Matematica e Aplicacoes J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019
Universidade de Minho



5.4 Exercicios de revisao do Capitulo 5 291

e Exercicios sobre o principio da sobreposicao e o principio da subtracao

~

Exercicio 5.7 Mostrar que a funcao u(z,y) = e¥senaxr é uma solu¢io da equagao de Laplace
Uy + Uyy = 0 qualquer que seja o valor da constante a. Verificar que a fun¢do f(x,y) = senh 3y sen 3z
¢ uma solugao desta EDP e que tal decorre do principio da sobreposicao (sugestao: atender o defini¢io
da fung¢ao seno hiperbdlico).

Exercicio 5.8 Mostrar que a fun¢io u(z,t) = emTe=m*t 6 ymaq solugdo da equagdo de calor

Ugz + up = 0 qualquer que seja o valor da constante m. Verificar que a fungio g(x,t) = e~* cosh 2z é
uma solugao desta EDP e que tal decorre do principio da sobreposi¢ao (sugestao: atender & defini¢ao
da fungao cosseno hiperbdlico).

Exercicio 5.9 Mostrar que a solugcao geral da EDP ., = €7

forma u(z,y) = f(y)a* + g(y)x + h(y) —e .

, onde u = u(x,y), pode ser escrita na

5.4 Exercicios de revisao do Capitulo 5

Exercicio 5.10 Determinar os valores proprios e as fungoes préprias dos seguintes PVFs.

(a) y' =Xy =0, y(0)=0, y)=0

(0) ¥+ Ay =0, y(0)=y(0)=0, y(1)=0.
Exercicio 5.11 Para que valores de A é que o PVF

V' =2+ 1+ Ny=0, y(0)=0, y(1)=0,
tem solugao nao trivial? Determinar as correspondentes fungoes préprias.
Exercicio 5.12 Considerar o PVF
y'+ A y=f(t), y(0)=0, y(1)=0.

(a) Mostrar que se A for um wvalor préprio do problema homogéneo, entdao o problema proposto:
i) pode nao ter solugao; ii) a solugdo (quando existe) nao é unica;

(b) Mostrar que este problema tem uma sé solugao y(t) se A nao é um valor préprio do problema
homogéneo. (Sugestio: usar o sequinte resultado: a = b é equivalente a (~ b=~ a)).

Exercicio 5.13 Classificar as sequintes EDPs lineares de sequnda ordem.
(a) Ugy + 26" Ugy + e2ry Uyy = 0;
(0) €Y uyy + €¥ uyy = 0;
(¢) Ugy +2cosT Uy, =0, z€]0,7.

Exercicio 5.14 Mostrar que a fun¢io u(z,y) = e™==Y) ¢ solucio da equacio de onda Uy, — Uyy = 0
qualquer que seja o valor da constante real n.

Exercicio 5.15 Mostrar que a fun¢do u(x,y) = (r/2)x® + (1 — r)y?/2 é uma solu¢do da equagdo de

Poisson g, + uyy = 1 qualquer que seja o valor da constante real r.
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5. Introducao as equacgoes diferenciais parciais

5.5 Solugoes dos exercicios do Capitulo 5

5.1. (a) Ay = (2n — 1)272/(41%), yn(x) = sen(2n — 1)7x/(21), n € N;
(b) Ap = — (n— 1) 72/12, yu(x) = cos (n — 1) mz/l, n € N;
(c) y1(x) = senh /—Ajz, onde tghv/—Am = =\, vV—A1 = 0.996 18; y,,(z) = sen A\, x,
onde tg VA m =vA e (2n—3)2/4 <\, < (n—1)%,n=1,2,...; (d) N\ =—1, y1(z) = e*;
A= (n— 1), yn(z) = (n— 1) cos[(n — 1)z] +sen(n — Dz, n=1,2, ...
5.2. Ay = (n—1)%, yn(x) = ¢1 cos(n — 1)a + ¢z sen(n — Dz, n € N, (c1, ¢2) € R2\{(0,0)} .
5.3. a(x,y, 2)uy + b(x,y, 2)uy + c(x,y, 2)u, + d(z,y, 2)u = f(x,y, 2); sdo necessdrias 5 fungoes.
5.6. (a) hiperbdlica; (b) eliptica; (c) parabdlica; (d) eliptica se = > 0, hiperbélica se x < 0.
5.10. (a) A\, = —(2n — 1)272/(412), yn(x) = cos(2n — D)7z /(2l), n € N;
(b) yn(x) = sen v/ A,z + cos v/ Az, onde tg /A, = —v A, e (2n —1)272/4 < N\, < n?7x% n €N,
5.11. \, = (n— 1)? 72, yn(z) = e sen(n — Dz, n € N.
5.13. (a) parabolica; (b) eliptica; (c) eliptica se x € ]0, 7 /2], hiperbdlica se x € |7 /2, 7.
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Capitulo 6

Separacao de variaveis, séries de
Fourier e aplicacoes

Neste capitulo abordaremos alguns assuntos que se prendem com a determinac¢ao de solugoes analiticas
de equagoes diferenciais parciais (EDPs) lineares. Comegaremos por ilustrar a aplicagdo do método
de separagao de varidveis a EDPs de primeira ordem e seguidamente & equacgao de calor, a qual
suscitard a necessidade de introduzir as séries de Fourier e algumas das suas propriedades, bem
como o recurso a resolucao de problemas de valores préprios e func¢oes proprias abordados no capitulo
precedente. Finalmente, abordaremos a solucao da equagao de onda e da equacao de Laplace
recorrendo, tal como no caso da equagao de calor, ao método de separagao de varidveis e as séries de
Fourier.

6.1 O método de separagao de varidveis: aplicacao a EDPs lineares
de primeira ordem

Comecemos por recordar que uma EDP linear de primeira ordem que seja homogénea pode-se escrever
como (assumindo que z e y sdo varidveis independentes): u = u(x,y) é tal que

a(@,y)ua + b(, y)uy + c(z, y)u =0
para todo (x,y) num dominio de R2. Conforme veremos de seguida, algumas destas equacoes podem

ser resolvidas recorrendo ao método de separacao de varidveis, o qual parte do pressuposto de que a
solucao da EDP, u(z,y), pode ser escrita na forma

u(z,y) = X(2) Y (y)
(daf a designagao de método de separacao de varidveis). No caso de se ter
u=u(x,y, z),
entao procuraremos solucoes que tenham a propriedade

u(z,y,2) = X(2) Y(y) Z(2).
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Em qualquer dos casos, e 0 mesmo serd aplicdvel conforme veremos a EDPs de segunda ordem,
o objetivo é converter o problema inicial (cuja incégnita depende de pelo menos duas varidveis inde-
pendentes) em vérios problemas, tantos quantos o nimero de varidveis independentes, que envolvam
apenas equagcoes diferencias ordindrias (EDOs) lineares.

Vejamos entao alguns exemplos de aplicacao deste método.

Exemplo 6.1 Considere-se o problema

w(@,y) tug —2uy =0, z,y>0; u(0,y) = 4senh 2y. (6.1)
Averiguar se a respetiva solu¢do analitica pode ser obtida usando o método de separacao de varidveis,
mdicando a solucdo caso o método seja aplicdvel.

Solugao. Supondo entio que
u(z,y) = X(z) Y(y),
tem-se
up = X'(2)Y(y) e uy=X()Y'(y),

pelo que a EDP presente em (6.1) passa a escrever-se
X'(2)Y (y) — 2X(2)Y'(y) =0

para todo (z,y) € R%. Uma vez que a fungdo u(z,y) ndo pode ser identicamente nula (porqué?), entdo
o mesmo acontece com X (x)Y (y) (porqué?) e, por isso, podemos dividir ambos os membros da equagao
anterior por X (x)Y (y), resultando

(6.2)

Portanto, a equacdo obtida é do tipo

flx)=9(y), Va,yecR,

e por isso, como T ey sao varidveis independentes, a equagio (6.2) sé é verificada se cada um dos
membros for constante, ou seja, se as fungoes X (x) e Y (y) forem tais que

onde X é uma constante real. Obtemos assim duas EDOs lineares de primeira ordem que sao ho-
mogéneas, a saber
X' () = AX(z) =0 e 2Y'(y)—AY(y) =0.

Ora, qualquer destas EDOs tem coeficientes constantes, e assim a forma mais simples de determinar
a respetiva solugao geral é recorrer 4 equagao carateristica associada. Comecemos entdo por abordar a
EDO X'(z) — AX(z) = 0. A equagao carateristica é m — X\ = 0, tendo por isso a raiz m = \. Entdo

X(z) = Ae™®
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é a respetiva solugao geral, onde A é uma constante arbitraria.
De forma andloga, associamos o EDO 2Y'(y) — AY (y) = 0 a equagao carateristica 2m — A = 0,
resultando A = 1/2 e consequentemente a respetiva solugdo geral é

Y(y) = BeM/?,

onde B é uma constante arbitriria.

Concluimos portanto que a EDP presente em (6.1) admite solugoes do tipo
u(@,y) = X(2)Y (y) = /2, (6.3)

qualquer que seja o valor da constante \. Note-se que omitimos propositadamente qualquer constante
arbitrdaria multiplicativa na expressio (6.3), uma vez que tratando-se de uma EDP linear e homogénea,

z

entdo qualquer maltiplo constante de uma solucao ainda é solucao da EDP. Mais ainda, qualquer
combinacao linear de solugoes da EDP dada é uma solucdo dessa EDP e por isso podemos escrever

N
u(z,y) = 3 ;@ v/2), (6.4)
i=1

Resta-nos determinar os valores dos pares de constantes (ci, \;) de forma a que a condi¢do
u(0,y) = 4senh 2y = 2¢2Y _ 92y

seja verificada pela solugao. Ora, de (6.4) resulta
N
’LL(O, y) = Z Ciekiy/a
i=1

devendo ter-se

N
S i etV? = 22 — 27,
i=1

Portanto, uma escolha possivel é, considerando N = 2, (c1,\1) = (2,4) - reproduzindo o termo 2e%Y -

e (c2, \2) = (—2,4) - reproduzindo o termo —2e~2Y. Desta escolha para os pares de constantes (c;, \;),
e atendendo a (6.4), obtém-se para solugao do problema (6.1) a fungao

(@, y) = 1M @/ | o M Etu/D) — 9baty/d) _ gp-Aty/2)

ou seja,
u(z,y) = 4senh (4x + 2y) . (6.5)

Verifiquemos agora que esta fungao, determinada usando o método de separagao de varidveis, é efeti-
vamente solug¢ao do problema proposto. De (6.5) decorre imediatamente que

(1) u(0,y) = 4senh2y;
(ii) ws — 2u, = 16senh (4 4 2y) — 16senh (4o + 2y) = 0;

conforme requerido.
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Nota Sempre que o método de separacgao de varidveis seja aplicdvel, as equacoes diferenciais ordindrias
resultantes da sua aplicagao, uma por varidvel independente, sao sempre lineares e homogéneas tal como
a EDP que faz parte do problema que se pretende resolver. No caso precedente, a EDP dada era de
coeficientes constantes e por isso as EDOs resultantes também tinham essa propriedade.

Exemplo 6.2 Considere-se o problema
v(x,t) e +ve—v=0, xt>0; v(x,0) = 6e” — 5e* 4 337, (6.6)
Determinar a respetiva solucao analitica usando o método de separacdo de varidveis.

Solugao. Supondo entao que
v(z,t) = X(x) T'(2),

tem-se
ve =X (2)T1) e ve=X(x)T'(t).

De (6.6) resulta
X' (2)T(t) + X(2)T'(t) — X (z)T'(t) = 0,

para todo (x,t) € R?. Dividindo ambos os membros da equagdo anterior por X (x)T(t), obtém-se

XI ! XI !
@, TO_ | _, o XY@_, TO
X(x)  T() X(x) T(t)
Novamente, como x et sdo varidveis independentes, tem-se
X)) T
X(@) T 7

onde A é uma constante real (podia-se ter escrito A em vez de —\, o resultado final seria o mesmo),
1sto €
X' (x)+AXX(z)=0 e T'@t)—(1+NT(t)=0.
Tem-se de novo duas EDOs lineares homogéneas com coeficientes constantes, pelo que (porqué?)
X(z)=e™ e T(t) =PV
resultando (porqué?)

N
vz, t) = 3 ce et (6.7)
i=1

Resta-nos determinar os valores dos pares (c¢i, Ai) de forma a ter-se
v(z,0) = 6e” — 5e?® + 373
15to €,
N
3 cie N = e — 5e?® 4 3¢5,
i=1
Uma escolha possivel ¢ N =3 e (c1, 1) = (6,—1), (c2, A2) = (=5, —2) e (c3,A3) = (3,3). Desta forma,
de (6.7) obtém-se para solugao do problema (6.6)
v(z,t) = 6e® — 5e*e ! + 3e73%e,
E facil verificar que v, + v, = v e que a condi¢do imposta para t = 0 é satisfeita.
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Problema Determinar a solucao analitica de
w(y, 2) : Tu, — 3uy =2u, y,z > 0; u(y,0) =2+ e — e /3,

usando o método de separacao de varidveis.
Resp.: u(y,z) = 2e22/7 4 2(2y+2) _ o—2y/3,

Nota Nos exemplos precedentes as duas EDOs (lineares) resultantes da aplicagao do método de sepa-
racao de varidveis tinham coeficientes constantes, pelo que o método mais simples para determinar a
respetiva solugao geral passou pelo recurso a equagao caraterfstica associada. No entanto, nem sempre
¢é assim. Se a EDP nao tem coeficientes constantes, entao pelo menos uma das EDOs resultantes vai
ter coeficientes nao constantes. Nesse caso, a solugao geral dessa(s) EDO(s) é necessariamente obtida
tendo em conta que a equacao diferencial é linear de primeira ordem ou, em alternativa, que é de
varidveis separdveis (porqué?), nao fazendo qualquer sentido usar o conceito de equagao carateristica
porque estas EDOs nao admitem solugoes do tipo e™* (e por isso a equagao carateristica nem sequer
estd definida).

Vejamos agora alguns exemplos que ilustram esta situagao.

Exemplo 6.3 Determinar a solucao analitica do problema
(,y) tuy —up =2xu, x,y>0; u(0,y) = —2senhy, (6.8)
usando o método de separacao de varidveis.
Solugao. Assumindo que u(xz,y) = X(x)Y (y) tem-se
ue =X'(2)Y(y) e uy=X(2)Y'(y)

Entao, de (6.8) resulta
X(@)Y'(y) = X'(2)Y (y) — 22 X ()Y (y) = 0

para todo (z,y) € R?. Procedendo como habitualmente, divide-se ambos os membros da equacdo prece-
dente por X (x)Y (y), obtendo-se

~—
~—

Yy X(z) . _ .
Yo X@ 0% V) T X@ TN

Temos entao a EDO

pelo que Y (y) = e, e ainda a EDO
X'(2)
X(x)
FEsta dltima, que nao tem coeficientes constantes - e portanto nao admite solugées do tipo €™ (porqué?)
- pode ser resolvida usando dois métodos distintos:

+ 2 = A
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(i) A EDO é de varidveis separdveis,

%dX—i—(Zm—)\) dx =0,

tendo-se, realizando alguns cdlculos simples envolvendo exponenciagao,

X(z) =ke"® ) keR. (6.9)
(ii) A EDO ¢ linear de primeira ordem,
X
— 4+ 2z - X =
e X =0

pelo que um fator integrante é (porqué?)

p=e =e ,
tendo-se iX p
PN L@ N (2 — N X =0 & — {ew(x_’\)X] =0,
dx dx
donde resulta (6.9).
Assim, e tal como vimos nos exemplos precedentes,
N
w(z,y) = 3 c;e R, (6.10)
i=1

A condi¢ao u(0,y) = —senhy implica que

cieNY = eV — Y

o8

Il
—

2

e consequentemente escolhemos N = 2, (c1, A1) = (1,—-1) e (c2,A2) = (=1,1). De (6.10) obtém-se
finalmente
u(z,y) = e’ (e*(yﬂc) - e”y) = —¢ " senh (x+y).

Esta funcao verifica a condi¢io u(0,y) = —senhy, bem como a EDP u, — u, = 2z u.

Nota Nota: a vantagem de usar a abordagem (ii) é que esta, ao contrario de (i), ndo requer uso de
modulos nem a consequente necessidade de exponenciagao.

Exemplo 6.4 Determinar a solu¢ao analitica de

241

S wettw =0, >1,t>0; w(l,t) = (1+1)?, (6.11)
X

w(z,t):

usando o método de separagao de varidveis.
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Solugao. Assumindo que w(z,t) = X(x)T(t), a EDP acima conduz a

x? z? (@
2:; 1 X'()Tt) +tX(x)T'(t) =0 < 2; 1 ))((((x)) + T(t)

pelo que
2?24+ 1 X'(2) tT’(t) B

o X(z)  T(t)

Temos portanto duas EDOs lineares e homogéneas, nenhuma delas com coeficientes constantes,

2x A

X'(z) — )\xQ 1 X(z)=0 e T(t)+ ?T(t) =0.

Assim, tem-se para a EDO com incdgnita X (x):

1 2z 9
pelo que podemos adoptar
X(z) = (:132 + 1))‘.

Para a outra EDO, tem-se
1 A
TdT—i—?dt:O = In|T|=—-Ant+ co,

resultando
T(t) =t

Em conclusao, tem-se que a funcao (:1:2 + 1))‘t_)‘ verifica a EDP dada qualquer que seja o valor do

pardmetro A, donde

N |
w(z,t) = 3 ¢ (22 +1)N N (6.12)
=1

Ora, de (6.11) e (6.12) resulta
N
w(l,t) = 3 2%t =12 2t + 1,
i=1
pelo que restringindo o somatorio aos trés primeiros termos (N = 3) obtém-se (por exemplo)
t2 - >\1:_27 c1 =4,
2t — )\2:—1’ 02:47
1 — )\320, 6321,

conduzindo a solucao
w(z,t) =4 (22 +1) 224422+ 1)t + 1.
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Exemplo 6.5 Determinar a solucao analitica de
p(x,y) i pe+2xpy, = —2p, z,y>1; p(z,1) = e 2% cosh (wZ) , (6.13)

usando o método de separacao de varidveis.

Solugao. Assumindo que p(x,y) = X(z)Y(y), a EDP dada conduz a

X' ()Y (y) + 22 X (2)Y'(y) +2X(2)Y(y) =0 <&

que é equivalente a
1 X'(x) 1 Y'(y)

2v X(z) =  Y(y)

Temos, como esperado, duas EDQOs lineares e homogéneas, tendo apenas uma delas coeficientes cons-
tantes,
X'(@)+2(1 =) X(z)=0. e Y'(y)+ Y (y)=0.

A EDO com incdgnita Y (y) tem solugao geral imediata,
Y (y) = cre” .
A EDO cuja varidvel dependente é X (x) serd resolvida atendendo a que é da forma

ax

+Plz) X =0
dz (z) ’
sendo um fator integrante dado por

M(-'L') _ ef P(z)de _ ef 2(1-Az)dz _ e2:c—>\a:2.

Entao, multiplicando ambos os membros da EDO precedente por p(z), resulta

aXx
€2xi}\m2d— + 26217}\12 (1 - AJ}) X = 0,
T

ou seja (confrmar)

i <623:—)\:1:2X) -0 <« eQa:—Aa:zX =9,
dx

pelo que a solugao geral é
X(x) = g 2,

Entao, é solu¢ao da EDP (6.13) qualquer combinacao linear de fungoes do tipo
X(x)Y(y) = 2N,

Atendendo & condicao imposta, escrevemos

2

2 2\
ple.y) = 3 e e,
=1
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pelo que (c1, A1) e (c2,\2) devem ser tais que

2 2 22
2290 )\ _ 9. €7+ e
plx,1)=> ¢ NP2 AL o =28 oo (562) =e 29”—2
i=1
Uma escolha possivel é
2 2
_ 2 _ o €7 _ 2 _ e’
e QIcleAlx e A1 —¢ 2z 5 , e 2x62€/\gx e /\2_6 2x ,
ou seja,
2 6962 2 6_3[:2
cre MMt = cpe N2t ,
2 2
resultando, por um lado,
_ 1
)\1:1, ci1e A= :>Cl—§€
e, por outro lado,
_ 1
Ao = —1, coe Az — 202—561
Entao,
1 22 —2x4+1 _—y 1 —x2-22—1 _y —2x 2
p(x,y)zﬁe e+ e e’ = e *"cosh (z° —y+1)
Assim,
p(z,1) = e > cosh (332)
e dado que

_g —2x 2 B o . - 9 B B )
Pm—ax (e cosh(a? y—i—l))—Qe (xsmh( y+x +1) cosh( Y+ _|_1)),
a - — .
23:py:2xa—y (e 2% ¢osh (azz—y+1)) T (Slnh (3:2—y+1)),

vem, conforme requerido,
Pz + 2w py +2p=0.

Nota Como vimos nos dois exemplos precedentes, nem sempre os coeficientes ¢; e \; sao independentes
um do outro. Nestes casos o usual é ter de se ajustar primeiro o coeficiente \;, uma vez que este estd
ligado a forma da funcao que pretendemos obter, e seguidamente determinamos c;.

Problema Determinar a solucao analitica de
q(z,2):2q. + 222 e =¢q, z>1; q(z,1) = cosh 2z,
usando o método de separacao de varidveis.

Resp.: q(z,2) = zcosh(2z + 2 — 222).
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Nos exemplos/problemas anterores foi possivel determinar a respetiva solucao recorrendo ao método
de separacao de varidveis. No entanto, este método nem sempre é aplicdvel, mesmo que a EDP seja
linear e homogénea. Por exemplo, a EDP

U(l’,y) : (:U_’_y)ux'}_uy :Oa

nao pode ser resolvida por este método uma vez que supondo que a respetiva solucao pode ser escrita
na forma u(z,y) = X (z) Y (y), resulta

(+y) X'(@)Y(y) + X@)Y'(y) =0 < (z+y)

nao sendo portanto possivel obter uma equacao da forma f(x) = g(y) para todo (z,y) pertencente a um
domfnio de R2. Por outro lado, ha casos em que a condicdo imposta invalida a aplicacdo do método.
Por exemplo, se a condi¢do imposta no Exemplo 6.4 fosse w(1,t) = cost, entdo nao seria possivel
determinar uma solucéao do problema recorrendo a este método. A nao aplicabilidade do método nao
quer dizer que o problema nao tenha solugao, apenas que a solucao, a existir, nao é da forma proposta.
Por exemplo, o problema

U(.’E,’y) P Ug — uy = 0’ U(O,y) =Y,
admite a solucao
u(z,y) =z +y,

apesar do método de separacao de varidveis nao ser aplicdvel.

e Exercicios sobre resolugao de EDPs de primeira ordem usando o método de sep-
aracao de variaveis

Exercicio 6.1 Usar o método de separacao de varidveis para determinar a solucao dos seguintes
problemas.

(a) u(t,y) : up = uy, t,y>0; u(t,0) = e73 + e%;
(b) w(z,y) : up = uy —u, x,y>0; u(z,0) = 7% 4 2e7 7 — 14e!37;
(c) v(z,t):xv, —2tvy =0, x,t>1; v(1,t) = 102 + 9t=3;

(d) w(t,z):w, =w; — 322w, t,z>1; w(t, 1) = 2 cosh(2t).

6.2 A equacgao de calor; separacao de variaveis
Considere-se o problema de valores iniciais e valores de fronteira (PVIVF)

U = P Ugy, t>0, 0<x<l
u(z,t) : ¢ u(z,0) = f(x), 0<z<l : (6.14)
u(0,t) =u(l,t)=0, t>0

Este problema envolve uma equacgao diferencial parabdlica (do tipo “equacao de difusao”). Se u(x,t)
designar a temperatura no instante de tempo ¢ no ponto de abcissa x de uma barra homogénea fina que
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6.2 A equacao de calor; separacao de varidveis 303

ocupa o dominio 0 < z < [, entao temos a equacao de calor que aborddmos sumariamente no capitulo
precedente. Neste caso, @ ndo depende de nenhuma das varidveis independentes (é constante) sendo
dada por
ook
pCyp
onde k é a condutividade térmica do material que constitui a barra, sendo p e C), a respetiva densidade
e calor especifico. Neste modelo supoe-se que s6 pode haver transferéncia de calor entre a barra e
o meio circundante através dos seus extremos: x = 0 e x = [. Neste contexto, f(z) corresponde ao
perfil inicial de temperatura (assumimos que f(z) ndo é identicamente nula), ou seja, a distribuigao de
temperatura ao longo da barra no instante t = 0, enquanto que as condigoes (de fronteira) impostas
indicam que os extremos da barra sao mantidos a temperatura nula.
O objetivo é determinar a solu¢do u(x,t) do problema (6.14). Para isso ¢ 1til relembrar como se
resolve o problema de valores iniciais
d?y dy

2z tr) o +a®y =0, y(0) =y, ¢(0)=uyp (6.15)

Primeiro, e tendo em conta que se trata de uma EDO linear homogénea, determinamos duas solugoes
da equacao diferencial que sejam linearmente independentes, y1(t) e y2(t), de forma a obter a solugao
geral y(t) = c1y1(t) + cay2(t). Depois determinamos o valor das constantes ¢; e ca de forma a obter
a solucao de (6.15). Sucede que, conforme j& referimos anteriormente, qualquer combinacao linear
caur(z,t) + ... + emum(z,t) de solugdes ui(z,t), ..., unm(x,t) de

u = &gy, (6.16)

é ainda uma solugao de (6.16), j4 que esta EDP é linear e homogénea. Além disso, se uj(z,t), ...,
U (z,t) verificam as condigoes de fronteira u(0,t) = u(l,t) = 0, entdo a combinagao linear ciu; +. ..+
CmUm também verifica essas condigdes de fronteira (porqué?). Este facto sugere a seguinte forma de
abordar a resolugao do problema (6.14):

(i) Determinar tantas solugoes ui(zx,t), us(z,t), ... do problema
2
Ut = A Ugg, t>0 0<z<l
! o , (6.17)
w(0,t) =u(l,t)=0, ¢t>0

quantas seja possivel.

(ii) Determinar a solugdo u(z,t) de (6.14) considerando uma combinacao linear apropriada das
fungdes um (z,t), m =1, 2, .

Vejamos entao como podemos proceder relativamente a cada um destes dois itens.

(i) Como de momento nao sabemos resolver equagdes diferenciais parciais do tipo (6.16), temos
de reduzir a resolugao do problema (6.17) a resolugao de duas EDOs (porqué?). Tal pode ser
conseguido supondo que o problema admite solucoes da forma wu(z,t) = X (x)T'(t) (método de
separagao de varidveis). Assim, tem-se

w=XT e up=X"T.
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Vemos que u(z,t) = X (x)T(t) é solucio da equacio us = @y, se

XT =a?X"T,
ou seja,
XI/ T/

Note-se que o primeiro membro de (6.18) s6 depende de x, enquanto que o segundo membro
s6 depende de t. Tal implica, conforme vimos quando aborddmos as EDPs lineares de primeira
ordem, que
X// T/
i W
X o?T

para algum valor da constante real A. Além disso, as condigbes de fronteira

=\ (6.19)

0=u(0,t) = X(0)T(¢)

0=ull,t) = X(1)T(t),

para todo ¢t > 0, implicam que X (0) = 0 e X(I) = 0 (caso contrério T'(t) = 0, o que implicaria
u(z,t) = 0 e nesse caso a condigao relativa ao perfil inicial de temperatura nao se verificaria).
Portanto, u(z,t) = X (x)T'(t) é solugao de (6.17) se

X"4+AX =0, X(0)=0, X()=0 (6.20)

T' + \a?T = 0. (6.21)

Até aqui a constante A\ é arbitréria. No entanto, sabemos do Exemplo 5.1 (ver pdgina 267) que
o PVF (6.20) tem solucdo ndo trivial X (x) apenas quando A = \, = n?7%/I?, n € N e que, neste

caso,

X(x) = Xp(z) = sen #

Por outro lado, a equacao (6.21) conduz a

isto é,
T(t) = Tp(t) = e @ m /2,
De facto, tanto X (x) como T'(t) deveriam aparecer multiplicados por constantes arbitrérias, mas

omitem-se aqui essas constantes uma vez que posteriormente consideraremos combinagoes lineares
das fungbes X, (x)T,,(t) para construir a solu¢do mais genérica do PVIVF proposto. Portanto,

nmwx e—a2n27r2t /12

l

un(x,t) = sen

é uma solucao nao trivial de (6.17) qualquer que seja o nimero inteiro positivo n.
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(ii) Suponhamos que a fungao f(x) presente em (6.14), a qual define o perfil inicial de temperatura,
¢ uma combinagao linear finita das fungoes sennmz /I, isto é,

N

nma
f(z) = ;cn sen——.

Entao,
N

nmTtr _ 2,22 2
u(z,t) = chsen—l em Tt/
n=1
é a solucao procurada de (6.14) uma vez que é uma combinacao linear de solugdes de (6.17) que
verifica a condicao inicial

chsen— =f(z), O0<z<l

Infelizmente, a maior parte das fungoes f(z) ndo pode ser expressa como uma combinagao linear
finita das fungbes sennmx/l, n = 1, 2, ..., no intervalo 0 < z < [. Tal leva-nos a colocar
a seguinte questdo: pode uma funcao arbitrdaria f(z) ser escrita como uma combinagao linear
infinita das fungbes sennmx/l, n =1, 2, ..., no intervalo 0 < x < [? Por outras palavras, dada
uma funcao arbitraria f, é possivel determinar constantes ¢y, co, ..., tais que

f(x)—clsenWT—i—cQsen——k chsen—, O<z<lI?

A resposta é afirmativa, conforme veremos na Secgao 6.3. No imediato, vejamos alguns exemplos
de determinacao da solugao de problemas envolvendo a equagao de calor através do uso do
método de separagao de varidveis nos quais a forma de f(z) é tal que nao obriga ao uso de séries
de Fourier.

Exemplo 6.6 No instante t = 0 a temperatura u(z,0) de uma barra de cobre fina (o = 1.14) de
comprimento unitdrio é dada por

u(z,0) = 2sen3mz + Hsen8rz, 0<xz<1.

Os extremos da barra estio merqulhados em gelo, pelo que a sua temperatura é mantida a 0°C. De-
terminar a temperatura u(x,t) na barra para qualquer instante de tempo t > 0.

Solugao. A temperatura u(x,t) deve verificar o sequinte problema

up = 1.14 ugy, t>0 0<zx<l1
u(z,t) : ¢ u(x,0) = 2sen 3wz + 5sen 8w, 0<z<l
u(0,t) = u(l,t) =0, t>0

Neste caso, e atendendo aos resultados apresentados no inicio desta seccao, tem-se que

_ 2 _2
U (z,t) = sennmy e~ M
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é solucao do problema
up = 1.14 ugy, t>0, 0<zx<l1

uw(0,t) =u(l,t) =0, ¢t>0

)

para todo n € N, e por isso, tem-se

N
. 2 2
u(z,t) = E cpsennmy e AT
n=1
pelo que
N
u(z,0) = g Cp SENNTE
n=1

Falta agora determinar o valor das constantes ¢, de forma a cumprir-se a condicdo imposta para

u(z,0), ou seja,
N

chsenmm: =2sen3dnmx +bsen8rx, 0<zx <1

n=1

Conclui-se que as constantes sao todas nulas exceto c3 = 2 e cg = b, resultando

9(1.14) w2t

u(z,t) = 2sen3mwxre” + 5sen 8y e 04119 ™t (6.22)

Nos grificos sequintes representa-se o perfil de temperatura ao longo da barra para vdarios instantes de
tempo. Note-se, desde jd, que de (6.22) resulta (porqué?)

tlim u(z,t) =0,

facto que é visivel na representac¢do grafica.

u(x,0.002) , |
AV 'A'
10
T X
5+
Grifico de u(zx,0) Gréfico de u(x,0.001) Grifico de u(x,0.002)
u(x,0.0035) 4 | u(x,0.005) .| u(x,0.015) . |
O-QW&F O—QWQF R
1.0 - 1.0 0.5 1.0
X T X X
5T 5T 5T
Grifico de u(x,0.0035) Grifico de u(x,0.005) Grifica de u(x,0.015)
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Nota O resultado anterior quando ¢ tende para infinito era expectdvel uma vez que estando a tem-
peratura do extremos da barra fixa a zero, havera tranferéncia de calor através dos extremos da barra
até que u; = 0 para todos pontos da mesma. Ora, uma vez que u; = a1y, entdo nessas condicoes
Uz, = 0 para todo = no intervalo 0 < xz < 1. Isto é, o perfil de temperatura corresponders a uma linha
recta. No entanto, dado que essa linha reta deve passar pelos pontos (0,0) e (1,0) - as condigoes de
fronteira do PVIVF - entao a reta é o préprio eixo das abcissas.

Exemplo 6.7 Voltemos a considerar o problema abordado no exemplo precedente, mas agora con-
siderando uma barra de cobre fina (o = 1.14) de comprimento unitdrio que tem o0s extremos isolados.
Estando os extremos isolados, ndo hd fluro de calor através dos extremos, e sendo esse fluxo propor-
ctonal ao gradiente de temperatura u,, terd de se impor u, =0 emx =0 e x = I.

Solugao. Neste caso a temperatura u(x,t) deve verificar o sequinte problema
ur = 1.14 Upy, t>0, 0<z<1

u(z,t): ¢ u(z,0) = f(x), 0<e<l
ugp(0,t) = uy,(1,6) =0, >0

De momento deizamos o perfil inicial de temperatura f(x) em aberto. A mudancga de varidvel é a
habitual, uw(z,t) = X (x)T(t), resultando novamente

Xl/ Tl

X~ o

No entanto, a condi¢ao de fronteira
uz(0,t) = ug(1,6) =0, ¢ >0,
implica agora que
0 =u,(0,t) = X'(0)T(t)

0=wu,(1,t) = X' (1) T(t),

para todo t > 0, e por isso X'(0) =0 e X'(1) =0 (porqué?). Portanto, u(z,t) = X (x)T'(t) é solugdo
do problema dado se
X'+ AX =0, X'(0)=0, X'(1)=0.

Ora, a resolu¢ao deste PV foi proposta no Problema 5.1 (ver pagina 270), tendo este solugdo nao

trivial X (z) apenas quando A, = n’*7%, n € Ny e, neste caso,

X(x) = Xp(x) = cosnmz, n € Ny.

Assim, uma vez que a EDO para T(t) é a mesma do exemplo precedente, tem-se

N N
_ 2.2 B 5 o
u(w,t) = ch cosnmy e M1 — oo 4 ch cos o e—L-14n? w3t
n=0 n=1
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Portanto,

N
u(z,0) = f(z) = co+ ch cosnmz = f(z),
n=1
para todo 0 < x < 1. Nesta fase s6 podemos determinar os valores das constantes ¢, se o perfil inicial
de temperatura for uma combinagdo apropriada de cossenos. Suponhamos que f(x) = 3 — 2cosdnx.
Neste caso tem-se que todos 0s ¢’s sao nulos exceto co = 3 e c4 = —2, vindo

u(z,t) =3 — 2cosdnw 182477t
Neste caso tem-se
lim u(z,t) = 3,

t—o00
conforme é patente na representagdo grifica de u(x,t). Conforme veremos, este limite corresponde,
neste tipo de problema, a cg, que mais nao é do que o valor médio de f(x) - perfil inicial de temperatura
- no intervalo [0, 1].

u(x,0) A u(x,0.005) A u(x,0.008) A
2 2 2
010 ' ()i5 ' 110 010 ' Oi5 ' 110 010 ' O:S ' 110
X X X
Grifico de u(zx,0) Grifico de u(x,0.005) Grifico de u(x,0.008)
u(x,0.01) ) u(x,0.015) ) u(x,0.05) , 1
2 2 2T
010 : 015 : 110 010 : 015 : 110 0.0 ' 015 ' 1:0
X X X
Gréfico de u(x,0.01) Grifico de u(x,0.015) Grifico de u(x,0.05)

Nota Tal como no caso em que os extremos da barra sao mantidos a temperatura nula, espera-se que a
medida que o tempo tende para infinito, a temperatura atinja um estado estaciondrio u; = 0. Dado que
up = 0 Ugy, entido nessas condigoes tem-se, tal como no caso anterior, u,, = 0 para todo x no intervalo
0 < = < [ (nos exemplos precedentes | = 1). A diferenga é que agora ¢ a derivada da temperatura
nos extremos da barra que deve ser nula e por isso tem-se necessariamente um perfil de temperatura
que vai tender para uma linha reta com declive nulo, ou seja, uma temperatura constante u,. Como
a barra estd isolada do exterior, esta temperatura deverd obedecer a um principio de conservagao de
energia (térmica, neste caso). Ora, sendo a energia térmica da barra em cada instante ¢ dada por

l
E(t) = /0 Okpu(z, t) dz,
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onde kp ¢ a constante de Boltzmann e 6 uma constante que depende essencialmente do nimero de
“particulas” que formam a barra, tem-se, assumindo que ha conservagao de energia térmica (FE(t) é

constante)
l 1 l l
/Hk:Bu(x,O)d:U:/ Okpus doz & /f(:v)d:v:uoo/dx
0 0 0 0

e consequentemente
1 l
Uso = —/ f(z)dz.
L Jo

Em conclusao, o perfil de temperatura tenderd para um valor constante que é igual & temperatura
média da barra no instante inicial u(z,0) = f(z).

Exemplo 6.8 Determinar a solugdo do sequinte problema usando o método de separac¢ao de varidveis.

u = a’ug, — [fu, t>0,0<x<m
w(z,t): { u(z,0) = 3sen2z — Tsendx, O<z<m
u(0,t) = u(m,t) = 0. t>0

Este problema corresponde a um modelo para uma barra cilindrica fina que troca calor com o meio
circundante (suposto a constante temperatura nula) nao sé através dos seus extremos, mas também
através da restante superficie, tendo-se

hP
=
pe Apcy

onde h é o coeficiente de convecgdo de calor, A a drea da secgdo transversal da barra e P o respetivo
perimetro.

Solugao. Admitindo, uma vez mais, que a solugao u(x,t) se pode escrever na forma
u(z,t) = X(z) T(t),

resulta de w; = Uy, — 52%

/ 2 2 —2 T’ 2 X"
XT' =a®X"T-FXT & o (Z+8") =+

Assim, deverd ter-se

XI/ L ! 9

para algum valor da constante \. Portanto, as fungées X () e T(t) devem obedecer a
X' +AX =0, T'+(\?+5)T =0,
tendo-se ainda as condicoes de fronteira

0=u(0,t) = X(0)T(t), 0=u(mt)=X(m)T(t),

Departamento de Matematica e Aplicacoes J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019
Universidade de Minho



310 6. Separacao de varidveis, séries de Fourier e aplica¢oes

para todo t > 0, implicando X (0) = 0, X(w) = 0. Ora, conforme vimos anteriormente, o PVF
X" +AX =0, X(0)=0, X(m)=0,

s0 tem solucao nao trivial se

e neste caso
X(z) = X, (z) = sennz.

Por outro lado, a equagdo diferencial T' + (Ao + 52)T conduz a
T(t) — Tn(t) — e—(>\n042+52)t — e—(a2n2+ﬁ2)t.
Assim,

N
2,2 2
u(z,t) = ch senng e~ (@7 A
n=1

é solucao do problema
= @ ug, — B2u, t>0, 0<a<m

u(0,t) = u(m,t) =0. t>0
para todo n € N. Ora, uma vez que se impoe

u(z,0) = 3sen2x — Tsendzx, 0<z <,

deverd ter-se

N
g cpsennr = 3sen2x — 7sen 4z,

n=1
pelo que as constantes sao todas nulas exceto co = 3 e c4 = —7. A solug¢ao do problema proposto é
entao
u(z,t) = 3sen 2z e~ 4T _ 7gen 4g e~ (1607 +5°)1

De notar que u(x,0) = 3sen2x — 7sen4dx, conforme requerido e
Uy = —(12042 + 352) sen 2z e~ (448Nt 4 (11202 + 752) sen 4z e*(16°‘2+52)t7
Uy = —120% sen 2z e~ 5%t 4 11202 sen 4z e_(16a2+'62)t,
—3%u = —3/%sen 2z e~ (4?57t | 76% sen 4z e~ (16a+5%)t
Ou seja, a solugio obtida verifica a EDP u; = a*ugy — [2u. Tem-se, tal como no Exemplo 6.6,

lim u(z,t) = 0.

t—o00

A respetiva representacio grdfica (assumindo o = p% = 1) é apresentada de seguida.
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u(x,0) 107 u(x,0.002) 107 u(x,0.005) 107
0 0 0
1 3 1 3
X X
-10 T -10 T -10 T
Grifico de u(x,0) Grifico de u(x,0.002) Grifico de u(x,0.005)
u(x,0.008) 10T u(x,0.02) 107 u(x,0.05) 07T
o—v%ﬁr 0-% () T ——e
- x btk Lo
-10 T -10 T 10 +
Grifico de u(x,0.008) Grifico de u(x,0.02) Grifico de u(x,0.05)

Problema Determinar a solu¢ao do seguinte problema usando o método de separacao de varidveis e
representar graficamente a solucao obtida para vérios instantes de tempo.

ut:um—ﬂ2u, t>0,0<z<m
w(z,t): ¢ u(zr,0)=—-1/24cosz, O<z<m
uz(0,t) = ug(m,t) = 0. t>0

Este problema corresponde a um modelo para uma barra cilindrica fina, isolada nos extremos, mas
que troca calor com o meio circundante (suposto a temperatura constante nula) através da restante
superficie.

Resp.: u(z,t) = —1/2e~" + cosze 2,

u(x,0) \ u(x,0.1) \ ux,0.3) 1
0 — N+ 0 ' e 0 SN
1 2 3 1 2 3 ‘1\
X X X
1T 1T -1
Gréfico de u(zx,0) Gréfico de u(x,0.1) Gréfico de u(zx,0.3)
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ux,0.5) 1 Ux,1.0) T u(x,5.0)

o 4+
> T
=
x/
o

o 4
> T

Gréfico de u(x,0.5) Gréfico de u(zx, 1.0) Gréfico de u(x,5.0)

Nos exemplos/problemas precedentes o perfil inicial de temperatura foi “ajustado” de forma a
poder-se determinar a solugao do problema usando o método de separacao de varidveis. A forma de
evitar este condicionamento envolve, conforme veremos de seguida, o uso de séries de Fourier. Por outro
lado, as condigoes de fronteira usadas, seja na temperatura seja no seu gradiente, foram sistematica-
mente homogéneas. H4 casos em que é possivel resolver o problema da equacao de calor analiticamente
ainda que as condicoes de fronteira do problema fisico nao sejam homogéneas. Para o fazer é necessério
recorrer a uma mudanga de varidvel adequada que transforme o problema original noutro problema
em que as condigoes de fronteira sejam homogéneas, pois essa é uma condi¢ao necessdria para se poder
usar o método de separacao de varidveis, e que preserve a forma do problema da equacao de calor para
assim podermos aplicar o método que temos vindo a usar na resolucao deste tipo de problema. Estes
dois aspetos, perfil inicial de temperatura e condices de fronteira, nao sao independentes e por isso
serao abordados em conjunto no contexto das séries de Fourier.

e Exercicios sobre a resolugao da equagao de calor usando o método de separacgao
de varidveis

Exercicio 6.2 Determinar a solugdo do sequinte problema e realizar a respetiva representacao grifica
para vdrios instantes de tempo.

Ut = Ugy, t>0,0<z<m
u(z,t): ¢ u(x,0) =5senz + 3sen bz, O<z<m
u(0,t) = u(m,t) =0. t>0

Exercicio 6.3 Determinar a solugdo do sequinte problema e realizar a respetiva representacao grifica
para vdarios instantes de tempo.

Up = Ugy, t>0, 0<z<m/2
u(z,t) : ¢ u(x,0) =5senx + 3sen bz, 0<z<m/2
uw(0,t) = ug(m/2,t) = 0. t>0

Nota: Pode ser til ter presente o resultado do Exercicio 5.1 (ver pdgina 282).
Exercicio 6.4 A equacao de calor no espaco bidimensional é dada por

u(x, Y, t) UL = 042(’&3;35 + uyy)' (623)
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(a) Supondo que u(z,y,t) = X(x)Y (y)T'(t), determinar as equagdes diferenciais ordindrias que de-
vem ser satisfeitas por X, Y e T

(b) Determinar solugdes u(z,y,t) da equagao diferencial (6.23) que satisfagcam as condigées de fron-
te/l/ra U(O, y? t) = 07 u(a’ y’ t) = 07 u(x7 07 t) = 07 u(x’ b? t) = O'

6.3 Séries de Fourier: definicao e principais propriedades

¢ Definicao

Muitos problemas de valores de fronteira cldssicos admitem solucoes separadas envolvendo fungoes
trigonométricas. E neste contexto que surge a teoria das séries de Fourier.

Em 1807 Fourier postulou que qualquer fungao f(x) pode ser desenvolvida numa série infinita
de senos e cossenos. Mais concretamente, seja f(z) uma fungao definida no intervalo =l < z < [ e
definam-se as sucessoes (numéricas)

/ f(z cos—dw n=0,1,2, ... (6.24)
¢ !
1
= 7/ f(zx) sen? dz, n=1,2, ... (6.25)
—
Entao, em determinadas condicOes, a série infinita
oo
% —l—a1COS7TT$ +blsen7TT$ +...= % —|—; (ancos# —i—bnsen#) (6.26)

converge para f(z). O facto é que apenas recentemente foi possivel estabelecer condigoes extremamente
precisas para que a série (6.26) convirja. Este resultado constitui, na realidade, um dos teoremas
matemdticos mais importantes do século XX. O teorema que se enuncia de seguida, embora nao seja
o mais geral possivel, abarca as situacoes mais relevantes que surgem em aplicagoes.

Definicao 6.1 A série infinita (6.26), com coeficientes a,, e b, dados por (6.24) e (6.25), respetiva-
mente, designa-se série de Fourier da funcio f no intervalo —1 < x <.

ag 1 L

mais nao é do que o valor médio da funcao f no intervalo — < x < [.

Nota O termo da série de Fourier

Por comodidade definimos

N
ap nwx
In( :E—i_ g (ancos——i-b senT),

n=1

que ¢é a soma parcial de ordem N da série trigonométrica (6.26).
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314 6. Separacao de varidveis, séries de Fourier e aplica¢oes
Tem-se o seguinte resultado relativo a convergéncia (pontual) da série de Fourier (6.26).

Teorema 6.1 (Teorema da Convergéncia). Sejam f e [’ fungoes seccionalmente continuas no in-
tervalo —l < z < I, e considere-se f(x~) = limy,_,,— f(t) e f(z") = lim,_,,+ f(t). FEntdo a série
de Fourier de f (6.26) converge (pontualmente) para f(x) se esta fungao for continua em x, e para
[f(zT) + f(z7)]/2 se f for descontinua em x. Em x = =+l a série de Fourier (6.26) converge para
[F(D)+ f(=1)]/2, onde f(£l) é o limite de f(x) quando x tende para =+I.

Nota A quantidade [f(z") + f(27)]/2 é a média aritmética dos limites de f a esquerda e & direita no
ponto z. Se definirmos f(z) como sendo a média aritmética dos limites de f & esquerda e a direita
para qualquer ponto de descontinuidade x, entao a série de Fourier (6.26) converge para f(z) em todos
os pontos x do intervalo — < x < .

Nota Quando falamos de convergéncia pontual da série de Fourier estamos a dizer que fixando um
qualquer valor de x no intervalo —I < z < [, entao existe uma valor de N € N tal que |f,(z) — f(z)| < ¢
para todo n > N. Se considerarmos outro valor de x nesse mesmo intervalo, entao o valor de N vai ser,
em principio, distinto, pelo que N = N(g,z). Caso, uma vez fixado o valor de ¢, exista um valor de N
que nao dependa de z tal que |f,(x) — f(x)| < € para todo n > N, entao além de convergéncia pontual
temos também convergéncia uniforme. Assim, a existéncia de convergéncia uniforme implica a
existéncia de convergéncia pontual, mas o reciproco nao é verdade conforme se ilustrard nos exemplos
seguintes. Quando o tipo de convergéncia nao é especificado, convenciona-se que estamos a referir-nos
a convergéncia pontual.

Exemplo 6.9 Seja f a funcao dada por

fz) =

0, —1<2<0
1, 0<z<1

Determinar a série de Fourier de f no intervalo —1 < x < 1 e analisar a sua convergéncia nesse
intervalo.

Solugdo. Neste caso, | = 1. Portanto, de (6.24) e (6.25) resulta,

aoz/_llf(:v)dx:/oldle,

1 1
an:/ f(z) COSTL?TZL‘CZZL‘:/ cosnmrdr =0, neN,
-1 0

1 1 1 1— (_1)n
by, = f(z) sennmzdr = [ sennmxdr=—(1—cosnr) = ————, neN.
—1 0 nm nm
Assim,
0, n par
b, = . .
2/nmw, n impar
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Portanto, a série de Fourier da fun¢do f no intervalo —1 < x <1 é tal que

N
1 2 [senmx sen3drmx sen(2N — Drz] 1 2 sen(2n — 1)z
In(@) =3 +2 173 3 TN ]_§+E§; m—1
Pelo Teorema 6.1, esta série converge para 0 se —1 <x <0 eparal se0<x <1l;,emax=-1,0ce€

+1 a série converge para 1/2.

De sequida apresentam-se alguns grdficos que ilustram a forma como a série de Fourier tende para a

N 7ﬁ \ “/Aﬁ \ T

-1:.0 s 05 10 10 -05 ' 0?5 ' 1?0 -1:.0\/ -B%s ~T 0?5 | 1?0
X X X
Grifico de fi(z) e f(x) Grdfico de fa(x) e f(x) Grifico de f3(z) e f(x)

1.0 —]AvévévévT 1.0 —%——QT 1.0 -,————T
- 05T 05T

L] | |
L EE I e,
-1.0 -0.5 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.5 1.0
X X X
Grifico de f5(z) e f(x) Grifico de fi5(x) e f(x) Grifico de f3o(z) e f(x)

Note-se desde ja que a convergéncia ndao é uniforme uma vez que por mais elevado que seja o valor de
N considerado, hd sempre valores de = (na vizinhanga da descontinuidade e dos extremos do intervalo
[—1, 1]) para os quais a série de Fourier nao tende para a fun¢ao f. Ou seja, firando um valor de &
suficientemente pequeno, nao existe N € N tal que n > N = |fu(z) — f(z)| < € para todo x.

Exemplo 6.10 Seja g(x) a funcao definida por

(2) = 1, —2<z<0
=N 2 0<e<2

Determinar a série de Fourier da fung¢ao g no intervalo —2 < x < 2.
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Solugao. Nesta caso, | = 2. Portanto, de (6.24) e (6.25), resulta

1 [? 1 [° 1 [?
aoz—/ g(a;)dx:—/ daz—i——/ xdr =2,
2/, 2,32,

1 /2 10 1 [?
Gy = — g(a;)cos@daz:— COS@dCﬂ—F— xcos@dx:—
2 2 2 2 2 Jo 2

, , 52 (cosmn — 1),

1 [? I 1 /2 1
by, = 5/29(33) senn—;md:c: 5/2senn—gxd:c+§/o xsenn—gxdx: - (cosmn + 1),
Tem-se, entao,
0, n par —2/nm, n par
an - 2 92 L 9 bn — . .
—4/n*m*, n impar 0, n impar

pelo que a série de Fourier da funcao g no intervalo —2 < x < 2 é tal que

1 zN: [é cos(2n — 1)z /2 sen nﬂm]
T

gn(z)=1— = 5
—lr (2n—1) n

6. Separacao de varidveis, séries de Fourier e aplica¢oes

n €N,

n € N.

Pelo Teorema 6.1, esta série converge para 1 se —2 < x <0, para = se 0 < x < 2, para 1/2 se x =0,

e para 3/2 se x = £2.

Apresentam-se de sequida alguns grificos que ilustram a forma como a série de Fourier tende para a

funcao g.

05T 0.5 1 0.5 7

10 05 0.5 10 -0 05 05 10 -0 05 0.5 1.0

X X X

Grifico de g1(z) e g(x) Grifico de ga(z) e g(x) Grafico de g3(z) e g()

%%K_ —————ptAt —t
0.5 05T 05T

10 05 05 10 10 -05 05 0 -10  -05 05 10

X X X

Grifico de gs(z) e g(z) Grifico de g15(x) e g(x) Grifico de g3o(x) e g(x)

Tal como no exemplo precedente, nao existe convergéncia uniforme devido & descontinuidade da fung¢do

gemx=0.
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Problema Seja r a fungao dada por

-2, —m1m<zx<0
r(x):{ T X

1, 0<z<m

Determinar a série de Fourier de r no intervalo —1 < x < 1 e analisar a sua convergéncia nesse intervalo.

Resp.: ry(z) = —5 +2 Zivzl I —(-1)"sennz =-1+2¢ Zivzl st sen (2n — 1) .

'-'-'--/l-l-\' l-l-l--:-'-l-: l-l-l---l-l-u
3\ 20 -1 [ 1 2 \é\X 3 -2 -1 | 1 2 é\x 32 -1 - 1 2 3\X

Gréfico de r1(z) e r(x) Gréfico de ro(x) e r(x) Griéfico de r3(z) e r(x)

32 ro2 3 L2 3
DU B X
1% 87 -

Gréfico de r5(z) e r(x) Gréfico de ro5(x) e r(x) Gréfico de r50(z) € r(x)

Como seria de esperar, observa-se convergéncia pontual de forma andloga ao observado no Exemplo
6.9, mas nao hé convergéncia uniforme.

Os exemplos/problema precedentes correspondem a séries de Fourier de fungoes descontinuas e
por isso, conforme veremos de seguida, observa-se um comportamento “oscilante” da série de Fourier
na vizinhanga dos pontos de descontinuidade da fungdo denominado “fenémeno de Gibbs”. Este
comportamento também se verifica na vizinhanca dos extremos do intervalo considerado caso a fungao
em causa tenha limites distintos quando = — =l (como é o caso no Exemplo 6.9 e no problema
precedente). No exemplo seguinte este comportamento nao se verifica.

Exemplo 6.11 Seja v(x) a funcao definida por

0, —T<x<0
v(z) =
z(r—z), 0<z<m

Determinar a série de Fourier da fun¢do v no intervalo —m < x < 7.
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Solucao. Tem-se,

1 1 (7 1
(10:;/ v(x ;/0 CU(TF—JS‘)CZCCZE7T2,
1 1 (7 -1)"+1
an:—/ ) cosnxdr = — / x(w—x)cosn:vdx:—(#, n €N,
T 7 Jo n
1 1 (7 -1)" -1
bn:—/ v(z) sennx dr = — / x(ﬂ—x)sennmdx:—2(+, n € N.
7r T Jo n3m
Como
0, n impar 0, n par
_ by = , 6.27
i { —2/n%, n par " { 4/ (n37r) , n impar (6:27)

entdo a série de Fourier da funcdo v no intervalo —m < x < w € tal que

~ 1
on(x) 37 +Z[2 sen(2n—1)x—ﬁc082nx
n_

Apresentam-se de sequida alguns grificos que ilustram a forma como a série de Fourier tende para a

funcao v.
2
1
N Y e

3002 - 0 1 2 3 30020 - :I’) -3 ;5
X X X
Grifico de v1(z) e v(x) Grifico de v2(x) e v(x) Grifico de v3(z) e v(x)
2 2 2
1 1 1
3 02 9 0 1 2 3 3 2 4 0 1 2 3 3 2 4 0 1 2 3
X X X
Gréfico de vs(z) e v(z) Grifico de v7(z) e v(x) Grifico de vsp(x) e v(x)

Neste caso, além de convergéncia pontual temos também convergéncia uniforme uma vez que a série
de Fourier da funcao v aproxima a funcao globalmente tdo bem quanto se queira, desde que o valor de
N seja suficientemente elevado.

Como a série de Fourier associada da fun¢do v no intervalo —m < x < w tem wvdrios termos cuja
contribui¢ao é nula, conforme se conclui facilmente de (6.27), optou-se por escrever a série numa
forma em que esses termos nulos nao surgem. Por esse motivo tem-se vny(x) = van(z), N € N

(porqué?).
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2

Problema Determinar a série de Fourier da fungao ¢(z) = * no intervalo —7 < z < 7.

Resp.: qn(z) = %2 + 422]:1 (;12)” cosn.

10 10 10
5 5 5
3002 —Il 1 2 é 3 —I2 ' Il 1 2 é -3 ' -2 ' -1 S 1 ' I2 ' é
X X X
Gréfico de ¢1(x) e g(x) Gréfico de g5(x) e q(x) Gréfico de qio(z) e g(x)

Em certos casos, os coeficientes da série de Fourier definidos por (6.24) e (6.25) podem ser obtidos
de forma simples, sem ter de se recorrer & respetiva definicao para os calcular, conforme mostra o
seguinte resultado.

Teorema 6.2 Se uma funcio seccionalmente continua f(x) puder ser expressa como uma série de
senos e cossenos no intervalo —l < x <1 da forma

co > krx krx
5 —|—; <ckcosT +dksenT> ,

entao essa série tem de ser necessariamente a série de Fourier de f(x), isto é (6.26).

Demonstragao Suponhamos que f(z) é uma fungao seccionalmente continua e que
c > kmx krx
f(z) = 50 + kzl <ck c08 —— + dj, sen T) (6.28)

para algumas constantes ¢, e di. Supde-se que a equacao (6.28) é aplicavel a todos os pontos do
intervalo — < x < [, com exce¢ao de um numero finito de pontos. Integrando ambos os membros de
(6.28) entre —! e [, obtém-se

/l f(z)dz = col,
1

uma vez que

l l
/ coskledx:/ sen@dwzo, ke N.
-l -l

(Nota: Pode-se mostrar, conforme veremos posteriormente, que a série (6.28) pode ser integrada termo
a termo).

De forma andloga, multiplicando ambos os membros de (6.28) por cosnmz/l e integrando entre —[
e [ conduz a

l
len :/ f(zx) cos?da:,
—
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enquanto que multiplicando ambos os membros de (6.28) por sennnz/l e integrando entre —[ e [ leva

a
nmx

ldy, / f(z sen—dm

Isto deve-se ao facto de se terem os seguintes resultados (ver Exercicio 6.7)

!
kmx nm 0, k#n

/ZCOST cos —— d:r:—{ I ken (6.29)

l
/ sen kLlw cos @ dx =0, (6.30)
0

! kmx ULCIP 0, E#n (6.31)
_lsen posenmdr=q 0 .

que traduzem relagoes de ortogonalidade.

Portanto, os coeficientes ¢, e d, devem ser iguais aos coeficientes de Fourier a, e b, dados por
(6.24) e (6.25), respetivamente. Assim, uma fungao f pode ser desenvolvida em série de Fourier de
forma tnica no intervalo —[ < x < [. [

2

Exemplo 6.12 Determinar a série de Fourier da fun¢do cos®x no intervalo —m < x < .

Solugdo. Conforme acabimos de ver, a funcdo cos®>x tem uma e uma sé série de Fourier
oo o
nwx ag
—l— E ancos——i—b sen —— ZE—{— E (ap cosnx + b, sennx)
T
=1 n=1

no intervalo —m < x < w. Mas, uma vez que,

1 1
cos?x = = + — cos 2z,

2 2

2

entao a série de Fourier de cos®x no intervalo —m < x < 7 € % + %COS 2.

2

Problema Determinar a série de Fourier da fungao sen® x no intervalo —m < x < 7.

Resp.: 5 — % cos 2.

As fungoes cosnmz/l e sennmx/l, n € N, sao periddicas com periodo 2[, pelo que se repetem a cada
intervalo de amplitude 21:

cos ?(w +2l) = cos (# + 2n7r> = cos #,

sen ?(w +2l) = sen (# + 2nm

N———
S
3
S
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Assim sendo, na realidade a série de Fourier de f(x) (6.26) estd definida para todo z real e converge
para uma fungao periédica F(x). Esta fungao ¢ designada extensao periédica de f(z), sendo definida

por
F(z) = f(x), —l<z<l

F(z) =5[f() + f(-D)], ===
F(z+2l) = F(x)

Exemplo 6.13 A extensio periddica da funcio f(z) = = e da func¢io g(x) = x3e*/3 — 1/2, se estas
estiverem definidas no intervalo —1 < x < 1, tém a sequinte representa¢io gréifica

S L
SN ﬂﬂ///

Extensao periédica da funcao f(z) Extensao periédica da funcao g(z

e Série de Fourier de fungoes pares e de fungoes impares

Existem casos particulares em que a série de Fourier de uma funcao f se resume a uma série envolvendo
apenas senos ou apenas cossenos. Esta situacao ocorre quando f ¢ uma funcao par ou uma funcao
fmpar.

Definicao 6.2 Uma funcao f diz-se uma fungao par se f(—x) = f(x).

Exemplo 6.14 A funcio f(z) = 2% é uma fungdo par pois

Exemplo 6.15 A fun¢io g(x) = cosnmx/l é uma fungdo par ja que

g(—x) = cos(—nmzx/l) = cosnmz/l = g(x).

Defini¢ao 6.3 Uma funcao f diz-se uma fungao impar se f(—x) = —f(x).

Exemplo 6.16 A funcdo f(x) = 2® é uma fungdo impar pois
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Exemplo 6.17 A fun¢io g(z) = sennmz/l é uma fun¢ao impar uma vez que

g(—z) = sen(—nnz/l) = —sennnz/l = —g(x).

Mostra-se facilmente que as fungoes pares e fmpares tém as seguintes propriedades elementares.
P1. O produto de duas fungdes pares é uma fungao par.
P2. O produto de duas fungoes fmpares é uma funcao par.
P3. O produto de uma funcao par por uma funcao impar é uma funcao impar.

P4. Se f é uma fungao impar definida no intervalo [, (], entao
!
/ f(z)dx =0.
—1

P5. Se f é uma fungdo par definida no intervalo [—[, ], entao
l l
/ f(z)dx = 2/ f(z)dz.
-l 0

Relativamente as fungoes pares e fmpares tem-se o seguinte lema.
Lema 6.3 Tem-se:

(a) A série de Fourier no intervalo —l < x <l de uma fun¢do par é uma série de cossenos, ou seja,
nao contém qualquer termo do tipo sennwz/l, n € N;

(b) A série de Fourier no intervalo — < x <l de uma fun¢ao impar é uma série de senos, isto é,
nao contém qualquer termo do tipo cosnmx/l, n € Ny.

Demonstracao (a) Se f é par, entao f(x) sennmx/l é impar. Logo, pela Propriedade P4, os coefi-
cientes

1 l
bnzj/ f(x)sen@dm, n=1, 2,
-l

da série de Fourier de f sao todos nulos;

(b) Se f é impar, entao f(x) cosnmz/l & impar. Consequentemente, pela Propriedade P4, os coeficientes

nmwx

1 l
anzj/ f(z) cos i dr, n=0, 1,
-l

da série de Fourier de f sao todos nulos. ]
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e Séries de Fourier de cossenos e séries de Fourier de senos

Até agora vimos que, em geral, a série de Fourier no intervalo —I < x < [ de uma fungao tem senos
e cossenos. Se a fungao for par entdo a sua série de Fourier (que é tnica) nao tem senos e se f for
impar, entao a respetiva série de Fourier s6 tem senos. Veremos agora como, dada uma fungao definida
no intervalo 0 < x < [, podemos obter a respetiva série de Fourier contendo apenas senos ou apenas
cossenos, consoante desejarmos. Recordemos, a este propdsito, que as equagoes que temos em aberto
no ambito da equagao de calor envolvendo o perfil inicial de temperatura f(z) sao:

chsen@:f(x), 0<z<l co—l—chcosw:f(m), 0<z<l,

cada uma delas correspondendo a um tipo de condigoes de fronteira, onde as incégnitas sao as constantes
reais ¢;.

Para esse efeito comecemos por demonstrar o seguinte teorema que constitui uma extensao do
Teorema 6.1 (ver pagina 314). Este teorema possibilitara a resolugao do problema de valores iniciais e
valores de fronteira envolvendo a equagao de calor ji abordado na Secgao 6.2, bem como a resolucao
de outros problemas relevantes em varios dominos.

Teorema 6.4 Sejam [ e [’ fungoes seccionalmente continuas no intervalo 0 < x < . Entdo, neste
intervalo, a fungdo f pode ser desenvolvida numa série sé de cossenos

ou numa série sé de senos

No primeiro caso 0s coeficientes a, sao dados por

l
—%/ f(x)cos@dm, n=20,1,2, ... (6.32)
0

enquanto que no sequndo caso 0s coeficientes by, sao dados por

/f senwdx n=1,2, ... (6.33)

Demonstragao Comecemos por considerar a fun¢ao

flz), 0<z<l

F(z) = f(—x), =l<z<0

Embora a funcdo f(z) nao esteja definida em = = 0, podemos considerar que f(0) = lim, o+ f(x)
dado f ser seccionalmente continua em 0 < x < [. Apresenta-se de seguida a representagao grafica de
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F(z), sendo facil de constatar que esta fun¢ao é par (por esta razao F' é designada a extensao par
de fem -l <z <I).

Portanto, pelo Lema 6.3, a série de Fourier de F' no intervalo — < x < [ contém apenas cossenos:

1 l
+Zan005w, anzj/lF( )cosn—;m:dz (6.34)

Tem-se ainda que a fungdo F'(x)cosnmx/l é par. Assim, pela Propriedade P5, tem-se

) l
a,,,,—T/F(a:)coswdw— /f coswdx
0

Finalmente, uma vez que F'(z) = f(x) para 0 < z < [, entao de (6.34) resulta
oo
a nmwx
= 30 +n§:1ancosT, O<z<l.

De notar ainda que a série (6.34) converge para f(z) em = = 0. Fica assim demonstrado o resultado
relativo a possibilidade de escrever f(z) como uma série de cossenos no intervalo 0 < z < .

Para demonstrar que a fungao f(x) também pode ser desenvolvida numa série de senos, consideremos
a funcao

f(z), 0<z<l
Gx)={ —f(-z), —=l<x<0
0, z=0

Apresenta-se de seguida a representacao grifica de G(x), sendo fécil de ver que esta funcao é fmpar
(por esta razao G ¢é designada a extensao impar de f em —I <z <I).
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Portanto, pelo Lema 6.3, a série de Fourier de GG no intervalo — < x < [ contém apenas senos:
> nmwx nmwx
G(z) =) bysen—= / G(x)sen —— dz. (6.35)
n=1

Tem-se ainda que a funcdo G(z)sennnz/l é par. Portanto, pela Propriedade P5 (ver pdgina 6.3),

tem-se
nmwx

) l
anT/G(x)sen—dx— /f sen—dm
0
Finalmente, uma vez que G(x) = f(z) para 0 < x < [, entao de (6.35) resulta

o0
x) :anseng, 0<x <l
n=1

De notar ainda que a série (6.35) se anula em = = 0. Fica assim demonstrado o resultado relativo a
possibilidade de escrever f(x) como uma série de senos no intervalo 0 < z < [. [

Exemplo 6.18 Desenvolver a fun¢io f(z) = 1 numa série de Fourier de senos no intervalo 0 < x < .

Solucao. Pelo Teorema 6.4, tem-se

o0
= ansenm:
n=1
onde
9 [m 9 0, n é par
bn:—/ sennrdr = — (1 — cosmn) = 4 .
T Jo nm —, n é impar
nm
Assim,
N
4 sen 3z sen[(2N — 1)z] 4 sen [(2n — 1)z]
== —_— +... ==y ————, 0 .
In(@) 7r<sen$+ 3 Tt TN WZ a1 = o SFST

Apresentam-se de sequida alguns grdaficos que ilustram a forma como a série de Fourier tende para a
funcao 1 no intervalo 0 < x < 7.

10 1.0 1.0 AN A\
05T 05T 05T
+ : + : : 0.0 t : : + : 0.0 t : : + :
00 | 5 3 1 2 3 1 2 3
X X X
Grifico de f1(z) e f(x) Grifico de fa(z) e f(x) Grifico de f3(z) e f(x)
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1.0 /AN \//\ 1.0 A “v"\,n 1.0
0.5 7 05T 0.5
0.0 f f f 0.0 f f f 0.0 f f f
1 2 3 1 2 3 1 2 3
X X X
Grifico de f5(x) e f(x) Grifico de fos5(x) e f(x) Grifico de fso(z) e f(x)

Continua-se a observar o fendmeno de Gibbs. Tal deve-se ao facto de para obter a série de Fourier
em senos no intervalo 0 < x < 7 se ter de usar uma extensio impar da funcao 1. Ora, essa funcao é
descontinua para x = 0 e assume o valor —1 no extremo x = 7, resultando entdo o fendmeno de Gibbs
na vizinhanga quer de x =0 quer de x = 1. Dada a forma como é feita a extensao impar, a série de
Fourier em senos no intervalo 0 < x < I apresentard o fendmeno de Gibbs sempre que a fung¢do nao
se anule emxz =0 e emxz =1.

Problema Desenvolver a fungao g(z) = = numa série de Fourier de senos no intervalo 0 < = < 7 e
analisar a respetiva convergéncia.

n+1
Resp.: gn(z) =2 27]2[:1 % sennz.

2 2 2
0-t f f f 0-t f f ' f 0-t f f f
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
X X X
Gréfico de g1(z) e g(z) Gréfico de g5(z) e g(x) Gréfico de gio(z) e g(z)
2 2 2
0 f f f 0 f f f 0 f f f
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
X X X
Gréfico de g15(x) e g(z) Gréfico de g3o(x) e g(z) Gréfico de gso(x) e g(z)

O fenémeno de Gibbs surge apenas na vizinhanga de 2 = 7 conforme esperado (porqué?).

Problema Desenvolver a fun¢ao w(z) = cosx numa série de Fourier de senos no intervalo 0 < z < 7.

Resp.: wy(z) = -2 27]@\[:1 T4z sen 2n.

Departamento de Matematica e Aplicacoes J. Figueiredo, C. Ribeiro - 2019
Universidade de Minho



6.3 Séries de Fourier: definicao e principais propriedades

327

Gréfico de wi(z) e w(x)

0 + } ? } + } 0 + } ? } + }
1 1 3
i X 1
1T 1T

Gréfico de ws(x) e w(x)

Gréfico de ws(x) e w(x)

1+

Gréfico de wip(z) € w(x)

1+

Gréfico de was(z) e w(x)

Gréfico de wsp(z) e w(x)

O fenémeno de Gibbs surge apenas na vizinhanga de z = 0 e x = m conforme esperado.

Exemplo 6.19 Desenvolver a fun¢ao p(x) = senx numa série de Fourier de cossenos no intervalo

O<x<m.

Solugao. Pelo Teorema 6.4, tem-se

onde

2 ™
ap = — sen cosnr dr = ——
™ Jo

Assim,

cuja representacdo grafica é

Departamento de Matematica e Aplicacoes
Universidade de Minho

o0
p(z) = % + Zl y, COS NI,
n=

2/7r 4
ag = — senxdr = —
™ Jo T

1
mn?—1

(1+(=1")

0,
B
pu n2_1°

n é impar

n € par
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1.0 1.0 1.0
0.5 0.5 0.5
0.0 t f + f + f 0.0 t f + f f 0.0 t f + }
1 2 3 1 2 3 1 2
X X
Grifico de p1(x) e p(x) Grifico de pa(z) e p(x) Grifico de p3(x) e p(x)
1.0 1.0 1.0
0.5 0.5 0.5
0.0 * f t f t f 0.0 * f t f t f 0.0 * f t f t f
1 2 3 1 2 3 1 2 3
X X
Grifico de ps(x) e p(x) Grifico de p1o(x) e p(x) Grifico de pas(z) e p(x)

No caso da série de Fourier em cossenos nunca se observa o fendmeno de Gibbs na vizinhanga de x = 0

ou de x =1 (porqué?).

Exemplo 6.20 Desenvolver a fun¢io h(zx) = €*

O0<zx<l.

Solugao. Pelo Teorema 6.4, tem-se

o0
h(z) = a_20 + ; Qp, COSNTT,

onde
1
a0:2/ edr=2(e—1)
0
e
1
2 —1
an:2/ e“":Cosmra:ala::—(ecsszn7T )
0 mT4n* + 1
Portanto,

(-1 -1
hy(x) :e—l—i-QT;m(:osmm:, 0<z<l,

a que corresponde a sequinte representacdo grafica.

numa série de Fourier de cossenos no intervalo
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2 *—/ ) V 2 V
T + } + } T + } + } T + } + }
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0

X X X
Grifico de hy(z) e h(x) Grifico de hay(z) e h(x) Grifico de hs(z) e h(x)
2 J/ ) J/ 5 T/
010 ' 015 ' ll.O 010 ' 015 ' 110 010 ' 0i5 ' lI.O
X X X
Grifico de hs(x) e h(x) Grdfico de hiop(x) e h(x) Grifico de h3p(x) e h(x)

e Convergéncia da série de Fourier

Discutiremos aqui a validade da equacgao

f(z) :%—F;(ancos#—i—bnsen#),

onde (ay,by,) sao os coeficientes de Fourier da fungao f(z) no intervalo —I < x < [. Por simplicidade
de escrita consideraremos [ = 7, sem perda de generalidade, uma vez que os resultados obtidos podem
ser aplicados ao intervalo —I < x < [ realizando a mudanca de varidvel 2’ = x7/I.

Primeiro é conveniente estabelecer a nocao de funcao seccionalmente suave. Tal é necessario pois
nem todas as séries de Fourier convergem, mesmo quando impomos que as fung¢oes a desenvolver sao
continuas. De facto, existem fun¢des em [—, 7] cuja série de Fourier diverge numa infinidade de pontos!
Por isso devemos centrar a nossa atencao sobre outra classe de fungoes, as fungoes seccionalmente
suaves. Comecemos por recordar a defini¢ao relativa a fungoes seccionalmente continuas.

Defini¢ao 6.4 Uma funcao f(z), a < x < b, diz-se seccionalmente continua se existe um nimero
finito de pontos a = xg < w1 < ... < Tp < Tpp1 = b tais que:

(i) f € continua em x # x;, i=1,...,p;
(i) f(z) = lir%f(xi +¢) existe (é finito), 1=0,...,p;
E—>

(iii) f(z;) = ggr(l]f(xz —¢€) existe(é finito), i=1,...,p+ 1.
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Tendo por base esta definigao, podemos agora abordar o conceito de funcao seccionalmente suave.

Defini¢ao 6.5 Uma funcao f(z), a < x < b, diz-se seccionalmente suave se [ e todas as suas
derivadas sao seccionalmente continuas.

Supomos que a subdivisao xg < 1 < ... < Zp41 se aplica tanto a f como a todas as suas derivadas.
Nestas condicoes, a derivada de uma fungao seccionalmente suave é ainda uma func¢ao seccionalmente
suave. Se f(z), a < x < b, & seccionalmente suave, entao f'(x) existe exceto em = = x1, ..., zp.

Exemplo 6.21 Seja

flz)=|z|, —-m<z<m.
Neste caso consideramos xg = —7, 1 = 0, o = 7. A funcao f é continua em todo o intervalo. Tem-se
ainda que f é seccionalmente continua, com f'(07) = —1 e f/(07) = 1. Todas as derivadas de ordem

superior sao nulas, pelo que f é seccionalmente suave.

Exemplo 6.22 Considere-se

z2, —T<x<0

xTr) =
9(x) 22+1, 0<z<nm

2

Vemos que g é continua exceto em x = 0 jd que g(07) =0 e g(0%) = 1. As derivadas de ordem mais
elevada sdo seccionalmente continuas em —mw < x < m, pelo que g é seccionalmente suave.

Exemplo 6.23 Seja

h(z) = ————= - < T <T.
() .’L‘2—7T2, ™ ™

Neste caso h ¢é continua, mas nio é seccionalmente continua uma vez que h(w~) e h(m™) ndo sdio
finitos. Assim, h nao é seccionalmente suave.

Exemplo 6.24 Considere-se
q(z) =+/|z|, —7mT<z<m.

A fungdo € continua, mas ndo é seccionalmente suave porque ¢'(07) = —oo e ¢'(01) = +oo, conforme
se pode observar no grdfico sequinte.
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—_—— — =

Representagao grifica de q (a cheio) e da sua derivada (a tracejado)

Problema Relativamente as seguintes fungoes, indicar as que sao seccionalmente suaves no intervalo
—r<z<m (i) flz) =cosa; (i) gz) = |z +x|Y%; (i) h(z) = 253; (iv) p(z) = 23.
Resp.: As fungoes f e p.

Da definigao de fungao seccionalmente suave decorre naturalmente que se f é uma fungao seccional-
mente suave no intervalo —I < x < [, entao f e f’ sdo seccionalmente continuas nesse intervalo. Assim
sendo, a série de Fourier de uma fungao seccionalmente suave f converge para a func¢ao f nos termos
do Teorema da Convergéncia (ver pagina 314).

e Convergéncia uniforme e fenémeno de Gibbs

Vimos que a série de Fourier de uma fungao seccionalmente suave converge para a fungao exceto nos
pontos de descontinuidade de f, onde converge para a média dos limites da fun¢ao & esquerda e a
direita. Uma vez que estamos interessados em aproximar fungoes por somas parciais das suas séries
de Fourier, fy, tem interesse analisar como é que a série de Fourier converge proximo de pontos
de descontinuidade. Para esse efeito observe-se os gréficos apresentados nos Exemplos 6.9, 6.10 e
6.18. Vemos que nos vdrios casos a série de Fourier ultrapassa f na vizinhanca dos seus pontos de
descontinuidade, independentemente do nimero de termos da série de Fourier que consideramos na
aproximagcao (designada soma parcial de ordem N): o fenémeno de Gibbs. Este fenémeno pode ser
descrito dizendo que as somas parciais fy nao convergem uniformemente para f (isto é, a curva nao
estd arbitrariamente préxima do gréfico de f para valores suficientemente elevados de N). E possivel
mostrar que no caso geral se tem o seguinte resultado.

Proposicao 6.5 Seja f(z) uma fungao seccionalmente suave em —mw < x < ™ e xg um ponto de
descontinuidade de f. Entao, devido ao fendmeno de Gibbs, a soma parcial de ordem N, fn, ultrapassa
a funcao f na vizinhanga de xg de uma quantidade que é aprorimadamente

0.09 | f(ag) — f(zg)] (6.36)

para valores elevados de N.
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Exemplo 6.25 Vimos no Exemplo 6.9 que a série de Fourier da fun¢do

{0 1<e<o
T=V 1, o<a<t

era tal que

1 2
gn(z :5 }Z sen2n—1)

Recorrendo a mudanga de varidvel ¥’ = wx concluimos que a série de Fourier da fung¢do

f(x):{ 0, - m<zx<0 7

1, 0<z<m

é tal que

I ( :——|— 22 sen 2n — 1)x.

Ora, fn(z) atinge o valor mdzimo para os pontos de abcissa x tais que fj(x) = 0, ou seja, aqueles

que obedecem & condi¢ao
N
ZCOS(QN — 1)z =0.
n=1

Mostra-se que as raizes desta equacao sao
T 27 3
r=d— F—,F+— ... E7
2N’ 2N’ 2N
que sdo, para cada N, pontos igualmente espagados no intervalo [—m,w|. Assim, o mdzrimo que se
encontra mais prézimo do ponto o =0, do lado positivo do eizo dos x, ocorre em x = 7w/2n, tendo-se

N
T 1 ) 1 (2n — 1)
R ( ) | ~ 1.0895.
mvlsy) =3t WNTéon:l m—_1""" 2N 0895
Portanto,
v
li [ ( ) (—ﬂ ~ 1.0895 — 1 = 0.0895
im N f 5N
e

[F(0F) = f(07)]=1-0] =1,

0 que estd de acordo com a estimativa (6.36).

Em muitos problemas é importante evitar o fenémeno de Gibbs, ou seja, devemos garantir que a
fungao f(z) é tao bem aproximada quanto se queira pela soma parcial fy(x) em todos os pontos do
intervalo — < x < [ desde que o valor de N seja suficientemente elevado. Tal é equivalente a requerer
que exista convergéncia uniforme, ou seja, que

i |fv(z) - f(a)] =0,

para todo —I < x < [. Ora, esta condicao é violada quando existe o fenémeno de Gibbs. De facto,
vimos no exemplo precedente que

i 1 ()~ (35)| o
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e Dois critérios para convergéncia uniforme

Abordaremos agora dois critérios para a existéncia de convergéncia uniforme. O primeiro pode ser
testado na série de Fourier, enquanto que o segundo pode ser testado na fungao.

Proposigao 6.6 (Primeiro critério para a convergéncia uniforme). Seja f(x), —I < z < I, uma fung¢ao
seccionalmente suave. Suponhamos que os coeficientes de Fourier {ay,} e {b,} verificam a condigao

[e.e]

> (lan| + [bu]) < oo (6.37)

n=1

Entao a série de Fourier converge uniformemente.

Exemplo 6.26 As séries > o0 (cosnx)/n? e S.°°  (sennz)/n sio séries de Fourier uniformente
convergentes no intervalo —m < x < m por se verificar a condigcao (6.37).

Exemplo 6.27 A série de Fourier obtida no Exemplo 6.11 (ver pdgina 317) é uniformente convergente
por se verificar a condigdo (6.37).

Problema Os coeficientes da série de Fourier do Exemplo 6.9 (ver pégina 314) satisfazem a condigao
(6.37)7

Resp.: Nao, a série Y 2 (Jan| + |bn]) = D ooy by nao é limitada e portanto ndo se pode garantir
que exista convergéncia uniforme (na realidade nao existe porque o fenémeno de Gibbs estd presente
conforme se pode ver na respetiva representagao grafica).

Proposigao 6.7 (Segundo critério para a convergéncia uniforme). Seja f(x), —l < x <1, uma fung¢dao
seccionalmente suave. Suponhamos ainda que f é continua em —l < x <l e que f(—=IT) = f(I7),
entdo a respetiva série de Fourier converge uniformemente.

Exemplo 6.28 A série de Fourier da fungao f(z) = |x| no intervalo —l < x <l converge uniforme-
mente.

2

Exemplo 6.29 A série de Fourier da fun¢do g(x) = x* no intervalo —m < x < 7 converge uniforme-

mente (ver problema da pagina 319).

Problema A série de Fourier da fungao

1, —-1<x<0
hz) = 2, 0<z<1

no intervalo —1 < & < 1 converge uniformemente?

Resp.: Nao, porque apesar da funcao h ser seccionalmente suave e se ter h(—17) = h(17) = 1, h nao
é continua no ponto de abcissa x = 0.
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Se nos concentrarmos na classe das fungoes seccionalmente suaves, entao estes dois critérios sao
necessarios e suficientes, ou seja, se a série de Fourier de uma fungao seccionalmente suave f converge
uniformemente, entdo f ¢ continua, f(—I1) = f(I7), e >0 (lan| + |by]) < c0.

Exemplo 6.30 A série de Fourier da funcao f(x) = x, —1 < & < 1, ndo converge uniformemente
pois f(—=17) # f(17), enquanto que a série de Fourier da funcgdo

(2) = -z, —-1<zx<0
I = 2, 0<z<l1

no intervalo —1 < x < 1 converge uniformemente (porqué?). De notar que se tem
2N 1
) ==Y = (=1)""sennnz
fu(z) =~ > ~(=1) :

N N
5 1 1 cos (2n — 1) mx 1 x4 sen (2n — 1) mx
xz—+—§ —cos2n7m:——§ _E _,
gN( ) 2 —~ n2 2 et 2n — 1 w3 o (271 — 1)3

sendo a respetiva representacdo grifica:

10T Lo

05T
T 0.5

1l0 05 1 05 10

05T X } i ; ; } ; }
| -1.0 0.5 0.5 1.0

-1.0T X

Grifico de fao(x) e f(z) Gréfico de gao(x) e g(x)

Problema Para que valor(es) de [ é que a série de Fourier da fungao

42, —l<x <0
h(z) = 4
z*, 0<z<l

no intervalo —I < x < [ converge uniformemente?

Resp.: Apenas para [ = 2, de forma a ter-se f(—IT) = f(I7).
e Diferenciacao de séries de Fourier
Vejamos agora um critério geral para a diferenciacao de séries de Fourier termo a termo.
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Proposicao 6.8 Seja f(z), —l < = < [, uma fun¢ao continua e seccionalmente suave tal que

f(T)=f7), e
+Z (ancos + by, sen?)

a respetiva série de Fourier em —l < x <. Entao,

[f'@D)+ fa7)] = Z ? (bn cos @ — ap sen ?) .

N |

Demonstragao Neste caso a fungao f’ é seccionalmente suave em —I < z < [ e por isso podemos
aplicar o Teorema da Convergéncia (ver pagina 314) a esta fungao (porqué?). Assim,

Loty + fla )] = 20 4 ¥ nmz nmz
2[f(x )+ f(@7)] = —i—Z(A cos - l —i—anen i )
com
1 l
=7 [ Fl@)de = a7) = =10 =0,
-1
A, == / f(z CS / f(z sen )da::n—lﬂbn,
1, nmwr nr ! nwT nmw
B, = 7 /lf (x) sen (T) dx = 7 /lf(:zt) cos (T) dx = ——an
onde se usou integracao por partes conjuntamente com o facto de f ser continua. [

Exemplo 6.31 Suponhamos que queremos calcular a série de Fourier de f(r) = 2%, -7 < x < 7.

Ora, a série de Fourier da fungdo par g(x) = 2* é da forma ap/2 + Y o0 ancosnz, com {a,} a

determinar (porqué?). Por outro lado, a série de Fourier da func¢ao g(x) = f'(x) =2z, -t <z <, é

o]
42 n+1senn:1:
9

n=1

pelo que a proposicdo precedente permite escrever

o0
= — E nan,sennc.
n=1

Assim, conluimos que
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Para determinar ag recorremos a defini¢ao

Portanto, temos a sequinte série de Fourier,

L (=
2 _ 1 2
=37 —1—431

cuja representacao grafica se encontra na pagina 319.

cosnx, —nw<x<T,

Problema Determinar a série de Fourier de p(z) = |z|, —7 < x < 7, sabendo que série de Fourier da
funcao

-1, —m<z<0
q(z) =
1, 0<z<m
em —m <z <7 é tal que
N
é Z sen(2n — 1)z
T 2n —1
n=1
_ 4 (2n—1)z
Resp.: |z| =72 - 250, CO(SZnnl)) :
1.0 ¥ 4
0.5t
3 02 a9 b1 2 s
05T X
2
Ao all
v Fr 3
Gréfico de goo(x) e g(x) Gréfico de paoo() e p(x)

Nota A Proposicao 6.8 nao é aplicavel a fungdes fmpares (porqué?).

e Integracao de séries de Fourier

Vejamos agora um critério geral que estabelece em que condigoes a integracao de uma série de Fourier
pode ser feita termo a termo.

Proposigao 6.9 Seja f(x), —l < x <1, uma fun¢ao seccionalmente suave com série de Fourier

—l—Z (ancos + by, sen #)
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Se -l < zg <z <lI, entdo

oo

/I:f(u)du:%(x—xo)—i—z

n=1

/ <an cos # + b, sen #) du.
o

Demonstragao Seja
X
Pla) = / [0~ 2] du,
- 2
A fungao F(x) é continua e seccionalmente suave, com F(—[) = F(l) = 0. Assim, pelo Teorema da
Convergéncia (ver pagina 314) tem-se

F(x) :%—FZ(&%COS# —l—gnsen#), —<z<l,
n=1

onde (ay,b,) sao os coeficientes da série de Fourier de F'(x). Estes coeficientes sdo dados por, para

n #0,

:%/_llcos@{/j ()~ 2] du} da::%/_ll ()~ 2] (/ulcos@c@ du

1 ! ag nmwu 1 ! nmwu
= l[f(u)—?} eanu——% _lf(u)seanu
1,

nm

_ L l [f(u)—%] (cos#—cosmr) du =

onde se recorreu ao facto de

agp > krx kmx
flu) — 3 = kzzjl <akcosT +bksenT> ,

conjuntamente com as relagoes de ortogonalidade apresentadas na pdg. 320.
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Recordando a definigao de F(z), mostramos entao que

z nmTT nmwT
/lf(u)d (w—i-l + + E (ansen 7 b,, cos 7 ), [ <z<l

Substituindo z por zp na igualdade precedente e subtraindo a igualdade resultante, o termo ag/2
cancela e temos o resultado proposto. [ |

Exemplo 6.32 De novo, suponhamos que queremos calcular a série de Fourier de f(x) = z°,
—m < x <, sabendo que a série de Fourier da fun¢ao g(x) =2z, —m <z <, €

oo

2x_4z n+1sennaz

Usando xo = 0, a proposi¢ao precendente permite escrever

x & -1 n+1 T
/ 2udu:4ZL/ sen nu du,
0 n 0

n=1

ou seja,
oo
oqu= (="
[ ]u:o :42 = [cos nul, —
n=1
o0
_1)n
i 42 ( 2) (cosnz — 1)
n=1 n
oo o0
—1)" —1)"
:42 ( 2) cosnx—élz ( 2)
n=1 n n=1 n
Mas
(o @]
3 =" 1,
2 b
= n 12
resultando

1 o (="
2 _ 1 2 —
T = 37T —1—42 — cosne.
n=1
Reencontramos assim o resultado obtido no exemplo precedente.

e O Teorema de Parseval e o erro quadratico médio

Ap6s a abordagem das propriedades de convergéncia das séries de Fourier, dedicamos agora a atencao
ao Teorema de Parseval dada a sua relevincia em problemas envolvendo séries de Fourier.
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Teorema 6.10 (Teorema de Parseval) Seja f(z), —l < x <, uma fungio seccionalmente suave com
série de Fourier

—|— Z <an cos 2L 1 b, sen #) (6.38)

FEntao
I 2 _(a\? |1 > 2 2
21 /lf (@) do = <2> +§n21 (an +03) - (6.39)

O lado esquerdo da igualdade representa o média de[f(x))* no intervalo —1 < x < 1. O lado direito
envolve a soma dos quadrados dos coeficientes de Fourier.

Demonstragao Aqui admitiremos que a fungao f(x) é continua e seccionalmente suave, tendo-se ainda
f(=I7) = f(I7). Neste caso multiplicamos a série de Fourier (6.38), que ¢ uniformemente convergente,
por f(x) tendo-se

f(x) = —i—Z[ COST—i—b n f(z )sen? )

n=1

Esta série ainda é uniformemente convergente, pelo que a podemos integrar termo a termo para
-l <z <, vindo

/llfQ(x)d / f(z dx—l—/ Z an f cosT—l—b n f(z )sen@} dz,
_ao [ o, [ nme l nme
5 /l f(a:)das—knz::l[an /lf(a:)cos 7 dz + by, /lf(a:)sen ;i d:z:].

Atendendo a defini¢ao dos coeficientes a,, € b, [cf. (6.24) e (6.25)] resulta
/l A (x)de = ajuzi(a? +b2).
-1 2 — e
Dividindo por 2/ obtém-se a Igualdade de Parseval
/ f2 — @) li a +b2)
2 :

conforme requerido. ]

A primeira aplicacao do Teorema de Parseval envolve o conceito de erro quadratico médio.
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Definicao 6.6 Seja f(x), —l < x < I, uma fungdo seccionalmente suave e fy(x) a soma parcial de

ordem N da respetiva série de Fourier. Definimos o erro quadrdtico médio O'%V como

2 1 : 2
=g | 1) - Ix@) e

FEsta quantidade mede quanto é que, em média, fn(x) difere de f(x). A série de Fourier de f(x)— fn(x)

é
> kmx krx
Z akcosT —i—bksenT ,
k=n+1

pelo que o Teorema de Parseval permite escrever

o0

l
5i | V@ - i@Rd =g Y (@)
n=N+1
e consequentemente
o 1+ 2
oN =3 ; a2 + ;)
Exemplo 6.33 Seja f(z) = |z|, =7 < x < w. Determinar o erro quadrdtico médio e indicar uma

estimativa assintotica quando N — oo.

Solucao. Tem-se

1 ™
bm:—/ |z| senmzx dz = 0, m=1, 2,
T

—T

dado f(x) ser uma fun¢do par. Por outro lado,

1 (7 2 [T
am:—/ |$|Cosmasda::—/ x cosmz dx
T Jo

T J—x

2 T=Tr
= [cos max +max senma],

™m2
2
= cosmm —1).
— )
Assim,
4
aom =0 Aom—1 = ——F———5
2m ) 2m—1 7T(2m — 1)27
pelo que
2 2 1 G 2
T2N-1 7 02N T 5 Z m
m=2N-+1
I <, 1 & 4 2
= = Qa = — —
D B 2 2. m(2m —1)2
© o2 (2m — 1)4
m=N-+1
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Apesar de nao ser possivel efetuar o cdlculo da soma desta série, podemos realizar uma estimativa
assintética (N — oc). Para esse efeito, comparamos a soma da série acima com o integral

E/OO Lo 4 1
2 Iy Qr—-1%" 372(2N —1)3

Podemos agora usar o sequinte resultado: se p(x) é uma fun¢ao positiva e decrescente, entao

my< [ o) de.
mZn:H@ /n ¢

conforme se ilustra na figura sequinte.

A drea sombreada representa a soma da série, enquanto que a drea sob a curva corresponde ao integral.
Portanto,

8 1 4 1

= S . S

2 Z (2m —1)* = 372 (2N —1)%’
m=N+1

pelo que para N suficientemente elevado

o0
% Z 2 114§i22]173_i2 -
™ 7rz,:N+1(m_) 372 (2N) 67

€ por 1880,

o3y =O(N73), N — co.

Na pritica, tal quer dizer que para N suficientemente elevado,

2
g o

2N 2N
T8, 28,
O4N O4N

ou seja, duplicar o mimero de termos na série de Fourier tem como resultado diminuir o erro quadrdtico
médio de um fator da ordem de 8 e o erro absoluto médio,

l
5 [ 1@ = Iy do.
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de um fator que deverd ser da ordem de 2.8. Em concreto, assumindo | = w, tem-se, por exemplo,

1 [7 8 1
i |z = fio(2))? do = = Z —— ~1.32x 1074,

710 = 9r | w2 2 (2m—1)"
1 (7 8 — 1
2 2 -5
020 ot 7ﬂ[|x| f20($)] €L 2 m§:11 (2 - 1)4 68 x 1077,
1 (7 8 1
2 2 —6
— — der = — —— ~211x10
040 o 77'([‘x| f40($)] X 7T2 n;l (2m — 1)4 X 5
1 (7 8 1
2 2 -7
= — — de = — —  _ ~264x10
T30 o 777[‘x| f80<x)] X 71‘2 771241 (2m — 1)4 X 5
1 [7 8 — 1
2 2 —8
— _ dr = — —— ~330x 10
7160 = 5 | ll#l = freo(z))"dw = 5 mzm (2m — 1)4 e

e asstm )

2 2 2
g (o} (o} (o}
—2 ~ 786, 22 ~T796, —2~7.99, —% ~8.00.
g g g o

20 40 30 160

Exemplo 6.34 Seja f(x) = x, —m < = < 7. Determinar o erro quadrdtico médio e indicar uma
estimativa assintdtica quando N — oo.

Solugcao. Tem-se

1 s
Ay = — x cosmx dr = 0,
ﬂ- —Tr

dado f(x) ser uma fun¢do impar. Por outro lado,

1 [7 2 [T
bm:—/ xsenmxdwz—/ T senmx dx
0

T ). T
=T
= — [senmx — mx cosmz], _ ) = —— cosmm
™ = m
2
- _(_l)erla m=1, 2,
m
Tem-se entao,
o0 [e.e] [e.e]
, 1 P 4 2
g = — = — _— = —_
N9 Z k=9 Z n? Z n?
n=N+1 n=N+1 n=N+1

Para obter uma estimativa assintdtica desta soma fazemos a comparacao com o integral
2 2
/N x2 N’

o3k =0O(N7Y, N — oo

. 2 2 ~ .
Neste caso, para valores de N suficientemente elevados, o5 /o5y =~ 2, o que quer dizer que quando N
for aumentado de um fator 2, entao o erro quadrdtico médio da aproximacao vai decrescer apenas para
metade e portanto oy /ooy =~ 1.4.

pelo que
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e Exercicios sobre séries de Fourier

Exercicio 6.5 Determinar a série de Fourier de cada uma das sequintes fungoes no intervalo especi-
ficado.

@ f@={ 7 PIiIY W<n 0 f@=s <y

L —2<z <0, 0, -l<z<0
() flz)=40, 0<z<l, |z[<2; (@) f(z)= ’ ’
e’, 0<x <,

1, 1<z<2,

e —l<xz<O,
e’,  0<x <,

|z <1

el <l (f) flo) =sen’z, [|z]<m

2

Exercicio 6.6 Determinar a série de Fourier da fungao x* no intervalo |z| < .

Exercicio 6.7 Obter as equagoes (6.29) - (6.31). Sugestao: usar as igualdades trigonométricas
sen Acos B = %[sen(A + B) + sen(A — B)],
sen Asen B = %[COS(A — B) —cos(A + B)],
cos Acos B = %[COS(A + B) + cos(A — B)].

Exercicio 6.8 Determinar a série de Fourier, envolvendo apenas cossenos, de cada uma das segquintes

funcoes no intervalo especificado.
(@) flx)= { z’ a0<<x$<<22’ 0 <z < 2a (b) flx)y=e™ O0<z<l;

x, 0<z<l/2,

() f(33>:{ l—z, 1)2<z<l,

O<z<l.

Exercicio 6.9 Determinar a série de Fourier, envolvendo apenas senos, de cada uma das sequintes
fungdes no intervalo especificado.

0, 0<z<1, . _
(a) f(:c)—{l’ | <z<2 0<z<2 (b) f(z)=2senzcosz, 0<uz<m.

Exercicio 6.10 (a) Desenvolver a funcgao f(x) = senx numa série de Fourier de cossenos no inter-
valo 0 < x < 7.

(b) Desenvolver a fun¢do f(x) = cosx numa série de Fourier de senos no intervalo 0 < x < .

(c) Pode-se desenvolver a func¢ao f(x) = senz numa série de Fourier de cossenos no intervalo
—7 < x < w?¢ Justificar a resposta.
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. . 272 L. . . .
Exercicio 6.11 Seja f(z) = 300 e ™ ™/ sennnx/l a série de Fourier de uma fungdo seccionalmente

suave. Mostrar que

> nm nmxr
212
n?m/l COS —=

f/(x) = Te )
n=1

7 - - E 2 fn27r/l2 nnx

f(x)—;(l) e sen ——.

Exercicio 6.12 Considerar a série de Fourier da fun¢do f(x) = x no intervalo —l < x <I:

2 K (—1)7Ht nmwx
=— sen :

T n l
n=1

x

2

Integrando esta série, determinar a série de Fourier da func¢do x* no intervalo —1 < x < .

Exercicio 6.13 Seja f(x) = x, —7 < & < w. Determinar o mdzimo da soma parcial f,(z) e verificar
a presenca do fenomeno de Gibbs. Pista: atender aos sequintes grdficos:

Gréfico de f5(x) Grifico de fio(x) Grifico de fao ()

Exercicio 6.14 Determinar o erro quadrdtico médio das séries de Fourier das sequintes funcoes:

-1, —m<z<0
(@) f(x)= 0, =0, —-m<z<m; b flz)=2% -rm<z<m;
1, O<zx<m

(¢) f(z)=senllz, —-7w<z<m.

Exercicio 6.15 Escrever o Teorema de Parseval para a série de Fourier do Ezercicio 6.14 (a).
Exercicio 6.16 Escrever o Teorema de Parseval para a série de Fourier do Ezercicio 6.14 (b).
Exercicio 6.17 Mostrar que no Exercicio 6.1/ (a) se tem 02 = O(n™1), n — .

Exercicio 6.18 Mostrar que no Exercicio 6.14 (b) se tem 02 = O(n™3), n — oo.
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6.4 Aplicacao a equacao de calor, equacao de onda e equagao de
Laplace

e Equacao de calor

Voltamos agora ao PVIVF

U = 0P Ugy, t>0,0<x<l
u(z,0) = f(x), 0<a<l . (6.40)
uw(0,t) =wu(l,t)=0. ¢t>0

Vimos na Secgao 6.2 que a funcao

o0
u(z,t) = Z Cp Sen @ gmotnimt /P
n=1
é uma solucao do PVF
U = Uy, t>0,0<x<l
uw(0,t) =u(l,t)=0. >0

9

quaisquer que sejam as constantes ci, ¢z, ... Tal conduziu-nos a questionar se é possivel determinar
constantes cq, ¢z, ... por forma a ter-se

o0
nwx
u(z,0) = chsenT =f(z), O<z<l.
n=1
Ora, tal como vimos na Seccao 6.3, a resposta é afirmativa. De facto, escolhendo

l
cn:g/ f(w)sen@da:,
L Jo l

entao a série de Fourier
o0
nwx
E Cp, sen ——
l
n=1

converge para f(x) se f for continua no ponto z. Portanto,
2 ! nmT ML _o2p272¢ /2
u(z,t) = 7 Z ; f(zx) sen —— dzx | sen e (6.41)
n=1

¢ a solugao do problema (6.40).

Nota Na realidade, a solugao (6.41) nao pode ser vista como a solugao de (6.40) até que justifiquemos
de forma rigorosa todo o processo limite envolvido. Em particular, temos que verificar que a funcao
u(z,t) definida por (6.41) tem derivadas parciais em ordem a x e a t, e que u(z, t) verifica a equagao de
calor u; = a’uy,. Nao é necessariamente verdade que uma soma infinita de solucdes de uma equacio
diferencial linear seja ainda uma solucao. De facto, uma soma infinita de solu¢ées de uma dada equagao
diferencial pode nem sequer ser diferencidvel. No entanto, no caso de (6.41) ¢ possivel mostrar (ver
Exercicio 6.20) que u(x,t) tem derivadas parciais em ordem a x e a ¢t de qualquer ordem, e que u(x,t)
satisfaz o PVIVF (6.40).
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Exemplo 6.35 Uma barra de aluminio (a* = 0.86 ¢cm?/s) com 10 cm de comprimento é aquecida
até ter uma temperatura uniforme de 100 °C'. No instante inicial, t = 0, 0s extremos da barra sao
merqgulhados num banho de gelo a 0 °C, sendo mantidos a essa temperatura. Supondo que nao existe
qualquer transferéncia de calor através das paredes laterais da barra, determinar a distribuicdo de
temperatura da barra em qualquer instante de tempo t > 0.

Solugao. Seja u(x,t) a temperatura da barra no ponto de abcissa x no instante t. Esta fun¢do satisfaz
o sequinte PVIVF
ur = 0.86 Uy, t>0, 0<x<10

u(z,0) = 100, 0<a <10 . (6.42)
u(0,t) = u(10,t) = 0. t>0
A solugao de (6.42) é

[ee)
U(CC, t) = Cp, S€n w 670'86 n?w2t / 100’
n=1 !
onde .
1 200
Cp = 5/0 100sennliox dx = H(l — cosn).

Uma vez que ¢, é nulo quando n é par e ¢, = 400/nm quando n é impar, tem-se

w(z,t) = 400 i sen(2n — 1)mz/10 ¢~0:86 (2n-1)%n /100

2n—1
n=
cuja representacdo grifica é
100 100 100 T
80 T 80 80 T
60 T 60 60 T
40 T 40 40 T
20 T 20 20 T
0 +——t—+—F+—+—"F+—+—"+—+— 0 f f f f 1 0 f f f f {
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
u(z,0) (exato) u(z,2) u(z, 10)
100 T 100 T 100 T
80 T 80 T 80 T
60 T 60 T 60 T
40 T 40T 40 T
20 T 20 T 20 T
0 F—+—t—+—F+—+—"F+—+——1+—— 0 =—t—+—F——F+——+—1 0 T ——F— =
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
u(z, 20) u(z, 30) u(z, 40)
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Exemplo 6.36 Considere-se uma barra de metal fina de comprimento | e difusividade térmica o,

cujas faces e extremos estao isolados por forma a nao existir passagem de calor através deles. Seja
f(x) a distribuicao inicial da temperatura ao longo da barra. Determinar a distribuicao de temperatura
para qualquer instante posterior t.

Solugao. Seja u(x,t) a temperatura da barra no ponto de abcissa x no instante t. Esta fun¢do satisfaz
o sequinte PVIVF
ut:a2um, t>0, 0<x<lI

u(z,0) = f(x), 0<z<l . (6.43)
uz(0,t) = ug(l,t) = 0. t>0

A solugao de (6.43) é obtida em dois passos. Primeiro, determinamos uma familia de solugoes
up(z,t) = Xp(2)T,(t) para o PVF

Up = O Uy, uz(0,t) = ug(l,t) = 0. (6.44)

Depois, determinamos constantes cy, c1, co, ... tais que
[o@)
u(z,t) = g Cn Un(x, 1)
n=0

satisfaga a condi¢ao inicial u(z,0) = f(x).
Passo 1: Seja u(x,t) = X (z)T'(t). Entdo
u=X1T, Upy = X' T,

pelo que u(x,t) é uma solucdo de uy = o Uz, se

XT =a?X"T,
ou seja
Xll Tl
X 2T

Tal como vimos na Sec¢ao 6.2, a equagio precedente implica que
X"+ AX =0, T + 2T =0,
para algum valor da constante \. Além disso, as condigoes de fronteira
0 =u.(0,t) = X'(0)T(t) e 0=uy(l,t) = X' ()T(t)

implicam que X'(0) = X'(I) = 0. Portanto, u(x,t) = X (2)T(t) é uma solu¢ao de (6.44) se

X"+XX =0, X'(0)=0, X'(I)=0 (6.45)
e
T' 4+ X\oT = 0. (6.46)
De momento a constante \ é arbitraria. No entanto, o PVF (6.45) tem solug¢do nao trivial X (z)
somente se (ver Exercicio 5.1 na pagina 282) X =n?w2/12, n =0,1,2,..., e nesse caso
X(z) = X, (z) = cos ?
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Por outro lado, a equagio (6.46) implica que

2

T(t) — @ n27r2t/12.

Assim
7

NTT 2.2 2, /72

U (x,t) =cos——e a'nimit /1

é uma solugao de (6.44) para todo n nao negativo.

Passo 2: Note-se que a combinagao linear

oo
o DL _ 202,24 /2
u(:c,t):5+ E Cn COS ——€ afnin’t /1

n=1

¢ uma solugao (formal) de (6.44) qualquer que seja a escolha feita para as constantes co, c1, 2, ... .

O seu valor inicial é
o
Co nwT
u(z,0) = 5 + E Cn COS ——
n=1

Assim sendo, para satisfazer a condi¢ao inicial u(x,0) = f(x) devemos escolher as constantes cq, c1,
¢, ... por forma a ter-se

Por outras palavras, devemos desenvolver f como uma série de Fourier em cossenos no intervalo
0 < x <. Ora, esta é a situacao a que se refere o Teorema 6.4, pelo que

) l
= —/ f(w)cos@dm.
L Jo l
A solugao de (6.43) é entao

nmwx —a2n?n2t /12
/f dm—l—lZ[/f cos—dx]cosT .

Note-se que da expressao precedente resulta que a situagao de equilibrio estaciondrio é atingida para a

temperatura

lim u(x, t) /f ) dz,

t—oo

a qual, como vimos anteriormente, corresponde ao “valor médio” da distribuicdo inicial de temperatura
na barra.

e Equacgao de onda

Consideramos agora o PVIVF

Uy = CPUgy, t>0,0<x<l
z,0 , 0<z<l
u(z,0) = £(@) | 647
ut(x,()):g( )7 0<z<l
u(0,t) = u(l,t) = t>0
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que carateriza a propagacao de ondas em varios meios, bem como a vibracao eldstica de uma corda
mecanica. Este problema também pode ser resolvido usando o método de separacao de varidaveis. Neste
caso, determinaremos (a) solugoes uy,(z,t) = X, (x)T,(t) do problema de valores de fronteira

{ Ut = Py, t>0,0<zx<l (6.48)

uw(0,t) =wu(l,t)=0. ¢t>0
e (b) a solucao de (6.47) escolhendo uma combinagao linear apropriada das fungoes uy,(z, t).
(a) Seja u(z,t) = X(x)T(t). Tem-se
upg = XT", Upw = X' T,

pelo que u(z,t) = X (z)T(t) é uma solucio da equacio de onda wuy = c?uy, sempre que X T" =
2 X"T, ou seja,
T// X//
T X
Uma vez que o primeiro membro de (6.49) s6 depende de t, enquando que o segundo membro s6
depende de z, tem-se

(6.49)

TII X/I
o= A T
para algum valor da constante A. Por sua vez, as condicGes de fronteira
0=u(0,t) = X(0)T(t) e 0=u(l,t) = X(D)T(t)

implicam que X (0) = X (I) = 0. Assim, u(z,t) ¢ uma solucao de (6.48) se

X"+XX =0, X(0)=0, X(1)=0 (6.50)
e
T" + \*T = 0. (6.51)
Para ja a constante A é arbitrdria. No entanto, como ja vimos, o PVF (6.50) tem solugdo nao
trivial X (x) somente se A = X\, = n?72/I2, n =1,2,..., e, nesse caso,
nmwx

X(x) = Xp(z) =sen -

Por outro lado, a equagao (6.51) lé-se agora

222
nimic
T+ T, =0
l
e assim (porqué?) . ,
nmwe nme

T,(t) = ap c08 —— + b, sen T

Portanto,
nmwx nmct nmct
un(z,t) = sen 5 ay, COS - + b, sen i
¢ uma solugao nao trivial de (6.48) para todo o inteiro positivo n, e para cada par de constantes
Ay, by.
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350 6. Separacao de varidveis, séries de Fourier e aplica¢oes

(b) A combinagao linear

> nwT nmwct nmwct
u(z,t) = sen —— | @y cos — + by, sen 7

n=1
verifica formalmente o problema de valores de fronteira (6.48) e as condigoes iniciais
nmwx >, nrme nmwx
Zansen—, ut(x,())zz ] by, n Sen ——.

n=1

Portanto, para satisfazer as condi¢oes iniciais u(z,0) = f(z) e w(z,0) = g(x), devemos escolher
as constantes a,, e b, de tal forma que

o
nma nme nna
E ansen ——, g(x) = ng 1 e bn, n Sen ——

no intervalo 0 < z < I. Ou seja, temos de desenvolver as fungoes f(z) e g(z) em séries de Fourier
de senos no intervalo 0 < x < [. Ora, esta é a situacao a que se refere o Teorema 6.4, pelo que

) l
/ f(z)sen _mm: dx, b, =— [ g(x) sen nre dx.
nmc Jo l

Por simplicidade, consideraremos apenas o caso em que g(z) = 0, ou seja, inicialmente a corda
tem velocidade nula. Nesse caso, o deslocamento da corda u(z,t) em qualquer instante de tempo
t > 0 é dado por

o
t) = Z:l ap sen # cos m;Ct / f(z sen "2 da. (6.52)

Justificacao da solugcio. Nao é possivel mostrar de forma direta, tal como fizemos no caso da equagao
de calor, que a funcao u(z,t) definida por (6.52) é uma solugao da equagao de onda. De facto, nao é
possivel mostrar diretamente que a série infinita (6.52) tem derivadas parciais em ordem a ¢ e a 2. Por
exemplo, calculando u; de modo formal obtém-se

(o @]
nmc nmwT nmct
U = — E ;i ay, sen sen

—~ l l

e devido a presenca do fator n esta série pode nao convergir. Existe, no entanto, uma forma alterna-
tiva de provar a validade da solugao (6.52). Tal permitird, simultaneamente, compreender melhor a
estrutura da solugao u(x,t). Comecemos por notar que

nwT nret 1 nmw nmw
sen——cos—— = [senT (x — ct) +senT (x—i—ct)] .

Assim, podemos escrever (6.52) como

1 s 2 l
u(z,t) = = Z an [sen nr (x — ct) +sen or (x + ct)] , an = - / f(z)sen 72 da. (6.53)
2 & l l I Jo I
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Seja agora F'(z) a extensao periddica par de f(x) no intervalo —I < x <, isto é,

B flz), O0<z<l, _
F(m)—{_f e Fz+2l)=F(x).

(—x), —l<z<0

Pode mostrar-se que a série de Fourier de F ¢

) l
ch sen@, anj/ f(z) sen@dm
0

pelo que

o0
F(x — ct) ch sen—x—ct) e F(x—i—ct):ch senn—;r(x—i—ct).

n=1

Assim sendo, podemos escrever u(x,t) [cf.

u(z,t) =

(6.53)] na forma
% [F(x — ct) + F(z +ct)], (6.54)

bastando agora mostrar que u(x,t) verifica a equagao de onda se f(z) tiver duas derivadas continuas.

De facto, se f(x) tiver duas derivadas continuas, entao F'(z) também tem, pelo que

170 0
u(x,t) = B [EF(.’E —ct) + aF(az + ct)]
_1 —t)dF +2(+t)d—F
2 875 (z—c du|,_, ., Ot T u—pct
_c dF _ dF(u)
2 u=x+ct du u=x—ct ’

) (L)

d?F(u) )
u=x—ct

du?

u=x-ct

—F(z+ ct)]

+ = 0 (x+ ct) dr
ox du

)
u:xct)

> N a9 (dF(u)
u=zx+ct 8t du

)

du?
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Substituindo estes resultados em wuy = c?uy, resulta uma identidade, conforme requerido.

A equagao (6.54) tem a seguinte interpretagao. Se tragarmos o grafico da fungao y = F(z — ct) para
um valor fixo ¢, vemos que ¢é igual ao gréfico de y = F (), exceto o facto de estar transladado para a
direita de uma distancia ct, conforme se mostra na figura seguinte.

5
1
1
1
D S
Griéfico de y = F(x) Gréficode y = F(x — 1)

Portanto, F'(x — ct) ¢ uma onda que viaja com velocidade ¢ na direcgao positiva do eixo dos zz. De
forma anéloga, F'(x + ct) é uma onda que se desloca com velocidade ¢ na direc¢do negativa do eixo
dos zz. O numero c¢ representa a velocidade com que a “perturbacao” se propaga ao longo da corda
vibrante. Se a perturbacao se dd4 num ponto zg, entao serd sentida num ponto z apds um tempo
t = (x — xp)/c. Portanto, a equagdo de onda carateriza a propagacao de ondas num meio em que as
perturbagoes (ou sinais) se deslocam com velocidade finita.

Exemplo 6.37 Determinar a solu¢ao do PVIVFE

U = gy, t>0, 0<z<2m
u(z,0) = cosz — 1, 0<z<2m
u(x,0) =0, 0<z<2m

u(0,t) = u(2m,t) = 0. t>0

Solugdo. Neste caso u(z,t) é dado por

o0 27
nct 1 nT
g an sen—cos an = —/ (cosx — 1) sen — dz.
2 T 0 2
n=1
Portanto,
1 /2 nx 1 [ nx
ap = — cosxsen — dxr — — sen — dx.
™ Jo 2 ™ Jo 2
Ora,
2 nT 1 [ nT nx
cosrsen — dr = — [sen (——i—x)—i—sen (——aj)} dx
0 2 2 Jo 2 2
12 n+2 -2
:—/ sen ntz T + sen n—z | dx
2 Jo 2 2
2n
= (1 — cosnm)
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2m
2
/ sen = dp = = (1 —cosnm),
0 2 n

pelo que

n 1
1— (-
[nQ — (1 — cosnm) - (1 — cos mr)]

1
<n2n_ i E) (1 —cosnm).

Assim, a, =0 sen é par e

4 2n+1 1 0.1.9
a =— — n=
2n+1 . (2TL—|—1)2—4 om + 1 ) ) Ly 4y

Tem-se, finalmente,

o0

t

u(z,t) = E OagnH sen(2n + 1); cos(2n + 1)%
n=

2n—|—1 1 T ct
__E _ 2 1= 2 1=
(2 1 5 1>sen(n—|— )2008(n+ )2

e Equacao de Laplace

Consideramos agora a equacao de Laplace

Existem dois tipos de problemas de valores de fronteira relacionados com a equacao (6.55): o problema
de Dirichlet e o problema de Neumann. No problema de Dirichlet queremos determinar uma fungao
u(z,y) que satisfaca a equacao de Laplace num dominio D e que assuma determinados valores na
fronteira de D. No problema de Neumann, queremos determinar uma func¢ao u(z,y) que satisfaga a
equacao de Laplace num dominio D, devendo as respetivas derivadas na direccao normal a D assumir
determinados valores. Caso o dominio seja um retangulo, qualquer um dos problemas pode ser resolvido
usando o método de separacao de varidveis.

Exemplo 6.38 Determinar uma fun¢io u(x,y) que satisfaca a equagdo de Laplace no retdangulo
0<z<a,0<y<b e que verifigue as sequintes condigoes de fronteira

u(z,0) =0, u(z,b) =0,
u(0,y) =0, ula,y) = f(y).

Solucao. FEste problema de Dirichlet é resolvido em dois passos. Primeiro determinamos fungoes
un(z,t) = Xp(z)Yn(y) que satisfagam o problema de valores de fronteira

Uzz + Uyy = 0, u(z,0) =0, u(z,b)=0, u(0,y)=0. (6.56)
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Depois determinamos o valor das constantes ¢, de tal forma que a combinacao linear

U(l’,y) = ch un(xay)

n=1

satisfaga a condi¢ao de fronteira u(a,y) = f(y).
Passo 1: Seja u(z,y) = X(2)Y (y). Resulta uzy, = X"Y e uyy = XY, pelo que u(z,y) = X ()Y (y)
¢ solucao da equacao de Laplace se X"Y +Y"X =0, ou seja,

Y/I X/I
Y =X
Como o primeiro membro sé depende de y, enquanto que o segundo membro sé depende de x, entdo

deverd ter-se
Y” Xll

Y X
para algum valor da constante X. Temos ainda as condi¢oes de fronteira

-2

0, 0<z<a,
u(z,b) = X(2)Y(b) =0, 0<z<a,
0, 0<y<b,
que implicam
Y(0)=0, Y(b)=0, X(0)=0.
Portanto, u(x,y) = X ()Y (y) é uma solugio de (6.56) se

Y'4+AY =0, Y(0)=0, Y(b)=0, (6.57)

X" )X =0, X(0)=0. (6.58)

Para ja a constante X é arbitrdria. No entanto, o PVE (6.57) tem solug¢do nao trivial Y (y) apenas se
A=\, = n’7?/b?, tendo-se
nm
Y (y) = Ya(y) = sen Ty (6.59)

Por sua vez, a equag¢do X" — (n®m?/b*)X = 0 implica que

sendo que a condigao X (0) = 0 implica que c; = 0. Entdo

un(x,y) = senh D72 sen 22
b b
¢ uma solu¢ao do PVF (6.56) qualquer que seja n € N.
Passo 2: A funcao

o0
nw nmwy
= h— —
u(z,y) nE 1 cnsenh — = sen —
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¢ uma solugao (formal) de (6.56) qualquer que seja a escolha das constantes c1, ca. ..., tendo-se

nmy

o0
nwa
u(a,y) = ; ¢ senh o sen

Entao, as constantes c1, ca, ..., devem ser tais que

o0
fly) = chsenh?senn%;y, 0<y<b,
n=1

15to €,
Sy nmwy
f(y):ng_lcnsenT) 0<y<b7

onde
~ nmwa
¢, = ¢, senh —.

b
Ou seja, temos de desenvolver f(y) como uma série de Fourier de senos no intervalo 0 < y < b.
Facilmente se comprova que

2 [t 2 b
En:—/ f(y)sen@dy = CHZW/ f(y)sen@dy, n € N.
b Jo b bsenhT 0 b

Exemplo 6.39 Determinar uma fun¢io u(x,y) que verifique a equagdo de Laplace no retdngulo
0<z<a,0<y<b, satisfazendo as condigdes de fronteira:

uy(z,0) =0,  uy(z,b) =0,
ur(0,9) =0, uz(a,y) = f(y).

Solucao. Novamente, tentamos resolver este problema em dois passos. Primeiro, determinaremos
fungoes up(x,t) = X, (2)Yn(y) que satisfagam o PVF

Upg + Uyy = 0, uy(2,0) =0, uy(z,b) =0, u,(0,y)=0. (6.60)

Depois, tentaremos determinar constantes c, tais que a combinac¢ao linear
o0
u(@,y) =Y cntin(2,y)
n=0

satisfaga a condi¢ao de fronteira u,(a,y) = f(y).
Passo 1: Tal como no exemplo precedente, e dado a equacao diferencial ser a mesma, tem-se
Yl/ X/l

y - x

para algum valor da constante \. As condicoes de fronteira
uy(z,0) = X(2)Y'(0) =0, 0<z<a,
uy(z,b) = X(2)Y'(b) =0, 0<z<a,
ue(0,y) = X'(0)Y (y) =0, 0<y<b,
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implicam que
Y'(0)=0, Y'(b)=0, X'(0)=0.
Portanto, u(x,y) = X ()Y (y) é uma solugio de (6.60) se

Y'+AY =0, Y'(0)=0, Y'(b)=0 (6.61)

X" —AX =0, X'(0)=0. (6.62)

O problema (6.61) tem solug¢do néo trivial se e s6 se A = N\, = n?7?/b?, n € Ny, tendo-se, neste caso,

nm
Y(y) = Ya(y) = cos Ty
Por sua vez, a equagao (6.62) implica que X (x) é proporcional a coshnmxz/b (porqué?). Assim,
up(z,y) = cosh D2 cos 1Y
b b
¢ uma solugao do PVFE (6.60) qualquer que seja n € Ny.
Passo 2: A funcao

(0.9}
co nTT nmy
u(z,y) = — Cn cosh —— cos —=
@y) =5+ nzl nCOSh Ty b
é uma solugao (formal) de (6.60) qualquer que seja a escolha das constantes co, c1, .... Tem-se,
o0
nmw nwa nmy
ug(a,y) = — ¢y, senh — cos —=,
b b b
n=1
pelo que as constantes cq, co, ... devem ser tais que

f(y) :;n—bﬂcnsenh$cos% 0<y<b,

ou, equivalentemente,

o0
fly) = ZEn COS% 0<y<b, (6.63)
n=1
com
-~ nm nmwa
Cp = Tcn senh >
Assim, desenvolvendo a fungio f(y) em série de Fourier de cossenos no intervalo 0 < y < b, resulta
1/ 2 — b nmwy nmwy
0 = ) 10 53| [ seos Sy cos T3 (6.6)

Uma vez que hd um termo constante em (6.64) que nao existe em (6.63), é necessario assumir que

b
| =0
para que este problema de Neumann tenha solugdo. Se esta condicdo for satisfeita, entao,
~ 2 [P nmy 2 b nmwy
== —=d = = —dy, e N.
f=g [ S Thdy = o= g [ ) cos .

Note-se que a constante cy permanece arbitrdria, e por isso a solu¢ao u(xz,y) fica determinada a menos
de uma constante aditiva. Esta é uma propriedade de todos os problemas de Neumann.
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e Exercicios sobre aplicagcao a equacao de calor, equacao de onda e equacao de
Laplace

Exercicio 6.19 Os extremos x = 0 e x = 10 de uma barra de aluminio (o = 0.86) sio mantidos a
10 °C, enquanto que a sua superficie se encontra isolada. Determinar uma expressao para a distribui¢do
de temperatura na barra ao longo do tempo u(x,t) caso se tenha inicialmente:

(@) u(xz,0)=70, 0<z<10; (b) wu(z,0)=T0cosz, 0<z<10;

10, O<x<b
10 (10 — ), F<z <10

0, 0<az<3

(c) u(x,o):{ 65, 3<z<10

; (d) u(x70):{

Exercicio 6.20 Verificar que a fungao u(x,t) definida por (6.41) satisfaz a equagao de calor. Sugestao:
Usar o critério da razio (ou Critério D’Alembert) para mostar que a série infinita (6.41) converge,
podendo assim ser diferenciada termo a termo relativamente at e a x.

Exercicio 6.21 Determinar a solugdo do PVIVF

U = gy, t>0, 0<z<3 z, O<z<l1
u(z,0) =0, 0<z<3 , u(z,0) = 1, 1<z<2
uw(0,t) = u(3,t) = 0. t>0 3—x 2<z<3

Exercicio 6.22 A equacao de onda em duas dimensoes é uy = c2(um + uyy). Determine solugoes
desta equacao usando o método de separacao de varidveis.

Exercicio 6.23 Determinar a solu¢ao do sequinte PVF: gy +uyy = 0, 0 <z < a, 0 <y < b,
satisfazendo as condi¢oes de fronteira

6.5 Exercicios de revisao do Capitulo 6

Exercicio 6.24 Usar o método de separacao de varidveis para determinar a solug¢ao dos seguintes
problemas.

(@) ue=uy, u(0y)=e'+e? (b)) w=uy+u, u0y) =2"Y—e

Exercicio 6.25 Averiguar se o método de separa¢io de varidveis pode ser usado para substituir cada
uma das EDPs sequintes por pares de EDOs. Em caso afirmativo, determinar essas equagoes.

(a) tuy +uy = 0; (b)  tugy + zup = 0;
(€) Upe +(x—Y)Uyy =0; (d) Uy + 2y +u = 0.

Exercicio 6.26 Determinar a solugdo do seguinte PVIVFE.

up = 1.14 Upy, t>0 0<z<?2
u(z,0) =senmx/2 + 3senbrx/2, 0<z <2
u(0,t) = u(2,t) = 0. t>0
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Exercicio 6.27 Determinar a série de Fourier de cada uma das sequintes fungoes no intervalo especi-
ficado.

-z, —-1<x<0, ) 0, =2<x<],
@ s@={ 7% Y k< o f@={§ TII5y k<2

Exercicio 6.28 Determine a série de Fourier, envolvendo apenas cossenos, de cada uma das segquintes
funcoes no intervalo especificado.

0, 0<z <1,

(a) f(x):{l lcz<a 0<z<2; (b) f(z)=cos’z, 0<z<m.

Exercicio 6.29 Determinar a série de Fourier, envolvendo apenas senos, de cada uma das sequintes
funcdes no intervalo especificado.

@ fw={ " ST vce<a o sw={, T O5rel

a, a<x<2a, -z, l/2§$<l, , O<zx<l

Exercicio 6.30 Os extremos e as faces de uma barra de cobre (o® = 1) de comprimento 2 estdo iso-
lados relativamente ao exterior por forma a nao passar calor através deles. Determinar uma expressao
para a distribuicao de temperatura na barra ao longo do tempo, u(x,t), caso se tenha inicialmente
u(z,0) = T0sen7z, 0 < x < 2.

Exercicio 6.31 Determinar a solu¢ao do problema

Utt = Ugs, t>0, 0<z<l1
u(z,0) =0 0<zx<l
u(z,0) =1, 0<z<1

u(0,t) = u(1,t) = 0. t>0

Exercicio 6.32 Uma corda com 10 ¢m de comprimento (quando ndao sujeita a tensao) encontra-se
fixa nos extremos, sendo levantada no ponto médio até uma altura de 1 cm e largada depois. Descrever
o movimento da corda (que obedece & equagdio de onda) considerando ¢* = 1.

Exercicio 6.33 Determinar a solu¢io do sequinte PVF: Uz +uyy = 0, 0 < 2 < a, 0 <y < b,
satisfazendo as condicoes de fronteira

6.6 Solucoes dos exercicios do Capitulo 6

6.1. (a) u(t,y) = 2 4 ¢=3040); (b u(z,y) = e 574 4 2e~ o6y _ 14132 +14y,

(c) v(z,t) = 10242 + 9276¢73;  (d) w(t,z) = e # T2 12 4 == 22432
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6.2. u(x,t) =5senze ' +3senbre 2, 0 <z <.

u(x,0) . u(x,0.04) u(x,0.2) u(x,1.0)
0 0 0 0
0 2 0 2 0 2 0 2
X X X X

u(z,0) u(z,0.04) u(z,0.2) u(z,1.0)

6.3. u(z,t) =5senwe !+ 3senbre 2 0 <z < 7/2.

u(x,0) ; i u(x,0.04) X u(x,0.2) S u(x,1.0) S
0 0 0 0
0 1 0 1 0 1 0 1
X X X X

u(z,0) u(z,0.04) u(z,0.2) u(z,1.0)

6.4. () X" —pX =0,Y" —(u+NY =0, T — \a?T = 0;

(b) u(z,y,t) = sennmz/a sennmy /b e~ T 0> +a)i /a?b?

4 (senmx sendmx  senodmx
6.5. = — R
(@) fa) = 3 (T 4 S I,
4 (senmx sen2mx  sendmx
b =— — +...;
) flo) = 3 (57 - S I L),
3 1 x1
(c) f(z) = 1 %nglﬁ {senn—;cosn—gx + (1 — cos %)senn—gx];
l l n
-1 X e(-1)"-1 nmwx nrx
(d) f(z) = T nz::l P (l 08 —— — nwsen T),
: x e(-1)"—1 1
(e) f(z) = 67 +21 nz_:l elg +3127r2 Cos mlr:z:; (f) f(z) = 75enT — 7 sen 3x.
2 0 (—1)"
7r cos nx
6.6. =—+44 .
fla) =75+ n; >
3a  4a X cosnm/2—-1 nnx e—1 > 1—cosnm/e
6.8. (a) f(x) = il = ngl 3 cos ——; (b) f(z) = . + 27;1 e CoSn;
I =1
() J(@) = 3+ X oy [Reosnr/2 1= (=1)"] cos@.
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360 6. Separacao de varidveis, séries de Fourier e aplica¢oes

=1Iw

6.9. (a) f(x) = ij %[cosmr/Z — (=1)"]sennmx/2; (b) f(x) = sen2z.

2 4 [cos2x cosdx
6.10. (a) senx:;—i—;<1_22+1_42+...>,0<x<1;

(b) 4 (2sen2x n 4sendx
cosx—
22 1 42 —1

(¢) Nao. Argumento 1: A série de Fourier de f(xz) = senz no intervalo —m < x < 7 ¢ tnica,
sendo f(x) =senx. Argumento 2 : A série de Fourier de uma funcdo impar (como senz) é uma
série que envolve apenas senos.

+...>,O<x<1;

42 %) _1n+1 2 42 00 _1n
6.12. o2 — 2L Z( ) (1—cos@):l— l2 Z( ) #
nl ™

n=1

6.13. O méximo é atingido na vizinhanca de z = £7 (pontos de descontinuidade da extensao pe-

riédica de f(z)), mais concretamente em z = =+ (1) 7, tendo-se limy, o fr("2m) = 3.703 e

lim,, 00 [fn(”T_lW) — f(”T_lﬂ)] ~ 0.56 ~ 0.09 |f(7~) — f(=1)].

6.14. (a)a%:% %O: w, (b) 02 =8 io: 1. (c) 02 = 0 para n > 10.

k=n-+1 n k:n+1n4’
6.15 7r2—1+1 1+ TN
T8 32 52 9 25
i 1 1 1 1
6.16. — =1 =14 =+ —
90 +24+3 +16+81+

6.19. (a) u(z, 1) = 220 3 sen(@n = Dmw/10 g.s6(n-1)2m2¢ /100,
T

n—1 2n —1
u(x,0) 60 u(x,1) 60 u(x,5) 60 u(x,25) 60
40T 40 40 40
20T 20 20 20
0+—+—+—+— 0 0 0
0 5 10 0 5 10 0 5 10 0 5 10
X X X X
u(z,0) (exato) u(z, 1) u(z, 5) u(zx, 25)
> 1 —(=1)"cos10  nmz 2 2
b t) = 140 086n7rt/100
u(x,0) so u(x,0.5) 5o u(x,l) so u(x,2.5) 5o
0 0
5 10 5 10
X X
-50 -50
u(z,0) (exato) u(z,0.5) u(z,1.0) u(z,2.5)
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6.6 Solucoes dos exercicios do Capitulo 6 361

(©) ufa,t) = 0 35 SN2 o PTE pmosontatt /100,
n=1
u(x,0) 40{ i i u(x,1) 40{ : u(x,5) 40{ u(x,20) 40{
u(z,0) u(z, 1) u(z, 5) u(z, 20)
_ 130 & cos3nm/10 — (=1)" NTL o 86n2r2t /100
(d) u(z,t) = ) - T .
u(z,0) | u(z, 1) | u(z,5) | u(z, 20)
6.21. u(z,t) = % i % :senE + senzn—7T sen@ cos nmet
u(x, O) 1.0 j : u(x,0. 25/c) 1.0 i : u(x,0. 5/c) 1.0 i u(x,1. O/C) 10
u(z,0) u(z,0.25/c) u(z,0.5/c) u(z,1.0/c)

u(x,1.25/c) 10 X

05{ u(x,1.75/¢c) 00 F‘ u(x,2.25/¢c) 00 u(x,3. O/C) 00
0.0 0.5

-1.0

u(z,1.25/c) u(z,1.75/c) u(z,2.25/c) u(z,3.0/c)

6.22. u(z,y,t) = X(2)Y (y)T(t); X(z) = a1 cos px + by sen px;
Y (y) = ag cos /A2 — p2y + by sen /A2 — p2y; T(t) = a3 cos At + bz sen Act.

& nm(r —a nmw — b ni
6.23. u(z,y) = ngl cn senh ( b ) sen by’ Cn = m! f(y) senTydy.
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362 6. Separacao de varidveis, séries de Fourier e aplica¢oes
6.24. (a) u(t,y) =™V 4+ 729 (b) u(t,y) = 2e7Y — 33+,

6.25. (a) u(z,t) = X(x)T(t); X'+ AX =0, tT" — \T = 0;
(b) u(z,t) = X(x)T'(t); X" — XX =0, T + MT = 0;

(¢) Nao é possivel devido ao termo = —y; (d) Nao é possivel devido ao termo ;.

6.26. u(x,t) = sen 7; e~ L14m%t/4 4 3g0n 57; —(1.14)257%t /4

6.27. (a) f(x) = cos(2n — 1)mx

4 2 1
=R (2n —1)2

32 [(=1)" 2n—Drxz  (-1)"  nmrz  (—=1)"
(b) f(z) = —|—7rn2::1 [Qn_lcos 5 — o sen— + 5, Sennmz|.
1 2> (=) (2n — D7z 1 1
.28. — -4 = : — =+ = cos2z.
6.28. (a) f(x) 2+7Tnz::12n_1cos 5 ;o (b) f(2) 5 T 5082z
6.29. () J(2) = 25 5 — [2sen 2" — (=1 sen 2
.29. (a x_7r2n:1n2 sen — n| sen =~
41 = (—1)ntd (2n — 1) 7x
b) f(z) = — sen
()f() 7r2n:1(2’)’l,—1)2 l
6.30. 'U/(.'Z?, ): _@ Z 2n 1 (2n_1) (2T‘L 1)2 2t/4
u(x,0) so u(x,0.05) 5o u(x,0.1) so u(x,0.2) so
0
1
X
-50
u(z,0.05) u(z,0.1) u(x,0.5)
6.31. () — 4§7 (2n — 1)mz sen(2n — 1)t
u(x 2 2 a1 sen(2n mx sen(2n mt.
u(x,0.05) 04+ u(x,0.25) 0.4 u(x,0.5) o4 + u(x,0.65) 0.4
0.2 " 0.2 0.2 '-' 0.2
0.0 ——F—+¥ 0.0 0.0 +——+—— 0.0
0.0 05 1.0 0.0 05 1.0 0.0 05 1.0 0.0 05 1.0
X X X X
u(z,0.05) u(z,0.25) u(z,0.5) u(z,0.65)
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6.6 Solucoes dos exercicios do Capitulo 6

8§ X 2
6.32. u(x,t) = = ngl sen:;r/ sen nf(_)x cos —.
u(x,0) ' u(x,1.0) "°
0.5 05
0.0 0.0
0 5 10
X
u(z,0) u(z, 1.0)
&, nm (y —b)

6.33. u(z,y) = > cpsen "7 senh 2
a

n=1 a

Departamento de Matematica e Aplicacoes
Universidade de Minho

u(x,2.5) 10

0.5

0.0

u(z,2.5)

-2 @ nwx
= — —dx.
asenhnﬂ'b/a/o f(x)sen a

363

ux,4.5) 7T
05+
0.0 F——F——¥
0 5 10
u(zx,4.5)
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