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Resumo

Titulo da dissertacao: Resolucao Numérica da Equacao de Poisson.

Esta dissertacao tem como objetivo a resolucao numérica da equacao de Poisson com
condicoes de fronteira de Dirichlet. Como exemplo de aplicacao, consideramos o problema
da determinacao dos valores de equilibrio da temperatura em pontos do interior de um
dominio plano (quadrado). A discretizagdo do problema é feita com a formula cléssica
dos cinco pontos. Para a resolucao do sistema de equacoes, limitar-nos-emos a usar os
meétodos iterativos de Jacobi, de Gauss-Seidel e SOR (sobre-relaxagio sucessiva). Apresen-
tamos a teoria relevante para o problema, em particular no que diz respeito a convergéncia
dos métodos referidos. Desenvolvemos e testamos codigos Matlab que implementam os
métodos.

Palavras-Chaves: Equacao de Poisson, diferencas finitas, métodos iterativos,
convergencia.



Abstract

Dissertation Title: Numerical Resolution of Poisson’s Equation.

The subject of this dissertation is the numerical resolution of Poisson’s equation with
Dirichlet’s boundary conditions. As an example of application, we consider the problem
of determining the steady state values of temperature at points in the interior of a flat
(square) domain. The discretization of the problem is carried out with the classic five
points formula. For the solution of the linear system of equations, we limit ourselves to
using the iterative methods of Jacobi, Gauss-Seidel and SOR (successive over-relaxation).
We present the theory relevant to the problem, in particular with regard to the convergence
of the referred methods. We have developed and tested Matlab codes that implement the
methods.

Keywords: Poisson’s equation, finite differences, iterative methods, convergence.
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Introducao

A equacao de Poisson é uma equacao diferencial as derivadas parciais que ocorre com
frequéncia em muitas areas, por exemplo em eletrostatica, engenharia mecéanica e fisica
tedrica. Na impossibilidade de resolver exatamente a equacao por métodos da analise
matematica, a alternativa ¢ calcular numericamente a solucao de cada problema concreto
e tal implica a resolucao de um sistema de equacoes lineares.

Os métodos para resolver sistemas de equagoes lineares dividem-se em duas categorias:
métodos diretos e métodos iterativos. Os primeiros, como é o caso do método de eliminacao
de Gauss, permitem obter a solucao do sistema apds um nimero finito de operacoes arit-
méticas e sao, em geral, usados nos casos em que a matriz ¢ densa, isto ¢, a percentagem
de entradas iguais a zero é baixa. A solucao produzida por um método direto s6 nao sera
exata por culpa dos erros de arredondamento. Os métodos iterativos produzem uma suces-
sao de aproximacgoes que, idealmente, converge para um limite que ¢ a solugao procurada.
Por outras palavras, sempre que tomamos como solucao uma aproximacao calculada por
um método iterativo estamos a cometer também um erro de truncatura e este erro nao
existe quando se usa um método direto. Tal nao implica que os métodos diretos produzam
melhores aproximacoes do que os métodos iterativos. Estes sao capazes de produzir apro-
ximagcoes com erros pequenos, sempre dependente da precisao da aritmética usada. Além
disto, sao mais flexiveis ja que o critério de paragem é fixado em funcao da qualidade que
se deseja para aproximacao a calcular. Os métodos iterativos sao muito populares para
os sistemas de grande dimensao que apresentam elevada percentagem de coeficientes nulos
(designamos estes sistemas/matrizes por esparsos/esparsas, tradugao do inglés sparse). A
razao é a seguinte: ao contrario do que acontece nos métodos diretos, em que a matriz do
sistema sofre sucessivas alteracoes, esta nao é alterada nos métodos iterativos. Na verdade,
podemos neste caso pensar na matriz, digamos A, como uma “caixa preta” que recebe um
vetor x e produz o vector A * x, uma vez que a multiplicacdo matriz-vetor é a forma como
a matriz ¢ usada no contexto dos métodos iterativos.

O armazenamento de matrizes esparsas, “grandes”’, na forma usual de um “array” de
duas dimensoes requer quantidades elevadas de memoria que serdo ocupadas com zeros. E
certo que existem formas de armazenamento compacto de matrizes que podem ser usadas
para armazenar apenas as entradas nao nulas e que tém flexibilidade para guardar mais



entradas ndo nulas, & medida que elas vao sendo produzidas por um método direto (na
terminologia inglesa, isto costuma designar-se por fill-in). O grau, maior ou menor, de
fill-in que ocorre depende da forma como as entradas nulas estao distribuidas (o padrao
de esparsidade) e também da forma como a transformagao da matriz ¢ feita. Por exemplo,
no caso de uma matriz em que as entradas nao nulas estdao confinadas a uma “banda” de
2n + 1 diagonais, a diagonal principal e n diagonais imediatamente acima e abaixo desta, o
método de eliminagao de Gauss sem pivotacao nao provocard o aparecimento de qualquer
entrada nao nula fora daquela banda. Mesmo nesta situacao podera ser mais vantajoso
usar métodos iterativos se n for grande e dentro da banda a maioria das entradas forem
nulas. A vantagem é de poder resolver problemas de grande dimensao sem necessidade
de armazenar grandes quantidades de dados (muitas vezes, isto significa poder resolver
problemas de maior dimensao com a memoria disponivel) e também reduzir o tempo de
computacao.

O sistema de equacoes que resulta da discretizacao da equacao de Poisson com formulas
de diferencas finitas é esparso. No caso do problema a uma tnica dimensao, a matriz do
sistema é tridiagonal o que dificilmente justifica a utilizacdo de métodos iterativos. Mas
ja se justifica no caso do nimero de dimensoes ser dois (usaremos as siglas 1D e 2D para
nos referirmos ao problema a uma e a duas dimensoes, respetivamente). Mas comegaremos
por analisar o caso 1D ja que, como veremos, a matriz para o caso 2D ¢ obtida a partir da
matriz em 1D & custa de somas de Kronecker.

Esta dissertacao é pois uma incursao no vastissimo tema dos métodos iterativos para
sistemas de equacoes lineares no contexto da resolucao numérica da equagao de Poisson. No
Capitulo [If apresentamos uma compilacao de resultados basicos que ajudam a sustentacao
teorica do que se faz nos capitulos seguintes, em particular, no que diz respeito & analise
da convergéncia. No Capitulo [2apresentamos os métodos cléassicos de Jacobi, Gauss-Seidel
e SOR (sobre-relaxacao sucessiva). Em particular, apresentamos a dedu¢do da matriz de
iteragcao de cada um daqueles métodos bem como a andlise dos respectivos raios espectrais
daquelas matrizes.

No Capitulo 3| comegamos por apresentar um problema concreto cujo modelo matema-
tico é a equacao de Poisson: a determinacao dos valores de equilibrio da temperatura em
cada ponto interior de uma placa sobre cujos bordos se aplicam fontes de calor de valor
constante (condigoes de fronteira do tipo Dirichlet). Fazemos, em seguida, a derivacao das
relagoes das incognitas (temperatura em cada um dos pontos) correspondentes a pontos
vizinhos nas malhas, que resultam da discretizacao da equacao usando diferencas centradas
para aproximar as derivadas de segunda ordem presentes na equagao.

No Capitulo [d] apresentamos resultados numeéricos de testes realizados com os codigos
que desenvolvemos no Matlab. Os resultados correspondem a dois problemas que diferem
apenas nas condicoes de fronteira. Num caso a solucao exata é conhecida, no outro nao.
Para cada método, desenvolvemos dois c6digos, um que armazena as matrizes de forma



explicita e que, portanto, nao tira partido da estrutura especial exibida e outro que nao
requer o armazenamento de qualquer matriz e simplesmente implementa cada produto
matriz-vetor em termos das relacoes conhecidas entre as incognitas. Compardmos tempos
de execucao e nimero de iteracoes realizadas. No caso do SOR, quisemos também testar
experimentalmente o que a teoria indica relativamente ao valor 6timo do parametro de
relaxacao.Também comparamos a convergéncia do SOR para duas ordenacoes diferentes
dos nos da malha: a ordenacao natural e a ordenacao Red-Black, esta ultima de interesse
para a computacao paralela. Finalmente, algumas conclusoes sao apresentadas no tltimo
capitulo.



Capitulo 1

Conceltos basicos e resultados
preliminares

1.1 Normas

As normas de vetores e normas de matrizes sao ferramentas imprescindiveis no estudo dos
algoritmos da &lgebra linear numérica. De uma maneira informal, estas normas sao usadas
para medir globalmente o tamanho, em valor absoluto, das entradas dos vetores e matrizes.

1.1.1 Normas vetoriais

Uma norma vetorial é uma generalizacao do médulo de um escalar, € um nimero real nao
negativo que representa o comprimento do vetor. Utilizaremos apenas as normas-p, com p
um ndmero inteiro, que sao definidas em R" da seguinte forma

n 1/p
|z, = <Z |$¢|p> com 1<p<oo.
i=1

O caso em que p = 2 conduz & norma euclidiana

n 1/2
l]l2 = (Z |in2> : (1.1)

Outras normas muito utilizadas correspondem ao caso em que p = 1

], = ) lail, (1.2)
i=1



que é conhecida como a norma da soma, e ao caso em que p = o0
|2l = Tim Jal, = max [z, (13)

por vezes, designada como a norma do maximo.

Para quaisquer vetores « e y e para qualquer escalar a, uma norma vetorial respeitam
as seguinte condicoes

o] = |of||], (homogeneidade)
|z +yl < [lz| + [y (desigualdade triangular)
lz| =0 (positividade)

|z =0=x=0 (definidade).

Duas normas |.|, € |.|s, dizem-se equivalentes se existirem constantes 0 < ¢p, co < ©
tais que
alzla < llzfs < cof 2o,

para qualquer vetor . E de enfatizar que todas as normas em espacos lineares de dimenséao
finita sao equivalentes [9, p. 792, Teorema A.3.1.]. Em particular, tem-se

|22 < o]y < vnlz.. (1.4)

Observe-se que, para duas normas distintas ||.||, e ||.|s, podemos ter

lzla <lyla ezl > lyle (1.5)

Por exemplo, para & = ((1)) ey = <£§§> temos || > |y]w e [|z]z < [|y]o-

1.1.2 Normas matriciais

Dadas duas matrizes A, B € C"*™ e um escalar o € C ara qualquer norma matricial
) )
verificam-se as propriedades

laAll = [al.| Al
|A+ B[ < [A] +]B]
IA] =0
Al =0= A =0
|AB| < ||A] - | B (submultiplicatividade)



As primeiras quatro propriedades sao as mesmas de uma norma vetorial, apenas se
acrescenta a propriedade de submultiplicatividade.

Uma classe importante de normas de matrizes sao as normas induzidas pelas normas
vetoriais e que se definem por

A
A = max 221
270 ||
o que é equivalente a
Al = max | Az, (16)

Em geral o calculo de uma norma matricial nao é facil, mas existem algumas excegoes com
interesse pratico.

Temos, por exemplo, a norma matricial || - || definida por
n
| Ao = max Z; 5] (1.7)
J:

que corresponde ao méaximo das somas por linhas (em valor absoluto) e é induzida pela
norma, vetorial . De facto, usando a definicao , se tomarmos um vetor x tal que
x|, = 1 significa que |z;| < 1, i = 1,...,n, e existe pelo menos um indice ¢ tal que
|z;] = 1. Temos, entao, que

n n n
|Az|, = max |} aj;z;| < max Y |ay||z;] < max > |l
7 o % o 7 o

e basta agora exibir um vetor @ para o qual se tem a igualdade para chegarmos & defini¢ao

(1.7). Seja, entdo, k tal que
n n
m?XZ; |ai;| = Z; |axj|
]:

j=

e seja x definido por

1, se apj >0
x; = sign(ag;) = 0, seay=0.
—1, se ap; <0

Neste caso vem

n

n n
D argrs| = langllal =) lag|
j=1 j=1

Jj=1

e concluimos que
n

|Az ], = D |-

7=1



Temos também a norma matricial | - |, definida por

n

Al = max | 3]y (18)
i=1
que corresponde ao maximo das somas por colunas (em valor absoluto) e é induzida pela
norma vetorial . Com efeito, analogamente ao caso anterior, para um vetor « tal que
|z, = 1, obtemos

n

n
JAz|, = > > ayas| =D lanas + - + @]
j=1 i=1

< (|az‘1||$1| +oee |am||xn|)

n
i=1
n
i=1

n n
|$1|2 || + -+ + |$n|2 |@in]
i=1 i=1

n n
< mjaxzmiﬂ (loa] + - + |2a]) zm]aXZ|aij|.
i=1 i=1

Se
n n
max Y Jag| = ) |l
) i=1

e considerarmos x tal que z, = 1 e x; = 0, j # k, obtemos igualdades na relacoes acima e
o resultado pretendido.

Outra norma também frequentemente usada na pratica (ndo induzida por uma norma
vetorial) é a norma de Frobenius que se define da forma

[Alr = 3 D) layl

i=1j=1

1/2

e que é igual & norma euclidiana para vetores, se encararmos a matriz A como um vetor
em R?’an

Uma norma matricial diz-se compativel com uma norma de vetor se para qualquer
matriz A € C"*" e qualquer vetor € C" se tem

|Az] < [A]l-[z]. (1.9)

As normas matriciais apresentadas em ([1.8) e em ([1.7)) sdo compativeis, respetivamente,
com as normas vetoriais dadas em e ((1.3).

Sempre que nada seja dito em contrario, as normas de matrizes serao sempre entendidas
como normas compativeis com alguma norma vetorial, que é o que acontece sempre no caso
de uma norma vetorial e a correspondente norma matricial induzida.
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1.2 Valores e vetores proprios

Para estudar a convergéncia de métodos iterativos precisamos de relembrar algumas defi-
nigoes e propriedades relacionadas com valores e vetores proprios.

Definicao 1.2.1. Seja A € C™*". Um vetor v e C", v # 0, € dito vetor proprio de A, se
existir um niumero \ € C tal que Av = M. O escalar A € denominado valor préprio de A
associado ao vetor proprio v.

Definigao 1.2.2. O raio espectral da matriz A denotado por p(A) é definido como o
mdzximo dos valores préprios de A em valor absoluto, ou seja,

A) = A 1.10
pl(4) = max |\ (1.10)
onde o(A) designa o conjunto dos valores proprios de A, também denominado de espectro
de A.

Lema 1.1. Seja p(A) o raio espetral da matriz A. Entao, para qualquer norma matricial
induzida,
p(A) < |A].

Demonstracgao. Seja A\ um valor préprio de A e v um vector proprio associado a . Por
definicao Av = \v, v # 0, e vem

Aol = Ao = [Av] < [Afflv],
ou seja,
Aol < [Alfo].
Como ||v| # 0, dividindo ambos os membros por ||v|, obtemos
Al < 4]
para qualquer valor proprio A de A e, portanto, p(A) < |A]. O

A seguir mencionamos algumas propriedades dos valores proprios.

- Os valores proprios de A sdo as solugdes da equagao det(A—\I) = 0, designada equa-
¢ao caracteristica, uma vez que a equagao Av = Av equivale ao sistema homogéneo
(A — A )v = 0 que apenas tem solu¢ao v # 0 se det(A — ) = 0.

- Ao polinémio p(A) = det(A—AI) = (=1)"A\"+¢, A" '+ -+c1 A +¢o de grau n cha-
mamos polindmio caracteristico e, de acordo com o Teorema Fundamental da Algebra,
p tem exatamente n zeros (possivelmente nao todos distintos) Aj,..., A, € C. Isto é,
o polinémio p pode escrever-se na forma p(\) = (=1)"(A = A ) (A — Ag) -+ (A = \p).
Os valores proprios de A sao, portanto, os zeros de p.



O determinante de A é igual ao ao produto dos valores proprios de A. De facto,
det(A) =p(0) = Ay -+ A

- O trago de A é igual a soma dos valores proprios de A, ou seja, tr(A) = aj; + ag +
e Ay = AL+ A

- Se A é um valor préprio de A, entdao A — « é um valor préprio de A — al, uma vez
que (A—al)v = Av — av = (A — a)v.

- Sendo A um valor proprio de A, entao AP é um valor proprio de AP, com p € N, pois
de Av = \v segue que APv = \Po.

- Se A tem valores proprios todos diferentes de zero, os valores proprios da inversa
de A serdo iguais aos inversos aritméticos dos valores proprios de A. De facto, de

1
Av = \v resulta A v = —v.

A

- As transformacoes de semelhanca preservam os valores proprios. De facto, para uma
dada matriz invertivel B, de Av = \v obtemos (B- A- B™')Bv = ABw, ou seja, A é
valor proprio da matriz B - A - B~! com vetor proprio Bv.

A norma matricial |||z é definida por

[Al2 = /p(ATA).
Se A for uma matriz real simétrica, ou seja, A = AT, entdo ATA = A% e a norma
matricial |.[, é dada por
| Al2 = p(A). (1.11)

Algumas classes de matrizes, como por exemplo as matrizes definidas positivas, apare-
cem frequentemente associadas a aplicacoes. Uma matriz real A de ordem n x n simétrica
diz-se definida positiva (negativa) se 7 Az > 0 (7 Az < 0) para todos os vetores x € R",
x # 0, onde ' denota o vetor x transposto. Uma caracterizacdo das matrizes definidas
positivas (negativas) ¢ a de que todos os valores proprios de A sao positivos (negativos),
ou seja, A ¢ definida positiva (negativa) se e 86 se A > 0 (A < 0), para todo o A € o(A).

1.3 Numero de condicao
O ntdmero de condigdo de uma matriz A relativamente a norma |.|| é definido por

cond(4) = A - [A7].



Por convengao, cond(A) = o se A for singular. Se cond(A) for um valor elevado, entao
pequenas perturbagoes nos dados dos problema, isto é, nas entradas da matriz A e/ou do
vetor b, induzirao erros muito maiores na solucao @ calculada. Neste caso o sistema Ax = b
diz-se mal condicionado. Analisaremos com detalhe em que medida uma perturbacao db
no vetor b dos termos independentes altera a solugao x do sistema. De

A(x + 6x) = b+ 6b

resulta
Adx = ob.
Como A é invertivel, temos
dx = A'8b (1.12)
e
|oz| < A7 - o). (1.13)

A desigualdade anterior estabelece um majorante para o erro absoluto na solucao em funcao
do erro absoluto em b. De Ax = b vem

L _ 4]
< (1.14)
E
e de ([1.13) segue
|6x| 1y, |0Y]
< [Al- AT - T (1.15)
|| o]

A relacdo anterior mostra que os erros relativos na solucao estdo relacionados com as
perturbagoes relativas em db por intermédio de cond(A).

No caso geral de pertubagoes tanto em A como em b, e assumindo que [|0A| < 1/|A~
tem-se (ver teorema 3.1.1 em [I3])

[ox] _ cond(A) <||5b N 5A||>' (1.16)

ol = (1= conaaylett) \ o1 T4]

1,

No caso de A ser simétrica com valores proprios todos diferentes de zero, resulta de ([1.11])
que o namero de condi¢ao relativamente a | - ||z ¢ dado por

cond(A) = p(A)p(A™).
Se A\ e A\, forem os valores proprios de menor e maior valor absoluto, respetivamente, entao

_ |/\n|_
| A1l

cond(A) (1.17)
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1.4 Meétodos iterativos classicos
Considere o sistema de equacoes lineares
Az =b (1.18)

onde A = (a;;), 1,7 = 1,...,n, com det(A) # 0. Um método de resolucao do sistema
diz-se que é um método iterativo quando fornece uma sequéncia de solucées aproximadas
em que cada solucao aproximada é obtida a partir da solucao anterior pela aplicacao dos
mesmos procedimentos. Da equacao obtemos uma equacao equivalente da forma

x=Gxr+c (1.19)
e definimos um processo iterativo com a expressao geral
Ty =G +c, k=0,1,..., (1.20)

onde G é uma matriz n x n, designada matriz de iteracao, e ¢ é um vetor n x 1. Assim,
partindo de uma aproximacao inicial @y para a solucao exata x* do sistema (1.18]), com
a formula , geramos uma sequéncia de aproximacoes &1, &, ... que naturalmente se
pretende que seja convergente para x*, isto é,

lim x, = «* ou lim |eg| =0

k—o0 k—o0

com
e, =" — xp. (1.21)

Se G e ¢ nao dependerem de k diz-se que o método iterativo é um método estacionario,
caso contrario, diz-se que o método é nao-estacionario.

1.4.1 Convergéncia

Nesta seccao vamos discutir condi¢oes necessarias e suficientes para a convergéncia de mé-
todos iterativos estacionarios. Partindo da expressdo ([1.19)), observe-se que estes métodos
sao métodos iterativos de ponto fixo.

Definicao 1.4.1. Um método iterativo definido por diz-se convergente se, para
qualquer estimativa Ty, a Sucessao Xy, 1, T2, ... convergir para um limite independente
de xy, ou seja, para qualquer ey,

lim e = 0.

11



O erro e na iteragao k + 1 pode expressar-se em funcao do erro ey na iteracao k. Se
a (1.19) com « = x* subtrairmos (|1.20) membro a membro obtemos

¥ —xp 1 = Gz — )

ou seja,
€ri1 = Gek. (122)

Aplicando esta expressao sucessivamente obtemos
eps1 = Ger = G?ej_1 = GPej_y = --- = GFley.
Podemos entao escrever para k= 1,2,...
e, = GFe,. (1.23)

O Teorema seguinte apresenta uma condi¢ao necessaria e suficiente de convergéncia
para estes métodos iterativos.

Teorema 1.1. O método iterativo dado pela expressao (1.20)) é convergente se e sd se

lim |G*| = 0. (1.24)
k—oc
Demonstragio. Vamos primeiro provar que a condigao limg_ [|G*| = 0 é suficiente.

Aplicando a norma a ambos os membros da expressao ([1.23)), vem
0 < [lex] = |GFeof < |G*[eoll-
Usando a hipotese de que limy, 4 |G| = 0, temos
0 < lim [eg] < lim |G*|leo] = Jeof lim |G*| = 0.
k—o k—o k—o0

Portanto, nao ha duavidas de que
lim |ex| =0,
k—o0

qualquer que seja e, ou seja, o método é convergente.

Vamos agora provar que a condicao ([1.24) é necessaria. Supondo entao que o método
é convergente, temos

. k .

lim |G"y| = lim |ley| =0

k—o0 k—o0

para qualquer vetor y(= xy). Pela definicio de norma matricial temos que

Gk
HGkH — max H yH
v20 |y

12



Como
lim |G*y| =0,
k—o0

podemos também afirmar que
lim |G*| =0,
k—o0

como pretendiamos concluir. O

Com um ligeiro abuso de linguagem, diz-se que uma matriz que satisfaca a condigao
(1.24) é uma matriz convergente. Esta condicao é de verificacao dificil na pratica, pelo que
é util dispor de outras condicoes de convergéncia, ainda que apenas suficientes.

Teorema 1.2. Se em alguma norma
|G| <1 (1.25)

entdo o método iterativo (1.20) é convergente.
Demonstragao. Se |G| < 1, entao

lim |G|* = 0.

k—c0
Como

0<|G*| <|al,

sabemos também que

lim |G*| =0

k— o0
e, pelo Teorema concluimos que o método iterativo ([1.20) é convergente. O

A condicao de convergéncia (|1.24)) pode exprimir-se em termos dos valores proprios da
matriz G de acordo com o teorema que vamos apresentar a seguir.

Teorema 1.3. A matriz G é convergente se e s se p(G) < 1, onde p(G) denota o raio
espectral da matriz G.

Demonstracao. Comecemos por demonstrar a necessidade. Considere-se que G é con-
vergente, isto &, limy_,., |G*|| = 0, e seja (A, y) um par proprio qualquer de G. Como

Gry =G 1(Gy) = G" '(y) = \G" ly = ... = MV 1Gy = My,
vem que
lim |Gy = lim [\y| = [y lim A",
—00 k—o0 k—o0

13



Como |G*y|| < |G*||y| e a matriz G é convergente, segue que limy .. [G*y| = 0 e,

portanto, também
lim [A\[" = 0.

k—oo

Isto implica que |A| < 1, para qualquer valor proprio A, e temos entdo que p(G) < 1.

Para demonstrar a suficiéncia vamos utilizar o resultado apresentado no Problema 9.10.8
em [9, pg. 549| que afirma que para qualquer € > 0, existe uma norma |.|. tal que

p(G) < |Gl < p(G) +e.
Supondo entao que p(G) < 1 e tomando € < 1 — p(G), podemos obter uma norma |.|. tal
que |G|l < 1. Logo, pelo Teorema [1.2] concluimos que a matriz G é convergente. O

Em (1.22) temos expressa uma relagdo linear entre os erros e, e ex, 1 em iteragoes
consecutivas. Desta expressao podemos escrever

lex1]| < |Gl exl, (1.26)
ou ainda, | !
€r+1
< |G
Heka ~ ” ”

com p = 1. Dizemos, neste caso, que a razao de convergéncia ¢ p = 1, admitindo que
|G|| < 1. E facil perceber que quando mais proximo de zero for |G|, mais facil e rapida é
a convergéncia do método. De ([1.23) podemos também escrever

lex] < 1G] leol (1.27)

o que nos diz que em k iteragoes o erro inicial serd pelos menos multiplicado por ||G|*.
No caso de G ser uma matriz simétrica, |G|y = p(G) e (1.26) da lugar a

lerily < p(G)lexl,. (1.28)
Isto leva-nos a definir o conceito de taxa de convergéncia.

Defini¢ao 1.4.2. A taxa de convergéncia do processo iterativo (1.20) € definida por
R = —logy, p(G).

Observe-se que a taxa de convergéncia assim definida indica-nos o ganho em nimero
de casas decimais na solucao por iteracao, uma vez que

lerill2
logy ” - < logyg P(G)

ekHz
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0 que equivale a ter

logyg ekl2 —1ogyg [exs1]2 = —logy p(G).

Quanto mais pequeno for p(G), maior é a taxa de convergéncia, isto é, maior é o nimero
de casas decimais corretas obtidas por iteracao.

1.4.2 Decomposi¢cao da matriz A

Até agora nao dissemos como se obtém a matriz G. Uma forma usual de construir esta
matriz é a partir de uma decomposicao aditiva da matriz A em duas matrizes M e N tais
que

A=M-N (1.29)

onde M é invertivel. Ver [9, Sec¢ao 8.1.2|. Substituindo (1.29) em ([1.18]), da lugar a

Mx =Nz +b (1.30)
e daqui resulta a formula iterativa
Mxp,1 = Nx, + b (1.31)
que se pode escrever na forma
i1 = M 'Nx, + M~ 'b, k=01,... (1.32)

Comparando (|1.32)) com podemos fazer as seguintes identificacoes
G=M'N e c¢=M"b

Observe-se que estes métodos se podem ainda escrever na forma

XTpiq1 = ) + M ey, (1.33)
em que 7 é o residuo na iteracao k, definido por

r, = b— Axy. (1.34)

De facto, multiplicando ambos os membros da expressao por M ! temos

M7'A=I-M"'N

que equivale a escrever

M™7N=1-M"1A (1.35)
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Substituindo em vem
Tpp1 = (I — M Az, + M b,
obtendo-se a expressao em ,
Tpp1 = T + M (b — Axy).
Definindo hi;, = M '7;, podemos escrever esta expressao como
Tpy1 = T, + hy

que exprime a aproximacao @y, como uma correcao da aproximacao .

Vamos agora mostrar que estes métodos iterativos, baseados na decomposicao aditiva
da matriz A, quando convergem, sao equivalentes a construcao de uma sucessao de inversas
aproximadas da matriz A.

Lema 1.2. As iteragées geradas pela expressao (1.32) verificam
T, = kao + Wy,_1b (136)
com
k=1
Wi 1 = (Z GJ> M
j=0
Demonstracao. Usando repetidamente
L = G.’kal + Mﬁlb
obtemos
L = G (kafg + Mﬁlb) + Mﬁlb = GQCkag + (G + I) Mﬁlb
=G (Gzps + M o)+ (G+1)M 'b
= Gxps+ (GP+G+ 1) M 'b

=G'ry+ (G + G2+ ... +G+I)M7'b
k—1

= Gray + (Z GJ’) M1'b=Grey+ Wi b, O
7=0

Quando o processo iterativo é convergente, a sucessao

k

Wy = (Z Gﬂ) M, (1.37)
Jj=0

é uma sucessao que converge para a inversa de A, ou seja, a matriz W pode considerar-se

uma aproximacao para A~L.

Definigao 1.4.3. Diz-se que W € uma inversa aproximada de A se |I — WA| < 1.

16



Lema 1.3. Seja B uma matriz tal que |B|| < 1. Neste caso € vdlida a série de Neumann

(e 0]
ZBJ'=I+B+BQ+B3+...=(I—B)*1
§=0

€ podemos escrever

Demonstragao.
Para qualquer matriz B temos

k
Y. B~ (I-B)"
j=0

I- (iBJ) (I — B)

= [B¥ < [ B+ (1.38)

Quando ||B|| < 1, klim |B*| = 0 e temos também que
—00

; _ J _ —
Jim |7 (ZB)(I B)| = 0.
7=0
Ou seja,
w .
I— (ZBJ> (I-B)=0
=0
ou ainda,
w .
Y B =(I-B)" O
=0
Observe-se que, sendo |B| < 1, de (1.38)), temos
k
I— <2Bj> (I -B)| <1,
=0

o que, de acordo com a defini¢ao
(I — B).

1.4.3

. . k i . :
| significa que )] j=o B? € uma inversa aproximada de

]

Aplicando este teorema ao caso em que B é a matriz de iteracao G e usando o resultado

em (39).

sucessao Wy, converge para

G=1-M"'4,

podemos concluir que, no caso em que |G| < 1, o método iterativo é convergente e a

(I-G) M= (M1A) "Mt =AY
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1.4.3 Critérios de paragem

Quando utilizamos um método iterativo devemos ter em conta que as iteragoes nao podem
decorrer infinitamente, precisamos de um ntmero finito de iteracoes e para tal é necessario
definirmos um critério de paragem. Nesta subseccao vamos abordar de forma breve alguns
dos critérios mais utilizados na pratica [9].

A paragem do processo iterativo deve verificar-se quando a aproximacao calculada esti-
ver proxima da solucao exata. Uma maneira de conseguir isto, consiste em estimar o erro
absoluto ou o erro relativo da aproximacao obtida ao fim de k iteragoes. A partir de duas
iteracoes consecutivas o, e x e dada uma tolerancia absoluta 7 > 0 para a precisao
desejada para os resultados, podemos definir uma expressao para o critério de paragem da
seguinte forma

||il?k+1 — mk” <T (139)

ou, se [xry1]| # 0, e dada uma tolerancia relativa 7/ > 0, uma expressao da forma

|Zrs1 — T <7 (1.40)
|2k

Juntando ([1.39)) e (1.40) da seguinte forma
|1 — ol < 7+ 7 |lTpsa

permite-nos obter uma expressao que combina os dois critérios. Se |xx.1| for pequeno,
prevalece o critério da tolerancia absoluta. Se |xy1| for grande, é o critério da tolerancia
relativa que domina. No caso em que tomamos 7 = 7’ ficamos com o critério

Hwarl — wk” < 7'(1 + ||$k+1H) (141)

Os valores dos parametros 7 e 7" devem ser fixados com cuidado, tendo nomeadamente

em atencdo que nem ([1.39)) nem (1.40) garantem, em geral, que o erro absoluto ||xy 1 —x*||
esteja abaixo de 7, ou o erro relativo |z, — x*||/|x*|| abaixo de 7'.
Para obter uma estimativa para o erro em x;,; usamos a relacao

* ES *
Tpil — X = Tpr1 — Tpyo + Tpyo — T = Gy — Gopgy + Gy — G

= G(a:k — $k+1) + G($k+1 — JI*)
Aplicando normas a ambos os membros, temos

|Trsr — 2| <||Gl|ee — s + |G| s — 27
donde resulta

A= 1GDI®re1 — 2" < |Gk — @]
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e, se |G| < 1,

IG1
|21 — ¥ < 0@ — k] (1.42)
" €
Quando se tem
el _,
1-c|
e (1.39) se verifica, entdo também
|k — ™| < 7. (1.43)

Ou seja, apenas quando |G| < 0.5 o critério nos garante que o erro absoluto em
Tyy1 ¢ também inferior & tolerancia 7.

Quando ao erro relativo em xj, 1, se multiplicarmos ambos os membros em por
1/[|=*|, obtemos a expressao

|zhs =2 NGI 2o — 2l _ NG [#paall l25er — 2k
< —
= L—[Gl ] L=G] Ja= 2k
No caso em que |G| < 0.5 e ”:”Bk:l < 1, estando o critério (1.40) satisfeito, podemos
x
também dizer que
|Zrer —2™| _

<7 (1.44)
]

Outro cuidado a ter em conta é que o valor 7 ndo deve ser muito proximo de zero, uma
vez que poderemos estar a exigir para a solucao uma precisao que esta para além daquela
que os erros de arredondamento permitem obter, levando a que o critério de paragem nao
possa ser satisfeito. De facto, a partir de um certo ntimero de iteracoes, os resultados
deixam de melhorar, estabelecendo-se assim um limite natural ao processo iterativo.

Outro tipo de medida da qualidade da solugao é representada pelo residuo . Mais
precisamente, podemos parar o processo iterativo na iteragao k quando

[
<7 (1.45)
o]
Interpretando o residuo como uma perturbacio db, de (|1.15)) resulta, entao,

< cond(A) - 7' (1.46)

e, se o numero de condicao da matriz A for pequeno, teremos obtido uma aproximacao x,
com a precisao relativa desejada.
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1.4.4 Algoritmo geral para métodos iterativos

Algorithm 1 Algoritmo geral para métodos iterativos

Input: matriz A e vetor b,
tolerancias 7 e 7,
méximo numero de iteracoes k,qz,
aproximacao inicial xg

Output: aproximacao x;, para Ax = b

k=0 > (inicializagdo do contador de iteragoes)
test=false > (inicializagdo da variavel booleana test)
while (test==false and k < k) do

T = b-— Ain

Mhy, =7y > (resolver por métodos diretos)

Trp1 = T + hy,
test = (||hk|| <7+ 7"Hmk+1||)
k=k+1

end while

if test==true then
Convergéncia em k iteragoes para a precisao desejada.
else

Teste de convergéncia nao satisfeito em k,,,, iteracoes.
end if
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Capitulo 2

Métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e SOR

Neste capitulo descrevemos os métodos iterativos classicos de resolucao de um sistema de
equacoes lineares. Estes métodos sao apropriados para sistemas de grande dimensao cuja
matriz dos coeficientes é esparsa e apresentam vantagens sobre os métodos diretos, quer
em termos de velocidade de convergéncia quer em termos de exigéncias de armazenamento

de dados.

2.1 Método de Jacobi

Considerando a matriz dos coeficientes do sistema Az = b, A = (a;;), 4,7 = 1,...,n,
definam-se D = (d;;), uma matriz diagonal, L = (l;;), uma matriz estritamente triangular
inferior e U = (u;;), uma matriz estritamente triangular superior, tais que

di; = aj;; se 1=] 7 Iy — a;; se 1>] ’ g = a;; se 1<j @)
0 se 1#7 0 se 1<y 0 se 1>7
ou seja, de forma que
A=D+ (L+VU). (2.2)
De acordo com a exposicao apresentada no Capitulom7 para o método de Jacobi escolhemos
M =D, N=D-A=—(L+U0U). (2.3)

Nesta decomposicao vamos supor que DD é uma matriz invertivel, o que implica que os
elementos d;;, i = 1,...,n, sejam todos diferentes de zero. Caso isto nao aconteca, se A
for invertivel é sempre possivel reordenar as equagoes do sistema, ou seja, trocar linhas na
matriz ampliada do sistema (A| b), por forma a que aquela condicao se verifique. |1_-|

IEste resultado pode obter-se a partir da férmula de Leibniz para o célculo do determinante de uma
matriz A de ordem n. Esta féormula expressa o determinante de A como uma soma dos produtos dos
elementos da diagonal principal de cada uma das n! permutagdes de linhas da matriz A.
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Substituindo (2.3) em (L.31)) no Capitulo[i]

Mz = Nxy + b, (2.4)
obtemos
Xpp1 = D [—(L+U)xy, +b], E=0,1,... (2.5)
e a matriz de iteracao é
Gy=-D YL+U). (2.6)

As componentes E| da iteracao . em (2.5) podem escrever-se na forma

a:l(-kH) = (bi — Z aijx§-k)>/aii, 1=1,2,...,n (2.7)

Jj=1
J#

xEkH _ (k) (b _ Z i )/am 1=1,2,...,n. (2.8)

A observacgao destas expressoes permlte confirmar a afirmacao feita anteriormente de que
é relativamente facil nos métodos iterativos tirar partido da esparsidade da matriz A. De
facto, se um dado elemento a;; for nulo, o respetivo termo nas expressoes acima pode
ser simplesmente suprimido. Para tal, basta que a estrutura da esparsidade de A seja
convenientemente representada em computador [9].

ou

2.1.1 Convergéncia do método de Jacobi

A partir do Teorema ([1.2)) podemos concluir que se

|Gsleo =D L+ D)oo < 1 (2.9)

entao o método de Jacobi converge qualquer que seja x.Vamos apresentar de seguida um
resultado que garante que esta condicao é satisfeita.

Defini¢do 2.1.1. Seja n um inteiro. Uma matriz A = (aij)nxn diz-se estritamente
diagonal dominante por linhas se

n

agl > Y lail,  i=1,2,...n, 2.10
J

J=1
J#i

(k)

2Quando for necessério invocar componentes de vetores, usaremos a notacio x;
ponente ¢ do vetor xy

para de51gnar a com-
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e diz-se fracamente diagonal dominante por linhas se

n

jaill = Y lai|,  i=1,2,...m, (2.11)
j=1
Jj#i
e vale a desigualdade estrita para alguma linha i.

Teorema 2.1. Se a matriz dos coeficientes do sistema Ax = b de n equagoes em n incdgni-
tas € estritamente diagonal dominante por linhas, entao o método de Jacobi é convergente.

Demonstragao. De acordo com a defini¢ao se A = (a;;) ¢ uma matriz estritamente
diagonal dominante por linhas, obtemos

n |0JZ| n a;
1> | D=L i=12,0n, (2.12)

= aal Al ai

j#i i

e, consequentemente, concluimos que

|G slloo = | DL + U)o = max Z ]

1<z<n |CL“

2.2 Método de Gauss-Seidel

Comecaremos com uma pequena explicacao do funcionamento do método. J& sabemos que
o método de Jacobi utiliza os valores xl(-k) da k-ésima iteracao para obter os valores {EZ(-k—H)
da iteragao seguinte.

Assumindo que estamos a atualizar os valores das componentes pela ordem natural,
no calculo de xz(»kﬂ) podem ser usados os valores x&kﬂ), ...,xglﬁl). Esta é a diferenca do
método Gauss-Saidel relativamente ao método de Jacobi.

Consideremos novamente as matrizes D, L e U , definidas em (2.1). No processo
iterativo (2.4), a escolha

M=D+1L e N=-U (2.13)
da-nos o método de Gauss-Seidel. Substituindo em (2.4]) obtemos

Zp1=(D+ L) [-Uxp +b], k=0,1,... (2.14)
e resulta que a matriz de iteracao ¢ dada por
Gas = —(D+ L)™'U. (2.15)
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No lugar de (2.14]) escrevemos
@y = D —Lap — Uz, +b], k=01,...

e as componentes de x;,1 sao dadas por

kH (b — Z i T; AR Z i )/a“, i=1,2,...

Jj=i+1

ou

xEkH) = ( Zaw (k+1) Zaw 5 )/a”, 1=1,2,...

: .] 1

2.2.1 Convergéncia do método de Gauss-Seidel

Do teorema ([1.2)) conclui-se que se

|Gaslloo = (D + L)™'Vl < 1

entao o método de Gauss-Seidel converge qualquer que seja x

(2.16)
., (2.17)
n. (2.18)
(2.19)

Teorema 2.2. Se a matriz dos coeficientes do sistema Ax = b de n equacées em n in-
cognitas € estritamente diagonal dominante por linhas, entao o método de Gauss-Seidel é

convergente.

Demonstragao. Basta conseguirmos provar a expressao (2.19)).
Pela definicao de norma temos que

I(D+L)~'U| = max 2] /[yl com =z =(D+ L)~'Uy

mas, sendo assim, estes vetores z e y estao relacionados através do sistema de equacoes

lineares
(D+L)z=Uy

a que corresponde a expressao

i—1

2 = ( a;;zj + Z a”y])/a”.

7=1 j=i+1

Tomando modulos obtemos

n

S ”'|J| 2'”'|g|

j=i+1 | ”
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(& podemos ecrever

|21 < Bilyllo + izl (2.21)
com
Bi= > |2 e o= |2
i1 | B j=1 | i

Se m é um indice (existe pelo menos um) para o qual se verifica que

|2m| = [2[lo = max [2],
1<i<n

entdo, decorre de (2.21)) que

120 < Bullyloo + cm|z]oo-

Sendo assim, obtemos

[yl < max (-2 ) lylo < lyler — w#0,

1—a, 1<isn \1 — oy
uma vez que, para matrizes de diagonal estritamente dominante por linhas, é valido que
B; + a; < 1, para todo e qualquer i, e portanto

Bi

1—0@

[zl <

< 1.

Por conseguinte, como |z|ls/|y|w < 1, para todo e qualquer y # 0, fica deste modo
provado que
|Gaslleo < 1,

conforme pretendiamos. O

Acabamos de ver que quer o método de Gauss-Seidel quer o de Jacobi convergem quando
a matriz A possui diagonal principal estritamente dominante por linhas. Além disso, de
acordo com Theorem 6.2. em [3 p. 287], temos

1Gaslw < IGsllo < 1.

No entanto, esta condicao de convergéncia pode ser enfraquecida quando A é uma matriz
irredutivel, como mostra o resultado que apresentamos de seguida.

Defini¢do 2.2.1. Uma matriz A = (a; ;)nxn € trredutivel se nio existir uma matriz de
permutacao P tal que
B C
PAPT =
05
onde m < n, B = (bij)mxm, C = (Cij)mx(n=m) € D = (dij) (n—m)x(n—m)- OU seja, a matriz
nao pode ser decomposta de forma que um conjunto de varidveis fique independente das
outras.

(2.22)
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Teorema 2.3 (3], Theorem 6.11.). Se A € irredutivel e fracamente diagonal dominante por
linhas, entao ambos os métodos de Jacobi e Gauss - Seidel convergem e

p(Gas) < p(Gy) < 1.
Ver ([3], pp. 288-289).

O resultado seguinte fornece-nos uma outra condicao suficiente de convergéncia para o
método de Gauss-Seidel.

Teorema 2.4. Se A ¢ simétrica definida positiva entao o método de Gauss-Seidel converge.

Este resultado é o caso particular em que w = 1 do Teorema [2.6] que vamos apresentar
no final da seccao seguinte.

Quanto ao método e Jacobi, no caso da matriz A ser simétrica definida positiva, o
método pode ou nao convergir.

2.3 O método da sobre-relaxagao sucessiva (SOR)

Podemos acelerar a convergéncia nos dois métodos classicos apresentados mas, uma vez
que o método de Gauss-Seidel converge, em geral, mais rapidamente do que o método de
Jacobi, neste trabalho limitar-nos-emos, como é pratica usual, a considerar o método da
sobre-relaxacao sucessiva (SOR) no contexto do método de Gauss-Seidel.

Da equacao obtemos, com w # 0 (parametro de relaxagao),

wAz = wb (2.23)
onde
wA =w(D+L+U)
=(D+wl)—|D —-w(D+U)]. (2.24)
Substituindo em temos
((D +wL)—[D—w(D+ U)])zc — wh (2.25)

que ¢ a equacao do método de Gauss-Seidel com relaxacao. Esta equagao da lugar a formula
iterativa

(D4 wl)x 1 = [(1 —w)D — wU]xy, + wb (2.26)
que se pode escrever na forma

Tyl = —wD 'Lay, + D (1 —w)D —wU]xy +wD 'b
=(1—wxy +wD ' (b— Lz — Uxy)
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ou ainda
Tpi1 = T + wD b — Lag. — (D + U)xy].

Daqui resulta que a i-ésima componente de x;.; é dada por

i—1
xEkJrl) — (1 _w)%(k) +w<bi _ Z aij$§k+1) Z a;; )/a“, i=1,2,...,n, (2.27)
j=1

Jj=i+1
ou

i—1 n
ﬁmn:x@+¢%@_ a2V 2] %ﬁmm i=1,2,....n (2.28)

)
7=1

Com w = 1 resulta a expressao (2.18) do método Gauss-Seidel. Com w > lew < 1
tém-se os chamados métodos de sobre-relaxacao e sub-relaracao, respetivamente.

2.3.1 Convergéncia do método SOR

O valor do parametro de relaxacao w que conduz a melhor convergéncia possivel varia com
o sistema de equacoes que se quer resolver. Nao ha como determinar, a priori, esse valor
6timo, exceto para alguns, poucos, casos particulares. Normalmente realizam-se testes nu-
méricos com diversos valores de w num intervalo de valores admissiveis para verificar qual
o melhor valor para o problema em causa.

Para determinar a matriz de iteracao correspondente ao método de Gauss-Seidel com re-
laxagdo, observe-se de ([2.26) que a decomposicdo da matriz wA correspondente a este
processo iterativo é, entao,

M =D+ wL, N=(1—-w)D—wl.
Sendo assim, a matriz de iteracao é dada por

Gsor(w) = = (D+wL) ' [(1 —w)D —wU]

= [DU +wD'L)] ' [D((1 = w)] —wD 'U)]

= ([ +wD'L)"'D'D((1 - w)I —wD™'V)

= ([ +wD 'Ly (1 —w)I —wD'U). (2.29)
A importancia desta expressao da matriz de iteracao sera evidente na demonstragao do

resultado classico que a seguir se apresenta.
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Teorema 2.5. Seja Gsor(w) a matriz do método de Gauss-Seidel com relazacao dada pela

expressao (2.29). Entdo
w—1] < p(Gsor(w)). (2.30)

A igualdade verifica-se apenas quando todos os valores proprios de Gsor(w) tiverem mddulo
wgual ¢ unidade.
Para haver convergéncia, o fator de relaxacao deve satisfazer a condi¢cdo necessdria

0<w<2. (2.31)

Demonstra¢do. Uma vez que I + wD™'L é uma matriz triangular inferior de diagonal
principal unitaria, ¢ (1 —w)l —wD~'U é uma matriz triangular superior cujos elementos
na diagonal principal sao todos iguais a (1 — w), tem-se

det (Gsor(w)) = det [(I + wD™'L)™((1 = w)] —wD™'U)]
=det ({ + wD™'L)™") - det ((1 —w)I —wD~'U)
= det[(1 —w)I —wD U]
=(1-w)"

Por outro lado, sabemos também que
n
det GSOR H

onde os py, designam os valores proprios de Ggogr(w). Assim,

fl — (1-w)", (2.32)

e, aplicando modulos, obtemos

1<k<n

1w = [l < [m e >|]n — [(Gson(@))]",

donde se conlui que
11— w| < p(Gsor(w))-

A partir do Teorema verificamos que a condicao

O<w=<?2
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é uma condigao necesséria para haver convergéncia do método de Gauss-Seidel com rela-
xacao. De facto, no caso de convergéncia, temos

|1 - w| < p(GSOR(w)) <1

e, portanto,
1 —w| <.
]
No entanto, no caso em que A é definida positiva a condicdo (2.31]) é também suficiente.

Teorema 2.6 ([9], Teorema 8.4.4). Se A for simétrica definida positiva e 0 < w < 2, entao
o método de Gauss-Seidel com relazacdo converge.
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Capitulo 3

Discretizacao da Equacao de Poisson

3.1 Uma aplicacao: difusao de calor

Consideremos uma placa de um material condutor em cujo bordo superior se aplica, de
uma forma constante no tempo, uma temperatura de 0°C' e que nos restantes bordos se
tem uma fonte de calor constante de 100°C, tal como se ilustra na figura seguinte.

70 F 1 5
80 | E o
20 10
100, L L L . .

Figura 3.1 Distribuicao dos valores da temperatura numa placa.

A temperatura em cada ponto interior da placa variara no tempo em funcao dos valores
da temperatura nos bordos, até atingir um valor que permanecera constante, ou seja,
em equilibrio, a partir deste momento. Denotaremos por u(z,y) este valor no ponto de
coordenadas (x,y) num referencial cujos eixos coincidem com o bordo inferior (abcissas)
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e 0 bordo esquerdo (ordenadas). Nestas condi¢oes, o valor u(z,y) é a solu¢do da equagao

diferencial (ver [0])
Pu Pu

definida para 0 < z,y < T, que satisfaz as condicoes de fronteira
u(z,0) = 100; u(z,T)=0 com 0<z<T

w(0,y) =100;  w(T,y) =100 com 0<y<T.

Assumindo que as faces da nossa placa estao isoladas de tal forma que nao existe troca
de calor com o meio ambiente, entdo a equacao (3.1)), que é a chamada equagao de Poisson

em duas dimensoes, da lugar a

*u N Pu
or? oy
Esta ¢ a equacao de Laplace que é afinal a equacao de Poisson no caso particular em que

f(z,y) =0,

0. (3.2)

3.2 Formalizagcao matematica do problema

Dependendo da dimensao do dominio do problema, a incognita u da equacao de Poisson
é uma funcao de 1, 2 ou 3 varidveis. Temos entao a seguinte formalizacao. Seja 2 um
conjunto conexo em R% d = 1,2 ou 3 e 0 a fronteira desse conjunto. A equacao de
Poisson pode ser escrita como

Au=f em Q (3.3)
onde
2
Au = % para d=1,
x
d ~2
Au = % para d>1.
T“

A incognita u : Q — R é uma fungao de classe C* e f : Q — R uma func¢io conhecida [6].
Em cada problema particular onde ocorre a equacao , a solucao a determinar tem que
satisfazer as condicoes de fronteira do problema, que podem ser de diferentes tipos. As
chamadas condic¢oes de Dirichlet correspondem ao caso em que sao conhecidos os valores
da funcao u na fronteira 0€). Este é o caso do exemplo apresentado antes.
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3.3 Meétodo das diferencas finitas

A maior parte dos métodos numéricos para resolucao de equacoes diferenciais envolve o
uso de aproximacoes para as derivadas. Estas aproximacoes sao designadas por diferencas
finitas e tém por base a discretizacao do problema. Nesta seccao vamos descrever estes
métodos para a equacao de Poisson nos casos de uma e de duas dimensoes.

3.3.1 Caso unidimensional

Consideremos o caso mais simples da equagao (3.3), o caso unidimensional,

d2
d—;; = f(z), a<z<bh (3.4)

Comegamos por definir n 4+ 2 pontos igualmente espacados no intervalo [a, b],

To=a, w; =a+ih, 1=1,..,n+1,
b—a .
com h = , como mostra a figura seguinte.
n+1
L
r——r—— 00— —0— 00— —0
4=y 1 Lo - Ticl Ty Titl -+ Tpol Ty Tpip =0

Figura 3.2 Discretizacdo do intervalo [a, b].

Supondo que u é uma funcao continua com derivadas continuas em x;, consideremos a
série de Taylor de u em torno de z;,

A 2 A 3
w(z; + Azr) = u(z;) + (Az)u'(z;) + ( ;) u"(x;) + %u"’(mi) + - (3.5)
para cada ¢ = 1,...,n. Desta expressao, com Az = h, resulta
h? h3
u(x; + h) = u(x;) + hu'(x;) + Eu”(xi) + gu'”(:vi) 4 (3.6)
e, resolvendo em ordem a u/(z;), obtemos
. _u(xi+h)_u(xi) _h’ " ‘_h2 me.N
u'(x;) = h + Tk (x;) T () — |-
Temos assim uma aproximacao para a derivada de primeira ordem
u'(z;) = w@ip) — ul:) (3.7)

h
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com erro de truncatura local

h " h2 n
errorp, = ——u (x;) — Tk () —---. (3.8)

21
A expressao (3.7) é conhecida como formula de diferenga finita progressiva de primeira
ordem. O erro de truncatura (3.8) tende para zero com h, ou seja, é O(h) e podemos
escrever

i () = M hg —u@) L om) (3.9)

Observe-se que O(h) representa a expressdao para errory e apenas indica como o erro de
truncatura varia com o refinamento da malha e nao o valor do erro.
De modo analogo podemos obter uma aproximacao designada por diferenca finita re-

gressiva de primeira ordem. Da expansao em série de Taylor (3.5, agora com Az = —h,
obtemos
2 h3
w(z; — h) = u(z;) — h'(z;) + gu”(xi) — yu”'(xi) + - (3.10)

donde segue

e a aproximacao

também com erro de truncatura local O(h).
Uma férmula de diferencas finitas de segunda ordem para aproximar a primeira derivada
de u pode obter-se subtraindo a expressao (3.10) de (3.6). Assim,

! 2h3 mn
u(z; + h) —u(z; h)—2hu(xi)+?u (i) + -
e temos ( h) ( h) 2
’ . ulx; + —ulr SN
u'(z;) = o + [ e () ] :

A aproximacao
w(Tit1) — u(@i-1)
2h ’
cujo erro de truncatura é O(h?), chamamos diferenca finita centrada de segunda ordem.
Estas técnicas podem generalizar-se facilmente para o célculo de derivadas de ordem
superior. Vejamos o caso da segunda derivada. Se adicionarmos e obtemos

u'(w:) ~

2h? 2nt
St u"(x )+_U(IV)( DRy

u(x; + h) +u(z; — h) = 2u(z;) + I
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e, portanto,

u”(xz-) _

u(z; —h) — 2u}§2xz) + u(x; + h) N [_h_u(fv)(xi) . (3.11)

12
donde segue a aproximacao para a segunda derivada

() ~ (1) — 2“}5;%) + u(2i41) (3.12)

com erro de truncatura O(h?). Vamos agora considerar a discretizagao da equagao (3.4)
com as condicoes de fronteira de Dirichlet

u(a) = « e u(b) = 6. (3.13)

Para cada ponto z; = a + ith, i = 0,...,n + 1, usaremos as abreviaturas

fi= f(@) e u = u(w).

Se usarmos a aproximagao para a segunda derivada dada por (3.12) em cada ponto z; e
ignorarmos os erros de truncatura, podemos reescrever a equacgao (3.4) em x = z; na forma

Uj—1 — ZUZ + Ujr1 = h2f2 (314)

com ¢ = 1,...,n. E introduzindo as condicoes de fronteira uy = o e u,,, = [, ficamos
com o sistema de n equacoes lineares

—2u; +uy = h2f) — «
Uy — QUQ + us = h2f2

Up—2 — 2Un_1 +u, = h2fn—l (315)
Up_1 — 2Uy = h2fn —p.

Usando a formulagao matricial temos o sistema

Au=0>
com
—2 1 0 0 0 0 U1 h2f1 —
1 =21 -~ 0 0 0 Us h? fy
A=+ & o bt u=| 1 e b= : . (3.16)
o o0 0 --- 1 =2 1 Up—1 h2 foy
o 0 0 --- 0 1 =2 Uy, h2f, —
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Assim, com a resolugdo desta equacao matricial obtemos uma solu¢ao aproximada u =
(u1,...,u,) do problema expresso em (3.4]) e (3.13) nos pontos x;, i = 1,...,n, do intervalo
[a, b].

3.3.2 Caso bidimensional

Vamos agora considerar a equacdo (3.3) em duas dimensoes

0? 0?
St SE o f@. a<e<h e<y<d (3.17)

com condicoes de Dirichlet na fronteira do dominio

U(ZE,C) Zg(ZL',C), u(x,d) :g(xvd)v

wa,y) =g(a,y), ulby) = g(b,y). (3.18)
Discretizamos o problema definindo uma malha de (n + 2) x (n + 2) pontos no retangulo
la,b] x [c,d], com espacamento horizontal Ax = z;ﬁ e espacamento vertical Ay = Z;i,

como mostra a figura seguinte.

j=n+1 e
(a,d) (b, d)
L
L 4 L 4 L 4
xij
L 4
Ay
j =20|(a,c) (b, )
i=0 Ar K i=n+1

Figura 3.3 Discretizacao do dominio [a, b] x [c,d]

Neste trabalho vamos considerar Ax = Ay = h, ou seja, uma malha bidimensional com
espacamento uniforme. Assim, os pontos da malha sio

(SCi,yj) = (G+Zh,b+jh), Z,]:O,,n—i-l
Usando as notagoes
w; = u(ri,y;),  fig = f(@i,95),  gi5 = 9(xi, y5)

35



e a aproximagao de diferencas finitas (3.12)) para as derivadas parciais de segunda ordem
em cada ponto (z;,y;), temos

52U N u,-_Lj — QU@]‘ + ui+1,j (3 19)
or?|, ; h?
€ 2
ol U1 — 22U+ Ui (3.20)
Y2 h?
Adicionando as expressoes (3.19) e (3.20)), podemos escrever
0%u *u Ui + Ui, — 4Ui,j Tt Wig1, T WUijsl 21
o), " ol n? (&2

que é a chamada formula de cinco pontos. Ver Figura [3.3
Desprezando os erros de truncatura, em cada ponto (z;, y;) a equacao de Poisson ((3.17)
da lugar a equacao

Wij—1 + Wiy j — AU 5+ Uig1j + Ui ji

h?

e define, em conjunto com as condigoes de fronteira (3.18)), um sistema de n? equagoes
lineares em n? incognitas u; ;, i,j = 1,...,n,

2
U+ up1 —4urg +usg +ure = h7f1a

2
U + ury — 4dugy +ugy +ugp = h7fa,
2
i1+ Uim1; — i+ Ui + Ui = b7 fi (3.23)

2
Unp,n—1 + Un—-1n — 4un,n + Un+1,n + Unn+1 = h fn,n

Por forma a escrever estas equacoes numa simples equagao matricial, precisamos de con-
siderar as incognitas u; ; num tnico vetor coluna de dimensdo n? e isto requer escolher
uma ordenagao para as incognitas. Existem varias ordenagoes possiveis para as quais estao
associadas diferentes matrizes [I1I]. Vamos, de forma algo arbitraria, escolher a ordem em
que os pontos da malha sao percorridos linha a linha, da esquerda para a direita e de baixo
para cima (dita ordem natural ou lexicogréfica). Vejamos o exemplo em que n = 3. Neste
caso particular definimos

T
u Z(Un U2l U3l Uiz U2 U3z U3 U2s U33)
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como o vetor das incognitas. Por simplicidade, vamos fazer a identificagao
T _
u = (u1 Uy U3 Ug4 Uz Ug U7 US UQ)

e, correspondentemente, teremos fi, fo,..., fo para os valores de f. Veja-se a figura se-

guinte.
g)

O
O
O

O

R\ 2\ 1\ AN e
O——w)——w——w)——)
R\ 2 FZ7R\ 2P e
O——w)y——w)——w——)

O

=
&)
=
(&)
=
(&)

O

O—O—O0—0—0-

Figura 3.4 Ordenacao natural das incognitas para uma malha bidimensional 5 x 5

Assim, o sistema de equagdes (3.23)) pode escrever-se na forma

—4 1 1 0 0 0 0 0 U1 b1

1 —4 1[0 1 00 0 0 || w by

0 1 —4/0 0 10 0 0 || u by

1 0 0|=4 1 01 0 0 || w by

001 0|1 =4 10 1 0 [|u |=]0s (3.24)
00 0 10 1 —4/0 0 1 || u b

0 0 0]1 0 0]=4 1 0 ||u br

000 00 1 01 -4 1 || u b

0 0 0|0 0 1 1 -4 )\ u b
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onde

by h2f1 — Uy,0 — Up,1
by h2f2 — U2
ﬁ h2f3 — U3,0 — U4q,1
by h2f4 — Up2
bs | = h?fs
& h fo — Uq,2
bz h2f7 — Up,3 — U4
bs h2f8 — U24
by \ h2f9 —Ug3 —U34

No caso geral, ficamos com um sistema de n? equacoes lineares em n? incognitas represen-
tado matricialmente por
Tu=> (3.25)

onde T é a matriz quadrada de ordem n?, tridiagonal por blocos, dada por

B I 0 - 0 0 0
I B I - 0 0 0

T=1: =+ - -~ -~ | (3.26)
0 0 0 I B I
0 0 0 0 I B

sendo I a matriz identidade de ordem n e

(—4 1 0 - 0 0 0
1 =4 1 - 0 0 0
B=| 1 & .o (3.27)
0 0 0 1 -4 1
Ko 0 0 1 —4

também de ordem n.

Outra forma de “percorrer” as linhas e colunas da malha é usar a ordenacao Red-Black.
Nesta ordenagao, os noés da malha sao divididos em dois conjuntos de cores diferentes a
semelhanca de um tabuleiro de xadrez, conforme se apresenta na Figura |3.5] no caso em
que n = 3.
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Figura 3.5 Ordenacao Red-Black das incognitas para uma malha bidimensional 5 x 5

Assim, quando usamos um método iterativo para a resolucao do sistema, se atualizar-

mos todos os nos vermelhos primeiro, iremos usar apenas os valores dos nos pretos. De

seguida, quando atualizamos os nos pretos, que estao apenas adjacentes aos nos veme-
lhos, poderemos utilizar apenas os novos valores referentes aos noés vermelhos. No nosso
problema, a ordenacdo Red-Black leva a que o sistema de equagoes (3.23) se escreva na

forma
o o0 -4 0 0|1 1 1 1 Us bs
o o o0 -4 0,0 1 0 1 Uy by
0 0 0 0 —4/0 0 1 1 ug =1 b |. (3.28)
o o0 1 1 1,0 0O 0 -4 Ug bs
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Observe-se que podemos obter a matriz dos coeficientes para a ordenacgao Red-Black,

-4 0 0 0 O0]1 1 o0 o0 \
0 -4 0 0 01 0 1 0
0O 0 —4 0 O0O|1 1 1 1
0O 0 0 —4 0|0 1 0 1
Teg=] 0 0 0 0 —-4/0 0 1 1 (3.29)
1 1 1 0 0]|—-4 0 0 0
1 0 1 1 00 =4 0 0
0O 1 1 0 1]/0 0 —-4 0
o 0 1 1 1]/0 0 0 —4

através da transformacdo de semelhanca PTPT = PTP~! onde T é a matriz dos coeficien-
tes associada a ordenagao natural dada em ([3.24)) e P é a matriz de permutacao definida por

(3.30)

"U

|
O OO oo oo
SO o RO O oo
O OO oo o o 0o
O O = OO0 O o oo
O O O oo o+~ O 0o
O R O OO o o o o
[ el eBellal S =l el
_ O O OO oo o o
O O OOl OO o o

3.4 Produtos de Kronecker

O produto de Kronecker é util para descrever problemas lineares que envolvem duas ou
mais varidveis uma vez que permite representagoes mais compactas [11].

Definicao 3.4.1. Sejam A e R™*™ ¢ B € RP*1. O produto de kronecker de A e B é definido
como sendo a matriz

apnB - a,B
AB=| :+ .. [eRmm (3.31)
amB - amnB
Definicao 3.4.2. Se A € R ¢ B € R™*"™, a soma de kronecker de A e B € a matriz

definida por
A®B=(I,QA) +(B®I,)eR™*™m",

Observe-se que, em geral, A@® B # B® A.
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Vejamos como podemos representar a matriz 17" em , matriz associada a equacao
de Poisson em duas dimensoes, usando estas duas operagoes de Kronecker envolvendo a
matriz identidade I de ordem n e a matriz A em (3.16), matriz associada & equagao de
Poisson unidimensional. Considerem-se os produtos de Kronecker

A o 0
I®A= :
0 A
e
2 I 0 -~ 0 0 0
I =2 I 0 0 0
AQT =
0 0 0 I -2 I
0 0 0 0 I -2/
€ a Sua SoIlna
A-2 I 0 -~ 0 0 0
I A-20 I -~ 0 0 0
@A)+ (A®I) = : Do e e : (3.32)
0 0 0 - I A—21 I
0 0 0 --- 0 I A—2I

Observe-se que A — 21 = B, com B dada em , e que, portanto,
T=IRA) +(ARI).
Atendendo a definigao [3.4.2] podemos escrever
T=A®A, (3.33)

ou seja, a matriz 1" da representacao matricial do problema bidimensional pode escrever-se
a partir da matriz A associada ao problema unidimensional usando produtos de Kronecker.
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3.5 Existéncia de solucao e condicionamento do sistema

Teorema 3.1 (7], Theorem 2.2). Os valores proprios de uma matriz tridiagonal da forma

b ¢ 0 -+~ 0 0 0
a b ¢ -~ 0 0 0
M=1: & e (3.34)
0O 0 O a b ¢
0 0 O 0 a b
sao dados por
km

)\kzb—i—Z\/%*cosn k=1,...,n. (3.35)

+1’

Coma=c=1eb=—2em (3.34)), tem-se a matriz A dada por (3.16|) cujos valores
proprios sao entao

km
Mg =—2+2 k=1,...,n. 3.36
k + 2cos n+ 17 ) y 10 ( )
E facil concluir que os valores proprios satisfazem —4 < A\, <0, parak=1,...,n, e 0

menor e o maior (em valor absoluto) sao, respetivamente,

A1 = —2+2cos (3.37)

n +

A = —2 4+ 2cos

. (3.38)

Podemos agora concluir que a equacao de Poisson unidimensional tem uma e uma s6
solugao (independentemente das condicoes de Dirichlet fixadas) uma vez que a matriz do
correspondente sistema tem valores proprios todos diferentes de zero. Porém, o ntmero de
condicao dado em do sistema em cresce com a dimensao n, isto é, o sistema
é mal condicionado para valores de n grandes. Atendendo a que, para n grande,

(m/n + 1)2) R

Ap & =24 2cosm = —4 e )\1%—2+2(1— 5 =

obtemos uma estimativa para o nimero de condicao dada por

A 4
T p(n +1)% (3.39)

42



A . ..
Por exemplo, para n = 10°, temos — ~ 4 x 10? e o sistema é mal condicionado. De acordo
1
com ([1.46)), para garantir que uma aproximacao x tem um erro relativo inferior a 1073,

por exemplo, tera de ser |Az;, — b|/||b|| < 1072

Para a determinagao dos valores proprios da matriz do sistema (3.25)) associado ao
problema bidimensional temos o teorema seguinte.

Teorema 3.2 ([3], Capitulo 6). Se A € R"™™ tem valores proprios \; e B € R™™ tem
valores prdprios ji;, entao a soma de kronecker A @ B, dada pela defini¢ao tem
valores proprios

)\1+/'1’17"'7)\1+,um7>\2+:u17"'7)\2+/’Lm7"'7)\n+ulu"'7/\n+/fl’m-

Uma vez que T'= A@ A, os valores proprios de T sao dados por

s .
)\Z-7j=—4—|—2cosn+1+2cosn+l, ih,j=1,...,n, (3.40)
e satisfazem —8 < \;; <0, para ¢,j = 1,...,n. Em valor absoluto,
M1=—4+4 3.41
bt S +1 ( )
¢ o menor valor préprio e
A = —4 + 4 cos (3.42)

n+1
¢ o maior valor proprio. Todos os valores proprios sao nao nulos e quando n aumenta A ;
tende para zero e ), , para —8. Assim, tal como no caso unidimensional, a equacao de
Poisson bidimensional, traduzida no sistema dado em ({3.25)), tem uma e uma sé solucao
e o nimero de condicao em aumenta com a dimensao n, sendo também valida a

)\n n
aproximagao obtida em (3.39)) para )\— quando n é grande.
11

3.6 Raio espectral das matrizes de iteracao

Nesta seccao vamos apresentar os raios espectrais das matrizes de iteracao dos métodos de
Jacobi, Gauss-Seidel e SOR para o problema de Poisson unidimensional e bidimensional.
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3.6.1 Caso unidimensional

Seja A a matriz dos coeficientes dada em (3.16)) e recorde-se a decomposicdo A = D+(L+U)
apresentada em (2.2)),

. I e (3.43)

=)
|
[\
|
O
e}
—_
= O
S =

A matriz de iteracao do método de Jacobi é a matriz

0 1 )
) 1 0 1
GJ=—D*1(L+U)=§
1 0 1
0 --- 1 0
De acordo com o Teorema [3.1] os valores proprios da matriz G ; sao dados por
k
A = k=1,... 3.44
k COs n+ 1a ) , 1, ( )

sendo que o maior valor proprio em moédulo se obtém quando k£ =1 (e k = n). Ou seja, o
raio espectral de G é
T T
p(GJ) = COS n——|-1 ~1— m (345)
Para a determinacao dos raios espectrais das matrizes Ggs € Gsor, associadas aos mé-
todos de Gauss-Seidel e SOR, respetivamente, podemos usar o teorema que apresentamos
a seguir. Este teorema exibe uma relacao entre os raios espectrais p(Gas) € p(Gsor) € 0

raio espectral p(G ) da matriz do método de Jacobi.

Teorema 3.3 (|2], Theorem 5.6.3). Seja A wma matriz real simétrica, definida positiva e
com a forma tridiagonal por blocos

D, U; 0 --- 0 0 0
Ly Dy Uy --- 0 0 0
A= 0 2 (3.46)
0 0 0 e Ln—l Dn—l Un—l
o o0 0 --- 0 L, D,
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onde D; sao submatrizes diagonais. Entao

p(Gas) = /72(GJ)7

onde Gj e Ggg sao as matrizes de iteracao dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel corres-
pondentes a matriz A.
O fator de relazacao 6timo we, no método SOR € dado por

2
Wopt = ) p(GGS) < 17
1+ (1 — ,O(Ggs))l/2

a que corresponde o raio espectral

p(GSOR(wopt)) = Wopt — 1.

Observe-se que a matriz A em tem a forma tridiagonal por blocos mas é
simétrica definida negativa (todos os valores proprios, dados em , sao negativos). No
entanto, o Teorema [3.3] aplica-se igualmente uma vez que —A e A tém as mesmas matrizes
de iteracao G;, Ggs e Gsor. Assim, a partir do Teorema e de (3.45)), podemos concluir
que o raio espectral da matriz de iteracao de Gauss-Seidel é

p(Ggs) = cos® (3.47)

n+1
Uma vez que p(Ggs) < p(Gy) < 1, podemos garantir que os métodos sdo convergentes
e que o método de Gauss-Seidel possui uma taxa de convergéncia mais elevada do que o
método de Jacobi. Mais precisamente, ao fim de k iteracoes, para o método de Jacobi dado
G; ser uma matriz real simétrica e |G |2 = p(G), a partir de (1.27)) obtemos

lexll, < [p(G )] leoll,- (3.48)

Para o método de Gauss-Seidel ndo se tem p(Ggs) = |Gasll, porque Ggg nao é simétrica,
mas podemos escrever ||Gas|, =6 - p(Ggs) com 0 > 1 e

lexll, < [0 p(Gas)]leol, = 0 [p(G)]* [leol .

uma vez que p(Ggs) = p*(Gy). Ou seja, uma iteragao do método de Gauss-Seidel faz
decrescer o erro tanto quanto duas iteracoes do método de Jacobi. Por outras palavras, no
método de Gauss-Seidel o nimero de iteracoes necessarias para se obter uma dada precisao
na solugao serd aproximadamente metade do niimero de iteragoes que o método de Jacobi
exige.
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Do Teorema [3.3 obtemos também que o fator de relaxagao 6timo w, no método SOR
para o problema de Poisson é

2 2

Wopt = = - 3.49
. 14 (1 — cos? (n%l))l/2 1 + sin (nL-&-l) (3:49)
com o correspondente raio espectral
2 1 —sin (L) o'
- = @ = T \n#lJ oy _ =2
P(Gsor(won)) 1+ sin (nLH) 1 + sin (nLH) n+1’

para n grande, uma vez que, para x perto de zero,

1 —sinz l1—=z
- ~ ~1—2x.
1+sinx 1+z

3.6.2 Caso bimensional

Consideremos a matriz 7" dada em (|3.26]) para o problema de Poisson bidimensional cor-
respondente & ordenacdo lexicografica dos nos da malha. E facil calcular o raio espectral
da correspondente matriz de iteracao G; do método de Jacobi, uma vez que

T=-41+T+4)=D+ (L+U)

e, portanto,
1
Gy = —(—4I) (T +4I) = vt

Assim, conhecidos os valores proprios \; ; de T', dados em ([3.40)), os valores proprios de G ;

sao . 1 . .
T T .
Z)\i,j+1=§(Cosn+1+cosn+1>, t,j=1...,n

O maior valor proprio em modulo ocorre quando i = j = 1 (e quando i = j = n), ou seja,
o raio espectral de G ; é

1 m m s
Gj)= = | cos + cos = Cos 3.50
PlGy) 2 < n+1 n + 1> (8:50)
0 mesmo que se obteve para o caso unidimensional.
Vamos agora observar que para a matriz Trp da ordenagao Red-Black (veja-se o exemplo
em (3.29))), o raio espectral da correspondente matriz de iteragao do método de Jacobi G .,
é também igual ao raio espectral (3.50) da matriz G; para a ordenacao lexicografica. De
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facto, Trp ¢ uma matriz semelhante & matriz T e, para uma dada matriz de permutacao
P, temos

Trp = —AI + (Tgp + 41) = =4I + (PTP™' + 4I).
A correspondente matriz de iteracdo do método de Jacobi é

1
Gipy = —(—4I) " (PTP ' +41) = ZPTP*1 +1

e, como os valores proprios da matriz PT P! s3o iguais aos da matriz T, temos também

p(Grpp) = cos ——

A matriz Trp é uma matriz simétrica, os seus valores proprios (iguais aos da matriz
T) sao todos negativos (e, portanto, —Txrp ¢ definida positiva) e ¢ uma matriz constituida
por quatro blocos que respeitam a forma em . Ou seja, Trp cumpre as condigoes
de aplicagao do Teorema Temos, entao, tal como para o caso unidimensional, o raio
espectral da matriz de iteracao do método de Gauss-Seidel G¢g,, dado por

P (GGSRB) = 102 (GJRB) = cos’

n+1
e, para a matriz de iteracao Gsor,, do método SOR,
P(GsoRrpp (wWopt)) =1 — n247:1
para
2
Wopt = W

A matriz T nao se encontra na forma e, por isso, o Teorema nao pode ser
aplicado. As formulas simples do Teorema que relacionam os raios espectrais das
matrizes G, Ggs ¢ Gsor(w), permitindo uma comparagao da rapidez de convergéncia
dos métodos, exigem um determinado padrao de zeros na matriz do sistema. Este padrao
consegue-se com a ordenacao Red-Black mas nao com a ordenagao lexicografica.
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Capitulo 4

Experiéncias numeéricas

Implementamos os nossos algoritmos no Matlab (R2018b) num computador LAPTOP-
REDGJNFT Intel(R) Celeron(R) CPU N2840 @ 2.16GHz, RAM 4.00 GB, no sistema
operativo Windows 10 Home de 64 bits.

Desenvolvemos os codigos Jacobi, Gauss_Seidel e SOR que sao implementacoes ge-
rais no sentido em que podem ser usados para qualquer sistema Ax = b, dados A e b de
forma explicita. A matriz A e o vetor b sdo, neste caso, construidos da forma descrita
no capitulo anterior (codigo matriz_vetor no Anexo [A). Também desenvolvemos os c6-
digos Jacobi_Poison, Gauss_Seidel_Poison e SOR_Poison especializados para o nosso
problema e que nao requerem a matriz A, uma vez que as expressoes , e ,
se traduzem, neste caso particular e para a ordem natural ou lexicografica, simplesmente
por

Wi = (Uijo1 + Wim1j + Wit ) + Wij41) /4, (4.1)
Wi = (Wij1 + Wi 1+ Uig1j + Uiji1) /4 (4.2)
e
wi; =1 —wuj+w(wj—1 +wi—1j + Wip1,; + wijr1) /4 (4.3)
respetivamente, onde u;; e w;; representam os valores ug? e ugﬁﬂ) Neste capitulo

vamos-nos referir a estes codigos como Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, Jacobi-P, Gauss-Seidel-
P e SOR-P, respetivamente.

A escolha da ordenacao Red-Black leva a duas passagens pela malha. Durante a pri-
meira passagem atualizamos metade das incognitas utilizando valores da iteracao anterior
e na segunda passagem atualizamos a restante metade das incognitas usando ja os novos
valores obtidos na primeira passagem da iteracao atual. No caso do método de SOR a
expressao , para cada uma destas passagens, traduz-se entdao por

wi; =1 —wuj+w (w1 + w1+ Uis1; + Uijr1) /4 sei+jépar, (4.4)
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para a primeira passagem, e
wi; =1 —whuj +w(wj1+ w1+ w1+ wij1)/4, sei+jéimpar, (4.5)

para a segunda passagem. No Matlab este método esta implementado no cédigo SOR_RB
(também apresentado no anexo e que passamos a designar por SOR-RB.

4.1 Problema I

O nosso primeiro exemplo de aplicacao consiste em determinar uma solucao aproximada
da equagao (3.2) com 0 < z,y < 1 e os seguintes valores de fronteira

I

u(z,0) =0, wu(z,1) =100z, 1
1.

0
u(0,y) =0, wu(l,y) =100y, O

xz

Y

NN

<
<

cuja a solugao exata é u(x,y) = 100zy.

Na Tabela [.T] apresentamos o nimero k de iteragoes necessarias para cumprir o critério
de paragem com tol = 107° em cada um dos codigos Jacobi, Gauss-Seidel e SOR
(com w = 1.7) e as correspondentes versoes que nao requerem o armazenamento da matriz
do sistema (“matrix-free” methods).

Codigos implementados | &k | p(G) | Erro relativo
Jacobi 156 | 0.9511 1.96e-004
Gauss-Seidel 88 | 0.9045 9.47e-005
SOR 40 | 0.7000 2.27e-006
Jacobi-P 156 | 0.9511 1.96e-004
Gauss-Seidel-P 88 | 0.9045 9.47e-005
SOR-P 40 | 0.7000 2.27e-006

Tabela 4.1 Numero de iteracoes, raio espectral da matriz de iteracao e erro relativo.

E importante enfatizar que a solucdo do sistema corresponde exatamente ao valor da
solucdo exata em cada ponto (z;,y;) da malha de discretizacdo definida. Isto acontece
por serem nulos os erros de truncatura, uma vez que a solugao exata u(z,y) = 100zy tem
derivadas parciais de quarta ordem (e de ordem superior) nulas.

Na ultima coluna da tabela registam-se os erros relativos |zp — u*|/||u*|, onde u*
¢ a solucao exata e x;, é a solucao aproximada obtida na tltima iteracao efetuada. Po-
demos observar que apenas no caso do SOR o erro é menor do que a tolerdncia usada
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(tol = 107°), embora seja p(Gsor) > 0.5 (antes vimos que se p < 0.5 tem-se necessaria-
mente |2y — w*|| < |@en — i ).

Neste exemplo inicial usamos h = 0.1 a que corresponde uma malha de n + 2 = 11
pontos em cada diregao, ou seja, um sistema com n? = 81 incognitas (os valores de u nos
pontos interiores). Como é esperado, o método de Jacobi é o que tem convergéncia mais
lenta e 0 método SOR, com o fator de relaxagdo w = 1.7, é o mais rapido. Enfatizamos
que os codigos Jacobi e Jacobi-P requerem exatamente o mesmo ntmero de iteracoes
para produzir a mesma aproximacao. O mesmo é verdade para os codigos Gauss-Seidel
e Gauss-Seidel-P, SOR e SOR-P. O que difere muito sao os tempos de execucao, como se
pode verificar na Tabela onde estdo registados os tempos de execucao (em segundos)
para diferentes valores de n.

n Jacobi Gauss-Seidel SOR Jacobi-P Gauss-Seidel-P  SOR-P

25 2.5885 1.8547 0.4634 0.0129 0.0097 0.0026
20 137.4857 85.2456 19.0328 0.1033 0.0683 0.0200
100 8.4825e+03  7.6181e+03 1.1363e+03  1.0257 0.6759 0.2212
150 — — 1.4704e+04  3.6259 2.5036 0.7976
200 — — — 8.0136 5.9109 1.9889
250 — — — 14.6332 11.5445 4.2723
300 — — — 23.9418 19.4556 8.1054

Tabela 4.2 Tempo de execugao (em segundos) dos diferentes codigos.

Uma vez mais, fica clara a superioridade do método SOR (com w = 1.7) relativamente aos
outros métodos aqui testados. Mas a conclusao principal ¢ a de que os codigos que usam
a matriz do sistema de forma explicita sao extremamente ineficientes. Por exemplo, para
n = 150 (isto corresponde a um sistema com 22500 equagoes), o codigo SOR usou cerca
de 4 horas enquanto que o correspondente SOR-P terminou ao fim de 0.8 segundos. Em
desfavor dos codigos Jacobi, Gauss-Seidel e SOR, acresce a necessidade do armazenamento
explicito das n? entradas da matriz. Para n = 300, isto corresponde a ocupar cerca de
700Mbytes de memoria do computador para armazenar uma matriz. Nas versoes “P” dos
mesmos codigos, este custo nao existe.

Fica bem clara a importancia de tirar partido da estrutura especial da matriz dos
sistema que ocorre na resolucao numérica da equacao de Poisson. A partir daqui, nao
usaremos mais os codigos “gerais” Jacobi, Gauss-Seidel e SOR.

Na Figura [4.I] apresentamos um grafico com o namero de itera¢oes requeridas por cada
um dos codigos Jacobi-P, Gauss-Seidel-P e SOR-P (w = 1.7), com n = 9, e para valores
de tol de 10! até 10715,
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Figura 4.1 Numero de iteracoes em funcao de tol = 107, ¢t =1,2,...15.

A partir da representacao grafica dos trés métodos, podemos observar mais uma vez
que, para os mesmos valores de tol, no grafico de SOR os valores para o nimero de iteragoes
sao significativamente menores do que com os outros dois graficos.

Na Figura [4.2| apresentamos, usando um mapa de cores, as solucoes exatas para os
valores da temperatura em equilibrio nos pontos (z;,y;) da malha com n = 100.

4.2 Problema 11

Determinaremos uma solugao aproximada da mesma equacao (3.2)) mas alterando os valores
de fronteira que vao ser os que correspondem ao caso ilustrado na Figura [3.1] isto é,

u(z,0) =100, wu(z,1) =0, 0<
u(0,y) = 100, wu(l,y) = 100, 0

Neste caso a solucao exata nao é conhecida pelo que, ao contrario do que se fez no exemplo
anterior, nao serd possivel determinar exatamente os erros das aproximagoes que vamos
calcular. Este exemplo representa os casos em que ¢é de facto necessaria a resolu¢ao numé-
rica. do problema e tudo o que sabemos sobre os erros de truncatura é que sao da ordem
de grandeza de h2.
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Figura 4.2 Valores de equilibrio para a temperatura na placa.

Usaremos os codigos Jacobi-P, Gauss-Seidel-P, SOR-P e SOR-RB com os parametros
de entrada n = 6, tol = 107*, kmax = 10, e ainda w = 1.7, no caso de SOR-P, e o valor
6timo expresso em no caso de SOR-RB.

Nas Tabelas apresentam-se as aproximagcoes obtidas com os diferentes codigos
nos 36 pontos interiores da malha definida, bem como o ntimero de itera¢oes k requeridas
para cumprir o critério de paragem definido por . Observamos que, de uma maneira
geral, as aproximacoes em cada ponto da malha coincidem em quatro algarismos, de acordo
com o esperado.

0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
100.0  52.27 35.08 29.15 29.15 35.08 52.27 100.0
100.0 74.00 58.93 52.39 52.39 5893 74.00 100.0
100.0 84.81 74.26 69.11 69.11 74.26 84.81 100.0
100.0 90.98 84.23 80.72 80.72 84.23 90.98 100.0
100.0 9491 90.96 88.86 88.86 90.96 94.91 100.0
100.0 97.70 95.89 9491 9491 9589 97.70 100.0
100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

Tabela 4.3 Resultados obtidos com Jacobi-P (k= 69).
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0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
100.0 52.28 35.10 29.18 29.18 35.11 52.28 100.0
100.0 74.01 58.96 52.43 52.43 5897 74.02 100.0
100.0 84.83 74.30 69.16 69.17 74.31 84.83 100.0
100.0 91.00 84.26 80.77 80.77 84.27 91.01 100.0
100.0 94.92 90.99 88.89 88.89 91.00 94.93 100.0
100.0 97.70 95.90 94.93 94.93 9591 97.71 100.0
100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

Tabela 4.4 Resultados obtidos com Gauss-Seidel-P (k= 39).

0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
100.0 52.29 35.11 29.19 29.19 35.11 52.29 100.0
100.0 74.03 58.98 52.46 52.46 58.98 74.03 100.0
100.0 84.84 7T4.33 69.20 69.20 74.33 84.84 100.0
100.0 91.02 84.30 80.81 80.80 84.29 91.02 100.0
100.0 94.94 91.02 88.91 88.92 91.02 94.94 100.0
100.0 97.71 9592 9495 94.95 9592 97.71 100.0
100.0  100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

Tabela 4.5 Resultados obtidos com SOR-P e w = 1.7 (k= 29).

0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
100.0 52.28 35.11 29.19 29.19 35.11 52.28 100.0
100.0 74.03 58.98 52.45 52.45 58.98 74.03 100.0
100.0 84.84 74.32 69.19 69.19 74.33 84.84 100.0
100.0 91.02 84.29 80.80 80.80 84.29 91.02 100.0
100.0 94.94 91.02 88.92 88.92 91.02 94.94 100.0
100.0 97.71 95.92 94.95 94.95 9592 97.71 100.0
100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

Tabela 4.6 Resultados obtidos com SOR-RB e w 6timo (k= 14).

Na Tabela observamos a importancia de podermos determinar o valor 6timo we,; do
parametro de relaxacao. Comparando o ntimero de iteracoes usadas por SOR-P e SOR-RB,
é negligenciavel a diferenca, para cada um dos valores de w testados, embora seja de notar
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que, neste exemplo, o niimero de iteracoes de SOR-RB nunca seja superior ao de SOR-P.

Variando o pardmetro de relaxagao observamos na Tabela[1.7]que, para alguns valores de
w, SOR-RB converge mais rapidamente do que SOR-P. Ainda relativamente aos resultados
obtidos com SOR-RB, é de observar que com w = 1.45 é necessiria menos uma iteracao
do que com wey, = 2/(1 + sin(%)). A primeira vista, isto parece contradizer a teoria ja que
se tem para os raios espectrais das matrizes de iteracao

pwopt) = 0.3948 < p(1.45) = 0.45.

Nos nossos codigos usou-se a | .|, no critério de paragem que esta expresso em ([1.41)). Que
esta condicao se cumpra com menos iteragoes para algum valor de w # wg,: do que com o
Proprio wyy, é uma consequéncia da observagao feita no final da subsecgao [I.1.1}

w SOR-P SOR-RB
1.09 33 33
1.15 29 29
2/(1 +sin(%)) | 15 14
1.45 15 13
1.65 26 24
1.75 35 34
1.90 93 91
1.98 469 466

Tabela 4.7 Ntumero de iteragoes dos codigos SOR-P e SOR-RB variando w.

A medida que se aumenta o niimero de pontos da malha observamos que na Tabela
o valor do raio espectral da matriz de iteracao vai-se aproximando de 1. Podemos observar
que este processo ¢ mais rapido para o raio espectral da matriz de iteragdo do método
de Jacobi, e mais lento para raio espectral da matriz de iteracao do método de SOR-RB,
conforme mostra a nossa tabela
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n | p(Gs)  p(Gesps) PGSORRs)
6 | 0.90097 0.81174 0.39481
10 1 0.95949  0.92063 0.56039
20 | 0.98883  0.97779 0.74058
40 | 0.99707 0.99414 0.85779
60 | 0.99867 0.99735 0.90208
80 [ 0.99925  0.99850 0.92534
100 | 0.99952  0.99903 0.93968
200 | 0.99988  0.99976 0.96922
300 | 0.99995  0.99989 0.97934
400 | 0.99997  0.99994 0.98445
500 | 0.99998  0.99996 0.98754

Tabela 4.8 Raio espectral das matrizes de iteracao.

Na Figura [3.1] que apresentamos no inicio do Capitulo [} estao representadas, usando
um mapa de cores, as solucoes para os valores da temperatura em equilibrio nos pontos da
placa, obtidas usando o método SOR_RB com o parametro 6timo, n = 100 e tol = 1074
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Conclusao

A importancia da equacao de Poisson resulta da diversidade de problemas que a ela estao
associados. No nosso trabalho consideramos a resolugao numérica desta equacao, em uma
e duas dimensoes, com condicoes de fronteira de Dirichlet. Isto levou-nos ao foco central
da tese que ¢ o dos métodos iterativos para a solucao de sistemas de equagoes lineares que
resultam da discretizacao de dominios continuos usando técnicas de diferencas finitas.

Procuramos sintetizar a teoria basica dos métodos de relaxacao classicos, o método de
Jacobi, o método de Gauss-Seidel e o método de sobre-relaxacdo (SOR) dando especial
énfase, como nao podia deixar de ser, aos raios espetrais das matrizes de iteracao de que
depende a convergéncia. A equacao de Poisson discretizada por diferencas centradas para
as derivadas de segunda ordem é um excelente caso de estudo para comparar estes métodos
uma vez que sao conhecidos os raios espectrais das matrizes de iteragao para cada um dos
métodos. No caso do método SOR também é conhecido o valor 6ptimo do parametro de
relaxacao.

Desenvolvemos e testamos codigos no Matlab. Para cada algoritmo desenvolvemos dois
codigos, um que constroi de forma explicita a matriz dos sistema (no caso bidimensional,
usamos somas de Kronecker para este efeito) e outro que, tal como é usual na pratica, usa as
relacoes entre as varidveis decorrentes das formulas de diferencas finitas, sem necessidade de
armazenar matrizes, o que se traduz por grande economia no espago de memoria ocupado
pelos dados do problema, para sistemas de grande dimensao. Para além disto, sem surpresa,
registamos também grandes reducoes nos tempos de execucao, isto ¢, os métodos que na
terminologia inglesa se designam por “matrix-free” sao computacionalmente eficientes, ao
contrario dos que usam as matrizes de forma explicita. Nos nossos testes confirmamos o
que a teoria indica: a convergéncia do método de Gauss-Seidel é duas vezes mais rapida
do que a do método de Jacobi e o SOR converge muito mais rapidamente do que o método
de Gauss-Seidel se se usar o valor 6timo (ou proximo dele) do parametro de relaxagao.

No problema a duas dimensoes, nas implementagoes sequenciais destes algoritmos, os
no6s da malha de discretizacao sao usualmente colocados pela ordem natural ou ordem
lexicografica. No caso dos métodos de Gauss-Seidel e SOR, esta ordenacao impossibilita
a implementacao paralela dos algoritmos. Para ultrapassar esta dificuldade, pode usar-se
uma ordenacao que, a semelhanca das casas de um tabuleiro de xadrez, distribui os noés
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da malha por dois subconjuntos, R (“Red”) e B (“Black”). A ideia é simples e eficaz: como
no esquema resultante da féormula dos cinco pontos, os nés de cada um destes conjuntos
nao estao ligados entre si, os valores de R s6 dependem de 4 valores de B e vice-versa.
Assim, em cada iteracao, os valores de R podem ser atualizados com os valores de B da
iteragao anterior para, logo a seguir, se atualizarem os valores de B usando os valores de
R ja produzidos na iteragao em curso.

Uma reordenacao dos nés corresponde a uma permutacao das linhas e colunas da matriz
do sistema mas isto nao ¢ verdade para as correspondentes matrizes de iteracao, excepto
no caso do método de Jacobi. Tal permutacao de linhas e colunas é uma transformacao
de semelhanca da matriz do sistema mas isto nao garante que o raio espetral da matriz
de iteracao dos métodos de Gauss-Seidel nao se altere quando a ordenacao RB é usada.
Curiosamente, formando de forma explicita as matrizes de iteracao do SOR correspondentes
as ordens lexicografica e RB, obtivemos os mesmos raios espetrais mas nao encontramos
na literatura resultados teéricos que expliquem esta verificacao experimental.
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Anexo A

Implementacao dos métodos no Matlab

Codigo usado para determinar a solugao exata do Problema 1.

function S=solucao_exata(n)

% 5
% SOLUCAO EXATA Solugdo exata para o Problema I em [1].

%
% INPUT: n — numero de pontos interiores da malha em cada diregao
%
% OUTPUT: S — matriz com as solucdes ezatas nos pontos da malha, de
% ordem N2, com N=n+2
%
% [1] P. Jamba, "Resolu¢io Numérica da FEquaciao de Poisson"
% Disserta¢ao de mestrado, UM, 2019.
%
%
N=n-+2;
h=1/(N-1); %passo da malha
%
%Valores na fronteira da malha
S(I,I:N)ZO; %fronteira inferior
S(1:N,1)= %fronteira esquerda
S(l N N)f100*(0 h:1); %fronteira direita
S(N,1:N)=100%(0:h:1); %fronteira superior
%
%Valores nos pontos interiores da malha
for i=2:N-1
for j=2:N-1
x=(i—1)xh;
=(j —1)*h;
S(i,j)=100xxxy;
end
end
%
S=flipud (S);
end
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Coédigo para determinar a matriz do sistema e o vetor coluna dos termos independentes
do problema de Poisson bidimensional que usamos nos cédigos (A.1.1), (A.2.1) e (A.3.1)).

function [A, b]=matriz_vetor(n)

0
% MATRIZ VETOR Matriz do sistema e vetor dos termos idependentes da

% discretiza¢ao da equacdo de Poisson bidimensional.
%

% INPUT: n — numero de pontos interiores da malha em cada direcdo
% (n+2 pontos mno total, com os pontos da fronteira)

%

% OUTPUT: A — matriz simples do sistema de ordem (n+2)°2

% b — vetor coluna dos (n+2)°2 termos independentes

%

% Ver Problema I em [1], pag.48.

%

% [1] P. Jamba, "Resolug¢do Numérica da FEquag¢io de Poisson".

% Disserta¢ao de mestrado, UM, 2019.

%

%

h=1/(n+1); Jpasso da malha

%

%Valores na fronteira da malha

b
alfa (1:n+2)=0; %fronteira esquerda
beta(1:n+2)=100%(0:h:1); %fronteira direita

delta (1:n+42)=100%(0:h:1); Z%fronteira superior

gamma (1:n1+2)=0; %fronteira inferior

0

%Primeiro bloco de b

vli=[alfa(2)+gamma(2), gamma(3:n), gamma(n+1)+beta(2)];
%

%Blocos interiores de b

v2=[alfa (3:n); zeros(n—2); beta(3:n)];

v2=v2(:)’;

0
%Ultimo bloco de b
v3=[alfa (n+1)+delta(2), delta(3:n), delta(n+l)+beta(n+1)];

%

b=[vl,v2,v3]; Zvetor b

%

A=gallery (’poisson’,n);

A=full (A); %matriz de Poisson
end
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A.1 Coédigos de Jacobi
A.1.1 Jacobi

function [u, iter]=Jacobi(A, b, tol, kmax)
% JACOBI Método iterativo de Jacobi.

% [u, iter]=jacobi(A, b, tol, kmaz) determina uwma aprozima¢io para
% a solugao do sistema Ax=b usando o método iterativo de Jacobi,
% tomando como aprozimacdo inicial o vector nulo.

INPUT: A — matriz simples do sistema (ordem n)
b — termos independentes (vetor coluna)
tol — tolerdncia para o erro (relativo)
kmax — nimero mdzimo de iteracoes

OUTPUT: w — solug¢ido (vetor coluna)
iter — numero de iteracdes

Com A=D+L+U, D diagonal, L e U estritamente triangulares, inferior e
superior , respetivamente , MJ=—inv (D)x(L+U) é a matriz de iterag¢io de
Jacobi. O método converge sse o raio espectral de MJ < 1

(consultar Teorema 1.3 em [1], pag.18).

N <
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% Ver Algoritmo geral para métodos iterativos em [1], pag.20.

%

% [1] P. Jamba, "Resolu¢io Numérica da Fqua¢io de Poisson”.

% Dissertacao de mestrado, UM, 2019.

%

%

n=length (b); %comprimento do vetor b

u=zeros(n,1); Japrozimacdio inicial (vector nulo)
erro=tol +1; %qualquer valor maior do que tol serve
iter =0; %inicializagao do contador de iteragdes
h=zeros(n,1); Y%pre—alocar para maior rapidez

o
while erro>tol && iter < kmax

y=u; %cépia dos valores da itera¢dao anterior
for i=1:n
h(i)=(b(i)—dot(A(i,:),y))/A(i,i); %formula (2.8)
u(i)=u(i)+h(i);
end
erro=norm(h,inf)/(1+norm(u,inf)); %critério de paragem (1.41)
iter=iter +1;
end
%

if erro<=tol
disp ([ ’Atingiu—se_a_precisdo_desejada_em_
‘_iteracgdes.’]);

)

,num2str(iter ) ,...

else
disp ([ 'O_método_diverge_ou_converge_mas_kmax’ ...
’é_insuficiente_para_permitir_alcancar_a_precisdo_desejada.’]);
end
%
end
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A.1.2 Jacobi_Poisson

function [u,ITER]=Jacobi Poisson(n, tol, kmax)

%
% JACOBI POISSON  Método iterativo de Jacobi para a resolu¢ao do problema
de Poisson bidimensional.

NN

[u,ITER]=Jacobi_Poisson(n, tol, kmaz) determina uma aprozimag¢do para a
solugao do sistema Ax=b da discretiza¢cao do problema de Poisson
bidimensional (com ordena¢do lexicogrdfica para as incdgnitas), usando o
o método iterativo de Jacobi com o wvetor nulo como aprozximac¢ao inicial.

INPUT: n — numero de pontos interiores da malha em cada direcgao
tol — tolerdncia para o erro (relativo)
kmax — nimero mdzimo de iteracgoes

OUTPUT: u — solu¢des nos pontos da malha (matriz de ordem N~2, com N=n+2)
ITER — numero de iteracoes

Com A=D+L+U, D diagonal, L e U estritamente triangulares, inferior e
superior, respetivamente , MJ—inv (D)x(L+U) é a matriz de iteragio de
Jacobi. O método converge sse o raio espectral de MJ < 1

(consultar Teorema 1.8 em [1], pag.138).

Ver Algoritmo geral para métodos iterativos em [1], pag.20.

[1] P. Jamba, "Resolu¢io Numérica da Equag¢io de Poisson".
Disserta¢ao de mestrado, UM, 2019.

Usa—se o indice i para indicar a linha e o indice j para a coluna na
matriz w. A aproximacio da solu¢ao no ponto de coordenadas (z_i,y_j)
encontra—se na entrada (i,j) da matriz u.
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N=n+2; %nimero total de pontos (interiores e de fronteira) em cada diregdo
%
h=1/(N—-1); %passo da malha

0
%Valores de fronteira do Problema I em [1].

u(l,1:N)=0; %fronteira inferior
u(1:N,1)=0; %fronteira esquerda
u(1:N,N)=100%(0:h:1); %fronteira direita
u(N,1:N)=100%(0:h:1); %fronteira superior
%

%Valores de fronteira do Problema II em [1].
%u(1,1:N)=100; %fronteira inferior
%u(1:N,1)=100; %fronteira esquerda
%u(1:N,N)=100; %fronteira direita

%u(N,1:N)=0; %fronteira superior
—=u;

%

bAprozimacgdo inicial para os pontos interiores da malha
u(2:N—-1,2:N—1)=0;

0
DIFF=tol +1; %qualquer valor maior do que tol serve
ITER=0; %inicializag¢do do contador de iteracdes
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%
while DIFF-tol && ITER-kmax

for 1i=2:N-1
for j=2:N-1
w(i,j)=(u(i-1,j)+u(i,j-D+u(i,j+)+u(i+1,j))/4; %férmula (4.1)
end
end

Y%critério de paragem (1.41)

DIFF=max (max(abs (w—u))) /(1+max(max(abs(w(2:N-1,2:N—-1)))));
u=w; %cépia dos wvalores da iteracdo atual
ITER=ITER+1;

end

%
if DIFF<=tol
disp ([ ’Atingiu—se_a_precisdo_desejada_em_’ ,num2str(ITER) ,...

‘_iteracdes.’]);
else
disp ([ 'O_método_diverge_ou_converge_mas_kmax_é’ ...
"insuficiente_para_permitir_alcancar_a_precisdo_desejada.’]);
end
0
u=flipud (u); %matriz com as solu¢des aprozimadas;
%para obter z na formulagido Ax=b, basta wetorizar u,
%usando z=reshape(u,N"2«N~2,1)
end
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A.2 (Cobédigos de Gauss-Seidel
A.2.1 Gauss_Sedeil

function [u, iter]=Gauss_Seidel(A, b, tol, kmax)
%
% GAUSS SEIDEL Método iterativo de Gauss—Seidel.

% [u, iter]=gauss_ seidel geral(A,b,tol ,kmaz) determina uma aprozximagéo
% para a solucdo do sistema Az=b usando o método iterativo de Gauss—Seidel,
% tomando como aproximag¢do inicial o wvector nulo.

INPUT: A — matriz simples do sistema (ordem n)
b — termos independentes (vetor coluna)
tol — tolerdncia para o erro (relativo)
kmax — nimero mdzimo de iteracgoes

OUTPUT: wu — solu¢do (wvetor coluna)
iter — numero de iteracgdes

Com A=D+L+U, D diagonal, L e U estritamente triangulares , inferior e
superior, respetivamente , MGS—inv (D+L)xU é a matriz de iteragdo de
% Gauss—Seidel. O método converge sse o raio espectral de MGS < 1.
(consultar Teorema 1.8 em [1], pag.138).

S

S
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% Ver Algoritmo geral para métodos iterativos em [1], pag.20.

%

% [1] P. Jamba, "Resolug¢do Numérica da Equag¢io de Poisson”.

% Disserta¢ao de mestrado, UM, 2019.

%

%

n=length (b); Jcomprimento do vetor b

u=zeros (n,1); %aprozimagio inicial (vector nulo)
erro=tol +1; %qualquer valor maior do que tol serve
iter =0; %inicializagao do contador de iteragoes
h=zeros(n,1); %pre—alocar para maior rapidez

vf/hile erro>tol && iter <kmax
for i—1:n
h(i)=(b(i)—dot(A(i,1l:n),u))/A(i,i); %formula (2.18)
u(i)=u(i)+h(i);

end
erro=norm(h,inf)/(l4+norm(u,inf)); %critério de paragem (1.41)
iter=iter+1;

end

%
if erro>tol
disp ([ "Atingiu—se_a_precisdo_desejada_em_
‘_iteracdes.’]);

" ,num2str(iter ) ,...

else
disp ([ 'O_método_diverge_ou_converge_mas_kmax_é_insuficiente_’ ,...
"para_permitir_alcancgar_a_precisao_desejada.’]);
end
%
end
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A.2.2 Gauss_Seidel Poisson

function [u, ITER|=Gauss_Seidel Poisson(n, tol, kmax)

%
% GAUSS SEIDEL POISSON  Método iterativo de Gauss—Seidel para a resolug¢do
% do problema de Poisson bidimensional.

0

% [u, ITER]=Gauss_Seidel particular(n, tol, kmaz) determina uma aprozximacgdo
% para a solucdo do sistema Az=b da discretizacao do problema de Poisson

% bidimensional (com ordena¢io lexicogrdfica para as incdgnitas), usando o
% método iterativo de Gauss—Seidel com o vetor nulo como aprozimacao inicial.

INPUT: n — numero de pontos interiores da malha em cada direcao
tol — tolerdncia para o erro (relativo)
kmax — nimero mdzimo de iteracgoes

OUTPUT: uw — solugdes nos pontos da malha (matriz de ordem N~2, com N-n+2)
ITER — numero de iteracgoes

Com A=D+L+U, D diagonal, L e U estritamente triangulares, inferior e
superior , respetivamente , MGS—inv (D+L)xU é a matriz de itera¢do de
Gauss—Seidel. O método converge sse o raio espectral de MGS < 1
(consultar Teorema 1.3 em [1], pag.138).

Ver Algoritmo geral para métodos iterativos em [1], pag.20.

[1] P. Jamba, "Resolu¢io Numérica da Equacio de Poisson".
Dissertacao de mestrado, UM, 2019.

Usa—se o indice i para indicar a linha e o indice j para a coluna na
matriz u. A aproxzimac¢do da solugdo no ponto de coordenadas (z_i,y j)
encontra—se na entrada (i,j) da matriz u.
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N=n+2; %nimero total de pontos (interiores e de fronteira) em cada dire¢do

%
h=1/(N-1); %passo da malha

%

%Valores de fronteira do Problema I em [1].
u(1l,1:N)=0; %fronteira inferior
u(1:N,1)=0; %fronteira esquerda
u(1:N,N)=100%(0:h:1); %fronteira direita
u(N,1:N)=100%(0:h:1); %fronteira acima

%

%Valores de fronteira do Problema II em [1].
%u(1,1:N)=100; %fronteira inferior
Ju(1:N,1)=100; %fronteira esquerda
%u(1:N,N)=100; %fronteira direita
%u(N,1:N)=0; %fronteira superior
-

%

tAprozimacao inicial para os pontos interiores da malha
u(2:N—1,2:N-1)=0;

%
DIFF=tol +1; %qualquer valor maior do que tol serve
ITER=0; %inicializacdo do contador de iteracodes
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%
while DIFF-tol & ITER-kmax

for 1i=2:N-1
for j=2:N-1
w(i,j)=(w(i-1,j)+w(i,j-D+u(i,j+)+u(i+1,j))/4; %férmula (4.2)
end
end

Y%critério de paragem (1.41)

DIFF=max (max(abs (w—u))) /(1+max(max(abs(w(2:N-1,2:N—-1)))));
u=w; %cépia dos wvalores da iteracdo atual
ITER=ITER+1;

end

%
if DIFF<=tol
disp ([ ’Atingiu—se_a_precisdo_desejada_em_’ ,num2str(ITER) ,...

‘_iteracdes.’]);
else
disp ([ 'O_método_diverge_ou_converge_mas_kmax_é’ ...
"insuficiente_para_permitir_alcancar_a_precisdo_desejada.’]);
end

0

u=flipud (u); %matriz com as solu¢des aprozimadas;
%para obter z mna formulagido Ax=b, basta wetorizar u,
%usando z=reshape(u,N"2«xN~2,1)

end
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A.3 (Cbédigos de SOR
A.3.1 SOR

function [u, iter]=SOR(A, b, tol, kmax, p)
%
% SOR Método iterativo de SOR.

% [u, iter]=SOR(A, b, tol, kmazx, p) determina wma aprozimac¢io para a
% solugao do sistema Az=b usando o método iterativo de SOR, tomando como
% aprozimagdo imnicial o vector mnulo.

INPUT: A — matriz simples do sistema (ordem n)
b — termos independentes (vetor coluna)
tol — tolerdncia para o erro (relativo)
kmax — nimero mdzimo de iteracoes
p — pardmetro de relaragao

OUTPUT: wu — solu¢do (wvetor coluna)
iter — numero de iteracdes

Com A=D+L+U, D diagonal, L e U estritamente triangulares , inferior e
superior, respetivamente , MSOR=inv (D+pxL)x[(1—p)xD-pxU] é a matriz
de itera¢dao de SOR, para um dado valor do pardmetro de relazag¢dao p.
A condi¢do 0<p<2 é uma condi¢cdo mecessdria de convergéncia
(consultar Teorema 2.4 em [1], pag.27).

S

N

Ver Algoritmo geral para métodos iterativos em [1], pag.20.
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% [1] P. Jamba, "Resolugdo Numérica da FEquag¢io de Poisson".

% Disserta¢ao de mestrado, UM, 2019.

%

n=length (b); %comprimento do vetor b

u=zeros (n,1); %aproximacgao inicial (vector nulo)
erro=tol +1; %qualquer valor maior do que tol serve
iter =0; %inicializagao do contador de iteracgdes
h=zeros(n,1); Y%pre—alocar para maior rapidez

%

while erro>tol && iter <kmax
for i—1:n

h(i)=(b(i)—dot(A(i,1l:n),u))/A(i,i); %formula (2.28)
u(i)=u(i)+pxh(i);
end
erro—norm(h,inf)/(14+norm(u,inf)); %critério de paragem (1.41)
iter=iter+1;
end
%

if erro<=tol
disp ([ "Atingiu—se_a_precisdo_desejada_em_
‘_iteracgdes.’]);

’,num2str(iter ) ,...

else
disp ([ 'O_método_diverge_ou_converge _mas_kmax_é’ ...
“insuficiente _para_permitir_alcangar_a_precisdo_desejada.’]);
end
end
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A.3.2 SOR_Poisson

1. Ordenacao lexicografica

function [u, ITER]=SOR_Poisson(n, tol, kmax, p)

%
% SOR_POISSON Método iterativo de SOR para a resolugdo do problema de

% Poisson bidimensional

%
% [u, ITER]=SOR_ Poisson(n, tol, kmax

(ordena¢io lexicogrdfica ).

, p) determina wma aprozimacao para

% a solugdao do sistema Ax=b da discretizagcao do problema de Poisson
% bidimensional (com ordena¢iao lexicogrdfica para as incdgnitas), usando o
% método iterativo de SOR com o vetor nulo como aproximac¢do inicial.

p — pardmetro de relazacao

OUTPUT: w — solug¢des mnos pontos da
ITER — numero de iteracoes

superior , respetivamente , MSOR=inv
de itera¢io de SOR, para um dado v

NN <

(consultar Teorema 2.4 em [1], pag

)

R N AT AT ANV NN R R R EK

INPUT: n — numero de pontos interiores da malha em cada direcao
tol — tolerdncia para o erro (relativo)
kmax — nimero mdzimo de iteracgoes

malha (matriz de ordem N2, com N=n+2)

Com A=D+L+U, D diagonal, L e U estritamente triangulares, inferior e

(D+pxL)x[(1—p)«D-pxU] € a matriz
alor p do pardmetro de relaxag¢do.

A condi¢ao 0<p<2 é uma condi¢cdo mecessdria de convergéncia

.27).

Ver Algoritmo geral para métodos iterativos em [1], pag.20.

Dissertacao de mestrado, UM, 2019.

4
%
%
% [1] P. Jamba, "Resolugio Numérica da FEquagao de Poisson”.
%
%

% Usa—se o indice i para indicar a linha e o indice j para a coluna na

% matriz u. A aprozimacdo da solucdo

no ponto de coordenadas (z_i,y_j)

% encontra—se na entrada (i,j) da matriz u.

%

N=n+2; %numero total de pontos (interiores e de fronteira) em cada dire¢do

%
h=1/(N—-1); %passo da malha

%
%Valores de fronteira do Problema I em [1].

u(1,1:N)=0; %fronteira
u(1:N,1)=0; %fronteira
u(1:N,N)=100%(0:h:1); %fronteira
u(N,1:N)=100%(0:h:1); %fronteira
%

%Valores de fronteira do Problema II
%u(1,1:N)=100; %fronteira
%u(1:N,1)=100; %fronteira
%u(1:N,N)=100; %fronteira
%u(N,1:N)=0; %fronteira
Weu

%Aprozimacdo inicial para os pontos
u(2:N—-1,2:N-1)=0;

inferior
esquerda
direita

superior

em [1].
inferior
esquerdo
direito

superior

interiores da malha
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0
DIFF=tol +1; %qualquer valor maior do que tol serve

ITER=0; %inicializagao do contador de iteracgdes
%
while DIFF>tol && ITER<kmax
for i=2:N-1
for j=2:N-1

%formula (4.3)
en
end
Y%critério de paragem (1.41)
DIFF=max (max(abs (w—u)))/(1+max(max(abs(w(2:N—1,2:N—-1)))));
u=w; %copia dos wvalores da iterac¢ao atual
ITER-ITER+1;

end

%
if DIFF<=tol
disp ([ ’Atingiu—se_a_precisdo_desejada_em_’ ,num2str (ITER) ,...
‘_iteracgdes.’]);
else
disp ([ 'O_método_diverge_ou_converge_mas_kmax_é’ ...
‘insuficiente _para_permitir_alcancgar_a_precisdo_desejada.’]);
end

0

u=flipud (u); %matriz com as solug¢ées aprozximadas;
%para obter z na formulagdo Az=b, basta wvetorizar u,
%usando z=reshape(u,N " 2«xN~2,1)

end

71



2. Ordenacao “Red-Black”

function [u,ITER]=SOR_RB(n, tol, kmax, P)

%
% SOR_RB  Método iterativo de SOR para a resolu¢iao do problema de

% Poisson bidimensional (ordenag¢io "Red—Black").

como aproxima¢dao inicial

Dissertacao de mestrado, UM,

SR X AT ATAT AR VAR STAT AR ATV X AR AT AR ATV AV AR AR SN AN R R R 8K

Com A=D+L+U, D diagonal, L e U estritamente triangulares,
superior, respetivamente , MSOR=inv (D+P+L)x[(1—P)xD-P+xU] é a matriz
de itera¢io de SOR, para o wvalor dtimo P do pardmetro de relazagdo.

[1] P. Jamba, "Resolugdo Numérica da FEquagao de Poisson".

2019.

[uw, ITER]=SOR RB(n, tol, kmaz) determina wma aprozimag¢io para
a solucdao do sistema Az=b da discretiza¢ao do problema de Poisson
bidimensional (com ordena¢ido "Red—Black" para as incdgnitas), usando o
método iterativo de SOR com o pardmetro de relaxzag¢ao e o vetor nulo

INPUT: n — numero de pontos interiores da malha em cada diregao
tol — tolerdncia para o erro (relativo)
kmax — nimero mdzimo de iteragoes
P — Pardmetro de relazacgao

OUTPUT: w — solugdes nos pontos da malha (matriz de ordem N~2, com
ITER — numero de iteracgoes

inferior

Ver Algoritmo geral para métodos iterativos em [1], pag.20.

N=n+2)

Consultar o Teorema 8.3 em [1], pag.48—44, e a expressio (3.49) para o
valor dtimo do pardmatro de relazracgao.

Usa—se o indice 1 para indicar a linha e o indice j para a coluna na
matriz u. A aproxzimacdo da solugdo no ponto de coordenadas (z_i,y j)
encontra—se na entrada (i,j) da matriz u.

N=n+2; %nimero total de pontos (interiores e de fronteira) em cada dire¢do

%
h=1/(N-1);  %passo da malha

0
%Valores de fronteira do Problema I em [1].

%u(1,1:N)=0; %fronteira inferior
Z%u(1:N,1)=0; %fronteira esquerda
%u(1:N,N)=100%(0:h:1); %fronteira direita
Ju(N,1:N)=100x(0:h:1); %fronteira superior
%

%Valores de fronteira do Problema II em [1].
u(l,1:N)=100; %fronteira inferior
u(1:N,1)=100; %fronteira esquerda
u(1:N,N)=100; %fronteira direita
u(N,1:N)=0; %fronteira superior

%

w=u;

%

bAprozimacio inicial para os pontos

interiores da malha
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u(2:N—-1,2:N—1)=0;

%

YPARAMETRO DE RELAXACAO OTIMO
%P=2/(1+sin (pi/(n+1)));

%

0

TOL=tol ;

DIFF=TOL+1; %qualquer valor maior do que tol serve
ITER=0; %inicializag¢do do contador de iteracdes

%
while DIFF>TOL && ITER<kmax
%Atualizacao dos pontos vermelhos
for i=2:N-1
for j=2+rem(i ,2):2:N-1
%formula (4.4)
w(i,j)=(1=P)sw(i,j)+P*(u(i-1,j)+u(i,j-1)+u(i,j+)+u(i+1,j))/4;
end
end
%Atualizagdo dos pontos pretos
for i=2:N-1
for j=2+rem(i+1,2):2:N-1
%formula (4.5)
w(i,j)=(1=P)sw(i,j)+Px(w(i-1,j)+w(i,j-1)+w(i,j+)+w(i+1,j))/4;
end
end
Y%critério de paragem (1.41)
DIFF=max (max(abs (w—u)))/(1+max(max(abs(w(2:N—1,2:N—-1)))));
u=w; %cépia dos wvalores da itera¢do atual
ITER-ITER+1;
end

%
if DIFF<=TOL
disp ([ "Atingiu—se_a_precisdo_desejada_em_’ ,num2str (ITER) ,...
‘_iteracdes.’]);
else
disp ([ 'O_método_diverge_ou_converge _mas_kmax_é’ ...
“insuficiente _para_permitir_alcancar_a_precisdo_desejada.’]);
end

)
u=flipud (u); %matriz com as solu¢des aprozximadas;
%para obter z na formulagdo Ax=b, basta wetorizar u,
%usando z=reshape(u,N " 2«xN~2,1)
end
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