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Resumo

Título da dissertação: Resolução Numérica da Equação de Poisson.

Esta dissertação tem como objetivo a resolução numérica da equação de Poisson com
condições de fronteira de Dirichlet. Como exemplo de aplicação, consideramos o problema
da determinação dos valores de equilíbrio da temperatura em pontos do interior de um
domínio plano (quadrado). A discretização do problema é feita com a fórmula clássica
dos cinco pontos. Para a resolução do sistema de equações, limitar-nos-emos a usar os
métodos iterativos de Jacobi, de Gauss-Seidel e SOR (sobre-relaxação sucessiva). Apresen-
tamos a teoria relevante para o problema, em particular no que diz respeito à convergência
dos métodos referidos. Desenvolvemos e testámos códigos Matlab que implementam os
métodos.

Palavras-Chaves: Equação de Poisson, diferenças �nitas, métodos iterativos,
convergência.
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Abstract

Dissertation Title: Numerical Resolution of Poisson's Equation.

The subject of this dissertation is the numerical resolution of Poisson's equation with
Dirichlet's boundary conditions. As an example of application, we consider the problem
of determining the steady state values of temperature at points in the interior of a �at
(square) domain. The discretization of the problem is carried out with the classic �ve
points formula. For the solution of the linear system of equations, we limit ourselves to
using the iterative methods of Jacobi, Gauss-Seidel and SOR (successive over-relaxation).
We present the theory relevant to the problem, in particular with regard to the convergence
of the referred methods. We have developed and tested Matlab codes that implement the
methods.

Keywords: Poisson's equation, �nite di�erences, iterative methods, convergence.
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Introdução

A equação de Poisson é uma equação diferencial às derivadas parciais que ocorre com
frequência em muitas áreas, por exemplo em eletrostática, engenharia mecânica e física
teórica. Na impossibilidade de resolver exatamente a equação por métodos da análise
matemática, a alternativa é calcular numericamente a solução de cada problema concreto
e tal implica a resolução de um sistema de equações lineares.

Os métodos para resolver sistemas de equações lineares dividem-se em duas categorias:
métodos diretos e métodos iterativos. Os primeiros, como é o caso do método de eliminação
de Gauss, permitem obter a solução do sistema após um número �nito de operações arit-
méticas e são, em geral, usados nos casos em que a matriz é densa, isto é, a percentagem
de entradas iguais a zero é baixa. A solução produzida por um método direto só não será
exata por culpa dos erros de arredondamento. Os métodos iterativos produzem uma suces-
são de aproximações que, idealmente, converge para um limite que é a solução procurada.
Por outras palavras, sempre que tomamos como solução uma aproximação calculada por
um método iterativo estamos a cometer também um erro de truncatura e este erro não
existe quando se usa um método direto. Tal não implica que os métodos diretos produzam
melhores aproximações do que os métodos iterativos. Estes são capazes de produzir apro-
ximações com erros pequenos, sempre dependente da precisão da aritmética usada. Além
disto, são mais �exíveis já que o critério de paragem é �xado em função da qualidade que
se deseja para aproximação a calcular. Os métodos iterativos são muito populares para
os sistemas de grande dimensão que apresentam elevada percentagem de coe�cientes nulos
(designamos estes sistemas/matrizes por esparsos/esparsas, tradução do inglês sparse). A
razão é a seguinte: ao contrário do que acontece nos métodos diretos, em que a matriz do
sistema sofre sucessivas alterações, esta não é alterada nos métodos iterativos. Na verdade,
podemos neste caso pensar na matriz, digamos A, como uma �caixa preta� que recebe um
vetor x e produz o vector A �x, uma vez que a multiplicação matriz-vetor é a forma como
a matriz é usada no contexto dos métodos iterativos.

O armazenamento de matrizes esparsas, �grandes�, na forma usual de um �array� de
duas dimensões requer quantidades elevadas de memória que serão ocupadas com zeros. É
certo que existem formas de armazenamento compacto de matrizes que podem ser usadas
para armazenar apenas as entradas não nulas e que têm �exibilidade para guardar mais
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entradas não nulas, à medida que elas vão sendo produzidas por um método direto (na
terminologia inglesa, isto costuma designar-se por �ll-in). O grau, maior ou menor, de
�ll-in que ocorre depende da forma como as entradas nulas estão distribuídas (o padrão
de esparsidade) e também da forma como a transformação da matriz é feita. Por exemplo,
no caso de uma matriz em que as entradas não nulas estão con�nadas a uma �banda� de
2n�1 diagonais, a diagonal principal e n diagonais imediatamente acima e abaixo desta, o
método de eliminação de Gauss sem pivotação não provocará o aparecimento de qualquer
entrada não nula fora daquela banda. Mesmo nesta situação poderá ser mais vantajoso
usar métodos iterativos se n for grande e dentro da banda a maioria das entradas forem
nulas. A vantagem é de poder resolver problemas de grande dimensão sem necessidade
de armazenar grandes quantidades de dados (muitas vezes, isto signi�ca poder resolver
problemas de maior dimensão com a memória disponível) e também reduzir o tempo de
computação.

O sistema de equações que resulta da discretização da equação de Poisson com fórmulas
de diferenças �nitas é esparso. No caso do problema a uma única dimensão, a matriz do
sistema é tridiagonal o que di�cilmente justi�ca a utilização de métodos iterativos. Mas
já se justi�ca no caso do número de dimensões ser dois (usaremos as siglas 1D e 2D para
nos referirmos ao problema a uma e a duas dimensões, respetivamente). Mas começaremos
por analisar o caso 1D já que, como veremos, a matriz para o caso 2D é obtida a partir da
matriz em 1D à custa de somas de Kronecker.

Esta dissertação é pois uma incursão no vastíssimo tema dos métodos iterativos para
sistemas de equações lineares no contexto da resolução numérica da equação de Poisson. No
Capítulo 1 apresentamos uma compilação de resultados básicos que ajudam à sustentação
teórica do que se faz nos capítulos seguintes, em particular, no que diz respeito à análise
da convergência. No Capítulo 2 apresentamos os métodos clássicos de Jacobi, Gauss-Seidel
e SOR (sobre-relaxação sucessiva). Em particular, apresentamos a dedução da matriz de
iteração de cada um daqueles métodos bem como a análise dos respectivos raios espectrais
daquelas matrizes.

No Capítulo 3, começamos por apresentar um problema concreto cujo modelo matemá-
tico é a equação de Poisson: a determinação dos valores de equilíbrio da temperatura em
cada ponto interior de uma placa sobre cujos bordos se aplicam fontes de calor de valor
constante (condições de fronteira do tipo Dirichlet). Fazemos, em seguida, a derivação das
relações das incógnitas (temperatura em cada um dos pontos) correspondentes a pontos
vizinhos nas malhas, que resultam da discretização da equação usando diferenças centradas
para aproximar as derivadas de segunda ordem presentes na equação.

No Capítulo 4, apresentamos resultados numéricos de testes realizados com os códigos
que desenvolvemos no Matlab. Os resultados correspondem a dois problemas que diferem
apenas nas condições de fronteira. Num caso a solução exata é conhecida, no outro não.
Para cada método, desenvolvemos dois códigos, um que armazena as matrizes de forma
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explícita e que, portanto, não tira partido da estrutura especial exibida e outro que não
requer o armazenamento de qualquer matriz e simplesmente implementa cada produto
matriz-vetor em termos das relações conhecidas entre as incógnitas. Comparámos tempos
de execução e número de iterações realizadas. No caso do SOR, quisemos também testar
experimentalmente o que a teoria indica relativamente ao valor ótimo do parâmetro de
relaxação.Também comparámos a convergência do SOR para duas ordenações diferentes
dos nós da malha: a ordenação natural e a ordenação Red-Black, esta última de interesse
para a computação paralela. Finalmente, algumas conclusões são apresentadas no último
capítulo.
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Capítulo 1

Conceitos básicos e resultados

preliminares

1.1 Normas

As normas de vetores e normas de matrizes são ferramentas imprescindíveis no estudo dos
algoritmos da álgebra linear numérica. De uma maneira informal, estas normas são usadas
para medir globalmente o tamanho, em valor absoluto, das entradas dos vetores e matrizes.

1.1.1 Normas vetoriais

Uma norma vetorial é uma generalização do módulo de um escalar, é um número real não
negativo que representa o comprimento do vetor. Utilizaremos apenas as normas-p, com p

um número inteiro, que são de�nidas em Rn da seguinte forma

}x}p �
�

ņ

i�1

|xi|p
�1{p

com 1 ¤ p   8.

O caso em que p � 2 conduz à norma euclidiana

}x}2 �
�

ņ

i�1

|xi|2
�1{2

. (1.1)

Outras normas muito utilizadas correspondem ao caso em que p � 1

}x}1 �
ņ

i�1

|xi|, (1.2)
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que é conhecida como a norma da soma, e ao caso em que p � 8

}x}8 � lim
pÑ8

}x}p � max
1¤i¤n

|xi|, (1.3)

por vezes, designada como a norma do máximo.

Para quaisquer vetores x e y e para qualquer escalar α, uma norma vetorial respeitam
as seguinte condições

}αx} � |α|}x}, (homogeneidade)

}x� y} ¤ }x} � }y} (desigualdade triangular)

}x} ¥ 0 (positividade)

}x} � 0 ùñ x � 0 (de�nidade).

Duas normas }.}a e }.}b, dizem-se equivalentes se existirem constantes 0   c1, c2   8
tais que

c1}x}a ¤ }x}b ¤ c2}x}a,
para qualquer vetor x. É de enfatizar que todas as normas em espaços lineares de dimensão
�nita são equivalentes [9, p. 792, Teorema A.3.1.]. Em particular, tem-se

}x}2 ¤ }x}1 ¤
?
n}x}2. (1.4)

Observe-se que, para duas normas distintas }.}a e }.}b, podemos ter

}x}a   }y}a e }x}b ¡ }y}b. (1.5)

Por exemplo, para x �
�

1

0



e y �

�?
3{2?
3{2


temos }x}8 ¡ }y}8 e }x}2   }y}2.

1.1.2 Normas matriciais

Dadas duas matrizes A,B P Cn�n e um escalar α P C, para qualquer norma matricial
veri�cam-se as propriedades

}αA} � |α|.}A}
}A�B} ¤ }A} � }B}

}A} ¥ 0

}A} � 0 ùñ A � 0

}AB} ¤ }A} � }B} (submultiplicatividade)
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As primeiras quatro propriedades são as mesmas de uma norma vetorial, apenas se
acrescenta a propriedade de submultiplicatividade.

Uma classe importante de normas de matrizes são as normas induzidas pelas normas
vetoriais e que se de�nem por

}A} � max
x�0

}Ax}
}x} ,

o que é equivalente a
}A} � max

}x}�1
}Ax}. (1.6)

Em geral o cálculo de uma norma matricial não é fácil, mas existem algumas exceções com
interesse prático.

Temos, por exemplo, a norma matricial } � }8 de�nida por

}A}8 � max
1¤i¤n

�
ņ

j�1

|aij|
�

(1.7)

que corresponde ao máximo das somas por linhas (em valor absoluto) e é induzida pela
norma vetorial (1.3). De facto, usando a de�nição (1.6), se tomarmos um vetor x tal que
}x}8 � 1 signi�ca que |xi| ¤ 1, i � 1, . . . , n, e existe pelo menos um índice i tal que
|xi| � 1. Temos, então, que

}Ax}8 � max
i

�����
ņ

j�1

aijxj

����� ¤ max
i

ņ

j�1

|aij||xj| ¤ max
i

ņ

j�1

|aij|

e basta agora exibir um vetor x para o qual se tem a igualdade para chegarmos à de�nição
(1.7). Seja, então, k tal que

max
i

ņ

j�1

|aij| �
ņ

j�1

|akj|

e seja x de�nido por

xj � signpakjq �
$&
%

1, se akj ¡ 0

0, se akj � 0

�1, se akj   0

.

Neste caso vem �����
ņ

j�1

akjxj

����� �
ņ

j�1

|akj||xj| �
ņ

j�1

|akj|

e concluímos que

}Ax}8 �
ņ

j�1

|akj|.
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Temos também a norma matricial } � }1 de�nida por

}A}1 � max
1¤j¤n

�
ņ

i�1

|aij|
�

(1.8)

que corresponde ao máximo das somas por colunas (em valor absoluto) e é induzida pela
norma vetorial (1.2). Com efeito, analogamente ao caso anterior, para um vetor x tal que
}x}1 � 1, obtemos

}Ax}1 �
ņ

i�1

�����
ņ

j�1

aijxj

����� �
ņ

i�1

|ai1x1 � � � � � ainxn|

¤
ņ

i�1

�|ai1||x1| � � � � � |ain||xn|
�

� |x1|
ņ

i�1

|ai1| � � � � � |xn|
ņ

i�1

|ain|

¤
�

max
j

ņ

i�1

|aij|
��|x1| � � � � � |xn|

� � max
j

ņ

i�1

|aij|.

Se

max
j

ņ

i�1

|aij| �
ņ

i�1

|aik|

e considerarmos x tal que xk � 1 e xj � 0, j � k, obtemos igualdades na relações acima e
o resultado pretendido.

Outra norma também frequentemente usada na prática (não induzida por uma norma
vetorial) é a norma de Frobenius que se de�ne da forma

}A}F �
�

ņ

i�1

ņ

j�1

|aij|2
�1{2

e que é igual à norma euclidiana para vetores, se encararmos a matriz A como um vetor
em Rn�n.

Uma norma matricial diz-se compatível com uma norma de vetor se para qualquer
matriz A P Cn�n e qualquer vetor x P Cn se tem

}Ax} ¤ }A} � }x}. (1.9)

As normas matriciais apresentadas em (1.8) e em (1.7) são compatíveis, respetivamente,
com as normas vetoriais dadas em (1.2) e (1.3).

Sempre que nada seja dito em contrário, as normas de matrizes serão sempre entendidas
como normas compatíveis com alguma norma vetorial, que é o que acontece sempre no caso
de uma norma vetorial e a correspondente norma matricial induzida.
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1.2 Valores e vetores próprios

Para estudar a convergência de métodos iterativos precisamos de relembrar algumas de�-
nições e propriedades relacionadas com valores e vetores próprios.

De�nição 1.2.1. Seja A P Cn�n. Um vetor v P Cn, v � 0, é dito vetor próprio de A, se

existir um número λ P C tal que Av � λv. O escalar λ é denominado valor próprio de A

associado ao vetor próprio v.

De�nição 1.2.2. O raio espectral da matriz A denotado por ρpAq é de�nido como o

máximo dos valores próprios de A em valor absoluto, ou seja,

ρpAq � max
λPσpAq

|λ| (1.10)

onde σpAq designa o conjunto dos valores próprios de A, também denominado de espectro

de A.

Lema 1.1. Seja ρpAq o raio espetral da matriz A. Então, para qualquer norma matricial

induzida,

ρpAq ¤ }A}.
Demonstração. Seja λ um valor próprio de A e v um vector próprio associado a λ. Por
de�nição Av � λv, v � 0, e vem

|λ|}v} � }λv} � }Av} ¤ }A}}v},
ou seja,

|λ|}v} ¤ }A}}v}.
Como }v} � 0, dividindo ambos os membros por }v}, obtemos

|λ| ¤ }A}
para qualquer valor próprio λ de A e, portanto, ρpAq ¤ }A}.

A seguir mencionamos algumas propriedades dos valores próprios.

- Os valores próprios de A são as soluções da equação detpA�λIq � 0, designada equa-
ção característica, uma vez que a equação Av � λv equivale ao sistema homogéneo
pA� λIqv � 0 que apenas tem solução v � 0 se detpA� λIq � 0.

- Ao polinómio ppλq � detpA�λIq � p�1qnλn�cn�1λ
n�1�� � ��c1λ�c0 de grau n cha-

mamos polinómio característico e, de acordo com o Teorema Fundamental da Álgebra,
p tem exatamente n zeros (possivelmente não todos distintos) λ1, . . . , λn P C. Isto é,
o polinómio p pode escrever-se na forma ppλq � p�1qnpλ � λ1qpλ � λ2q � � � pλ � λnq.
Os valores próprios de A são, portanto, os zeros de p.
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- O determinante de A é igual ao ao produto dos valores próprios de A. De facto,
detpAq � pp0q � λ1 � � �λn.

- O traço de A é igual à soma dos valores próprios de A, ou seja, trpAq � a11 � a22 �
� � � � ann � λ1 � � � � � λn.

- Se λ é um valor próprio de A, então λ � α é um valor próprio de A � αI, uma vez
que pA� αIqv � Av � αv � pλ� αqv.

- Sendo λ um valor próprio de A, então λp é um valor próprio de Ap, com p P N, pois
de Av � λv segue que Apv � λpv.

- Se A tem valores próprios todos diferentes de zero, os valores próprios da inversa
de A serão iguais aos inversos aritméticos dos valores próprios de A. De facto, de

Av � λv resulta A�1v � 1

λ
v.

- As transformações de semelhança preservam os valores próprios. De facto, para uma
dada matriz invertível B, de Av � λv obtemos pB �A �B�1qBv � λBv, ou seja, λ é
valor próprio da matriz B � A �B�1 com vetor próprio Bv.

A norma matricial }.}2 é de�nida por

}A}2 �
a
ρpATAq.

Se A for uma matriz real simétrica, ou seja, A � AT , então ATA � A2 e a norma
matricial }.}2 é dada por

}A}2 � ρpAq. (1.11)

Algumas classes de matrizes, como por exemplo as matrizes de�nidas positivas, apare-
cem frequentemente associadas a aplicações. Uma matriz real A de ordem n� n simétrica
diz-se de�nida positiva (negativa) se xTAx ¡ 0 pxTAx   0q para todos os vetores x P Rn,
x � 0, onde xT denota o vetor x transposto. Uma caracterização das matrizes de�nidas
positivas (negativas) é a de que todos os valores próprios de A são positivos (negativos),
ou seja, A é de�nida positiva (negativa) se e só se λ ¡ 0 pλ   0q, para todo o λ P σpAq.

1.3 Número de condição

O número de condição de uma matriz A relativamente à norma }.} é de�nido por

condpAq � }A} � }A�1}.
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Por convenção, condpAq � 8 se A for singular. Se condpAq for um valor elevado, então
pequenas perturbações nos dados dos problema, isto é, nas entradas da matriz A e/ou do
vetor b, induzirão erros muito maiores na solução x calculada. Neste caso o sistema Ax � b
diz-se mal condicionado. Analisaremos com detalhe em que medida uma perturbação δb
no vetor b dos termos independentes altera a solução x do sistema. De

Apx� δxq � b� δb
resulta

Aδx � δb.
Como A é invertível, temos

δx � A�1δb (1.12)

e
}δx} ¤ }A�1} � }δb}. (1.13)

A desigualdade anterior estabelece um majorante para o erro absoluto na solução em função
do erro absoluto em b. De Ax � b vem

1

}x} ¤
}A}
}b} (1.14)

e de (1.13) segue
}δx}
}x} ¤ }A} � }A�1} � }δb}}b} . (1.15)

A relação anterior mostra que os erros relativos na solução estão relacionados com as
perturbações relativas em δb por intermédio de condpAq.

No caso geral de pertubações tanto em A como em b, e assumindo que }δA}   1{}A�1},
tem-se (ver teorema 3.1.1 em [13])

}δx}
}x} ¤ condpAq�

1� condpAq }δA}
}A}

	 �}δb}}b} � }δA}
}A}



. (1.16)

No caso de A ser simétrica com valores próprios todos diferentes de zero, resulta de (1.11)
que o número de condição relativamente à } � }2 é dado por

condpAq � ρpAqρpA�1q.

Se λ1 e λn forem os valores próprios de menor e maior valor absoluto, respetivamente, então

condpAq � |λn|
|λ1| . (1.17)
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1.4 Métodos iterativos clássicos

Considere o sistema de equações lineares

Ax � b (1.18)

onde A � paijq, i, j � 1, . . . , n, com detpAq � 0. Um método de resolução do sistema (1.18)
diz-se que é um método iterativo quando fornece uma sequência de soluções aproximadas
em que cada solução aproximada é obtida a partir da solução anterior pela aplicação dos
mesmos procedimentos. Da equação (1.18) obtemos uma equação equivalente da forma

x � Gx� c (1.19)

e de�nimos um processo iterativo com a expressão geral

xk�1 � Gxk � c, k � 0, 1, . . . , (1.20)

onde G é uma matriz n � n, designada matriz de iteração, e c é um vetor n � 1. Assim,
partindo de uma aproximação inicial x0 para a solução exata x� do sistema (1.18), com
a fórmula (1.20), geramos uma sequência de aproximações x1, x2, . . . que naturalmente se
pretende que seja convergente para x�, isto é,

lim
kÑ8

xk � x� ou lim
kÑ8

}ek} � 0

com
ek � x� � xk. (1.21)

Se G e c não dependerem de k diz-se que o método iterativo é um método estacionário,
caso contrário, diz-se que o método é não-estacionário.

1.4.1 Convergência

Nesta secção vamos discutir condições necessárias e su�cientes para a convergência de mé-
todos iterativos estacionários. Partindo da expressão (1.19), observe-se que estes métodos
são métodos iterativos de ponto �xo.

De�nição 1.4.1. Um método iterativo de�nido por (1.20) diz-se convergente se, para

qualquer estimativa x0, a sucessão x0, x1, x2, . . . convergir para um limite independente

de x0, ou seja, para qualquer e0,

lim
kÑ8

}ek} � 0.
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O erro ek�1 na iteração k� 1 pode expressar-se em função do erro ek na iteração k. Se
a (1.19) com x � x� subtraírmos (1.20) membro a membro obtemos

x� � xk�1 � Gpx� � xkq
ou seja,

ek�1 � Gek. (1.22)

Aplicando esta expressão sucessivamente obtemos

ek�1 � Gek � G2ek�1 � G3ek�2 � � � � � Gk�1e0.

Podemos então escrever para k � 1, 2, . . .

ek � Gke0. (1.23)

O Teorema seguinte apresenta uma condição necessária e su�ciente de convergência
para estes métodos iterativos.

Teorema 1.1. O método iterativo dado pela expressão (1.20) é convergente se e só se

lim
kÑ8

}Gk} � 0. (1.24)

Demonstração. Vamos primeiro provar que a condição limkÑ8 }Gk} � 0 é su�ciente.
Aplicando a norma a ambos os membros da expressão (1.23), vem

0 ¤ }ek} � }Gke0} ¤ }Gk}}e0}.
Usando a hipótese de que limkÑ8 }Gk} � 0, temos

0 ¤ lim
kÑ8

}ek} ¤ lim
kÑ8

}Gk}}e0} � }e0} lim
kÑ8

}Gk} � 0.

Portanto, não há dúvidas de que
lim
kÑ8

}ek} � 0,

qualquer que seja e0, ou seja, o método é convergente.

Vamos agora provar que a condição (1.24) é necessária. Supondo então que o método
é convergente, temos

lim
kÑ8

}Gky} � lim
kÑ8

}ek} � 0

para qualquer vetor yp� x0q. Pela de�nição de norma matricial temos que

}Gk} � max
y�0

}Gky}
}y} .
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Como
lim
kÑ8

}Gky} � 0,

podemos também a�rmar que
lim
kÑ8

}Gk} � 0,

como pretendíamos concluir.

Com um ligeiro abuso de linguagem, diz-se que uma matriz que satisfaça a condição
(1.24) é uma matriz convergente. Esta condição é de veri�cação difícil na prática, pelo que
é útil dispor de outras condições de convergência, ainda que apenas su�cientes.

Teorema 1.2. Se em alguma norma

}G}   1 (1.25)

então o método iterativo (1.20) é convergente.

Demonstração. Se }G}   1, então

lim
kÑ8

}G}k � 0.

Como
0 ¤ }Gk} ¤ }G}k,

sabemos também que
lim
kÑ8

}Gk} � 0

e, pelo Teorema 1.1, concluímos que o método iterativo (1.20) é convergente.

A condição de convergência (1.24) pode exprimir-se em termos dos valores próprios da
matriz G de acordo com o teorema que vamos apresentar a seguir.

Teorema 1.3. A matriz G é convergente se e só se ρpGq   1, onde ρpGq denota o raio

espectral da matriz G.

Demonstração. Comecemos por demonstrar a necessidade. Considere-se que G é con-
vergente, isto é, limkÑ8 }Gk} � 0, e seja pλ,yq um par próprio qualquer de G. Como

Gky � Gk�1pGyq � Gk�1pλyq � λGk�1y � . . . � λk�1Gy � λky,

vem que
lim
kÑ8

}Gky} � lim
kÑ8

}λky} � }y} lim
kÑ8

|λ|k.
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Como }Gky} ¤ }Gk}}y} e a matriz G é convergente, segue que limkÑ8 }Gky} � 0 e,
portanto, também

lim
kÑ8

|λ|k � 0.

Isto implica que |λ|   1, para qualquer valor próprio λ, e temos então que ρpGq   1.

Para demonstrar a su�ciência vamos utilizar o resultado apresentado no Problema 9.10.8
em [9, pg. 549] que a�rma que para qualquer ε ¡ 0, existe uma norma }.}ε tal que

ρpGq ¤ }G}ε ¤ ρpGq � ε.

Supondo então que ρpGq   1 e tomando ε   1� ρpGq, podemos obter uma norma }.}ε tal
que }G}ε   1. Logo, pelo Teorema 1.2 concluímos que a matriz G é convergente.

Em (1.22) temos expressa uma relação linear entre os erros ek e ek�1 em iterações
consecutivas. Desta expressão podemos escrever

}ek�1} ¤ }G}}ek}, (1.26)

ou ainda,
}ek�1}
}ek}p ¤ }G}

com p � 1. Dizemos, neste caso, que a razão de convergência é p � 1, admitindo que
}G}   1. É facil perceber que quando mais próximo de zero for }G}, mais fácil e rápida é
a convergência do método. De (1.23) podemos também escrever

}ek} ¤ }G}k}e0} (1.27)

o que nos diz que em k iterações o erro inicial será pelos menos multiplicado por }G}k.
No caso de G ser uma matriz simétrica, }G}2 � ρpGq e (1.26) dá lugar a

}ek�1}2 ¤ ρpGq}ek}2. (1.28)

Isto leva-nos a de�nir o conceito de taxa de convergência.

De�nição 1.4.2. A taxa de convergência do processo iterativo (1.20) é de�nida por

R � � log10 ρpGq.
Observe-se que a taxa de convergência assim de�nida indica-nos o ganho em número

de casas decimais na solução por iteração, uma vez que

log10

}ek�1}2
}ek}2 ¤ log10 ρpGq
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o que equivale a ter

log10 }ek}2 � log10 }ek�1}2 ¥ � log10 ρpGq.

Quanto mais pequeno for ρpGq, maior é a taxa de convergência, isto é, maior é o número
de casas decimais corretas obtidas por iteração.

1.4.2 Decomposição da matriz A

Até agora não dissemos como se obtém a matriz G. Uma forma usual de construir esta
matriz é a partir de uma decomposição aditiva da matriz A em duas matrizes M e N tais
que

A �M �N (1.29)

onde M é invertível. Ver [9, Secção 8.1.2]. Substituindo (1.29) em (1.18), dá lugar a

Mx � Nx� b (1.30)

e daqui resulta a fórmula iterativa

Mxk�1 � Nxk � b (1.31)

que se pode escrever na forma

xk�1 �M�1Nxk �M�1b, k � 0, 1, . . . (1.32)

Comparando (1.32) com (1.20) podemos fazer as seguintes identi�cações

G �M�1N e c �M�1b.

Observe-se que estes métodos se podem ainda escrever na forma

xk�1 � xk �M�1rk (1.33)

em que rk é o resíduo na iteração k, de�nido por

rk � b� Axk. (1.34)

De facto, multiplicando ambos os membros da expressão (1.29) por M�1 temos

M�1A � I �M�1N

que equivale a escrever
M�1N � I �M�1A. (1.35)
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Substituindo (1.35) em (1.32) vem

xk�1 � pI �M�1Aqxk �M�1b,

obtendo-se a expressão em (1.33),

xk�1 � xk �M�1pb� Axkq.
De�nindo hk �M�1rk, podemos escrever esta expressão como

xk�1 � xk � hk
que exprime a aproximação xk�1 como uma correção da aproximação xk.

Vamos agora mostrar que estes métodos iterativos, baseados na decomposição aditiva
da matriz A, quando convergem, são equivalentes à construção de uma sucessão de inversas
aproximadas da matriz A.

Lema 1.2. As iterações geradas pela expressão (1.32) veri�cam

xk � Gkx0 �Wk�1b (1.36)

com

Wk�1 �
�
k�1̧

j�0

Gj

�
M�1.

Demonstração. Usando repetidamente

xk � Gxk�1 �M�1b

obtemos

xk � G
�
Gxk�2 �M�1b

��M�1b � G2xk�2 � pG� IqM�1b

� G2
�
Gxk�3 �M�1b

�� pG� IqM�1b

� G3xk�3 �
�
G2 �G� I

�
M�1b

� . . .

� Gkx0 �
�
Gk�1 �Gk�2 � . . .�G� I

�
M�1b

� Gkx0 �
�
k�1̧

j�0

Gj

�
M�1b � Gkx0 �Wk�1b.

Quando o processo iterativo é convergente, a sucessão

Wk �
�

ķ

j�0

Gj

�
M�1, (1.37)

é uma sucessão que converge para a inversa de A, ou seja, a matriz Wk pode considerar-se
uma aproximação para A�1.

De�nição 1.4.3. Diz-se que W é uma inversa aproximada de A se }I �WA}   1.
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Lema 1.3. Seja B uma matriz tal que }B}   1. Neste caso é válida a série de Neumann

8̧

j�0

Bj � I �B �B2 �B3 � . . . � pI �Bq�1

e podemos escrever
ķ

j�0

Bj � pI �Bq�1.

Demonstração.
Para qualquer matriz B temos�����I �

�
ķ

j�0

Bj

�
pI �Bq

����� � }Bk�1} ¤ }B}k�1. (1.38)

Quando }B}   1, lim
kÑ8

}Bk�1} � 0 e temos também que

lim
kÑ8

�����I �
�

ķ

j�0

Bj

�
pI �Bq

����� � 0.

Ou seja,

I �
�

8̧

j�0

Bj

�
pI �Bq � O

ou ainda,
8̧

j�0

Bj � pI �Bq�1.

Observe-se que, sendo }B}   1, de (1.38), temos�����I �
�

ķ

j�0

Bj

�
pI �Bq

�����   1,

o que, de acordo com a de�nição 1.4.3, signi�ca que
°k
j�0B

j é uma inversa aproximada de
pI �Bq.

Aplicando este teorema ao caso em que B é a matriz de iteração G e usando o resultado
em (1.35),

G � I �M�1A,

podemos concluir que, no caso em que }G}   1, o método iterativo é convergente e a
sucessão Wk converge para

pI �Gq�1M�1 � �M�1A
��1

M�1 � A�1.
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1.4.3 Critérios de paragem

Quando utilizamos um método iterativo devemos ter em conta que as iterações não podem
decorrer in�nitamente, precisamos de um número �nito de iterações e para tal é necessário
de�nirmos um critério de paragem. Nesta subsecção vamos abordar de forma breve alguns
dos critérios mais utilizados na prática [9].

A paragem do processo iterativo deve veri�car-se quando a aproximação calculada esti-
ver próxima da solução exata. Uma maneira de conseguir isto, consiste em estimar o erro
absoluto ou o erro relativo da aproximação obtida ao �m de k iterações. A partir de duas
iterações consecutivas xk�1 e xk e dada uma tolerância absoluta τ ¡ 0 para a precisão
desejada para os resultados, podemos de�nir uma expressão para o critério de paragem da
seguinte forma

}xk�1 � xk}   τ (1.39)

ou, se }xk�1} � 0, e dada uma tolerância relativa τ 1 ¡ 0, uma expressão da forma

}xk�1 � xk}
}xk�1}   τ 1. (1.40)

Juntando (1.39) e (1.40) da seguinte forma

}xk�1 � xk}   τ � τ 1}xk�1}
permite-nos obter uma expressão que combina os dois critérios. Se }xk�1} for pequeno,
prevalece o critério da tolerância absoluta. Se }xk�1} for grande, é o critério da tolerância
relativa que domina. No caso em que tomamos τ � τ 1 �camos com o critério

}xk�1 � xk}   τ
�
1� }xk�1}

�
. (1.41)

Os valores dos parâmetros τ e τ 1 devem ser �xados com cuidado, tendo nomeadamente
em atenção que nem (1.39) nem (1.40) garantem, em geral, que o erro absoluto }xk�1�x�}
esteja abaixo de τ , ou o erro relativo }xk�1 � x�}{}x�} abaixo de τ 1.

Para obter uma estimativa para o erro em xk�1 usamos a relação

xk�1 � x� � xk�1 � xk�2 � xk�2 � x� � Gxk �Gxk�1 �Gxk�1 �Gx�

� Gpxk � xk�1q �Gpxk�1 � x�q.
Aplicando normas a ambos os membros, temos

}xk�1 � x�} ¤ }G}}xk � xk�1} � }G}}xk�1 � x�}
donde resulta �

1� }G}�}xk�1 � x�} ¤ }G}}xk � xk�1}
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e, se }G}   1,

}xk�1 � x�} ¤ }G}
1� }G}}xk�1 � xk}. (1.42)

Quando se tem
}G}

1� }G} ¤ 1

e (1.39) se veri�ca, então também

}xk�1 � x�}   τ. (1.43)

Ou seja, apenas quando }G} ¤ 0.5 o critério (1.39) nos garante que o erro absoluto em
xk�1 é também inferior à tolerância τ .

Quando ao erro relativo em xk�1, se multiplicarmos ambos os membros em (1.42) por
1{}x�}, obtemos a expressão

}xk�1 � x�}
}x�} ¤ }G}

1� }G}
}xk�1 � xk}

}x�} � }G}
1� }G}

}xk�1}
}x�}

}xk�1 � xk}
}xk�1} .

No caso em que }G} ¤ 0.5 e
}xk�1}
}x�} ¤ 1, estando o critério (1.40) satisfeito, podemos

também dizer que
}xk�1 � x�}

}x�}   τ 1. (1.44)

Outro cuidado a ter em conta é que o valor τ não deve ser muito próximo de zero, uma
vez que poderemos estar a exigir para a solução uma precisão que está para além daquela
que os erros de arredondamento permitem obter, levando a que o critério de paragem não
possa ser satisfeito. De facto, a partir de um certo número de iterações, os resultados
deixam de melhorar, estabelecendo-se assim um limite natural ao processo iterativo.

Outro tipo de medida da qualidade da solução é representada pelo resíduo (1.34). Mais
precisamente, podemos parar o processo iterativo na iteração k quando

}rk}
}b}   τ 1. (1.45)

Interpretando o resíduo como uma perturbação δb, de (1.15) resulta, então,

}xk � x�}
}x�}   condpAq � τ 1 (1.46)

e, se o número de condição da matriz A for pequeno, teremos obtido uma aproximação xk
com a precisão relativa desejada.
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1.4.4 Algoritmo geral para métodos iterativos

Algorithm 1 Algoritmo geral para métodos iterativos
Input: matriz A e vetor b,

tolerâncias τ e τ 1,
máximo número de iterações kmax,
aproximação inicial x0

Output: aproximação xk para Ax � b

k � 0 � (inicialização do contador de iterações)
test=false � (inicialização da variável booleana test)
while

�
test==false and k ¤ kmax

�
do

rk � b� Axk
Mhk � rk � (resolver por métodos diretos)
xk�1 � xk � hk
test � �}hk}   τ � τ 1}xk�1}

�
k � k � 1

end while

if test==true then
Convergência em k iterações para a precisão desejada.

else
Teste de convergência não satisfeito em kmax iterações.

end if
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Capítulo 2

Métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e SOR

Neste capítulo descrevemos os métodos iterativos clássicos de resolução de um sistema de
equações lineares. Estes métodos são apropriados para sistemas de grande dimensão cuja
matriz dos coe�cientes é esparsa e apresentam vantagens sobre os métodos diretos, quer
em termos de velocidade de convergência quer em termos de exigências de armazenamento
de dados.

2.1 Método de Jacobi

Considerando a matriz dos coe�cientes do sistema Ax � b, A � paijq, i, j � 1, . . . , n,
de�nam-se D � pdijq, uma matriz diagonal, L � plijq, uma matriz estritamente triangular
inferior e U � puijq, uma matriz estritamente triangular superior, tais que

dij �
#
aij se i � j

0 se i � j
, lij �

#
aij se i ¡ j

0 se i ¤ j
, uij �

#
aij se i   j

0 se i ¥ j
, (2.1)

ou seja, de forma que
A � D � pL� Uq. (2.2)

De acordo com a exposição apresentada no Capítulo 1, para o método de Jacobi escolhemos

M � D, N � D � A � �pL� Uq. (2.3)

Nesta decomposição vamos supor que D é uma matriz invertível, o que implica que os
elementos dii, i � 1, . . . , n, sejam todos diferentes de zero. Caso isto não aconteça, se A
for invertível é sempre possível reordenar as equações do sistema, ou seja, trocar linhas na
matriz ampliada do sistema pA| bq, por forma a que aquela condição se veri�que. 1

1Este resultado pode obter-se a partir da fórmula de Leibniz para o cálculo do determinante de uma

matriz A de ordem n. Esta fórmula expressa o determinante de A como uma soma dos produtos dos

elementos da diagonal principal de cada uma das n! permutações de linhas da matriz A.
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Substituindo (2.3) em (1.31) no Capítulo 1,

Mxk�1 � Nxk � b, (2.4)

obtemos
xk�1 � D�1 r�pL� Uqxk � bs , k � 0, 1, . . . (2.5)

e a matriz de iteração é
GJ � �D�1pL� Uq. (2.6)

As componentes 2 da iteração xk�1 em (2.5) podem escrever-se na forma

x
pk�1q
i �

�
bi �

ņ

j�1
j�i

aijx
pkq
j

	
{aii, i � 1, 2, . . . , n (2.7)

ou

x
pk�1q
i � x

pkq
i �

�
bi �

ņ

j�1

aijx
pkq
j

	
{aii, i � 1, 2, . . . , n. (2.8)

A observação destas expressões permite con�rmar a a�rmação feita anteriormente de que
é relativamente fácil nos métodos iterativos tirar partido da esparsidade da matriz A. De
facto, se um dado elemento aij for nulo, o respetivo termo nas expressões acima pode
ser simplesmente suprimido. Para tal, basta que a estrutura da esparsidade de A seja
convenientemente representada em computador [9].

2.1.1 Convergência do método de Jacobi

A partir do Teorema (1.2) podemos concluir que se

}GJ}8 � }D�1pL�Dq}8   1 (2.9)

então o método de Jacobi converge qualquer que seja x0.Vamos apresentar de seguida um
resultado que garante que esta condição é satisfeita.

De�nição 2.1.1. Seja n um inteiro. Uma matriz A � paijqn�n diz-se estritamente

diagonal dominante por linhas se

|aii| ¡
ņ

j�1
j�i

|aij|, i � 1, 2, ..., n, (2.10)

2Quando for necessário invocar componentes de vetores, usaremos a notação x
pkq
i para designar a com-

ponente i do vetor xk
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e diz-se fracamente diagonal dominante por linhas se

|aii| ¥
ņ

j�1
j�i

|aij|, i � 1, 2, ..., n, (2.11)

e vale a desigualdade estrita para alguma linha i.

Teorema 2.1. Se a matriz dos coe�cientes do sistema Ax � b de n equações em n incógni-

tas é estritamente diagonal dominante por linhas, então o método de Jacobi é convergente.

Demonstração. De acordo com a de�nição 2.1.1, se A � paijq é uma matriz estritamente
diagonal dominante por linhas, obtemos

1 ¡
ņ

j�1
j�i

|aij|
|aii| �

ņ

j�1
j�i

����aijaii
���� , i � 1, 2, ..., n, (2.12)

e, consequentemente, concluimos que

}GJ}8 � }D�1pL� Uq}8 � max
1¤i¤n

ņ

j�1
j�i

|aij|
|aii|   1.

2.2 Método de Gauss-Seidel

Começaremos com uma pequena explicação do funcionamento do método. Já sabemos que
o método de Jacobi utiliza os valores xpkqi da k-ésima iteração para obter os valores xpk�1q

i

da iteração seguinte.
Assumindo que estamos a atualizar os valores das componentes pela ordem natural,

no cálculo de xpk�1q
i podem ser usados os valores xpk�1q

1 , ..., x
pk�1q
i�1 . Esta é a diferença do

método Gauss-Saidel relativamente ao método de Jacobi.
Consideremos novamente as matrizes D, L e U , de�nidas em (2.1). No processo

iterativo (2.4), a escolha
M � D � L e N � �U (2.13)

dá-nos o método de Gauss-Seidel. Substituindo em (2.4) obtemos

xk�1 � pD � Lq�1r�Uxk � bs, k � 0, 1, . . . (2.14)

e resulta que a matriz de iteração é dada por

GGS � �pD � Lq�1U. (2.15)
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No lugar de (2.14) escrevemos

xk�1 � D�1r�Lxk�1 � Uxk � bs, k � 0, 1, . . . (2.16)

e as componentes de xk�1 são dadas por

x
pk�1q
i �

�
bi �

i�1̧

j�1

aijx
pk�1q
j �

ņ

j�i�1

aijx
pkq
j

	
{aii, i � 1, 2, . . . , n, (2.17)

ou

x
pk�1q
i � x

pkq
i �

�
bi �

i�1̧

j�1

aijx
pk�1q
j �

ņ

j�i

aijx
pkq
j

	
{aii, i � 1, 2, . . . n. (2.18)

2.2.1 Convergência do método de Gauss-Seidel

Do teorema (1.2) conclui-se que se

}GGS}8 � }pD � Lq�1U}8   1 (2.19)

então o método de Gauss-Seidel converge qualquer que seja x0

Teorema 2.2. Se a matriz dos coe�cientes do sistema Ax � b de n equações em n in-

cógnitas é estritamente diagonal dominante por linhas, então o método de Gauss-Seidel é

convergente.

Demonstração. Basta conseguirmos provar a expressão (2.19).
Pela de�nição de norma temos que

}pD � Lq�1U} � max
y�0

}z}{}y} com z � pD � Lq�1Uy

mas, sendo assim, estes vetores z e y estão relacionados através do sistema de equações
lineares

pD � Lqz � Uy

a que corresponde à expressão

zi �
�
�

i�1̧

j�1

aijzj �
ņ

j�i�1

aijyj

	
{aii.

Tomando módulos obtemos

|zi| ¤
ņ

j�i�1

|aij|
|aii| |yj| �

i�1̧

j�1

|aij|
|aii| |zj|, (2.20)
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e podemos ecrever
|zi| ¤ βi}y}8 � αi}z}8 (2.21)

com

βi �
ņ

j�i�1

����aijaii
���� e αi �

i�1̧

j�1

����aijaii
���� .

Se m é um índice (existe pelo menos um) para o qual se veri�ca que

|zm| � }z}8 � max
1¤i¤n

|zi|,

então, decorre de (2.21) que

}z}8 ¤ βm}y}8 � αm}z}8.
Sendo assim, obtemos

}z}8 ¤ βm
1� αm

}y}8 ¤ max
1¤i¤n

� βi
1� αi

	
}y}8   }y}8, y � 0,

uma vez que, para matrizes de diagonal estritamente dominante por linhas, é válido que
βi � αi   1, para todo e qualquer i, e portanto

βi
1� αi

  1.

Por conseguinte, como }z}8{}y}8   1, para todo e qualquer y � 0, �ca deste modo
provado que

}GGS}8   1,

conforme pretendíamos.
Acabámos de ver que quer o método de Gauss-Seidel quer o de Jacobi convergem quando

a matriz A possui diagonal principal estritamente dominante por linhas. Além disso, de
acordo com Theorem 6.2. em [3, p. 287], temos

}GGS}8 ¤ }GJ}8   1.

No entanto, esta condição de convergência pode ser enfraquecida quando A é uma matriz
irredutível, como mostra o resultado que apresentamos de seguida.

De�nição 2.2.1. Uma matriz A � pai,jqn�n é irredutível se não existir uma matriz de

permutação P tal que

PAP T �
�
B C

0 D

�
(2.22)

onde m   n, B � pbijqm�m, C � pcijqm�pn�mq e D � pdijqpn�mq�pn�mq. Ou seja, a matriz

não pode ser decomposta de forma que um conjunto de variáveis �que independente das

outras.
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Teorema 2.3 ([3], Theorem 6.11.). Se A é irredutível e fracamente diagonal dominante por

linhas, então ambos os métodos de Jacobi e Gauss - Seidel convergem e

ρpGGSq   ρpGJq   1.

Ver ([3], pp. 288-289).

O resultado seguinte fornece-nos uma outra condição su�ciente de convergência para o
método de Gauss-Seidel.

Teorema 2.4. Se A é simétrica de�nida positiva então o método de Gauss-Seidel converge.

Este resultado é o caso particular em que ω � 1 do Teorema 2.6 que vamos apresentar
no �nal da secção seguinte.

Quanto ao método e Jacobi, no caso da matriz A ser simétrica de�nida positiva, o
método pode ou não convergir.

2.3 O método da sobre-relaxação sucessiva (SOR)

Podemos acelerar a convergência nos dois métodos clássicos apresentados mas, uma vez
que o método de Gauss-Seidel converge, em geral, mais rapidamente do que o método de
Jacobi, neste trabalho limitar-nos-emos, como é prática usual, a considerar o método da
sobre-relaxação sucessiva (SOR) no contexto do método de Gauss-Seidel.
Da equação (1.18) obtemos, com ω � 0 (parâmetro de relaxação),

ωAx � ωb (2.23)

onde

ωA �ωpD � L� Uq
�pD � ωLq � rD � ωpD � Uqs. (2.24)

Substituindo (2.24) em (2.23) temos�
pD � ωLq � rD � ωpD � Uqs

	
x � ωb (2.25)

que é a equação do método de Gauss-Seidel com relaxação. Esta equação dá lugar à fórmula
iterativa

pD � ωLqxk�1 � rp1� ωqD � ωU sxk � ωb (2.26)

que se pode escrever na forma

xk�1 � �ωD�1Lxk�1 �D�1rp1� ωqD � ωU sxk � ωD�1b

� p1� ωqxk � ωD�1 pb� Lxk�1 � Uxkq
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ou ainda
xk�1 � xk � ωD�1rb� Lxk�1 � pD � Uqxks.

Daqui resulta que a i-ésima componente de xk�1 é dada por

x
pk�1q
i � p1� ωqxpkqi � ω

�
bi �

i�1̧

j�1

aijx
pk�1q
j �

ņ

j�i�1

aijx
pkq
j

	
{aii, i � 1, 2, . . . , n, (2.27)

ou

x
pk�1q
i � x

pkq
i � ω

�
bi �

i�1̧

j�1

aijx
pk�1q
j �

ņ

j�i

aijx
pkq
j

	
{aii, i � 1, 2, . . . , n. (2.28)

Com ω � 1 resulta a expressão (2.18) do método Gauss-Seidel. Com ω ¡ 1 e ω   1

têm-se os chamados métodos de sobre-relaxação e sub-relaxação, respetivamente.

2.3.1 Convergência do método SOR

O valor do parâmetro de relaxação ω que conduz à melhor convergência possível varia com
o sistema de equações que se quer resolver. Não há como determinar, a priori, esse valor
ótimo, exceto para alguns, poucos, casos particulares. Normalmente realizam-se testes nu-
méricos com diversos valores de ω num intervalo de valores admissíveis para veri�car qual
o melhor valor para o problema em causa.
Para determinar a matriz de iteração correspondente ao método de Gauss-Seidel com re-
laxação, observe-se de (2.26) que a decomposição da matriz ωA correspondente a este
processo iterativo é, então,

M � D � ωL, N � p1� ωqD � ωU.

Sendo assim, a matriz de iteração é dada por

GSORpωq �M�1N � pD � ωLq�1 rp1� ωqD � ωU s
� �DpI � ωD�1Lq��1 �

D
�p1� ωqI � ωD�1U

��
� pI � ωD�1Lq�1D�1D

�p1� ωqI � ωD�1U
�

� pI � ωD�1Lq�1
�p1� ωqI � ωD�1U

�
. (2.29)

A importância desta expressão da matriz de iteração será evidente na demonstração do
resultado clássico que a seguir se apresenta.
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Teorema 2.5. Seja GSORpωq a matriz do método de Gauss-Seidel com relaxação dada pela

expressão (2.29). Então
|ω � 1| ¤ ρ

�
GSORpωq

�
. (2.30)

A igualdade veri�ca-se apenas quando todos os valores próprios de GSORpωq tiverem módulo

igual à unidade.

Para haver convergência, o fator de relaxação deve satisfazer a condição necessária

0   ω   2. (2.31)

Demonstração. Uma vez que I � ωD�1L é uma matriz triangular inferior de diagonal
principal unitária, e p1 � ωqI � ωD�1U é uma matriz triangular superior cujos elementos
na diagonal principal são todos iguais a p1� ωq, tem-se

det pGSORpωqq � det
�pI � ωD�1Lq�1

�p1� ωqI � ωD�1U
��

� det
�pI � ωD�1Lq�1

� � det
�p1� ωqI � ωD�1U

�
� detrp1� ωqI � ωD�1U s
� p1� ωqn.

Por outro lado, sabemos também que

det pGSORpωqq �
n¹
k�1

µkpωq

onde os µk designam os valores próprios de GSORpωq. Assim,

n¹
k�1

µkpωq � p1� ωqn, (2.32)

e, aplicando módulos, obtemos

|1� ω|n �
n¹
k�1

|µkpωq| ¤
�

max
1¤k¤n

|µkpωq|
�n

� rρpGSORpωqqsn ,

donde se conlui que
|1� ω| ¤ ρpGSORpωqq.

A partir do Teorema 1.3 veri�camos que a condição

0   ω   2
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é uma condição necessária para haver convergência do método de Gauss-Seidel com rela-
xação. De facto, no caso de convergência, temos

|1� ω| ¤ ρ
�
GSORpωq

�   1

e, portanto,
|1� ω|   1.

No entanto, no caso em que A é de�nida positiva a condição (2.31) é também su�ciente.

Teorema 2.6 ([9], Teorema 8.4.4). Se A for simétrica de�nida positiva e 0   ω   2, então

o método de Gauss-Seidel com relaxação converge.
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Capítulo 3

Discretização da Equação de Poisson

3.1 Uma aplicação: difusão de calor

Consideremos uma placa de um material condutor em cujo bordo superior se aplica, de
uma forma constante no tempo, uma temperatura de 00C e que nos restantes bordos se
tem uma fonte de calor constante de 1000C, tal como se ilustra na �gura seguinte.

Figura 3.1 Distribuição dos valores da temperatura numa placa.

A temperatura em cada ponto interior da placa variará no tempo em função dos valores
da temperatura nos bordos, até atingir um valor que permanecerá constante, ou seja,
em equilíbrio, a partir deste momento. Denotaremos por upx, yq este valor no ponto de
coordenadas px, yq num referencial cujos eixos coincidem com o bordo inferior (abcissas)
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e o bordo esquerdo (ordenadas). Nestas condições, o valor upx, yq é a solução da equação
diferencial (ver [6])

B2u
Bx2 � B2u

By2 � fpx, yq (3.1)

de�nida para 0 ¤ x, y ¤ T , que satisfaz as condições de fronteira

upx, 0q � 100; upx, T q � 0 com 0 ¤ x ¤ T

up0, yq � 100; upT, yq � 100 com 0 ¤ y ¤ T.

Assumindo que as faces da nossa placa estão isoladas de tal forma que não existe troca
de calor com o meio ambiente, então a equação (3.1), que é a chamada equação de Poisson
em duas dimensões, dá lugar a

B2u
Bx2 � B2u

By2 � 0. (3.2)

Esta é a equação de Laplace que é a�nal a equação de Poisson no caso particular em que
fpx, yq � 0.

3.2 Formalização matemática do problema

Dependendo da dimensão do domínio do problema, a incógnita u da equação de Poisson
é uma função de 1, 2 ou 3 variáveis. Temos então a seguinte formalização. Seja Ω um
conjunto conexo em Rd, d � 1, 2 ou 3 e BΩ a fronteira desse conjunto. A equação de
Poisson pode ser escrita como

∆u � f em Ω (3.3)

onde

∆u � d2u

dx2
para d � 1,

∆u �
ḑ

i�1

B2u
Bx2i

para d ¡ 1.

A incógnita u : Ω Ñ R é uma função de classe C2 e f : Ω Ñ R uma função conhecida [6].
Em cada problema particular onde ocorre a equação (3.3), a solução a determinar tem que
satisfazer as condições de fronteira do problema, que podem ser de diferentes tipos. As
chamadas condições de Dirichlet correspondem ao caso em que são conhecidos os valores
da função u na fronteira BΩ. Este é o caso do exemplo apresentado antes.
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3.3 Método das diferenças �nitas

A maior parte dos métodos numéricos para resolução de equações diferenciais envolve o
uso de aproximações para as derivadas. Estas aproximações são designadas por diferenças
�nitas e têm por base a discretização do problema. Nesta seçcão vamos descrever estes
métodos para a equação de Poisson nos casos de uma e de duas dimensões.

3.3.1 Caso unidimensional

Consideremos o caso mais simples da equação (3.3), o caso unidimensional,

d2u

dx2
� fpxq, a   x   b. (3.4)

Começamos por de�nir n� 2 pontos igualmente espaçados no intervalo ra, bs,
x0 � a, xi � a� ih, i � 1, ..., n� 1,

com h � b� a

n� 1
, como mostra a �gura seguinte.

a � x0 x1 x2 . . . xi�1 xi xi�1 . . . xn�1 xn xn�1 � b

h

Figura 3.2 Discretização do intervalo ra, bs.

Supondo que u é uma função contínua com derivadas contínuas em xi, consideremos a
série de Taylor de u em torno de xi,

upxi �∆xq � upxiq � p∆xqu1pxiq � p∆xq2
2!

u2pxiq � p∆xq3
3!

u3pxiq � � � � (3.5)

para cada i � 1, . . . , n. Desta expressão, com ∆x � h, resulta

upxi � hq � upxiq � hu1pxiq � h2

2!
u2pxiq � h3

3!
u3pxiq � � � � (3.6)

e, resolvendo em ordem a u1pxiq, obtemos

u1pxiq � upxi � hq � upxiq
h

�
�
� h

2!
u2pxiq � h2

3!
u3pxiq � � � �

�
.

Temos assim uma aproximação para a derivada de primeira ordem

u1pxiq � upxi�1q � upxiq
h

(3.7)
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com erro de truncatura local

erroTL � � h

2!
u
2pxiq � h2

3!
u
3pxiq � � � � . (3.8)

A expressão (3.7) é conhecida como fórmula de diferença �nita progressiva de primeira

ordem. O erro de truncatura (3.8) tende para zero com h, ou seja, é Ophq e podemos
escrever

u1pxiq � upxi � hq � upxiq
h

�Ophq. (3.9)

Observe-se que Ophq representa a expressão para erroTL e apenas indica como o erro de
truncatura varia com o re�namento da malha e não o valor do erro.

De modo análogo podemos obter uma aproximação designada por diferença �nita re-

gressiva de primeira ordem. Da expansão em série de Taylor (3.5), agora com ∆x � �h,
obtemos

upxi � hq � upxiq � hu1pxiq � h2

2!
u2pxiq � h3

3!
u3pxiq � � � � (3.10)

donde segue

u1pxiq � upxiq � upxi � hq
h

�
�
h

2!
u2pxiq � h2

3!
u3pxiq � � � �

�

e a aproximação

u1pxiq � upxiq � upxi�1q
h

também com erro de truncatura local Ophq.
Uma fórmula de diferenças �nitas de segunda ordem para aproximar a primeira derivada

de u pode obter-se subtraindo a expressão (3.10) de (3.6). Assim,

upxi � hq � upxi � hq � 2hu1pxiq � 2h3

3!
u3pxiq � � � �

e temos

u1pxiq � upxi � hq � upxi � hq
2h

�
�
�h

2

3!
u3pxiq � � � �

�
.

À aproximação

u1pxiq � upxi�1q � upxi�1q
2h

,

cujo erro de truncatura é Oph2q, chamamos diferença �nita centrada de segunda ordem.
Estas técnicas podem generalizar-se facilmente para o cálculo de derivadas de ordem

superior. Vejamos o caso da segunda derivada. Se adicionarmos (3.6) e (3.10) obtemos

upxi � hq � upxi � hq � 2upxiq � 2h2

2!
u2pxiq � 2h4

4!
upIV qpxiq � � � �

33



e, portanto,

u2pxiq � upxi � hq � 2upxiq � upxi � hq
h2

�
�
�h

2

12
upIV qpxiq � � � �

�
(3.11)

donde segue a aproximação para a segunda derivada

u2pxiq � upxi�1q � 2upxiq � upxi�1q
h2

(3.12)

com erro de truncatura Oph2q. Vamos agora considerar a discretização da equação (3.4)
com as condições de fronteira de Dirichlet

upaq � α e upbq � β. (3.13)

Para cada ponto xi � a� ih, i � 0, . . . , n� 1, usaremos as abreviaturas

fi � fpxiq e ui � upxiq.
Se usarmos a aproximação para a segunda derivada dada por (3.12) em cada ponto xi e
ignorarmos os erros de truncatura, podemos reescrever a equação (3.4) em x � xi na forma

ui�1 � 2ui � ui�1 � h2fi (3.14)

com i � 1, . . . , n. E introduzindo as condições de fronteira u0 � α e un�1 � β, �camos
com o sistema de n equações lineares

�2u1 � u2 � h2f1 � α

u1 � 2u2 � u3 � h2f2
...

un�2 � 2un�1 � un � h2fn�1 (3.15)

un�1 � 2un � h2fn � β.

Usando a formulação matricial temos o sistema

Au � b
com

A �

�
�����������

�2 1 0 � � � 0 0 0

1 �2 1 � � � 0 0 0
...

. . . . . . . . .
...

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

0 0 0 � � � 1 �2 1

0 0 0 � � � 0 1 �2

�
����������

, u �

�
�����������

u1
u2
...
...
...

un�1

un

�
����������


e b �

�
�����������

h2f1 � α

h2f2
...
...
...

h2fn�1

h2fn � β

�
����������

. (3.16)
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Assim, com a resolução desta equação matricial obtemos uma solução aproximada u �
pu1, . . . , unq do problema expresso em (3.4) e (3.13) nos pontos xi, i � 1, . . . , n, do intervalo
ra, bs.

3.3.2 Caso bidimensional

Vamos agora considerar a equação (3.3) em duas dimensões

B2u
Bx2 �

B2u
By2 � fpx, yq, a   x   b, c   y   d, (3.17)

com condições de Dirichlet na fronteira do domínio

upx, cq � gpx, cq, upx, dq � gpx, dq,
upa, yq � gpa, yq, upb, yq � gpb, yq. (3.18)

Discretizamos o problema de�nindo uma malha de pn � 2q � pn � 2q pontos no retângulo
ra, bs � rc, ds, com espaçamento horizontal ∆x � b�a

n�1
e espaçamento vertical ∆y � d�c

n�1
,

como mostra a �gura seguinte.

pb, dqpa, dq

pa, cq pb, cq
i � 0 i � n� 1
j � 0

j � n� 1

∆y

∆x
. . .

. . .

...
...
...

xij

Figura 3.3 Discretização do domínio ra, bs � rc, ds

Neste trabalho vamos considerar ∆x � ∆y � h, ou seja, uma malha bidimensional com
espaçamento uniforme. Assim, os pontos da malha são

pxi, yjq � pa� ih, b� jhq, i, j � 0, ..., n� 1.

Usando as notações

uij � upxi, yjq, fij � fpxi, yjq, gij � gpxi, yjq
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e a aproximação de diferenças �nitas (3.12) para as derivadas parciais de segunda ordem
em cada ponto pxi, yjq, temos

B2u
Bx2

����
i,j

� ui�1,j � 2ui,j � ui�1,j

h2
(3.19)

e
B2u
By2

����
i,j

� ui,j�1 � 2ui,j � ui,j�1

h2
. (3.20)

Adicionando as expressões (3.19) e (3.20), podemos escrever

B2u
Bx2

����
i,j

� B2u
By2

����
i,j

� ui,j�1 � ui�1,j � 4ui,j � ui�1,j � ui,j�1

h2
(3.21)

que é a chamada fórmula de cinco pontos. Ver Figura 3.3.
Desprezando os erros de truncatura, em cada ponto pxi, yjq a equação de Poisson (3.17)

dá lugar à equação

ui,j�1 � ui�1,j � 4ui,j � ui�1,j � ui,j�1

h2
� fi,j (3.22)

e de�ne, em conjunto com as condições de fronteira (3.18), um sistema de n2 equações
lineares em n2 incógnitas ui,j, i, j � 1, . . . , n,

u1,0 � u0,1 � 4u1,1 � u2,1 � u1,2 � h2f1,1

u2,0 � u1,1 � 4u2,1 � u3,1 � u2,2 � h2f2,1
...

ui,j�1 � ui�1,j � 4ui,j � ui�1,j � ui,j�1 � h2fi,j (3.23)
...

un,n�1 � un�1,n � 4un,n � un�1,n � un,n�1 � h2fn,n

Por forma a escrever estas equações numa simples equação matricial, precisamos de con-
siderar as incógnitas ui,j num único vetor coluna de dimensão n2 e isto requer escolher
uma ordenação para as incógnitas. Existem várias ordenações possíveis para as quais estão
associadas diferentes matrizes [11]. Vamos, de forma algo arbitrária, escolher a ordem em
que os pontos da malha são percorridos linha à linha, da esquerda para a direita e de baixo
para cima (dita ordem natural ou lexicográ�ca). Vejamos o exemplo em que n � 3. Neste
caso particular de�nimos

uT � �u11 u21 u31 u12 u22 u32 u13 u23 u33
�
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como o vetor das incógnitas. Por simplicidade, vamos fazer a identi�cação

uT � �u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8 u9
�

e, correspondentemente, teremos f1, f2, . . . , f9 para os valores de f . Veja-se a �gura se-
guinte.

u1 u2 u3

u4 u5 u6

u7 u8 u9

Figura 3.4 Ordenação natural das incógnitas para uma malha bidimensional 5� 5

Assim, o sistema de equações (3.23) pode escrever-se na forma�
��������������

�4 1 0 1 0 0 0 0 0

1 �4 1 0 1 0 0 0 0

0 1 �4 0 0 1 0 0 0

1 0 0 �4 1 0 1 0 0

0 1 0 1 �4 1 0 1 0

0 0 1 0 1 �4 0 0 1

0 0 0 1 0 0 �4 1 0

0 0 0 0 1 0 1 �4 1

0 0 0 0 0 1 0 1 �4

�
�������������


�
��������������

u1
u2
u3
u4
u5
u6
u7
u8
u9

�
�������������

�

�
��������������

b1
b2
b3
b4
b5
b6
b7
b8
b9

�
�������������


(3.24)
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onde �
��������������

b1
b2
b3
b4
b5
b6
b7
b8
b9

�
�������������

�

�
��������������

h2f1 � u1,0 � u0,1
h2f2 � u2,0

h2f3 � u3,0 � u4,1
h2f4 � u0,2

h2f5
h2f6 � u4,2

h2f7 � u0,3 � u1,4
h2f8 � u2,4

h2f9 � u4,3 � u3,4

�
�������������

.

No caso geral, �camos com um sistema de n2 equações lineares em n2 incógnitas represen-
tado matricialmente por

Tu � b (3.25)

onde T é a matriz quadrada de ordem n2, tridiagonal por blocos, dada por

T �

�
�����������

B I 0 � � � 0 0 0

I B I � � � 0 0 0
...

. . . . . . . . .
...

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

0 0 0 � � � I B I

0 0 0 � � � 0 I B

�
����������

, (3.26)

sendo I a matriz identidade de ordem n e

B �

�
�����������

�4 1 0 � � � 0 0 0

1 �4 1 � � � 0 0 0
...

. . . . . . . . .
...

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

0 0 0 � � � 1 �4 1

0 0 0 � � � 0 1 �4

�
����������


(3.27)

também de ordem n.
Outra forma de �percorrer� as linhas e colunas da malha é usar a ordenação Red-Black.

Nesta ordenação, os nós da malha são divididos em dois conjuntos de cores diferentes à
semelhança de um tabuleiro de xadrez, conforme se apresenta na Figura 3.5, no caso em
que n � 3.
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u1 u2 u3

u4 u5 u6

u7 u8 u9

Figura 3.5 Ordenação Red-Black das incógnitas para uma malha bidimensional 5� 5

Assim, quando usamos um método iterativo para a resolução do sistema, se atualizar-
mos todos os nós vermelhos primeiro, iremos usar apenas os valores dos nós pretos. De
seguida, quando atualizamos os nós pretos, que estão apenas adjacentes aos nós veme-
lhos, poderemos utilizar apenas os novos valores referentes aos nós vermelhos. No nosso
problema, a ordenação Red-Black leva a que o sistema de equações (3.23) se escreva na
forma �

��������������

�4 0 0 0 0 1 1 0 0

0 �4 0 0 0 1 0 1 0

0 0 �4 0 0 1 1 1 1

0 0 0 �4 0 0 1 0 1

0 0 0 0 �4 0 0 1 1

1 1 1 0 0 �4 0 0 0

1 0 1 1 0 0 �4 0 0

0 1 1 0 1 0 0 �4 0

0 0 1 1 1 0 0 0 �4

�
�������������


�
��������������

u1
u3
u5
u7
u9
u2
u4
u6
u8

�
�������������

�

�
��������������

b1
b3
b5
b7
b9
b2
b4
b6
b8

�
�������������

. (3.28)
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Observe-se que podemos obter a matriz dos coe�cientes para a ordenação Red-Black,

TRB �

�
��������������

�4 0 0 0 0 1 1 0 0

0 �4 0 0 0 1 0 1 0

0 0 �4 0 0 1 1 1 1

0 0 0 �4 0 0 1 0 1

0 0 0 0 �4 0 0 1 1

1 1 1 0 0 �4 0 0 0

1 0 1 1 0 0 �4 0 0

0 1 1 0 1 0 0 �4 0

0 0 1 1 1 0 0 0 �4

�
�������������


(3.29)

através da transformação de semelhança PTP T � PTP�1 onde T é a matriz dos coe�cien-
tes associada à ordenação natural dada em (3.24) e P é a matriz de permutação de�nida por

P �

�
��������������

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

�
�������������

. (3.30)

3.4 Produtos de Kronecker

O produto de Kronecker é útil para descrever problemas lineares que envolvem duas ou
mais variáveis uma vez que permite representações mais compactas [11].

De�nição 3.4.1. Sejam A P Rm�n e B P Rp�q. O produto de kronecker de A e B é de�nido

como sendo a matriz

AbB �

�
��
a11B � � � a1nB
...

. . .
...

am1B � � � amnB

�
�
P Rmp�nq. (3.31)

De�nição 3.4.2. Se A P Rn�n e B P Rm�m, a soma de kronecker de A e B é a matriz

de�nida por

A`B � pIm b Aq � pB b Inq P Rmn�mn.

Observe-se que, em geral, A`B � B ` A.
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Vejamos como podemos representar a matriz T em (3.25), matriz associada à equação
de Poisson em duas dimensões, usando estas duas operações de Kronecker envolvendo a
matriz identidade I de ordem n e a matriz A em (3.16), matriz associada à equação de
Poisson unidimensional. Considerem-se os produtos de Kronecker

I b A �

�
��
A � � � 0
...

. . .
...

0 � � � A

�
�


e

Ab I �

�
�����������

�2I I 0 � � � 0 0 0

I �2I I � � � 0 0 0
...

. . . . . . . . .
...

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

0 0 0 � � � I �2I I

0 0 0 � � � 0 I �2I

�
����������


e a sua soma

pI b Aq � pAb Iq �

�
�����������

A� 2I I 0 � � � 0 0 0

I A� 2I I � � � 0 0 0
...

. . . . . . . . .
...

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

0 0 0 � � � I A� 2I I

0 0 0 � � � 0 I A� 2I

�
����������


(3.32)

Observe-se que A� 2I � B, com B dada em (3.27), e que, portanto,

T � pI b Aq � pAb Iq.

Atendendo à de�nição 3.4.2, podemos escrever

T � A` A, (3.33)

ou seja, a matriz T da representação matricial do problema bidimensional pode escrever-se
a partir da matriz A associada ao problema unidimensional usando produtos de Kronecker.
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3.5 Existência de solução e condicionamento do sistema

Teorema 3.1 ([7], Theorem 2.2). Os valores próprios de uma matriz tridiagonal da forma

M �

�
�����������

b c 0 � � � 0 0 0

a b c � � � 0 0 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
...

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
...

...
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 0 � � � a b c

0 0 0 � � � 0 a b

�
����������


(3.34)

são dados por

λk � b� 2
?
ac � cos

kπ

n� 1
, k � 1, . . . , n. (3.35)

Com a � c � 1 e b � �2 em (3.34), tem-se a matriz A dada por (3.16) cujos valores
próprios são então

λk � �2� 2 cos
kπ

n� 1
, k � 1, . . . , n. (3.36)

É fácil concluir que os valores próprios satisfazem �4   λk   0, para k � 1, . . . , n, e o
menor e o maior (em valor absoluto) são, respetivamente,

λ1 � �2� 2 cos
π

n� 1
(3.37)

e
λn � �2� 2 cos

nπ

n� 1
. (3.38)

Podemos agora concluir que a equação de Poisson unidimensional tem uma e uma só
solução (independentemente das condições de Dirichlet �xadas) uma vez que a matriz do
correspondente sistema tem valores próprios todos diferentes de zero. Porém, o número de
condição dado em (1.17) do sistema em (3.16) cresce com a dimensão n, isto é, o sistema
é mal condicionado para valores de n grandes. Atendendo a que, para n grande,

λn � �2� 2 cosπ � �4 e λ1 � �2� 2

�
1� pπ{n� 1q2

2



� � π2

pn� 1q2

obtemos uma estimativa para o número de condição dada por

λn
λ1

� 4

π2
pn� 1q2. (3.39)
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Por exemplo, para n � 105, temos
λn
λ1

� 4�109 e o sistema é mal condicionado. De acordo

com (1.46), para garantir que uma aproximação xk tem um erro relativo inferior a 10�3,
por exemplo, terá de ser }Axk � b}{}b}   10�12.

Para a determinação dos valores próprios da matriz do sistema (3.25) associado ao
problema bidimensional temos o teorema seguinte.

Teorema 3.2 ([3], Capítulo 6). Se A P Rn�n tem valores próprios λi e B P Rm�m tem

valores próprios µj, então a soma de kronecker A ` B, dada pela de�nição 3.4.2, tem

valores próprios

λ1 � µ1, . . . , λ1 � µm, λ2 � µ1, . . . , λ2 � µm, . . . , λn � µ1, . . . , λn � µm.

Uma vez que T � A` A, os valores próprios de T são dados por

λi,j � �4� 2 cos
iπ

n� 1
� 2 cos

jπ

n� 1
, i, j � 1, . . . , n, (3.40)

e satisfazem �8   λi,j   0, para i, j � 1, . . . , n. Em valor absoluto,

λ1,1 � �4� 4 cos
π

n� 1
(3.41)

é o menor valor próprio e
λn,n � �4� 4 cos

nπ

n� 1
(3.42)

é o maior valor próprio. Todos os valores próprios são não nulos e quando n aumenta λ1,1
tende para zero e λn,n para �8. Assim, tal como no caso unidimensional, a equação de
Poisson bidimensional, traduzida no sistema dado em (3.25), tem uma e uma só solução
e o número de condição em (1.17) aumenta com a dimensão n, sendo também válida a

aproximação obtida em (3.39) para
λn,n
λ1,1

quando n é grande.

3.6 Raio espectral das matrizes de iteração

Nesta secção vamos apresentar os raios espectrais das matrizes de iteração dos métodos de
Jacobi, Gauss-Seidel e SOR para o problema de Poisson unidimensional e bidimensional.
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3.6.1 Caso unidimensional

Seja A a matriz dos coe�cientes dada em (3.16) e recorde-se a decomposição A � D�pL�Uq
apresentada em (2.2),

A �

�
������

�2 � � � 0

�2
. . .

�2

0 � � � �2

�
�����
�

�
������

0 1 � � � 0

1 0 1
. . . . . . . . .

1 0 1

0 � � � 1 0

�
�����
. (3.43)

A matriz de iteração do método de Jacobi é a matriz

GJ � �D�1pL� Uq � 1

2

�
������

0 1 � � � 0

1 0 1
. . . . . . . . .

1 0 1

0 � � � 1 0

�
�����


De acordo com o Teorema 3.1, os valores próprios da matriz GJ são dados por

λk � cos
kπ

n� 1
, k � 1, . . . , n, (3.44)

sendo que o maior valor próprio em módulo se obtém quando k � 1 (e k � n). Ou seja, o
raio espectral de GJ é

ρpGJq � cos
π

n� 1
� 1� π2

2pn� 1q2 . (3.45)

Para a determinação dos raios espectrais das matrizes GGS e GSOR, associadas aos mé-
todos de Gauss-Seidel e SOR, respetivamente, podemos usar o teorema que apresentamos
a seguir. Este teorema exibe uma relação entre os raios espectrais ρpGGSq e ρpGSORq e o
raio espectral ρpGJq da matriz do método de Jacobi.

Teorema 3.3 ([2], Theorem 5.6.3). Seja A uma matriz real simétrica, de�nida positiva e

com a forma tridiagonal por blocos

A �

�
�����������

D1 U1 0 � � � 0 0 0

L2 D2 U2 � � � 0 0 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
...

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
...

...
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 0 � � � Ln�1 Dn�1 Un�1

0 0 0 � � � 0 Ln Dn

�
����������

, (3.46)
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onde Di são submatrizes diagonais. Então

ρpGGSq � ρ2pGJq,

onde GJ e GGS são as matrizes de iteração dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel corres-

pondentes à matriz A.

O fator de relaxação ótimo ωopt no método SOR é dado por

ωopt � 2

1� �1� ρpGGSq
�1{2 , ρpGGSq   1,

a que corresponde o raio espectral

ρpGSOR

�
ωoptq

� � ωopt � 1.

Observe-se que a matriz A em (3.43) tem a forma tridiagonal por blocos (3.46) mas é
simétrica de�nida negativa (todos os valores próprios, dados em (3.36), são negativos). No
entanto, o Teorema 3.3 aplica-se igualmente uma vez que �A e A têm as mesmas matrizes
de iteração GJ , GGS e GSOR. Assim, a partir do Teorema 3.3 e de (3.45), podemos concluir
que o raio espectral da matriz de iteração de Gauss-Seidel é

ρpGGSq � cos2
π

n� 1
. (3.47)

Uma vez que ρpGGSq   ρpGJq   1, podemos garantir que os métodos são convergentes
e que o método de Gauss-Seidel possui uma taxa de convergência mais elevada do que o
método de Jacobi. Mais precisamente, ao �m de k iterações, para o método de Jacobi dado
GJ ser uma matriz real simétrica e }GJ}2 � ρpGJq, a partir de (1.27) obtemos

}ek}2 ¤ rρpGJqsk}e0}2. (3.48)

Para o método de Gauss-Seidel não se tem ρpGGSq � }GGS}2 porque GGS não é simétrica,
mas podemos escrever }GGS}2 � θ � ρpGGSq com θ ¥ 1 e

}ek}2 ¤ rθ � ρpGGSqsk}e0}2 � θkrρpGJqs2k}e0}2,

uma vez que ρpGGSq � ρ2pGJq. Ou seja, uma iteração do método de Gauss-Seidel faz
decrescer o erro tanto quanto duas iterações do método de Jacobi. Por outras palavras, no
método de Gauss-Seidel o número de iterações necessárias para se obter uma dada precisão
na solução será aproximadamente metade do número de iterações que o método de Jacobi
exige.
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Do Teorema 3.3 obtemos também que o fator de relaxação ótimo ωopt no método SOR
para o problema de Poisson é

ωopt � 2

1� �1� cos2
�

π
n�1

��1{2 � 2

1� sin
�

π
n�1

� (3.49)

com o correspondente raio espectral

ρ
�
GSORpωoptq

� � 2

1� sin
�

π
n�1

� � 1 � 1� sin
�

π
n�1

�
1� sin

�
π
n�1

� � 1� 2π

n� 1
,

para n grande, uma vez que, para x perto de zero,

1� sinx

1� sinx
� 1� x

1� x
� 1� 2x.

3.6.2 Caso bimensional

Consideremos a matriz T dada em (3.26) para o problema de Poisson bidimensional cor-
respondente à ordenação lexicográ�ca dos nós da malha. É fácil calcular o raio espectral
da correspondente matriz de iteração GJ do método de Jacobi, uma vez que

T � �4I � pT � 4Iq � D � pL� Uq

e, portanto,

GJ � �p�4Iq�1pT � 4Iq � 1

4
T � I.

Assim, conhecidos os valores próprios λi,j de T , dados em (3.40), os valores próprios de GJ

são
1

4
λi,j � 1 � 1

2

�
cos

iπ

n� 1
� cos

jπ

n� 1



, i, j � 1, . . . , n.

O maior valor próprio em módulo ocorre quando i � j � 1 (e quando i � j � n), ou seja,
o raio espectral de GJ é

ρpGJq � 1

2

�
cos

π

n� 1
� cos

π

n� 1



� cos

π

n� 1
, (3.50)

o mesmo que se obteve para o caso unidimensional.
Vamos agora observar que para a matriz TRB da ordenação Red-Black (veja-se o exemplo

em (3.29)), o raio espectral da correspondente matriz de iteração do método de Jacobi GJRB

é também igual ao raio espectral (3.50) da matriz GJ para a ordenação lexicográ�ca. De
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facto, TRB é uma matriz semelhante à matriz T e, para uma dada matriz de permutação
P , temos

TRB � �4I � pTRB � 4Iq � �4I � �PTP�1 � 4I
�
.

A correspondente matriz de iteração do método de Jacobi é

GJRB
� �p�4Iq�1

�
PTP�1 � 4I

� � 1

4
PTP�1 � I

e, como os valores próprios da matriz PTP�1 são iguais aos da matriz T , temos também

ρ pGJRB
q � cos

π

n� 1
.

A matriz TRB é uma matriz simétrica, os seus valores próprios (iguais aos da matriz
T ) são todos negativos (e, portanto, �TRB é de�nida positiva) e é uma matriz constituída
por quatro blocos que respeitam a forma em (3.46). Ou seja, TRB cumpre as condições
de aplicação do Teorema 3.3. Temos, então, tal como para o caso unidimensional, o raio
espectral da matriz de iteração do método de Gauss-Seidel GGSRB

dado por

ρ pGGSRB
q � ρ2 pGJRB

q � cos2
π

n� 1

e, para a matriz de iteração GSORRB
do método SOR,

ρ
�
GSORRB

pωoptq
� � 1� 2π

n� 1

para

ωopt � 2

1� sin
�

π
n�1

� .
A matriz T não se encontra na forma (3.46) e, por isso, o Teorema 3.3 não pode ser

aplicado. As fórmulas simples do Teorema 3.3, que relacionam os raios espectrais das
matrizes GJ , GGS e GSORpwq, permitindo uma comparação da rapidez de convergência
dos métodos, exigem um determinado padrão de zeros na matriz do sistema. Este padrão
consegue-se com a ordenação Red-Black mas não com a ordenação lexicográ�ca.
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Capítulo 4

Experiências numéricas

Implementámos os nossos algoritmos no Matlab (R2018b) num computador LAPTOP-
REDGJNFT Intel(R) Celeron(R) CPU N2840 @ 2.16GHz, RAM 4.00 GB, no sistema
operativo Windows 10 Home de 64 bits.

Desenvolvemos os códigos Jacobi, Gauss_Seidel e SOR que são implementações ge-
rais no sentido em que podem ser usados para qualquer sistema Ax � b, dados A e b de
forma explícita. A matriz A e o vetor b são, neste caso, construídos da forma descrita
no capítulo anterior (código matriz_vetor no Anexo A). Também desenvolvemos os có-
digos Jacobi_Poison, Gauss_Seidel_Poison e SOR_Poison especializados para o nosso
problema e que não requerem a matriz A, uma vez que as expressões (2.7), (2.17) e (2.27),
se traduzem, neste caso particular e para a ordem natural ou lexicográ�ca, simplesmente
por

wi,j � pui,j�1 � ui�1,j � ui�1,j � ui,j�1q {4, (4.1)

wi,j � pwi,j�1 � wi�1,j � ui�1,j � ui,j�1q {4 (4.2)

e
wi,j � p1� ωqui,j � ω pwi,j�1 � wi�1,j � ui�1,j � ui,j�1q {4 (4.3)

respetivamente, onde ui,j e wi,j representam os valores upkqi,j e u
pk�1q
i,j . Neste capítulo

vamos-nos referir a estes códigos como Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, Jacobi-P, Gauss-Seidel-
P e SOR-P, respetivamente.

A escolha da ordenação Red-Black leva a duas passagens pela malha. Durante a pri-
meira passagem atualizamos metade das incógnitas utilizando valores da iteração anterior
e na segunda passagem atualizamos a restante metade das incógnitas usando já os novos
valores obtidos na primeira passagem da iteração atual. No caso do método de SOR a
expressão (2.27), para cada uma destas passagens, traduz-se então por

wi,j � p1� ωqui,j � ω pui,j�1 � ui�1,j � ui�1,j � ui,j�1q {4, se i� j é par, (4.4)
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para a primeira passagem, e

wi,j � p1� ωqui,j � ω pwi,j�1 � wi�1,j � wi�1,j � wi,j�1q {4, se i� j é ímpar, (4.5)

para a segunda passagem. No Matlab este método está implementado no código SOR_RB

(também apresentado no anexo A) e que passamos a designar por SOR-RB.

4.1 Problema I

O nosso primeiro exemplo de aplicação consiste em determinar uma solução aproximada
da equação (3.2) com 0   x, y   1 e os seguintes valores de fronteira

upx, 0q � 0, upx, 1q � 100x, 0 ¤ x ¤ 1;

up0, yq � 0, up1, yq � 100y, 0 ¤ y ¤ 1.

cuja a solução exata é upx, yq � 100xy.
Na Tabela 4.1 apresentamos o número k de iterações necessárias para cumprir o critério

de paragem (1.41) com tol � 10�5 em cada um dos códigos Jacobi, Gauss-Seidel e SOR
(com ω � 1.7) e as correspondentes versões que não requerem o armazenamento da matriz
do sistema (�matrix-free� methods).

Códigos implementados k ρpGq Erro relativo
Jacobi 156 0.9511 1.96e-004

Gauss-Seidel 88 0.9045 9.47e-005
SOR 40 0.7000 2.27e-006

Jacobi-P 156 0.9511 1.96e-004
Gauss-Seidel-P 88 0.9045 9.47e-005

SOR-P 40 0.7000 2.27e-006

Tabela 4.1 Número de iterações, raio espectral da matriz de iteração e erro relativo.

É importante enfatizar que a solução do sistema corresponde exatamente ao valor da
solução exata em cada ponto pxi, yjq da malha de discretização de�nida. Isto acontece
por serem nulos os erros de truncatura, uma vez que a solução exata upx, yq � 100xy tem
derivadas parciais de quarta ordem (e de ordem superior) nulas.

Na última coluna da tabela registam-se os erros relativos }xk � u�}{}u�}, onde u�
é a solução exata e xk é a solução aproximada obtida na última iteração efetuada. Po-
demos observar que apenas no caso do SOR o erro é menor do que a tolerância usada
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(tol � 10�5), embora seja ρpGSORq ¡ 0.5 (antes vimos que se ρ   0.5 tem-se necessaria-
mente }xk�1 � u�} ¤ }xk�1 � xk} ).

Neste exemplo inicial usamos h � 0.1 a que corresponde uma malha de n � 2 � 11

pontos em cada direção, ou seja, um sistema com n2 � 81 incógnitas (os valores de u nos
pontos interiores). Como é esperado, o método de Jacobi é o que tem convergência mais
lenta e o método SOR, com o fator de relaxação ω � 1.7, é o mais rápido. Enfatizamos
que os códigos Jacobi e Jacobi-P requerem exatamente o mesmo número de iterações
para produzir a mesma aproximação. O mesmo é verdade para os códigos Gauss-Seidel
e Gauss-Seidel-P, SOR e SOR-P. O que difere muito são os tempos de execução, como se
pode veri�car na Tabela 4.2 onde estão registados os tempos de execução (em segundos)
para diferentes valores de n.

n Jacobi Gauss-Seidel SOR Jacobi-P Gauss-Seidel-P SOR-P
25 2.5885 1.8547 0.4634 0.0129 0.0097 0.0026
50 137.4857 85.2456 19.0328 0.1033 0.0683 0.0200
100 8.4825e+03 7.6181e+03 1.1363e+03 1.0257 0.6759 0.2212
150 �� �� 1.4704e+04 3.6259 2.5036 0.7976
200 �� �� �� 8.0136 5.9109 1.9889
250 �� �� �� 14.6332 11.5445 4.2723
300 �� �� �� 23.9418 19.4556 8.1054

Tabela 4.2 Tempo de execução (em segundos) dos diferentes códigos.

Uma vez mais, �ca clara a superioridade do método SOR (com ω � 1.7) relativamente aos
outros métodos aqui testados. Mas a conclusão principal é a de que os códigos que usam
a matriz do sistema de forma explícita são extremamente ine�cientes. Por exemplo, para
n � 150 (isto corresponde a um sistema com 22500 equações), o código SOR usou cerca
de 4 horas enquanto que o correspondente SOR-P terminou ao �m de 0.8 segundos. Em
desfavor dos códigos Jacobi, Gauss-Seidel e SOR, acresce a necessidade do armazenamento
explícito das n2 entradas da matriz. Para n � 300, isto corresponde a ocupar cerca de
700Mbytes de memória do computador para armazenar uma matriz. Nas versões �P� dos
mesmos códigos, este custo não existe.

Fica bem clara a importância de tirar partido da estrutura especial da matriz dos
sistema que ocorre na resolução numérica da equação de Poisson. A partir daqui, não
usaremos mais os códigos �gerais� Jacobi, Gauss-Seidel e SOR.

Na Figura 4.1 apresentamos um grá�co com o número de iterações requeridas por cada
um dos códigos Jacobi-P, Gauss-Seidel-P e SOR-P (w � 1.7), com n � 9, e para valores
de tol de 10�1 até 10�15.
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Figura 4.1 Número de iterações em função de tol � 10�t, t � 1, 2, . . . 15.

A partir da representação grá�ca dos três métodos, podemos observar mais uma vez
que, para os mesmos valores de tol, no grá�co de SOR os valores para o número de iterações
são signi�cativamente menores do que com os outros dois grá�cos.

Na Figura 4.2 apresentamos, usando um mapa de cores, as soluções exatas para os
valores da temperatura em equilíbrio nos pontos pxi, yjq da malha com n � 100.

4.2 Problema II

Determinaremos uma solução aproximada da mesma equação (3.2) mas alterando os valores
de fronteira que vão ser os que correspondem ao caso ilustrado na Figura 3.1, isto é,

upx, 0q � 100, upx, 1q � 0, 0 ¤ x ¤ 1;

up0, yq � 100, up1, yq � 100, 0 ¤ y ¤ 1.

Neste caso a solução exata não é conhecida pelo que, ao contrário do que se fez no exemplo
anterior, não será possível determinar exatamente os erros das aproximações que vamos
calcular. Este exemplo representa os casos em que é de facto necessária a resolução numé-
rica do problema e tudo o que sabemos sobre os erros de truncatura é que são da ordem
de grandeza de h2.
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Figura 4.2 Valores de equilíbrio para a temperatura na placa.

Usaremos os códigos Jacobi-P, Gauss-Seidel-P, SOR-P e SOR-RB com os parâmetros
de entrada n � 6, tol � 10�4, kmax � 104, e ainda ω � 1.7, no caso de SOR-P, e o valor
ótimo expresso em (3.49) no caso de SOR-RB.

Nas Tabelas 4.3-4.6 apresentam-se as aproximações obtidas com os diferentes códigos
nos 36 pontos interiores da malha de�nida, bem como o número de iterações k requeridas
para cumprir o critério de paragem de�nido por (1.41). Observamos que, de uma maneira
geral, as aproximações em cada ponto da malha coincidem em quatro algarismos, de acordo
com o esperado.

0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
100.0 52.27 35.08 29.15 29.15 35.08 52.27 100.0
100.0 74.00 58.93 52.39 52.39 58.93 74.00 100.0
100.0 84.81 74.26 69.11 69.11 74.26 84.81 100.0
100.0 90.98 84.23 80.72 80.72 84.23 90.98 100.0
100.0 94.91 90.96 88.86 88.86 90.96 94.91 100.0
100.0 97.70 95.89 94.91 94.91 95.89 97.70 100.0
100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

Tabela 4.3 Resultados obtidos com Jacobi-P (k� 69).
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0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
100.0 52.28 35.10 29.18 29.18 35.11 52.28 100.0
100.0 74.01 58.96 52.43 52.43 58.97 74.02 100.0
100.0 84.83 74.30 69.16 69.17 74.31 84.83 100.0
100.0 91.00 84.26 80.77 80.77 84.27 91.01 100.0
100.0 94.92 90.99 88.89 88.89 91.00 94.93 100.0
100.0 97.70 95.90 94.93 94.93 95.91 97.71 100.0
100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

Tabela 4.4 Resultados obtidos com Gauss-Seidel-P (k� 39).

0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
100.0 52.29 35.11 29.19 29.19 35.11 52.29 100.0
100.0 74.03 58.98 52.46 52.46 58.98 74.03 100.0
100.0 84.84 74.33 69.20 69.20 74.33 84.84 100.0
100.0 91.02 84.30 80.81 80.80 84.29 91.02 100.0
100.0 94.94 91.02 88.91 88.92 91.02 94.94 100.0
100.0 97.71 95.92 94.95 94.95 95.92 97.71 100.0
100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

Tabela 4.5 Resultados obtidos com SOR-P e ω � 1.7 (k� 29).

0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
100.0 52.28 35.11 29.19 29.19 35.11 52.28 100.0
100.0 74.03 58.98 52.45 52.45 58.98 74.03 100.0
100.0 84.84 74.32 69.19 69.19 74.33 84.84 100.0
100.0 91.02 84.29 80.80 80.80 84.29 91.02 100.0
100.0 94.94 91.02 88.92 88.92 91.02 94.94 100.0
100.0 97.71 95.92 94.95 94.95 95.92 97.71 100.0
100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

Tabela 4.6 Resultados obtidos com SOR-RB e ω ótimo (k� 14).

Na Tabela 4.6 observamos a importância de podermos determinar o valor ótimo ωopt do
parâmetro de relaxação. Comparando o número de iterações usadas por SOR-P e SOR-RB,
é negligenciável a diferença, para cada um dos valores de ω testados, embora seja de notar
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que, neste exemplo, o número de iterações de SOR-RB nunca seja superior ao de SOR-P.
Variando o parâmetro de relaxação observamos na Tabela 4.7 que, para alguns valores de

ω, SOR-RB converge mais rapidamente do que SOR-P. Ainda relativamente aos resultados
obtidos com SOR-RB, é de observar que com ω � 1.45 é necessária menos uma iteração
do que com ωopt � 2{p1� sinpπ

7
qq. À primeira vista, isto parece contradizer a teoria já que

se tem para os raios espectrais das matrizes de iteração

ρpωoptq � 0.3948   ρp1.45q � 0.45.

Nos nossos códigos usou-se a }.}8 no critério de paragem que está expresso em (1.41). Que
esta condição se cumpra com menos iterações para algum valor de ω � ωopt do que com o
próprio ωopt é uma consequência da observação feita no �nal da subsecção 1.1.1.

ω SOR-P SOR-RB
1.09 33 33
1.15 29 29

2{p1� sinpπ
7
qq 15 14

1.45 15 13
1.65 26 24
1.75 35 34
1.90 93 91
1.98 469 466

Tabela 4.7 Número de iterações dos códigos SOR-P e SOR-RB variando ω.

À medida que se aumenta o número de pontos da malha observamos que na Tabela 4.8,
o valor do raio espectral da matriz de iteração vai-se aproximando de 1. Podemos observar
que este processo é mais rápido para o raio espectral da matriz de iteração do método
de Jacobi, e mais lento para raio espectral da matriz de iteração do método de SOR-RB,
conforme mostra a nossa tabela
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n ρpGJq ρpGGSRB
q ρpGSORRB

q
6 0.90097 0.81174 0.39481
10 0.95949 0.92063 0.56039
20 0.98883 0.97779 0.74058
40 0.99707 0.99414 0.85779
60 0.99867 0.99735 0.90208
80 0.99925 0.99850 0.92534
100 0.99952 0.99903 0.93968
200 0.99988 0.99976 0.96922
300 0.99995 0.99989 0.97934
400 0.99997 0.99994 0.98445
500 0.99998 0.99996 0.98754

Tabela 4.8 Raio espectral das matrizes de iteração.

Na Figura 3.1, que apresentámos no início do Capítulo 3, estão representadas, usando
um mapa de cores, as soluções para os valores da temperatura em equilíbrio nos pontos da
placa, obtidas usando o método SOR_RB com o parâmetro ótimo, n � 100 e tol � 10�4.
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Conclusão

A importância da equação de Poisson resulta da diversidade de problemas que a ela estão
associados. No nosso trabalho considerámos a resolução numérica desta equação, em uma
e duas dimensões, com condições de fronteira de Dirichlet. Isto levou-nos ao foco central
da tese que é o dos métodos iterativos para a solução de sistemas de equações lineares que
resultam da discretização de domínios contínuos usando técnicas de diferenças �nitas.

Procurámos sintetizar a teoria básica dos métodos de relaxação clássicos, o método de
Jacobi, o método de Gauss-Seidel e o método de sobre-relaxação (SOR) dando especial
ênfase, como não podia deixar de ser, aos raios espetrais das matrizes de iteração de que
depende a convergência. A equação de Poisson discretizada por diferenças centradas para
as derivadas de segunda ordem é um excelente caso de estudo para comparar estes métodos
uma vez que são conhecidos os raios espectrais das matrizes de iteração para cada um dos
métodos. No caso do método SOR também é conhecido o valor óptimo do parâmetro de
relaxação.

Desenvolvemos e testámos códigos no Matlab. Para cada algoritmo desenvolvemos dois
códigos, um que constrói de forma explícita a matriz dos sistema (no caso bidimensional,
usámos somas de Kronecker para este efeito) e outro que, tal como é usual na prática, usa as
relações entre as variáveis decorrentes das fórmulas de diferenças �nitas, sem necessidade de
armazenar matrizes, o que se traduz por grande economia no espaço de memória ocupado
pelos dados do problema, para sistemas de grande dimensão. Para além disto, sem surpresa,
registámos também grandes reduções nos tempos de execução, isto é, os métodos que na
terminologia inglesa se designam por �matrix-free� são computacionalmente e�cientes, ao
contrário dos que usam as matrizes de forma explícita. Nos nossos testes con�rmámos o
que a teoria indica: a convergência do método de Gauss-Seidel é duas vezes mais rápida
do que a do método de Jacobi e o SOR converge muito mais rapidamente do que o método
de Gauss-Seidel se se usar o valor ótimo (ou próximo dele) do parâmetro de relaxação.

No problema a duas dimensões, nas implementações sequenciais destes algoritmos, os
nós da malha de discretização são usualmente colocados pela ordem natural ou ordem
lexicográ�ca. No caso dos métodos de Gauss-Seidel e SOR, esta ordenação impossibilita
a implementação paralela dos algoritmos. Para ultrapassar esta di�culdade, pode usar-se
uma ordenação que, à semelhança das casas de um tabuleiro de xadrez, distribui os nós
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da malha por dois subconjuntos, R (�Red�) e B (�Black�). A ideia é simples e e�caz: como
no esquema resultante da fórmula dos cinco pontos, os nós de cada um destes conjuntos
não estão ligados entre si, os valores de R só dependem de 4 valores de B e vice-versa.
Assim, em cada iteração, os valores de R podem ser atualizados com os valores de B da
iteração anterior para, logo a seguir, se atualizarem os valores de B usando os valores de
R já produzidos na iteração em curso.

Uma reordenação dos nós corresponde a uma permutação das linhas e colunas da matriz
do sistema mas isto não é verdade para as correspondentes matrizes de iteração, excepto
no caso do método de Jacobi. Tal permutação de linhas e colunas é uma transformação
de semelhança da matriz do sistema mas isto não garante que o raio espetral da matriz
de iteração dos métodos de Gauss-Seidel não se altere quando a ordenação RB é usada.
Curiosamente, formando de forma explícita as matrizes de iteração do SOR correspondentes
às ordens lexicográ�ca e RB, obtivemos os mesmos raios espetrais mas não encontrámos
na literatura resultados teóricos que expliquem esta veri�cação experimental.
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Anexo A

Implementação dos métodos no Matlab

Código usado para determinar a solução exata do Problema I.

function S=solucao_exata (n)
%
% SOLUÇÃO_EXATA Solução exata para o Problema I em [ 1 ] .
%
% INPUT: n � número de pontos i n t e r i o r e s da malha em cada d i reção
%
% OUTPUT: S � matr iz com as so l u çõe s exa tas nos pontos da malha , de
% ordem N^2 , com N=n+2
%
% [ 1 ] P. Jamba , "Resolução Numérica da Equação de Poisson " .
% Disser tação de mestrado , UM, 2019.
%
%
N=n+2;
h=1/(N�1); %passo da malha
%
%Valores na f r o n t e i r a da malha
S ( 1 , 1 :N)=0; %f r on t e i r a i n f e r i o r
S ( 1 :N,1)=0 ; %f r on t e i r a esquerda
S ( 1 :N,N)=100∗(0:h : 1 ) ; %f r on t e i r a d i r e i t a
S(N, 1 :N)=100∗(0:h : 1 ) ; %f r on t e i r a super i o r
%
%Valores nos pontos i n t e r i o r e s da malha
for i =2:N�1

for j =2:N�1
x=(i �1)∗h ;
y=(j �1)∗h ;
S( i , j )=100∗x∗y ;

end
end
%
S=fl ipud (S ) ;
end
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Código para determinar a matriz do sistema e o vetor coluna dos termos independentes
do problema de Poisson bidimensional que usamos nos códigos (A.1.1), (A.2.1) e (A.3.1).

function [A, b]=matriz_vetor (n)
%
% MATRIZ_VETOR Matriz do s i s tema e ve to r dos termos idependentes da
% d i s c r e t i z a ç ã o da equação de Poisson b id imens iona l .
%
% INPUT: n � número de pontos i n t e r i o r e s da malha em cada d i reção
% (n+2 pontos no t o t a l , com os pontos da f r o n t e i r a )
%
% OUTPUT: A � matr iz s imp le s do s i s tema de ordem (n+2)^2
% b � ve to r coluna dos (n+2)^2 termos independentes
%
% Ver Problema I em [ 1 ] , pag . 4 8 .
%
% [ 1 ] P. Jamba , "Resolução Numérica da Equação de Poisson " .
% Disser tação de mestrado , UM, 2019.
%
%
h=1/(n+1); %passo da malha
%
%Valores na f r o n t e i r a da malha
%
a l f a ( 1 : n+2)=0; %f r on t e i r a esquerda
beta ( 1 : n+2)=100∗(0:h : 1 ) ; %f r on t e i r a d i r e i t a
de l t a ( 1 : n+2)=100∗(0:h : 1 ) ; %f r on t e i r a super i o r
gamma( 1 : n+2)=0; %f r on t e i r a i n f e r i o r
%
%Primeiro b l oco de b
v1=[ a l f a (2)+gamma( 2 ) , gamma( 3 : n ) , gamma(n+1)+beta ( 2 ) ] ;
%
%Blocos i n t e r i o r e s de b
v2=[ a l f a ( 3 : n ) ; zeros (n�2); beta ( 3 : n ) ] ;
v2=v2 ( : ) ' ;
%
%Último b l oco de b
v3=[ a l f a (n+1)+de l t a ( 2 ) , d e l t a ( 3 : n ) , d e l t a (n+1)+beta (n+1) ] ;
%
b=[v1 , v2 , v3 ] ; %ve to r b
%
A=gallery ( ' po i s son ' ,n ) ;
A=f u l l (A) ; %matr iz de Poisson
end
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A.1 Códigos de Jacobi

A.1.1 Jacobi

function [ u , i t e r ]= Jacobi (A, b , to l , kmax)
%
% JACOBI Método i t e r a t i v o de Jacob i .
%
% [ u , i t e r ]= j a c o b i (A, b , t o l , kmax) determina uma aproximação para
% a so lução do s i s tema Ax=b usando o método i t e r a t i v o de Jacobi ,
% tomando como aproximação i n i c i a l o v ec t o r nulo .
%
% INPUT: A � matr iz s imp le s do s i s tema (ordem n)
% b � termos independentes ( v e to r coluna )
% t o l � t o l e r ân c i a para o erro ( r e l a t i v o )
% kmax � número máximo de i t e r a ç õ e s
%
% OUTPUT: u � so lução ( ve t o r coluna )
% i t e r � número de i t e r a ç õ e s
%
% Com A=D+L+U, D diagona l , L e U es t r i t amen t e t r i an gu l a r e s , i n f e r i o r e
% super ior , respet ivamente , MJ=�inv (D)∗(L+U) é a matr iz de i t e r a ção de
% Jacobi . O método converge s se o ra io e s p e c t r a l de MJ < 1
% ( consu l t a r Teorema 1.3 em [ 1 ] , pag . 1 3 ) .
%
% Ver Algoritmo g e r a l para métodos i t e r a t i v o s em [ 1 ] , pag . 2 0 .
%
% [ 1 ] P. Jamba , "Resolução Numérica da Equação de Poisson " .
% Disser tação de mestrado , UM, 2019.
%
%
n=length (b ) ; %comprimento do ve to r b
u=zeros (n , 1 ) ; %aproximação i n i c i a l ( v e c t o r nulo )
e r ro=t o l +1; %qua lquer va l o r maior do que t o l s e rve
i t e r =0; %i n i c i a l i z a ç ã o do contador de i t e r a ç õ e s
h=zeros (n , 1 ) ; %pre�a locar para maior rap ide z
%
while erro>t o l && i t e r < kmax

y=u ; %cópia dos v a l o r e s da i t e r a ção an t e r i o r
for i =1:n

h( i )=(b( i )�dot (A( i , : ) , y ) )/A( i , i ) ; %fórmula (2 . 8 )
u( i )=u( i )+h( i ) ;

end
e r ro=norm(h , i n f )/(1+norm(u , i n f ) ) ; %c r i t é r i o de paragem (1 .41 )
i t e r=i t e r +1;

end
%
i f erro<=t o l

disp ( [ ' Atingiu�se  a p r e c i s ã o  dese jada  em ' ,num2str( i t e r ) , . . .
'  i t e r a ç õ e s . ' ] ) ;

else
disp ( [ 'O método d ive rge  ou converge  mas kmax ' . . .

' é i n s u f i c i e n t e  para pe rm i t i r  a l cança r  a p r e c i s ã o  dese jada . ' ] ) ;
end
%
end
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A.1.2 Jacobi_Poisson

function [ u , ITER]=Jacobi_Poisson (n , to l , kmax)
%
% JACOBI_POISSON Método i t e r a t i v o de Jacob i para a re so lução do problema
% de Poisson b id imens iona l .
%
% [ u , ITER]=Jacobi_Poisson (n , t o l , kmax) determina uma aproximação para a
% so lução do s i s tema Ax=b da d i s c r e t i z a ç a o do problema de Poisson
% bid imens iona l (com ordenação l e x i c o g r á f i c a para as i n có gn i t a s ) , usando o
% o método i t e r a t i v o de Jacobi com o ve to r nulo como aproximação i n i c i a l .
%
% INPUT: n � número de pontos i n t e r i o r e s da malha em cada d i reção
% t o l � t o l e r ân c i a para o erro ( r e l a t i v o )
% kmax � número máximo de i t e r a ç õ e s
%
% OUTPUT: u � s o l u çõe s nos pontos da malha ( matr iz de ordem N^2 , com N=n+2)
% ITER � número de i t e r a ç õ e s
%
% Com A=D+L+U, D diagona l , L e U es t r i t amen t e t r i an gu l a r e s , i n f e r i o r e
% super ior , respet ivamente , MJ=�inv (D)∗(L+U) é a matr iz de i t e r a ção de
% Jacobi . O método converge s se o ra io e s p e c t r a l de MJ < 1
% ( consu l t a r Teorema 1.3 em [ 1 ] , pag . 1 3 ) .
%
% Ver Algoritmo g e r a l para métodos i t e r a t i v o s em [ 1 ] , pag . 2 0 .
%
% [ 1 ] P. Jamba , "Resolução Numérica da Equação de Poisson " .
% Disser tação de mestrado , UM, 2019.
%
% Usa�se o índ i c e i para ind i ca r a l i nha e o índ i c e j para a coluna na
% matr iz u . A aproximação da so lução no ponto de coordenadas ( x_i , y_j )
% encontra�se na entrada ( i , j ) da matr iz u .
%
N=n+2; %número t o t a l de pontos ( i n t e r i o r e s e de f r o n t e i r a ) em cada d i reção
%
h=1/(N�1); %passo da malha
%
%Valores de f r o n t e i r a do Problema I em [ 1 ] .
u ( 1 , 1 :N)=0; %f r on t e i r a i n f e r i o r
u ( 1 :N,1)=0 ; %f r on t e i r a esquerda
u ( 1 :N,N)=100∗(0:h : 1 ) ; %f r on t e i r a d i r e i t a
u(N, 1 :N)=100∗(0:h : 1 ) ; %f r on t e i r a super i o r
%
%Valores de f r o n t e i r a do Problema I I em [ 1 ] .
%u (1 , 1 :N)=100; %f r o n t e i r a i n f e r i o r
%u (1 :N,1)=100; %f r o n t e i r a esquerda
%u (1 :N,N)=100; %f r o n t e i r a d i r e i t a
%u(N, 1 :N)=0; %f r o n t e i r a supe r i o r
%
w=u ;
%
%Aproximação i n i c i a l para os pontos i n t e r i o r e s da malha
u ( 2 :N�1 ,2:N�1)=0;
%
DIFF=t o l +1; %qua lquer va l o r maior do que t o l s e rve
ITER=0; %i n i c i a l i z a ç ã o do contador de i t e r a ç õ e s
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%
while DIFF>t o l && ITER<kmax

for i =2:N�1
for j =2:N�1

w( i , j )=(u( i �1, j )+u( i , j�1)+u( i , j+1)+u( i +1, j ) ) / 4 ; %fórmula (4 . 1 )
end

end
%c r i t é r i o de paragem (1 .41 )
DIFF=max(max(abs (w�u)))/(1+max(max(abs (w( 2 :N�1 ,2:N�1 ) ) ) ) ) ;
u=w; %cópia dos v a l o r e s da i t e r a ção a tua l
ITER=ITER+1;

end
%
i f DIFF<=to l

disp ( [ ' Atingiu�se  a p r e c i s ã o  dese jada  em ' ,num2str(ITER ) , . . .
'  i t e r a ç õ e s . ' ] ) ;

else
disp ( [ 'O método d ive rge  ou converge  mas kmax é ' . . .

' i n s u f i c i e n t e  para pe rm i t i r  a l cançar  a p r e c i s ã o  dese jada . ' ] ) ;
end
%
u=fl ipud (u ) ; %matr iz com as so l u çõe s aproximadas ;

%para ob t e r x na formulação Ax=b , bas ta v e t o r i z a r u ,
%usando x=reshape (u ,N^2∗N^2 ,1)

end
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A.2 Códigos de Gauss-Seidel

A.2.1 Gauss_Sedeil

function [ u , i t e r ]=Gauss_Seidel (A, b , to l , kmax)
%
% GAUSS_SEIDEL Método i t e r a t i v o de Gauss�Se i d e l .
%
% [ u , i t e r ]= gauss_se ide l_gera l (A, b , t o l , kmax) determina uma aproximação
% para a so lução do s i s tema Ax=b usando o método i t e r a t i v o de Gauss�Se ide l ,
% tomando como aproximação i n i c i a l o v e c t o r nulo .
%
% INPUT: A � matr iz s imp le s do s i s tema (ordem n)
% b � termos independentes ( v e to r coluna )
% t o l � t o l e r ân c i a para o erro ( r e l a t i v o )
% kmax � número máximo de i t e r a ç õ e s
%
% OUTPUT: u � so lução ( ve t o r coluna )
% i t e r � número de i t e r a ç õ e s
%
% Com A=D+L+U, D diagona l , L e U es t r i t amen t e t r i an gu l a r e s , i n f e r i o r e
% super ior , respet ivamente , MGS=�inv (D+L)∗U é a matr iz de i t e r a ção de
% Gauss�Se i d e l . O método converge s se o ra io e s p e c t r a l de MGS < 1.
% ( consu l t a r Teorema 1.3 em [ 1 ] , pag . 1 3 ) .
%
% Ver Algoritmo g e r a l para métodos i t e r a t i v o s em [ 1 ] , pag . 2 0 .
%
% [ 1 ] P. Jamba , "Resolução Numérica da Equação de Poisson " .
% Disser tação de mestrado , UM, 2019.
%
%
n=length (b ) ; %comprimento do ve to r b
u=zeros (n , 1 ) ; %aproximação i n i c i a l ( v e c t o r nulo )
e r ro=t o l +1; %qua lquer va l o r maior do que t o l s e rve
i t e r =0; %i n i c i a l i z a ç ã o do contador de i t e r a ç õ e s
h=zeros (n , 1 ) ; %pre�a locar para maior rap ide z
%
while erro>t o l && i t e r <kmax

for i =1:n
h( i )=(b( i )�dot (A( i , 1 : n ) , u ) )/A( i , i ) ; %fórmula (2 .18 )
u( i )=u( i )+h( i ) ;

end
e r ro=norm(h , i n f )/(1+norm(u , i n f ) ) ; %c r i t é r i o de paragem (1 .41 )
i t e r=i t e r +1;

end
%
i f erro>t o l

disp ( [ ' Atingiu�se  a p r e c i s ã o  dese jada  em ' ,num2str( i t e r ) , . . .
'  i t e r a ç õ e s . ' ] ) ;

else
disp ( [ 'O método d ive rge  ou converge  mas kmax é i n s u f i c i e n t e  ' , . . .

' para pe rm i t i r  a l cançar  a p r e c i s ã o  dese jada . ' ] ) ;
end
%
end
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A.2.2 Gauss_Seidel_Poisson

function [ u , ITER]=Gauss_Seidel_Poisson (n , to l , kmax)
%
% GAUSS_SEIDEL_POISSON Método i t e r a t i v o de Gauss�Se i d e l para a re so lução
% do problema de Poisson b id imens iona l .
%
% [ u , ITER]=Gauss_SeideL_particular (n , t o l , kmax) determina uma aproximação
% para a so lução do s i s tema Ax=b da d i s c r e t i z a ç a o do problema de Poisson
% bid imens iona l (com ordenação l e x i c o g r á f i c a para as i n có gn i t a s ) , usando o
% método i t e r a t i v o de Gauss�Se i d e l com o ve to r nulo como aproximação i n i c i a l .
%
% INPUT: n � número de pontos i n t e r i o r e s da malha em cada d i reção
% t o l � t o l e r ân c i a para o erro ( r e l a t i v o )
% kmax � número máximo de i t e r a ç õ e s
%
% OUTPUT: u � s o l u çõe s nos pontos da malha ( matr iz de ordem N^2 , com N=n+2)
% ITER � número de i t e r a ç õ e s
%
% Com A=D+L+U, D diagona l , L e U es t r i t amen t e t r i an gu l a r e s , i n f e r i o r e
% super ior , respet ivamente , MGS=�inv (D+L)∗U é a matr iz de i t e r a ção de
% Gauss�Se i d e l . O método converge s se o ra io e s p e c t r a l de MGS < 1
% ( consu l t a r Teorema 1.3 em [ 1 ] , pag . 1 3 ) .
%
% Ver Algoritmo g e r a l para métodos i t e r a t i v o s em [ 1 ] , pag . 2 0 .
%
% [ 1 ] P. Jamba , "Resolução Numérica da Equação de Poisson " .
% Disser tação de mestrado , UM, 2019.
%
% Usa�se o índ i c e i para ind i ca r a l i nha e o índ i c e j para a coluna na
% matr iz u . A aproximação da so lução no ponto de coordenadas ( x_i , y_j )
% encontra�se na entrada ( i , j ) da matr iz u .
%
N=n+2; %número t o t a l de pontos ( i n t e r i o r e s e de f r o n t e i r a ) em cada d i reção
%
h=1/(N�1); %passo da malha
%
%Valores de f r o n t e i r a do Problema I em [ 1 ] .
u ( 1 , 1 :N)=0; %f r on t e i r a i n f e r i o r
u ( 1 :N,1)=0 ; %f r on t e i r a esquerda
u ( 1 :N,N)=100∗(0:h : 1 ) ; %f r on t e i r a d i r e i t a
u(N, 1 :N)=100∗(0:h : 1 ) ; %f r on t e i r a acima
%
%Valores de f r o n t e i r a do Problema I I em [ 1 ] .
%u (1 , 1 :N)=100; %f r o n t e i r a i n f e r i o r
%u (1 :N,1)=100; %f r o n t e i r a esquerda
%u (1 :N,N)=100; %f r o n t e i r a d i r e i t a
%u(N, 1 :N)=0; %f r o n t e i r a supe r i o r
%
w=u ;
%
%Aproximação i n i c i a l para os pontos i n t e r i o r e s da malha
u ( 2 :N�1 ,2:N�1)=0;
%
DIFF=t o l +1; %qua lquer va l o r maior do que t o l s e rve
ITER=0; %i n i c i a l i z a ç ã o do contador de i t e r a ç õ e s
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%
while DIFF>t o l && ITER<kmax

for i =2:N�1
for j =2:N�1

w( i , j )=(w( i �1, j )+w( i , j�1)+u( i , j+1)+u( i +1, j ) ) / 4 ; %fórmula (4 . 2 )
end

end
%c r i t é r i o de paragem (1 .41 )
DIFF=max(max(abs (w�u)))/(1+max(max(abs (w( 2 :N�1 ,2:N�1 ) ) ) ) ) ;
u=w; %cópia dos v a l o r e s da i t e r a ção a tua l
ITER=ITER+1;

end
%
i f DIFF<=to l

disp ( [ ' Atingiu�se  a p r e c i s ã o  dese jada  em ' ,num2str(ITER ) , . . .
'  i t e r a ç õ e s . ' ] ) ;

else
disp ( [ 'O método d ive rge  ou converge  mas kmax é ' . . .

' i n s u f i c i e n t e  para pe rm i t i r  a l cançar  a p r e c i s ã o  dese jada . ' ] ) ;
end
%
u=fl ipud (u ) ; %matr iz com as so l u çõe s aproximadas ;

%para ob t e r x na formulação Ax=b , bas ta v e t o r i z a r u ,
%usando x=reshape (u ,N^2∗N^2 ,1)

end
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A.3 Códigos de SOR

A.3.1 SOR

function [ u , i t e r ]=SOR(A, b , to l , kmax , p)
%
% SOR Método i t e r a t i v o de SOR.
%
% [ u , i t e r ]=SOR(A, b , t o l , kmax , p ) determina uma aproximação para a
% so lução do s i s tema Ax=b usando o método i t e r a t i v o de SOR, tomando como
% aproximação i n i c i a l o v e c t o r nulo .
%
% INPUT: A � matr iz s imp le s do s i s tema (ordem n)
% b � termos independentes ( v e to r coluna )
% t o l � t o l e r ân c i a para o erro ( r e l a t i v o )
% kmax � número máximo de i t e r a ç õ e s
% p � parâmetro de re laxação
%
% OUTPUT: u � so lução ( ve t o r coluna )
% i t e r � número de i t e r a ç õ e s
%
% Com A=D+L+U, D diagona l , L e U es t r i t amen t e t r i an gu l a r e s , i n f e r i o r e
% super ior , respet ivamente , MSOR=inv (D+p∗L)∗[(1�p )∗D�p∗U] é a matr iz
% de i t e r a ção de SOR, para um dado va l o r do parâmetro de re l axação p .
% A condição 0<p<2 é uma condição nece s sá r i a de convergênc ia
% ( consu l t a r Teorema 2.4 em [ 1 ] , pag . 2 7 ) .
%
% Ver Algoritmo g e r a l para métodos i t e r a t i v o s em [ 1 ] , pag . 2 0 .
%
% [ 1 ] P. Jamba , "Resolução Numérica da Equação de Poisson " .
% Disser tação de mestrado , UM, 2019.
%
n=length (b ) ; %comprimento do ve to r b
u=zeros (n , 1 ) ; %aproximação i n i c i a l ( v e c t o r nulo )
e r ro=t o l +1; %qua lquer va l o r maior do que t o l s e rve
i t e r =0; %i n i c i a l i z a ç ã o do contador de i t e r a ç õ e s
h=zeros (n , 1 ) ; %pre�a locar para maior rap ide z
%
while erro>t o l && i t e r <kmax

for i =1:n
h( i )=(b( i )�dot (A( i , 1 : n ) , u ) )/A( i , i ) ; %fórmula (2 .28 )
u( i )=u( i )+p∗h( i ) ;

end
e r ro=norm(h , i n f )/(1+norm(u , i n f ) ) ; %c r i t é r i o de paragem (1 .41 )
i t e r=i t e r +1;

end
%
i f erro<=t o l

disp ( [ ' Atingiu�se  a p r e c i s ã o  dese jada  em ' ,num2str( i t e r ) , . . .
'  i t e r a ç õ e s . ' ] ) ;

else
disp ( [ 'O método d ive rge  ou converge  mas kmax é ' . . .

' i n s u f i c i e n t e  para pe rm i t i r  a l cançar  a p r e c i s ã o  dese jada . ' ] ) ;
end
end
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A.3.2 SOR_Poisson

1. Ordenação lexicográ�ca

function [ u , ITER]=SOR_Poisson (n , to l , kmax , p)
%
% SOR_POISSON Método i t e r a t i v o de SOR para a re so lução do problema de
% Poisson b id imens iona l ( ordenação l e x i c o g r á f i c a ) .
%
% [ u , ITER]=SOR_Poisson(n , t o l , kmax , p ) determina uma aproximação para
% a so lução do s i s tema Ax=b da d i s c r e t i z a ç a o do problema de Poisson
% bid imens iona l (com ordenação l e x i c o g r á f i c a para as i n có gn i t a s ) , usando o
% método i t e r a t i v o de SOR com o ve to r nulo como aproximação i n i c i a l .
%
% INPUT: n � número de pontos i n t e r i o r e s da malha em cada d i reção
% t o l � t o l e r ân c i a para o erro ( r e l a t i v o )
% kmax � número máximo de i t e r a ç õ e s
% p � parâmetro de re laxação
%
% OUTPUT: u � s o l u çõe s nos pontos da malha ( matr iz de ordem N^2 , com N=n+2)
% ITER � número de i t e r a ç õ e s
%
% Com A=D+L+U, D diagona l , L e U es t r i t amen t e t r i an gu l a r e s , i n f e r i o r e
% super ior , respet ivamente , MSOR=inv (D+p∗L)∗[(1�p )∗D�p∗U] é a matr iz
% de i t e r a ção de SOR, para um dado va l o r p do parâmetro de re l axação .
% A condição 0<p<2 é uma condição nece s sá r i a de convergênc ia
% ( consu l t a r Teorema 2.4 em [ 1 ] , pag . 2 7 ) .
%
% Ver Algoritmo g e r a l para métodos i t e r a t i v o s em [ 1 ] , pag . 2 0 .
%
% [ 1 ] P. Jamba , "Resolução Numérica da Equação de Poisson " .
% Disser tação de mestrado , UM, 2019.
%
% Usa�se o índ i c e i para ind i ca r a l i nha e o índ i c e j para a coluna na
% matr iz u . A aproximação da so lução no ponto de coordenadas ( x_i , y_j )
% encontra�se na entrada ( i , j ) da matr iz u .
%
N=n+2; %número t o t a l de pontos ( i n t e r i o r e s e de f r o n t e i r a ) em cada d i reção
%
h=1/(N�1); %passo da malha
%
%Valores de f r o n t e i r a do Problema I em [ 1 ] .
u ( 1 , 1 :N)=0; %f r on t e i r a i n f e r i o r
u ( 1 :N,1)=0 ; %f r on t e i r a esquerda
u ( 1 :N,N)=100∗(0:h : 1 ) ; %f r on t e i r a d i r e i t a
u(N, 1 :N)=100∗(0:h : 1 ) ; %f r on t e i r a super i o r
%
%Valores de f r o n t e i r a do Problema I I em [ 1 ] .
%u (1 , 1 :N)=100; %f r o n t e i r a i n f e r i o r
%u (1 :N,1)=100; %f r o n t e i r a esquerdo
%u (1 :N,N)=100; %f r o n t e i r a d i r e i t o
%u(N, 1 :N)=0; %f r o n t e i r a supe r i o r
%
w=u ;
%Aproximação i n i c i a l para os pontos i n t e r i o r e s da malha
u ( 2 :N�1 ,2:N�1)=0;
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%
DIFF=t o l +1; %qua lquer va l o r maior do que t o l s e rve
ITER=0; %i n i c i a l i z a ç ã o do contador de i t e r a ç õ e s
%
while DIFF>t o l && ITER<kmax

for i =2:N�1
for j =2:N�1
%fórmula (4 . 3 )
w( i , j )=(1�p)∗u( i , j )+p∗(w( i �1, j )+w( i , j�1)+u( i , j+1)+u( i +1, j ) ) / 4 ;

end
end
%c r i t é r i o de paragem (1 .41 )
DIFF=max(max(abs (w�u)))/(1+max(max(abs (w( 2 :N�1 ,2:N�1 ) ) ) ) ) ;
u=w; %cópia dos v a l o r e s da i t e r a ção a tua l
ITER=ITER+1;

end
%
i f DIFF<=to l

disp ( [ ' Atingiu�se  a p r e c i s ã o  dese jada  em ' ,num2str(ITER ) , . . .
'  i t e r a ç õ e s . ' ] ) ;

else
disp ( [ 'O método d ive rge  ou converge  mas kmax é ' . . .

' i n s u f i c i e n t e  para pe rm i t i r  a l cançar  a p r e c i s ã o  dese jada . ' ] ) ;
end
%
u=fl ipud (u ) ; %matr iz com as so l u çõe s aproximadas ;

%para ob t e r x na formulação Ax=b , bas ta v e t o r i z a r u ,
%usando x=reshape (u ,N^2∗N^2 ,1)

end
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2. Ordenação �Red-Black�

function [ u , ITER]=SOR_RB(n , to l , kmax , P)
%
% SOR_RB Método i t e r a t i v o de SOR para a re so lução do problema de
% Poisson b id imens iona l ( ordenação "Red�Black " ) .
%
% [ u , ITER]=SOR_RB(n , t o l , kmax) determina uma aproximação para
% a so lução do s i s tema Ax=b da d i s c r e t i z a ç a o do problema de Poisson
% bid imens iona l (com ordenação "Red�Black" para as i n có gn i t a s ) , usando o
% método i t e r a t i v o de SOR com o parâmetro de re laxação e o ve to r nulo
% como aproximação i n i c i a l .
%
% INPUT: n � número de pontos i n t e r i o r e s da malha em cada d i reção
% t o l � t o l e r ân c i a para o erro ( r e l a t i v o )
% kmax � número máximo de i t e r a ç õ e s
% P � Parâmetro de re l axação
%
% OUTPUT: u � s o l u çõe s nos pontos da malha ( matr iz de ordem N^2 , com N=n+2)
% ITER � número de i t e r a ç õ e s
%
% Com A=D+L+U, D diagona l , L e U es t r i t amen t e t r i an gu l a r e s , i n f e r i o r e
% super ior , respet ivamente , MSOR=inv (D+P∗L)∗[(1�P)∗D�P∗U] é a matr iz
% de i t e r a ção de SOR, para o va l o r ótimo P do parâmetro de re laxação .
%
% Consul tar o Teorema 3.3 em [ 1 ] , pag .43�44 , e a expressão (3 .49 ) para o
% va l o r ótimo do parâmatro de re l axação .
%
% Ver Algoritmo g e r a l para métodos i t e r a t i v o s em [ 1 ] , pag . 2 0 .
%
% [ 1 ] P. Jamba , "Resolução Numérica da Equação de Poisson " .
% Disser tação de mestrado , UM, 2019.
%
% Usa�se o índ i c e i para ind i ca r a l i nha e o índ i c e j para a coluna na
% matr iz u . A aproximação da so lução no ponto de coordenadas ( x_i , y_j )
% encontra�se na entrada ( i , j ) da matr iz u .
%
N=n+2; %número t o t a l de pontos ( i n t e r i o r e s e de f r o n t e i r a ) em cada d i reção
%
h=1/(N�1); %passo da malha
%
%Valores de f r o n t e i r a do Problema I em [ 1 ] .
%u (1 , 1 :N)=0; %f r o n t e i r a i n f e r i o r
%u (1 :N,1)=0; %f r o n t e i r a esquerda
%u (1 :N,N)=100∗(0: h : 1 ) ; %f r o n t e i r a d i r e i t a
%u(N, 1 :N)=100∗(0: h : 1 ) ; %f r o n t e i r a supe r i o r
%
%Valores de f r o n t e i r a do Problema I I em [ 1 ] .
u ( 1 , 1 :N)=100; %f r on t e i r a i n f e r i o r
u ( 1 :N,1)=100 ; %f r on t e i r a esquerda
u ( 1 :N,N)=100; %f r on t e i r a d i r e i t a
u(N, 1 :N)=0; %f r on t e i r a super i o r
%
w=u ;
%
%Aproximação i n i c i a l para os pontos i n t e r i o r e s da malha
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u ( 2 :N�1 ,2:N�1)=0;
%
%PARÂMETRO DE RELAXAÇÃO ÓTIMO
%P=2/(1+s in ( p i /(n+1))) ;
%
TOL=to l ;
DIFF=TOL+1; %qua lquer va l o r maior do que t o l s e rve
ITER=0; %i n i c i a l i z a ç ã o do contador de i t e r a ç õ e s
%
while DIFF>TOL && ITER<kmax

%Atua l i zação dos pontos vermelhos
for i =2:N�1

for j=2+rem( i , 2 ) : 2 :N�1
%fórmula (4 . 4 )
w( i , j )=(1�P)∗w( i , j )+P∗(u( i �1, j )+u( i , j�1)+u( i , j+1)+u( i +1, j ) ) / 4 ;

end
end
%Atua l i zação dos pontos p re t o s
for i =2:N�1

for j=2+rem( i +1 ,2 ) : 2 :N�1
%fórmula (4 . 5 )
w( i , j )=(1�P)∗w( i , j )+P∗(w( i �1, j )+w( i , j�1)+w( i , j+1)+w( i +1, j ) ) / 4 ;

end
end
%c r i t é r i o de paragem (1 .41 )
DIFF=max(max(abs (w�u)))/(1+max(max(abs (w( 2 :N�1 ,2:N�1 ) ) ) ) ) ;
u=w; %cópia dos v a l o r e s da i t e r a ção a tua l
ITER=ITER+1;

end
%
i f DIFF<=TOL

disp ( [ ' Atingiu�se  a p r e c i s ã o  dese jada  em ' ,num2str(ITER ) , . . .
'  i t e r a ç õ e s . ' ] ) ;

else
disp ( [ 'O método d ive rge  ou converge  mas kmax é ' . . .

' i n s u f i c i e n t e  para pe rm i t i r  a l cançar  a p r e c i s ã o  dese jada . ' ] ) ;
end
%
u=fl ipud (u ) ; %matr iz com as so l u çõe s aproximadas ;

%para ob t e r x na formulação Ax=b , bas ta v e t o r i z a r u ,
%usando x=reshape (u ,N^2∗N^2 ,1)

end
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