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1. Introducio

No prefacio (“Avertissement du Traducteur”) a tradugéo em francés
dos Principios Mathematicos' o tradutor, Jodo Manuel d’Abreu, informa-
-nos da existéncia de um conjunto de trabalhos inéditos - afirmando
possuir a maior parte dos manuscritos autégrafos e os quais esperava
poder publicar dentro de pouco tempo — deixados pelo seu mestre, José
Anasticio da Cunha. Desses inéditos sio, nessa nota introdutéria, refe-
ridos os titulos de seis, sendo o segundo titulo precisamente On powers
and logarithms. Por outro lado, com vista a uma publica¢do desses traba-
lhos, escreveu Jodao Manuel d’Abreu uma carta-dedicatéria ao Principe
Regente D Jodo VI, acompanhada de um indice com os titulos dos inédi-
tos, dedicatoria essa que se conserva no processo de Anastacio da Cunha
no Arquivo Histérico-Militar?, De acordo com esse indice, os “Escritos
posthumos” seriam constituidos por quinze trabalhos inéditos, sendo o
terceiro — “Extract from an original MS” - o tnico referido em inglés;
logo a seguir pode ler-se “Refere-se ao L IX”3. Tratar-se-a, por isso, do
texto (ou de parte dele) que anteriormente Abreu identificara como “On
Powers and Logarihms”, e que pensamos ser 0 manuscrito com o titulo
Logarithms & Powers agora publicado e que aqui analisamos.

Como é sabido o tema “poténcias e logaritmos” é tratado pelo nosso
autor no Livro IX dos seus Principios Mathematicos; este tema, tanto

* Universidade do Minho e CMAT/FCT.
** Universidade de Coimbra e CMUC/FCT.
- #*% Universidade de Lisboa e CMUC/FCT.

' Cunua, J. A.[1811/1987, pp. i- ii].

* Ferro, J. P. [1987, p 22]. Por razdes desconhecidas estes “escritos posthumos” nunca
vieram a ser publicados. Sobre uma possivel ordenacéo dos dois documentos indicativos das
obras de José Anastacio da Cunha ver, no inicio deste volume, o texto “Projecto Anastaciano” de
Maria Elfrida Ralha.

3 Asreu, J. M. d'[1990, p. 354]; 1&-se “L. X.” mas trata-se de um erro de transcri¢io uma
vez que no original esta “L. IX".




278 Joio Caramarno DoMINGUES, ANTONIC LEAL DuarTE, Maria ELFRIDA RALHA e JOSE Francisco Robricues

quanto nos € possivel perceber, deveria ser um tema importante no pensa-
mento de Anastacio da Cunha, pelo menos a julgar pelo testemunho do seu
discipulo e amigo Jodo Manuel d’Abreu. De facto, no prefacio da traducio
francesa dos Principios Mathematicos — querendo mostrar os méritos da
obra do seu mestre — Jodo Manuel d’Abreu apresenta apenas um exemplo:
“la définition fondamentale de son IX™, livre”: seguindo-se uma discussio
sobre essa mesma definigio que se prolonga durante quase uma pégina®.
Também nas respostas a recensio de John Playfair®, quer Jodo Manuel
d’Abreu®, quer Anastécio Joaquim Rodrigues’, dio grande relevo a forma
como a “exponencial” é tratada no Livro IX; a este respeito escreve, em
particular, Rodrigues “capacito-me que entre os mathematicos de nome o
maior nuMmero pensara como o geometra portugués”,

Como ¢ sabido, os logaritmos foram inventados por John Neper
(ou Napier) e Jost Biirgi no inicio do século XVII a partir da correspon-
déncia de duas progressées (uma geométrica e outra aritmética) e tendo
como objectivo a simplificacao dos calculos, transformando produtos
em somas?,

“LOGARITHME, s. m. (Arithmeét.) nombre d’'une progresson arithmétique,
lequel répond a un autre nombre dans une progression géométrique. (...)

Ces logarithmes ont été inventés pour render le calcule plus expéditif,
comme on verra plus bas”

escreve d’Alembert na “Encyclopédie”?.

Outras abordagens foram surgindo tendo em vista, entre outros
objectivos, o célculo das T4abuas de logaritmos; assim Gregorius de St.
Vicent - na sua “Opus Geometricorum” de 1647 — descobre a propriedade

logaritmica da drea limitada pela hipérbole definida pela equacéo y = %

pelo eixo das abcissas e por duas rectas paralelas ao eixo das ordena-
das: fixando a paralela correspondente 4 menor abcissa e deixando variar

* Cunza, J. A. [1811/1987, p. vil. Curiosamente um outro discipulo, Anastacio Joaquim
Rodrigues [1811/1987], na recensao critica desta edicio que publica em 1811 no Mowniteur
Universel, refere-se ao Livro IX de Anastécio da Cunha com uma curta frase “Lauteur a consacré
son 9 livre au développement de la théorie des puissances et des logaritmes...”, dando muito
maior relevo ao Livro XV (sobre o Célculo Diferencial) que apelida de “le Chef de ouvre de
M. da Cunha”. Sobre Anastécio Joaquim Rodrigues/Roiz e a fundamentacio do Calculo Dife-
rencial veja-se Jodo Caramalho Domingues [1999].

> Pravrair, J.[1811].

¢ ABreu, . M. d’ [1813/1987].

7 Romz, A. J. [1813/1987].

¥ Naux, C.[19686, 1970]: Maor, E. [1994].

? D'ALemeerr, J. R. [1784/1987 Logarithme].
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a outra de forma a que as respectivas dreas formem uma progressio
aritmética, as abcissas correspondentes formam uma progressao geomé-
trica e vice-versa. Contudo, St. Vincent nio refere logaritmos mas, logo
em 1649, Alfons Anton de Sarasa reformula este resultado em termos de
logaritmos '°,

Esta relagao entre a quadratura da hipérbole e os logaritmos sera,
posteriormente, explorada por Nicolaus Mercator, James Gregory, John
Wallis e Isaac Newton que obtém a expansdo em série dos logaritmos
hiperbélicos:

log(1+x) = Zl(—l)”+l %
1

A partir destas séries, Newton, usara as relagées:

_[log(] +x)—log(1-x)]= 2 2n+1

oa 2n
é[log(l + x) + log(1 - x)]= 227

para o célculo efectivo dos logaritmos naturais!!, sendo que estas séries
convergem muito mais rapidamente do que a anterior.
Note-se ainda que usando as propriedades dos logaritmos e fazendo

y= 11 £ ;7 a primeira daquelas duas séries transforma-se em

_1 2n+l1
2n +1(y+1)

A facilidade que o uso das séries trouxe ao calculo dos logaritmos
desencadeou naturalmente tratamentos analiticos dos mesmos. Assim
Edmond Halley'? define logaritmo de uma forma que, continuando a
usar notagdes actuais e no caso dos logaritmos naturais, se pode traduzir
como

log(y) = 22

1

lag(s gy=limt T =1
n

19 Casory, F. [ 1913 pp. 12-13]; Naux, C. [1966, pp. 31 e seguintes].
' Naux, C. [1966, p. 701.
12 Haiiey, E. [1695-1697].
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1
Para efeitos de calculo, (1+¢)” seria desenvolvido de acordo com a
férmula do binémio de Newton. Em seguida Halley trata a exponencial
como a funcéo inversa do logaritmo. Esta abordagem ser4, mais tarde,
retomada por Euler mas partindo da exponencial e tomando o logaritmo
como a funcgéio inversa.

2. O manuscrito: descri¢io e problemas

O presente manuscrito apresenta-se-nos constituido por sete folhas
escritas na frente e no verso, em inglés, estando as paginas, a partir da
segunda (e com excepcdo da quarta) numeradas de 2 a 14; a primeira
pagina néo se encontra numerada ostentando no topo o titulo Logarithms
& Powers. O texto inicia-se com uma espécie de prélogo ou prefacio
(pp. 1-3), no qual sdo apresentadas criticas ao tratamento entio dado
as poténcias e aos logaritmos, criticas essas que, segundo o nosso autor,
justificavam o novo tratamento apresentado

(...} For all those reasons, we presume these important doctrines are here
for the first time rigorously demonstrated: and in the same time in a way niore
short & easy, than it is to be met with in any book.

Na terceira pagina surge um local e uma data: Coimbra, 6" May 1778.
Na pagina seguinte comega o texto propriamente dito: o titulo é repe-
tido (n&o aparecendo por isso o respectivo nimero da pagina) e surgem
trés seccOes com os seguintes subtitulos: Definitions, Propositions (ainda
na pagina 4) e Scholiums (na pagina 7). Os pardgrafos estio numerados
consecutivamente de 1 a 20 mas a numeragéo relativa as proposicdes
(4.,12., 14. e 15.) surge complementada com uma numeragio romana
(L, IL, III. e IIII.) bem como os parigrafos 17 a 20, que constituem a
sec¢lo dos Scholiums e apresentam, a seguir ao respectivo nimero do
paragrafo, também a numeragao do respectivo escélio: I a IT1I.

Podemos dividir este texto em duas partes: a primeira (paragrafos
1 a 19), onde é apresentada uma abordagem das poténcias e logaritmos
proxima da que é apresentada no Livro IX dos Principios, embora (ainda)
ndo tdo elaborada —e que podemos, por isso, considerar uma versio
primitiva desse capitulo — e uma segunda parte, onde, em jeito de apén-
dice, for curiosity’s sake, como nos diz o nosso autor, é apresentada uma
abordagem diferente da obtencio da série binomial.
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O presente texto parece assim ser uma espécie de relatério sobre as
investiga¢des do autor a respeito de poténcias e logaritmos e sobre a série
binomial.

Vérias questdes se nos colocam a propésito deste manuscrito:

i) Desde logo o problema da lingua. Porqué um texto em inglés?
Note-se que todos os outros textos que se conhecem de José Anastécio da
Cunha (ou que lhe sio atribuidos) sdo em portugués ou em francés — isto
obviamente identificando o presente texto com o Extract from an original
MS referido em Jodo Manuel d’Abreu '*. Alids também nos podemos inter-
rogar que razao terd levado Joao Manuel d’Abreu a indicar aquele titulo
tdo pouco esclarecedor. E porqué “Extract”? Serd que Abreu nio preten-
dia publicar o manuscrito completo tal como o conhecemos hoje? E quais
as partes a serem suprimidas? E tentador pensar que Abreu, reconhe-
cendo nos paragrafos 1 a 19 uma versio primitiva do Livro IX dos Princi-
pios Mathematicos, pretendesse apenas publicar a abordagem alternativa
da série binomial; no entanto outras hipéteses serdo também possiveis,
nomeadamente a do presente manuscrito corresponder ja ao “Extract”.

ii) Outra das questbes que este texto nos levanta prende-se com o
seu objectivo:

O prélogo nao esta dirigido a ninguém, sendo redigido de forma
bastante impessoal. Por outro lado, a forma como o texto esta organi-
zado (e o facto de estar datado) levam-nos a pensar que seria destinado a
uma possivel publicacdo. Mas entdo porqué escrever este texto em inglés
quando o latim e o francés eram ainda, na época, linguas privilegiadas de
comunicag¢ido entre membros da comunidade cientifica?

Como anteriormente se disse, o texto estd datado de 6 de Maio
de 1778 e estes n@o eram tempos faceis para o seu autor: morto o rei
D. José I em 24 de Fevereiro de 1777 e demitido dias antes (e caido em
desgraca) o todo poderoso Ministro Marqués de Pombal, inicia-se com a
subida ao trono de D. Maria I o chamado periodo da Viradeira: as forcas
mais conservadoras e ultramontanas da sociedade adquirem poder, a
Inquisi¢do retoma parte do poder que o poderoso Ministro tinha cerce-
ado (e obviamente instrumentalizado %) e as reformas levadas a cabo por
Pombal sdo atacadas. Na sua defesa da ortodoxia da religido e ataque a
todas as ideias modernas, a Inquisicio mostrou-se atenta aos contactos
entre militares portugueses e estrangeiros (leia-se protestantes) nomeada-

" Esta listagem pode ser consultada, neste volume, em “O Projecto Anastaciano” de
Maria Elfrida Ralha.

' Nao fard, no entanto, nenhuma condenacio 4 morte: a altima condenacio & morte pela
Inquisi¢éo (o Padre Malagrida) deu-se durante o consulado de Pombal e por instigacio deste.
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mente no regimento de Valenca. De acordo com Jodo Pedro Ferro !5, em
Junho de 1777, o Santo Oficio ordenou uma diligéncia em Valenca; logo
em Janeiro de 1778 vérios colegas de armas do regimento de artilharia
do Porto, aquartelado, em Valenca sao presos pela Inquisicdo e trazidos
para os calaboigos de Coimbra onde decorrem os respectivos processos;
interrogados pela Inquisigio trés desses militares envolvem Anastéacio da
Cunha em varias acusagbes de desvio da ortodoxia da fé, acusaces que
alids sdo transcritas no seu processo. O nosso autor estava perfeitamente
ao corrente dos perigos que corria: logo a 12 de Dezembro de 1777 Marga-
rida Lopes — a sua apaixonada, com quem tinha vivido em Valenca — lhe
escreve uma carta em que o informa das perguntas que lhe haviam feito
sobre o viver do nosso matematico, bem como dos boatos que corriam
na regiao de Valenca sobre a prisdo de varios militares, entre os quais o
proprio Anastacio da Cunha. A 11 de Fevereiro seguinte, nova carta de
Margarida mais uma vez dando-lhe conta dos boatos que corriam sobre
a sua prisdo, bem como das acusagdes que publicamente lhe eram feitas
em Valenca '®. Também dificilmente podia Anasticio da Cunha ignorar a
prisdo desses militares e a possibilidade deles o envolverem em acusagées
graves (ou até mesmo ter informacdes do que se passava nesses interro-
gatorios, apesar de serem, oficialmente, secretos). E a 1 de Julho de 1778
dava Anastdcio da Cunha entrada nos carceres da Inquisicio de Coimbra.

Nao seria s6 a vida pessoal do nosso autor que era ameacada: como
se depreende do relatério elaborado pelo Reitor, D. Francisco de Lemos,
em 1777'" a prépria Reforma Universitaria estava em perigo. A todas estas
condi¢des hd ainda a acrescentar a animosidade de alunos e colegas '®
para com Anastacio da Cunha.

O manuscrito que agora analisamos foi, assim, concluido cerca de
més e meio antes da prisao de Anastécio da Cunha: numa altura em que o
Nnosso autor seguramente ja esperava por essa prisdo e em que também
a reforma universitaria estava em causa. Por esta época, um dos seus
grandes amigos o Brigadeiro James Ferrier, escocés, regressa a sua Patria,
escrevendo ao nosso autor uma carta na qual refere (possivelmente como
um mero cumprimento jocoso): “bem te quizera levar comigo para
te mostrar por hum addity e ganhar dinheiro para fazer a despeza da
viagem” "”, Atendendo ao ambiente que viveu nesta primeira metade de

'S Ferro, J. P.[1987, p. 29].

'8 Ferro, J. P. [1987, pp. 28-30 e 91]. Estas cartas foram aprendidas pela Inquisicdo, encon-
trando-se no respectivo processo.

7 Lemos, F. [1980].

'8 TEIXEIRA, A. J. [1890/91, 1891/92].

" Ferro, J. P. [1987, p. 94]. A carta foi apreendida pela Inquisicdo e encontra-se no
respectivo processo.
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1778 terd, de facto, Anastacio da Cunha pensado em emigrar para Ingla-
terra? Seria este manuscrito uma espécie de apresentacido para circular
entre os conhecidos dos seus amigos britdnicos, nomeadamente de James
Ferrier? Serd por isso que o texto foi escrito em inglés? Obviamente &
falta de mais informacdes, estas questdes ndo passam de meras hipéteses
ou mesmo de especulagdes!

Nas seccgdes seguintes iremos analisar com mais pormenor o texto
Logarithms and Powers.

3. O manuscrito: préologo

Apesar do titulo - Logarithms and Powers — sdo as poténcias que,
no presente manuscrito, constituem o ponto de partida das reflexdes do
nosso autor (tal como acontece nos Principios Mathematicos). Assim,
este manuscrito, abre com um exame a forma como eram tratadas as
poténcias:

The doctrine of powers is so imperfectly taught that the cases only of whole
positive indices are as yet truly demonstrated: nay their very definitions as vulgarly
delivered, reach not farther: and authors content themselves with biding the reader
extend those ideas to all cases, others employ sophistry to prove what the narrow-
ness of their definition renders not only incapable of demonstration, but even
unintelligible.

Esta critica pode-nos parecer exagerada, uma vez que as poténcias
de expoente negativo, nulo ou fraccionario facilmente se definiriam da

mesma forma que hoje fazemos, usando o (actualmente) chamado “prin-
1

cipio da permanéncia das regras operatérias”: por exemplo, a” é ¥a,

m
1

= —Xm

porque [a” | deve ser a” = a. Mas, na verdade, no século XVIII as

defini¢des “por ramos” ndo existiam. Isto é, néo estariamos perante um
1

m

exemplo de definicdo de a” , mas sim de uma extensio de a” (que estava
propriamente definida sé para expoentes inteiros positivos), no caso de

1 L. . . .
n=—. Para Anastacio da Cunha, a definicdo devia cobrir todos os casos

possiveis.
O nosso autor refere-se ainda, de forma depreciativa, a autores que
generalizam exemplos mal (ou insuficientemente) escolhidos:
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mhn

Some prove a " =Na"™ in many instances, where m and n are whole
numbers and forgetting immediately that they have not produced a single
instance where the numerator was not divisible by n, they put p for mn and

ks
infer a” =X a?, be p what it will

No entanto, a critica de Anastacio da Cunha vai mais longe: aplicar
um conceito fora do dominio onde foi definido ¢ um abuso légico.

E precisamente esta a forma de proceder de La Caille? ou de
d’Alembert?": depois de definirem poténcia de expoente natural e mostra-
rem, para estas, as regras usuais dos produtos de poténcias aplicam as
mesmas regras a poténcias de expoente racional qualquer, para “dedu-
zirem” o valor de uma poténcia de expoente negativo, nulo ou fraccio-
nario. D’Alembert define também poténcia de expoente irracional, a
partir das aproximagdes racionais do expoente. Curiosamente o nosso
autor nao menciona no prélogo a questdo das poténcias de expoente irra-
cional (poderemos daqui depreender que pelo menos em 1778 Cunha nio
conhecia este texto da Encyclopédie?).

Segue-se, no manuscrito, a critica ao tratamento da série binomial:
as demonstragoes algébricas baseadas em propriedades combinatérias sé
seriam validas no caso de expoentes naturais; as demonstracées basea-
das no célculo fluxionario seriam viciosas porque o desenvolvimento do
calculo fluxionario era geralmente baseado no teorema binomial!

Quanto aos logaritmos propriamente ditos, apresentam problemas
semelhantes. As duas defini¢cdes habituais (a de ntiimeros em progres-
sdo aritmética correspondendo a outros em progressio geométrica e a
de operacdo inversa da exponenciagdo) excluem logaritmos irracionais
(surd). O trabalho de Halley (v. sec¢do 1.) levanta problemas pelo uso
acritico do infinito. Marie tinha dado um tratamento “algébrico”? mas
supondo a forma de série de poténcias de expoentes naturais, sem razio
a priori. A defini¢cido de logaritmo como drea “abaixo” da curva definida

" L i s : 5 s ;
pela equacéo y 2 também insatisfatéria por depender ou da conside-

ragdo do infinito, ou do método das fluxées, o qual, como aliés foi dito
pelo nosso autor, necessita de uma demonstragio prévia do teorema
binomial.

%0 La Camrg, N. L. e Marig, J. F. [1772, pp. 71-71].
2! D'ALeEmBERT [ 1784/1987].
22 La Caiig, N. L. e Marig, J. F. [1772, p. 208].
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4. Exponenciais e Logaritmos nos Principios Mathematicos

4.1 O Livro IX dos Principios

O Livro IX dos Principios tem sido estudado e comentado por
diversos autores desde os estudos pioneiros de Gomes Teixeira? e Vicente
Gongalves?*: interessa-nos aqui apenas fazer um resumo do contetido
desse Livro a fim de o comparar com o presente manuscrito.

O Livro IX abre com a célebre Defini¢do I de série convergente?,
definicdo que — como notou pela primeira vez Vicente Gongalves — nio
¢ mais do que a condi¢do necessaria e suficiente de convergéncia de
Bolzano-Cauchy (ou Cunha-Bolzano-Cauchy) . Segue-se o estudo da con-
vergéncia da série geométrica (usando técnicas £-6) e como corolarios
(usando o ébvio critério de comparagio termo a termo) a convergéncia
das séries:

aa aaa  aaaa aaaaa
l+a+—+ + &c. (com a qualquer)
2 2x3 2x3x4 2X3x4x5
e
aaa  aaaaa
a+—3 +—5 + &ec. (coma<1)

23 TeIXEIRa, F. G.[1925].

24 Gongarves, J. V. [1940].

* Cunea, J. A, da [1790/1987]. Devemos notar que Anasticio da Cunha nio tem, alids
como os matemadticos seus contemporaneos, uma definicao precisa nem a notagio de médulo:
ou melhor, quando escrevem a >b encaram a e b como grandezas que depois apareceriam em
férmulas a somar ou a subtrair; portanto o a > b do séc. XVIII corresponderd ao nosso lal>1bl;
recorde-se, a este proposito, a definigéio de “grandeza precedida do sinal - destinada para se tirar
de outra grandeza” (esta consideracio aplica-se também ao texto do presente manuscrito).

* Curiosamente Gomes Teixeira que faz uma analise notdvel da obra de Anastacio da
Cunha (inclusive sobre a defini¢io de exponencial!), sendo o primeiro autor a compreender o
papel de Anastédcio da Cunha na Historia da Fundamentacdo da Analise, ndo s6 ndo se refere a
este aspecto como aquilo que escreve néo esta de acordo com o texto dos Principios! — facto que
Vicente Gongalkves (Gongarves, J. V. [1940]) muito critica. Como é sabido — mas s6 foi notado a
partir de 1987 (veja-se Ropricues, J. F. [1987], Quemre, J. F. [1988] ou Duarte, A. L. e Siva, J. C.
[1990]) - neste ponto fundamental (bem como na demonstracio que se segue) a traducao fran-
cesa afasta-se do original havendo um circulo vicioso na definigéio propostal Em nosso entender,
e embora nio o refira, Gomes Teixeira, seguiu a tradugio francesa ignorando que as duas diver-
giam neste ponto fundamental. Por outro lado, talvez preso ao pendor “panegirico” do seu texto
- Texemra, F. G. [1925] - abstém-se de criticar a referida definicdo (que ndo o era), referindo-se-
-The como “critério”.
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Depois surge o “Golpe de Audécia”, como lhe chamou Gomes
Teixeira, a célebre defini¢cdo de fungdo exponencial que Gauss?’ também
tanto apreciou; a saber:

“Representem a e b dois numeros quaesquer, e seja ¢ o numero que faz

ceC cce ccee

+———+&c. =a;
2 2x3 2x3%xd

a expressdo ¢’ segnificard hum numero

_1sbey e bbee  bbbece

L e,
2 2x3 2x3x4

e se chamara o numero a® poténcia de a indicada pelo expoente b: ou também

raiz de @ indicada pelo expoente %

A proposic¢do II é também notéavel: nela demonstra o nosso autor a
existéncia do ntimero ¢, referido na defini¢éo II; o dominio da funcgido a*
¢ o conjunto dos nimeros reais positivos, tendo portando um ponto de
partida para depois poder definir os logaritmos; da seguinte forma:

Dado a positivo, represente b o ntimero
(a—l 1 a-1_a-1_a-1 1 _a-1
2 +—X X X F—R—X
a+l 3 a+1 a+1 a+1 5 a+l

a-1_a-1_a-1_a-1 )
X % x —— +&c.
a+l a+1 a+1 a+1

(série cuja convergéncia ja estava garantida pelo corolario 2); sera

4elsps b, bbb bbb

+ +&c.
2 2x3 2x3x4

A demonstracao é feita através de manipulagées algébricas; note-se
que, quer nos Principios Mathematicos, quer no manuscrito em estudo,
Anasticio da Cunha aplica as séries as mesmas regras operatérias das
somas finitas sem sentir a necessidade de justificacées suplementares.

Como ja se referiu a primeira destas séries ja era conhecida, sendo
o seu valor o logaritmo natural de x. O que é aqui novo é a abordagem.

Segue-se a demonstragdo das propriedades operatérias da funcio
poténcia; incluindo a regra da poténcia de poténcia e, depois, a obtencio
da série binomial.

A terminar o seu Livro VIIII, na 14.* pagina deste capitulo, regista-
mos a existéncia de uma tnica pagina relativa ao conceito de logaritmo:
inicia-se com uma defini¢@o (Def. III) seguida de um corolario e de outra

27 YouscHKEVITCH, A. P. [1978].
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definicao, e de uma “adverténcia”, para concluir com uma proposicio e
outros trés corolarios; a saber:

“Definigoens

III. Considerando todos os numeros como potencias de hum mesmo
numero, chama-se esse base; e os expoentes chamam-se logaritmos dos numeros
a que pertencem,

Corol. O logaritmo da base he 1 [9.def. T].

MIL. Os logaritmos chamam-se hyperbolicos, e também naturaes, quando

shsetesisfodn L g 1 o 1 o
2 2x3 2x3x4 2x3x4x5

Adverténcia.

la significa, logaritmo de a.

Proposicoens.

VIIIL la" = nla:

Represente b a base: serd a=5" [9.def. 3], e logo a"=b" [9.5], e logo
la" =nla [9. def. 3].

Corol. 1. [1[=1a°[9.4.cor. 1= 0la] =0

2. lac) [=I[B"b") = 16" = (la + [c) Ib = (la +Ic) x 1[9. def. 31] = la +lc.

3. l%[: Kac™[9.4.cor]]=la —lc.”

Registamos, a este propdsito, que nunca, neste contexto, vemos Anas-
técio da Cunha abordar o conceito de logaritmo em termos “geométricos”

(4rea da figura “abaixo” da curva definida por y =%); tdo pouco encon-

tramos o nosso autor preocupado com esta “espécie (nova) de relagéio” que,
com os logaritmos, se vislumbrava entre dois ntimeros e que, num outro
manuscrito?!, tanto indignava Anastacio da Cunha. Finalmente registe-se
que neste capitulo IX também nio surge explicitamente nenhum desen-
volvimento em série para a funcéo logaritmo!

4.2 O Livro XXI dos Principios

O tema dos logaritmos e das poténcias é novamente retomado pelo
nosso autor quando, nos Principios Mathematicos e num Livro (XXI), a
que chamou de “Problemas”, regista?® uma “Investigacio de logaritmos

*® Ver, neste volume, o artigo “Um estudo sobre os Principios de Geometria tirados dos de
Euclides” onde o nosso autor se indigna com a defini¢éo 3 do Livro V dos Elementos de Euclides,
rotulando-a de “apdcrifa”.

¥ Cunda, J. A. da [1790/1987, p. 286).
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e poténcias”. E, no minimo, surpreendente que depois de ter dado aos
leitores uma defini¢do no corpo principal do texto, inicie agora esta
sec¢ao - que, porventura, podemos interpretar como de esclarecimentos
adicionais para o texto — com uma nova defini¢io para o conceito de loga-
ritmo (encontramos uma definicdo de caracter “aritmético” como a que
vemos também ser usada no manuscrito em analise, mas, desta vez, com
um aspecto “funcional” de possivel influéncia Euleriana):

“lx, logaritmo de x, he uma func¢do de x, tal, que, pondo quaesquer
nimeros a, b, e o produto ab em lugar de x, sempre he la + b =1 (ab).”

Percebemos, com esta defini¢io, uma abordagem algo aritmética no
seu objectivo mas, e a exemplo do que Euler faz no seu tratado?®, uma
metodologia eminentemente algébrica, a partir da fungio exponencial.

A seguir “investiga-se” se a [(1 +u) se pode dar a forma de uma série
de poténcias de u — ndo se assumindo portanto, a priori, a sua existén-
cia como outros autores faziam e Anastacio da Cunha critica no prélogo
do presente manuscrito — obtendo-se o valor dos respectivos coeficientes
mas, estranhamente, ndo hd nenhuma referéncia a questdes de conver-
géncia; o mesmo tipo de tratamento é dado a seguir a obtencdo da série
binomial, também sem referéncias a questdes de convergéncia.

Sobressai, sem duvida, a vasta competéncia mateméatica demons-
trada por Anasticio da Cunha, nomeadamente em dominios como o da
Algebra ou o da Anélise Infinitesimal que, na época, davam tao somente
0S Seus primeiros passos.

5. Logarithms & powers

5.1 Paragrafos 1 a 19

Ao prélogo do presente manuscrito segue-se um conjunto de trés
defini¢bes: a defini¢do de logaritmo — definicio funcional, idéntica a do
Livro XXI dos Principios — aqui dada verbalmente, sem recurso a simbo-
los, a defini¢do de base do sistema de logaritmos e a definicio de poténcia:

Any number is called a power of the basis expound by the logarithm of the
number (...)

0 EuLer, L. [1796/1987].
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E a respectiva notacio:

(...) if the Basis be a the number whose logarithm is p, is denoted thus, a”.

Seguem-se as proposi¢cdes com uma caracteristica que parece estra-
nha: é que apesar de serem ostensivamente sobre logaritmos, de facto
constituem essencialmente um estudo da fun¢io ¢* - com o expoente
variavel, x, designado como logarithm.

A primeira proposicao - registada como sendo o paragrafo 4. mas
com a indicagao “adicional” de I. — d4-nos a série de poténcias da expo-
nencial:

= A"
Se x for logaritmo de y entdao y = ZT
: !
para alguma constante M que, no paragrafo seguinte (5), se adverte supor-
se positiva. A demonstragdo consiste em mostrar, através de manipula-
coes algébricas com séries, que

iM”(x+z)” _ iM”x” iM”z"

N n! ™ ~ nl

a partir do qual conclui, o nosso autor, que:

Therefore by the definition, numbers expressed by such series have for their
Logarithms the variable numbers therein contained.

Isto é, a equagao funcional da definicio I é verificada pela série (ou
antes, pela “funcéo inversa” da série).

Seguem-se seis corolarios (paragrafos 6 a 11): o corolario 1 assegura-
nos que a série anterior € sempre convergente,

be the variable or logarithm what it will as the law of the denominator
clearly show

A lei do denominador ndo é mais do que o chamado critério de
convergéncia de d’Alembert. E, todavia, um pouco estranho que este facto
surja como um corolario; por um lado, ndo sé nio é consequéncia da
proposigéo I mas, por outro, quase o contrario se passa: sem a convergén-
cia da série a proposicédo I nio faria sentido!

O coroldrio 2 mostra-nos que a* pode ser maior que qualquer niimero
(desde que a variavel seja positiva) e menor do que qualquer ndmero
(positivo).




290 Joao CaramaLHO DOMINGUES, ANTONIO LEaL DUARTE, MaRIA ELFRIDA RALHA & JosE FRANCISCO RODRIGUES

O parégrafo 8 (corolario 3) apresenta-nos a continuidade (4 Cauchy)
de a” nos seguintes termos:

the series may increase imperceptibly, for writing x + u for the variable the diffe-
rence between the Number answering to the logarithms x and x +u comes out

Mu+ M. Mxu +%ﬂ£uu it XXU + Mﬂ;M XU+ MA;IM u? + &e.* which vanishes

with u, and consequently can be rendered less than any assigned magnitude.

Como se verifica, a justificagdo da propriedade assume implicita-
mente o facto a demonstrar (compare-se com o argumento £- & dado na
demonstra¢do da Proposi¢io I do Livro XV?'). Esta é uma das proprie-
dades que nido encontramos no Livro IX dos Principios. No entanto,
na Proposi¢@o VI do Livro XV é demonstrada a continuidade (segundo
Cauchy) das fungées diferenciaveis 32, assumindo Anastacio da Cunha que
todas as fung¢des tem “fluxdo”. Registamos que Euler em “Introductio”
apresenta uma propriedade analoga para a exponencial ¢ no caso de
x=0% e interrogamo-nos sobre se tera sido esta a motivagio do nosso
autor.

Seguem-se as propriedades operatérias da funcio poténcia (Coro-
lario 9) agora enunciada com toda a generalidade nos seguintes termos:

by the definition, a° a’ = a"*.

Seria, porventura, mais natural dizer-se “by the proposition 1”, na
medida em que a proposi¢do 1 consiste precisamente em demonstrar
aquela relagdo; por outro lado, definida a funcédo a* como inversa do loga-
ritmo (def. 2) e tendo em conta a definicio de logaritmo é também ébvio
que aquela relacdo decorre da defini¢do! Tera sido esta ordem de pensa-
mento que levou o nosso autor a adoptar, nos Principios Mathematicos, a
sua famosa defini¢io de exponencial?

Agora o caso dos expoentes naturais, nulos e a relacdo Elﬁ =a” saem

facilmente como casos particulares daquela relagdo geral — corolarios 5
e 6, paragrafos 10 e 11 (respectivamente) — e o caso do extracgao de raizes
€, no manuscrito, adiado para mais tarde.

Seguem-se (no paragrafo 12) os desenvolvimentos em série de potén-
cias do logaritmo de 1+Q (Proposi¢do II), cuja justificacido é bastante,
porventura demasiadamente, concisa — By the regression of series shall we '

3 Cuxna, J. A. da [17901987, pp. 194 e seguintes]. i
32 Cunma, J. A. da [17901987, p. 196].
3 Euer, L. [1796/1986, pp. 84-85].
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have (...)*. Aqui, Anastacio da Cunha, usa um argumento que tinha criti-
cado a Marie: com os dados que dispde esta a assumir, sem prova, a exis-
téncia do desenvolvimento em série de poténcias do logaritmo de 1+ Q.

Segue-se a observagao — que também encontramos em Euler a seguir
a obtencio do desenvolvimento do log(x + 1) *° — de que

13. Corol. If 1+ Q be the Basis, then is M = Q—% Q2+%Q3 — d&ec..

A obtencao do desenvolvimento binomial de (1+Q)* para Q (em
médulo) menor do que 1 (Proposicao III) torna-se agora uma simples
manipulacdo algébrica de séries: bastara usar a proposicéo e substituir M
pela série obtida no corolario 13.

Seguem-se a regra da poténcia de poténcia (Proposicio IIII) e, como
corolario, as regras operatérias com expoente fraccionario*.

Surge, finalmente, a sec¢ao dos escdlios (paragrafos 17 a 20):

— No paragrafo 17 sdo apresentadas trés observacgdes entre as quais
destacamos uma envolvendo o célculo da fluxdo do logaritmo e onde é
usada quer a terminologia quer a notacdo newtoniana; como é sabido,
nos Principios Mathematicos, Anastacio da Cunha usa a terminologia
newtoniana mas opta pela notacéo leibniziana.

— No paragrafo 18 é discutida a questao da curva logaritmica no caso
da base do sistema de logaritmos ser um nimero negativo e registamos
uma referéncia a discussao entre Euler e d’Alembert sobre o assunto

M. Leonard Euler taking x in the equation a* =y in this last sense finds
on the other side of the abciss an indefinite number of points indefinitely near
one another. M. d’Alembert by a construction which amounts to the admitting of
fractions no reduced, finds two branches.

- Finalmente, no pardgrafo 19, é referida a questio ha muito
discutida que ja tinha oposto Leibniz a Johann Bernoulli e entao opunha
d’Alembert a Euler: de acordo com o nosso autor

The Doctrine here delivered gives us logarithms for real positive numbers
only: but nothing can thence be inferred against the existence of logarithms of
other numbers.

M “Regression of séries” — em portugués «reversdo das séries» e em francés «retour des
suites» — era um processo algébrico para, a partir de uma série para y em poténcias de x, encon-
trar uma série para x em poténcias de y; na pratica suponha-se uma forma para esta série, substi-
tuia-se na primeira e aplicava-se o método dos coeficientes indeterminados. Ver, a este propésito,
La Camig, N. L. e Marig, J. F. [1772, pp. 199-202] ou Francokur, L. B. [1839, pp. 213-215].

35 EuLer, L. [1796/1986, p. 88].

% Neste ponto do manuscrito, /6. corol (p. 7), existe, na primeira das igualdades, uma
gralha 6bvia que envolve o expoente 1.
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Esta posicao estd, de resto, bastante préxima da que d’Alembert apre-
senta no artigo sobre Logaritmos na Encyclopédie. Embora defendendo,
ao contrario de Euler, que os logaritmos de niimeros negativos podiam
ser reais acrescenta que tudo dependera das defini¢ées que se derem!

5.2 Pardgrafo 20

No longo (5 péginas) escélio ntiimero 20, sio apresentadas — de
acordo com Anastacio da Cunha: for curiosity’s sake — nio demonstracées
rigorosas, mas andlises para obtencio da série binomial e da logaritmica.
De resto, esta abordagem néo sintética de demonstracéo e que se opde
metodologicamente & abordagem seguida no Livro XV também é seguida
em outros dos manuscritos inéditos agora apresentados .

Usando, no paragrafo 12, a notacéo de log para o logaritmo €, em
particular, interessante notar que na tltima linha do manuscrito o nosso
autor a substitui por um/, notacio que também era usada por Euler e que
seria (depois) a usada, pelo nosso autor, na sua obra maior: os Principios
Mathematicos.

Conclusio

Como podemos concluir deste estudo o manuscrito Logarithms &
powers estd bastante préximo do Livro IX dos Principios Mathematicos.
Encontramos, todavia, também varias diferencas: desde logo a auséncia
de um estudo da convergéncia de séries, embora se note uma conscien-
cializagdo dessa importancia ao referir que ela se verifica; mas a maior
diferenca — e essa é uma das razdes que o torna notavel — nio houve neste
manuscrito o “golpe de audacia” (talvez devéssemos falar em falta de
coragem), referido por Gomes Teixeira, para Anastacio da Cunha tomar
como defini¢cdo de exponencial o respectivo desenvolvimento em série.
O que este texto, que agora apresentamos, nos diz é que 0 processo nio
foi, para o nosso autor, imediato mas regista-se que, no manuscrito, é ja
a partir do desenvolvimento em série que sdo obtidas todas as proprie-
dades! A estranheza que referimos no inicio do seccdo V desaparece
também no Livro IX dos Principios, onde se estuda explicitamente a expo-
nencial, e o logaritmo é definido como a sua func¢io inversa.

¥ Veja-se, a este respeito, o estudo sobre “Os Principios do Célculo Fluxionario”, neste
volume.
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H4 ainda o problema da constante M cujo papel ou relagio na base de
logaritmos nio fica clara na Proposi¢éo I; esse problema é também ultra-
passado nos Principios Mathematicos com a Proposi¢ao II do Livro IX.

Podemos finalmente observar que no Livro IX dos Principios hd um
esforco de maior rigor: por exemplo, a obteng¢ao do desenvolvimento da
série binomial é bastante mais simples neste manuscrito, mas ¢é feita a
custa do desenvolvimento em série de log (1 +x) que, como ja referimos,
é obtido simplesmente pressupondo a sua existéncia e calculando os
respectivos coeficientes (no Livro IX ndo encontramos este tltimo desen-
volvimento).

Reiteramos a ideia de que o presente manuscrito deve correspon-
der a uma versio primitiva do Livro IX dos Principios Mathematicos: nao
trara, por isso, grande novidade ou descobertas em relacio ao texto que
ja conheciamos mas nem por isso (ou precisamente por isso!) deixara
de ser importante. A partir deste manuscrito podemos aperceber-nos da
evolucio do pensamento de José Anastacio da Cunha bem como conhecer
de perto as suas fontes e as suas motivagdes, a sua cultura e o seu esfor¢o
no sentido do aperfeicoamento.
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