Capitulo 1

PRELIMINARES

Neste primeiro capitulo podemos encontrar algumas defini¢oes e proposicoes que para
além de nos familiarizar com a notagao que iremos utilizar também tém como finalidade
a referéncia de alguns resultados que, sendo ou nao triviais, serao necessarios ao longo

deste trabalho.

1.1 Conjuntos parcialmente ordenados (c.p.o.’s)

1.1.1 Conceitos basicos

Seja X um conjunto nao vazio. Uma relagao bindria p em X é um subconjunto do
produto cartesiano X x X. Dados z,y € X, se (z,y) € p, dizemos que x estd relacionado
com Yy por p e escrevemos T p .

A relacao binaria p diz-se
o refleriva se x p x para todo x € X;
e simétrica se x p y implica que y p x;

e anti-simétrica se x p y e y p x implica que x = y;
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e transitiva se x p y e y p z implica que x p z.

Seja X um conjunto nao vazio. Uma ordem parcial em X é uma relagao binéria p em
X reflexiva, anti-simétrica e transitiva. Nestas condigbes diz-se que o par (X, p) é um
conjunto parcialmente ordenado (c.p.o.). Sao exemplos de c.p.o.’s os pares (P (X),C),
onde X é um conjunto qualquer, (IN, <), (IN,|), onde | é a relagao “é divisor de” e (T, p)
onde

zpw<= Rez<Rew, Imz <Imw (z,w eq).
A relacao identidade €4, definida num conjunto nao vazio A por

acab<=a=0 (a,b e A),

é uma relacao de ordem parcial. A relacdo universal w,, definida num conjunto nao

vazio A por

(Va,be A) awab

é uma ordem parcial em A se e s6 se A for singular.

No geral, representamos uma ordem parcial por <. Neste caso, escrevemos

a < b e dizemos que a € menor ou igual a b;

e a<bsea<bea#be dizemos que a é menor que b;

a % b e dizemos que a ndo é menor nem igual a b;

e b >asea<be dizemos que b é maior ou igual a a;

b>aseb>aea#bedizemos que b € maior que a;

allbsea<beb%aedizemos que a e b ndo sao compardveis.
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Nao havendo ambiguidades, se < é uma ordem parcial definida em X, referimo-nos a

X como c.p.o..

Seja X um c.p.o.. Diz-se que X é uma cadeia ou um conjunto totalmente ordenado
se

(Vz,y € X) r<y ou y<u.

Diz-se que X é uma anti-cadeia se

(Vo,yeX) z<ysz=y,

i.e., a relacao de ordem € a relacao identidade x. Por exemplo, o conjunto dos niimeros

naturais, quando ordenado com a ordem usual é uma cadeia.

Sejam X um c.p.o. e x,y € X. Diz-se que y cobre x ou que = € coberto por y, e

escreve-se v L Yy, se r <y €

r<z<y=z=zouz=y (z€X),

i.e., nao existe z € X tal que x < z < .

Podemos representar um c.p.o. finito X por um diagrama do seguinte modo:

e cada elemento de X é representado por um ponto no plano;

e para 7,y € X, se z < y entdo o ponto que representa y estd acima (em termos de
coordenadas cartesianas do plano) do ponto que representa = e unem-se estes dois

pontos por um segmento de recta.

A este diagrama da-se o nome de diagrama de Hasse.
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Por exemplo, o diagrama de uma cadeia com quatro elementos é

Diz-se que a altura de um c.p.o. X é n se n+ 1 é o maior nimero de elementos de
X que constituem uma cadeia relativamente a ordem definida em X. Por exemplo, uma

cadeia de 4 elementos tem altura 3.

Seja p uma relagao binaria sobre A. Chama-se relacdo dual de p e representa-se por

p?, & relacdo definida por
d
TP Yy<—=ypx (x,y € X).

Obviamente, se (X, <) é um c.p.o, entao (X, Sd) ¢ também um c.p.o., ao qual se
chama c.p.o. dual de (X, <). Como (Sd)d =<, temos que o c¢.p.o. dual de (X, Sd) é
(X, <), pelo que dizemos que (X, <) e (X, gd) sa0 c.p.o.’s duais.

Se (X, <) é um c.p.o. finito, entdo o diagrama de Hasse do c.p.o. dual obtém-se do
diagrama de Hasse de (X, <), invertendo-o horizontalmente.

O Principio de Dualidade para c.p.o.’s diz-nos que uma proposigao P é verdadeira se

(e s6 se) a proposicao P, é verdadeira.

Sejam X um c.p.o. e Y C X. Um elemento z € X diz-se

e majorante de Y se

(VyeY) y<um



e minorante de Y se

(VyeY) z<uy;

e supremo de Y se é o menor dos majorantes de Y

e infimo de Y se é o maior dos minorantes de Y;

e mdximo de Y se x € Y e é supremo de Y

e minimo de Y se x € Y e é infimo de Y

e um elemento marimal de Y sex €Y e

VeY) z<y=y=u

e um elemento minimal de Y sexz €Y e

MyeY) y<z=y=nux.

Observagao. Sejam X um c.p.o. e Y C X. Se o supremo (infimo, méximo,
minimo) de Y existir, entdo é unico. Neste caso representa-se por supY ou \/ Y (infY
ou A\Y, maxY, minY, respectivamente). No caso de Y = {z,y} e \/Y (AY) existir,
representamo-lo por x V y (z Ay, respectivamente).

Representamos, caso existam, o max X por 1 e o min X por 0. Os conceitos de majo-
rante, supremo, madxrimo e elemento maximal sao, respectivamente, duais dos conceitos
de minorante, infimo, minimo e elemento minimal.

Seja X um c.p.o.. Diz-se que X é completo se qualquer subconjunto de X admite
infimo e supremo. Se todo o subconjunto nao vazio de X tiver minimo dizemos que X é

um conjunto bem ordenado.



Note-se que se X é um conjunto bem ordenado entao X é uma cadeia, mas a impli-
cacao contraria nem sempre é valida. No entanto, facilmente se prova que esta implicacao
¢é valida no caso em que a cadeia é finita.

O lema seguinte relaciona de certo modo, os conceitos de c.p.o. completo e conjunto

bem ordenado.

Lema 1.1. Seja X um c.p.o. entao as sequintes condicoes sao equivalentes:
(1) X € um c.p.o. completo;
(12) Para todo Y C X, existe \Y em X;

(1ii) X tem mdximo e, para cada subconjunto nao vazio Y de X, existe \Y em X.

Demonstragao.

(1) = (ii) Imediato pela defini¢ao de c.p.o. completo.

(17) = (i4i) Para provar esta implicagao, basta verificar que X tem méximo. De facto,
como () C X, temos que A () = max X existe em X.

(17i) = (i) Seja Y C X. Por hipdtese, temos que existe A Y em X. Por outro lado,
{r € X : z é majorante de Y} C X.
e A {z € X : z é¢ majorante de Y} existe em X. Como, por defini¢ao,
\/Y = /\{ZL’ € X : z é majorante de Y},

vem que X é completo. O
O lema anterior permite-nos concluir que se X é um c.p.o. bem ordenado com ele-

mento maximo, entao X é completo.

Seja X um c.p.o., com 0 e 1. Chamamos dtomo a todos os elementos minimais do

subconjunto X\ {0} e dtomo dual a todos os elementos maximais do subconjunto X\ {1}.
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Um c.p.o. X diz-se conexo se para todos a,b € X existir ¢ € X tal que
(a<c ou c<a) e (b<c ou c¢<Vb).

Caso contrario, dizemos que X é desconezo.

Se X é desconexo, definimos componente de ordem como sendo um subconjunto A de

X tal que A é conexo e

Vee X\A, Vae A z4a e atu.

Sejam (X, <) e (Y,=X) cp.o’se ¢ : X — Y uma aplicacdo. Diz-se que ¢ é um

homomorfismo se é uma aplicagao isdtona, i.e., se
r<y= (@) 2ely) (ryeX).

Se X =Y, o homomorfismo ¢ diz-se um endomorfismo. Representa-se por End (X)
o conjunto dos endomorfismos definidos em X. Se ¢ : X — Y é um homomorfismo

injectivo, ¢ diz-se um monomorfismo ou mergulho e X diz-se mergulhdavel em Y .
Diz-se que ¢ : X — Y é um isomorfismo de c.p.o.’s (ou isomorfismo de ordem) se:
(i) ¢ é sobrejectiva;

i)z <yeo(@) oy (z,yeX).
Neste caso, (X, <) e (Y, X) dizem-se c.p.o.’s isomorfos. Se ¢ é um isomorfismo de ordem
entao ¢ é uma aplicagao bijectiva e isotona. Dois c.p.o.’s finitos sao isomorfos se e sé se

tiverem diagramas de Hasse iguais.

Dado um homomorfismo ¢ : P — P’ de c.p.o.’s e € P, representamos por ¢~ (z)

o conjunto das pré-imagens de x por ¢, i. e.,

¢ () ={yeP:¢(y) =x}.
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Se ¢ é um isomorfismo entao ¢! também o é.

Representamos por Im ¢ o conjunto das imagens de P, i. e., Im¢ = {¢ (y) : y € P}.

Sejam X um c.p.o. e I, F' C X. Diz-se que:
(1) I é ideal de X se:
(a) I #0;
(b) (Viel)(Vxe X) z<i=x€l;
(c) Ve,yel)(Fzel) z<zey<z
(17) F é filtro de X se:
(a) " # 0
(b VfeF)VzreX) x> f=z€cF;
(c) Ve,y€e F)(3z€F) z>zey> =z
O conceito de ideal é o conceito dual de filtro. Representam-se por Z (X) e F (X) os

conjuntos dos ideais e dos filtros de X, respectivamente.

Sejam X um c.p.oez € X. Entdo, {y € X : y < x} é o menor ideal de X que contém
x. Chamamos-lhe ideal principal gerado por x e representamo-lo por zt. Dualmente, 2!

representa o filtro principal gerado por x que é o menor filtro de X que contém z.

Um corte Dedekind de uma cadeia P é um par (I, F') de subconjuntos disjuntos de P
cuja uniao é Pe em que

Viel)VfeF) i<f.

Um corte Dedekind (I, F') diz-se uma abertura se I ndao tem méximo e F' nao tem
minimo.
Por exemplo, se F' é o conjunto de todos os racionais positivos x tais que 22 > 2 e

I =Q\F, entao (I, F) é uma abertura da cadeia dos racionais.

Um subconjunto de uma cadeia P diz-se co-final se nao admite maximo em P. Se
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P admite um subconjunto co-final, chama-se co-finalidade de P ao menor cardinal « tal
que o' é isomorfo a um subconjunto co-final de P. Dualmente, um subconjunto de P
diz-se co-inicial se nao admite minimo em P e a co-inicialidade de P é o menor cardinal
a tal que (ai)d ¢ isomorfo ao subconjunto co-inicial.

Associado a cada abertura (7, F') de uma cadeia estd o par («, 3) tal que a é a co-
finalidade de I e ( é a co-inicialidade de F. (Se I ou F forem vazios, entao « ou 3 sdo

0, respectivamente).

Uma cadeia P diz-se quase completa se, para cada abertura (I, F), (o +1)" ndo é
mergulhdvel em I e <(ﬁ - 1)l>d nao é mergulhavel em F, onde (o, 3) é o par associado
a (I, F).

Note-se que uma cadeia completa nao admite qualquer abertura, pelo que é, quase

completa.

Se uma cadeia é quase completa, entao ela é aproximadamente completa, no sentido
em que existem apenas algumas aberturas finitas. De facto, seja ((I;, F;) : i € A) uma
indexacao injectiva de todas as aberturas numa cadeia P quase completa. Consideremos
(e, B;) 17 € A) onde, para i € A, «; é a co-finalidade de I; e 3; é a co-inicialidade de F;.

Suponhamos que, para distintos 7,5 € A, (o, 5;) < (aj, ﬁj) e, sem perdas de
generalidade, que I; C I;.

Para Iy C I, temos que o < a7 , donde

(a0, o) < (e, ) = 85 < 8t = (1) < (8)". (11)

pelo que Fy C Fy.
Mas,
d
B<B+1= ((5,+ 1) ()
pelo que ((ﬁl + l)l)dé mergulhdvel em F; | o que é absurdo porque (I;, F;) é uma abertura
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finita e por definicao, ((3; + 1)l)d nao é mergulhavel em F;.

Concluimos que (ay, 3;) % (aj, Bj) para quaisquer 4,5 € A distintos. Agora, abu-
sando na notagao escolhe-se um elemento minimal o de {c; : ¢ € A} e considera-se o par
(v, By). Uma vez que ap < «; para todo i € A, segue-se a partir da observagao (1.1)
que (ﬁf)d C <ﬁé>d para todo o i # 0 e , assim, «; > o para todo o i # 0.

Argumento similar pela escolha de um minimal «; de {a;:i€ A\{0}},
ag de {a; : i € A\ {0,1}}, etc., produz unicamente determinadas aberturas para o qual
os pares associados satisfazem ag < g < ags < ... e <ﬁé>d D) (ﬁ{)d D) (ﬁ%)d ...

Entao, existem apenas algumas aberturas finitas (([;, F;) : i < n), com pares associa-
dos ((cvu, B3;) i < n) satisfazendo o; < o e (ﬂf)d B) (ﬁ})d para i < j < n.

Claramente se segue que I; C I; para cada um dos pares.

Proposigao 1.2. Seja P uma cadeia e f € End (P). Entdo, para v € P, ou x' NIm f

tem um mdximo x; ou ' NIm f tem um minimo xp.

Demonstracao. Suponhamos que para algum = € P, z! NIm f ndo admite méximo

e ' NIm f nao admite minimo.

Entao, v ¢ Imfe I = f~! (xi) nao admite maximo uma vez que

fli) <z
fy <e=y<i= f(y)<f@) [feEnd(P)
= [aexlﬂlmféﬂyelzf(y):a:>a§f(i)]

{=max/] =

= f(i) =max (z' NIm f),

o que contradiz a nossa hipdtese de trabalho. De modo andlogo, F' = f~! (xT) nao admite

minimo. Assim, (I, F') é uma abertura de P.
Sem perda de generalidades, suponhamos que x € I. Seja a a co-finalidade de I.

Seja h : Im f — P a aplicagao definida por & (y) = a onde a é fixo em f~!(y), para
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todo o y € Im f. Entéao, para y,y € Im f temos que
h(y)=h()=a=y = f(a) =y,

pelo que h ¢ injectiva.

Mais ainda, se y <y e h(y) £ h(y'), i.e., h(y) > h(y') temos que, pela isotonia de
f

pelo que y =y e portanto, h (y) = h(y'), o que contradiz a hipdtese h (y) > h (v/) .
Logo,

y<y =h(y) <hy),

pelo que A € isétona.

Da injectividade de h e da ndo existéncia de méaximo de z' N Im f concluimos, que
h (ml N Im f) nao tem maximo, e, portanto, que h (ml N Im f) ¢ um subconjunto co-final
de I. Assim, a co-finalidade de h (:13l N Im f) ¢ a. Em particular, como h é injectiva, o
pode ser mergulhado em x' NIm f. Por outro lado, (a + 1)l pode ser mergulhado em z*,
pois 2t NIm f C 2! e z € 2!\ (z! NIm f). Como z! C I, temos entdo que (a + 1)' pode
ser mergulhado em I, o que é absurdo pois a co-finalidade de I é . Portanto, x! N Im f
nao é co-final, i.e., ! N Im f tem maximo x;. De igual modo, se € F, concluiriamos

que zr = min (z' NIm f) existia. O

Proposicao 1.3. Se P ¢ o dual de uma cadeia bem ordenada e f € End (P), entdo para
todo o v € P, f(z); existe e f(x), = f(x)

Demonstracao. Sejam P o dual de uma cadeia bem ordenada e f € End(P).

Como
f@)t={peP:p<f(a)
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Imf={peP: f(a)=p, para algum a € P}

entao

f@)'inImf={f(a)eP:f(a)<f(z)}.

Mais ainda, sabemos que f (z) € f (az:)L N Im f, pelo que f (x)l NIm f # (. Uma vez
que P é o dual de uma cadeia bem ordenada, depreendemos que o maximo de qualquer

subconjunto de P existe. Em particular, existe
max (f (z)* ﬂImf) = f(x);
Vejamos agora que f (z), = f (z). De facto,

f@ef@ nimf = f(@)<max(f(@) Ninf)
= [(2) < f(a),

Por outro lado,

f(x)I:maX<f(a:)lﬂImf> = f(x), € f(x)

pelo que f(z) < f(x); < f(x), ouseja, f(x), = f(x). O

1.1.2 Exemplos de c.p.o.’s

Seja a um cardinal nao nulo. Representa-se por M, o c.p.o. constituido pelos elementos
0,1 e a elementos (x;);.,., que sado simultaneamente atomos e dtomos duais. O c.p.o.

M, pode ser representado pelo diagrama de Hasse
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Sejam « e ( cardinais nao nulos. Representa-se por N,z o c.p.o. de altura 1 com o
elementos minimais e  elementos maximais, em que existe um tnico elemento minimal
ap menor que todos os elementos maximais, um unico elemento maximal (3, maior que
todos os elementos minimais e nenhuma outra ordem. O c.p.o. N33 pode ser representado

pelo seguinte diagrama de Hasse

a o%;) b

Uma coroa de seis elementos é um c.p.o. @ de altura 1 com 3 elementos minimais
e trés elementos maximais, onde cada par de elementos minimais tem um supremo e
cada par de elementos maximais tem um infimo. Uma coroa pode ser representada pelo

diagrama de Hasse

a b c

Um c.p.o. bipartido completo é um c.p.o. de altura 1, em que cada elemento minimal

¢ menor do que cada elemento maximal. Por exemplo, o diagrama de Hasse
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representa um c.p.o. bipartido completo.

Ao longo deste trabalho, por abuso de linguagem, sempre que nos referirmos a M,
e N, g queremos dizer M,, para algum cardinal nao nulo a e N, g, para cardinais nao

nulos «, 3 respectivamente.

1.2 Semigrupos

1.2.1 Conceitos basicos

Um semigrupo é um par (S,-), onde S é um conjunto nao vazio e - é uma operacao

bindria em S e associativa, i.e.,

Ve,y e S x-yes

Va,y,z €S r-(y-2)=(r-y)- =z

Caso nao crie ambiguidades, representamos o semigrupo (.5, -) por S e falamos em mul-
tiplicacao quando nos referimos a operacao -, chamamos produto de x por y ao elemento
x -y e representamo-lo xy, para x,y € S. Dado n € IN, escrevemos x" para representar o

produto de x por ele mesmo n vezes.

Seja S um semigrupo. Um elemento e € S diz-se idempotente se e? = e. Representa-
mos por E (S) o conjunto dos idempotentes do semigrupo S. Se S admite um elemento
u tal que

ur = xu =x, paratodozx €S,

esse elemento diz-se identidade do semigrupo S. Um semigrupo admite, no maximo, um

elemento identidade. De facto, se u e v’ sdo elementos identidade do semigrupo, temos
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que

v = wu' [u' éidentidade]

= [u é identidade].

Um semigrupo S que admite um elemento identidade diz-se um mondide.

Um elemento x de um semigrupo S diz-se reqular se x € xSx. Se x é um elemento

regular de um semigrupo S, temos que

dacS: x=zax.

A este elemento a chamamos pré-inverso de x em S.

Um semigrupo S diz-se reqular se cada x € S for regular.

Dado um c.p.o. P, se algebrizarmos o conjunto dos endomorfismos definidos em P,
End(P), com a composigao usual de fungoes, estamos a atribuir a End (P) a estrutura

de um mondide. De facto,

Teorema 1.4. Se P é um c.p.o, entdo End (P) é um mondide, quando algebrizado com

a composi¢ao usual de funcoes.

Demonstragao. Seja P um c.p.o.. Vejamos que (End (P),o) é um mondide, i.e.,

(1) Vf,g € End(P) fogé€ End(P)
(i)  Vf.gheEnd(P) (fog)oh=fo(goh)
(7i1) Ju € End(P),Vf € End(P) fou=wuof=Ff
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Sejam f,g,h € End(P) e x,y € P. Entao,

<y = g(z)<g(y) g ¢ is6tonal
= flg@)] < flg(y)] [f éisétonal

= fog(x)<fog(y)

o que prova (7). Mais ainda,

[(fog)ohl(z) = (fog)(h(x))=flg(h(x)] = Fllgoh)(@)]=I[feclgeh)](x)

prova que a composigao usual de fungoes é associativa, ou seja, (i7). Por fim, consideremos

a aplicacao tdp definida por

idp: P — P

Entao, idp é obviamente um elemento de End (P) e

(f oidp) () = [ (idp (2)) = f () = idp (f (x)) = (idp o f) (x)

o que prova (iii). O

1.2.2 O conceito de ordem nos semigrupos

Um semigrupo ordenado S é um semigrupo no qual esta definida uma relagao de ordem

compativel com a multiplicacao, i. e.,

Ve,y,z€ S x<y=>xz<yz e zr<zy
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Seja S um semigrupo ordenado. Dizemos que S é um semigrupo principalmente

ordenado se, para qualquer x € S, existe

" =max{y € S:ayr <ux}.

Proposicao 1.5. Seja S um semigrupo reqular principalmente ordenado e x € S. Entdo

(1) z=a2'v =2 <z (' €8);

Demonstracgao. Seja S um semigrupo principalmente ordenado e z € S.

(1) Seja 2’ € S tal que x = z2'z. Entao, 2’ € {y € S : zyx < z}, pelo que 2/ < z*;

(77) Tendo em conta a alinea anterior, temos que

r=zxx'v < zx*z < x,

pelo que z = zx*x. O
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Capitulo 2

O semigrupo dos endomorfismos de

um c.p.o.

O objectivo deste capitulo é estudarmos o que acontece com End (P) quando P é um
conjunto parcialmente ordenado. Em particular, veremos que a classe de todos os c¢.p.0.’s
P para os quais End(P) é regular consiste precisamente em todas as anti-cadeias, todas as
cadeias quase completas, todos os ¢.p.o.’s cujo diagrama de Hasse é um grafico bipartido

completo e os c¢.p.o.’s My, Ny e Q.
Lema 2.1. Seja P uma anti-cadeia. Entdo End(P) é reqular.

Demonstracao. Seja P uma anti-cadeia. Entao,

Va,be P, a<b<s a=0.

Sejam f € End(P) e g: P — P a correspondéncia definida por

a se f71(z)#0, comae€ f!(x) fixo,

g(x) =
xr se f71(z)=0.
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Vamos provar que g € End(P) e fgf = f. Obviamente que, para todo z € P, existe
g(z) € P. Sejam z,y € P tais que z = y. Como f ¢é aplicagao, f~' (z) = f~!(y), pelo
que g (x) = g(y). Logo, g é uma aplicagdo. Suponhamos agora que x < y. Como P é

uma anti-cadeia e g ¢ uma aplicacao vem que

r<ysz=y=g(r)=9g(y) < g(r) <g(y)

Logo, g € End(P).

Seja x € P. Como z € f~' (f (z)), vem que f~' (f (z)) # 0, donde

reP = f(xr)eP
= g[f(@)] =0, combe f(f(z)) fixo
= [flglf (@)= f(®), com f(b) = f(z)
= fgf(x)=[(2).

Concluimos entao que fgf = f. O

Lema 2.2. Para uma cadeia P, End(P) € reqular se e sé se P é quase completa.

Demonstragao: (=) Suponhamos que End(P) é regular, (I, F') é uma abertura em

P, a 6 a co-finalidade de I, ¢ : o — I 6 um mergulho e ¢ : (a 4+ 1)* — I um mergulho.

Observemos que, uma vez que ¢ ¢ um mergulho de o em I, existe uma aplicacao
v que preserva a ordem de I para o' em que, dado qualquer # € I , v(z) é o menor

elemento de o' tal que

p(v(z) >

Seja f a aplicacao definida por
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x sex € I
Y(y(z) sexel.

f(x) =

De facto, f € End(P), pois, para x,y € P tais que x < y, temos uma das seguintes

situacoes:

e x.yc ke

exycle

[y preserva a ordem]

)
< (y(y)) [¢ preserva a ordem)]

excl,yeF, f(x)=2v(y(x) ele f(y) =y € F, pelo que pela definigao de
abertura, f (z) < f(y).

Seja g € End(P) tal que f = fgf.
Queremos provar que P é quase completa, i.e., que ¢ : (a+ 1)i — [ nao é um

mergulho em /.
Para v € I, @ > v(x) e, assim, a > v(z) + 1. Uma vez que 7 é sobrejectiva,
existe y € I tal que v(y) = v(x) + 1 e, como 7 preserva a ordem, z > = para algum

zey (v ()

Assim, como ¢ e 1 preservam a ordem, temos que

azy(@)+1 = v(a)=¢(y(x)+1)
= g@(a) 2g@(y(x)+1)) (%)
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Contudo,
gW(v(@)+1)=g@ () =9(f(y)).

Mas como fgf (y) = f (y), temos que

g(fWefUW)=r"whHw)=r"whk +1)).

Mas, f~1{¥ (v (z) + 1)} =y ' {7 (z) + 1}. De facto, uma vez que, pela definigao de f,

Ao (v@) + D ={aeP:f(a)ev(v(z) +1)} 1

v Hy@) + 1t ={ael:v(a) €y () +1},

temos que,

ac [T (v(@)+1)} & a€P fla)€P(y(x)+1)

& acl, f(a)=v(v(a)) €Y (y(z)+1)
& a€l, y(a)ey(x)+1 [¢) é injectiva
&

acy t(y(x)+1).

Assim, g (¢ (v (z) +1)) € v 1 (y(x) +1). Como g e ¢ preservam a ordem e v (z) + 1 >

v (z), temos que

e, entdo, pela transitividade da relagao > e por (x), vem que g (¢ (a)) > .

Como g (¢ () > x é vélido qualquer que seja x € I, vem que g (¢ () ¢ I. (Se
g (¢ (a)) é maior que todo o elemento de I, entdao g (¢ (o)) nao pode ser elemento de I

senao seria o maximo, o que é absurdo pois I é co-final).
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Além disso, para z € F, f(z) = z e como ¢ () € I e todo o elemento de I é menor
que todo o elemento de F', vem que ¥ () < z e, assim, ¢ (¢ (a)) < g(2) = z, pois
g € End(P) e

faf(z)=f(2) = [flg(z)] ==
= g(2)=f"(2)

= 9(x) =2

uma vez que, para z € F, a aplicacao f resume-se 3 identidade, e assim sendo f1

também o é.

Deste modo, g (¢ («)) é o primeiro elemento de F', o que é absurdo porque (I, F') é
uma abertura. Assim, niio existe mergulho de (a + 1)" em I. O argumento dual mostra

d
que ((5 + 1)l > nao é mergulhavel em F', onde (8 é a co-inicialidade de F.

(<) Suponhamos agora que P é quase completo. Seja f € End(P). Temos que

verificar a existéncia de g € End(P) para o qual f = fgf.

Para cada r € Im f, fixemos um elemento h(x) € f~!(x). Definimos assim uma
aplicacao h : Im f — P que pela demonstracao da Proposicao 1.2., é injectiva e isétona.
Seja
h(xr) se xy existir

g(z) =
h(xg)  caso contrario

A aplicacao g estda bem definida pois, pela Proposicao 1.2., temos que, para z € P, ou

xy existe, ou xp existe. Resta verificar que g preserva a ordem.

Seja z < y. Uma vez que h preserva a ordem e cada uma das desigualdades x; < yy,
rr < yrp e xp < yp é obviamente valida sempre que ambos os elementos envolvidos

existam, temos que

vy <yr=h(xr) <h(yr) =g@r) <gyr),
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v <yrp = h(zr) <h(yr) = g(xr) < g(yr),

rp <yp=h(zp) <h(yr) = g(xr) < g9(yr),

Falta verificarmos que, se xp e y; existem, entao rr < y;. Se existir z € Im f tal que
x <z <y, entdo xr < y; 0 que implica que h (zr) < h(y;), ou seja, g (zr) < g (yr). Se
tal z nao existir, entao y; < = e segue-se que, r; = Yy, 0 que contraria a existéncia de

xr. Portanto, g preserva a ordem.

Mais ainda,

faf (@) = [flg(f (2))]

(f(x);)]  se f(z); existir
[h(f (x)p)] caso contrario
(x);  se f(x), existir

(z) caso contrario

= f(x) [demonstracao da Proposigao 1.3.]

o que finaliza a demonstragao. O

Como foi visto no primeiro capitulo, cada cadeia completa é quase completa, e, sendo

assim, o lema anterior implica que End(P) é regular sempre que P é uma cadeia completa.

Lema 2.3. Se P = M,, entdo End(P) é regular.
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Demonstracao. Dado f € End(M,), definimos a aplicacao g : M, — M, por

(

1 sex =1
0 sex =0
g(x) =
r sefl(z)=0ex¢{0,1}
b sebe f'(z) fixo e xé¢{0,1}

\

Como para todo x € M,, 0 <z <1, ecomog(0)=0,g(1)=1e0<g(z) <1, temos
que g preserva & ordem.

Vejamos agora que f = fgf. Seja x € M,. Se f(z) ¢ {0,1}, entao, f[g(f(x))] =
F ), combe f(f (), e, fof (2) = £ (2).

Se f(xz) =0, entao

f(0) < f () =0, pelo que f(0) =0

e, portanto,

Se f(z) =1, entao

1= f(2) < £ (1), pelo que f (1) = 1

e, portanto,

Logo, fgf (x) = f (x), donde concluimos que End(M,) é regular. O

Lema 2.4. Se P € um c.p.o. bipartido completo, entao End(P) € reqular.

Demonstracgao. Sejam Hj o conjunto dos elementos minimais de P, e H; o conjunto

dos elementos maximais de P. Seja f € End(P).
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Se f(H;) C H;, para i € {0,1}, definimos a aplicagdo g : P — P por

r sex € P\Imf

g(r) =
a  em que a é fixoem f7!(x)
Como
r€P\Imf < f(x)=0,
o (@) = r  se fTl(z)=10

a  em que a é fixoem f~!(x)

A aplicacao g ¢é is6tona. De facto, para x,y € P com x <y, temos um dos seguintes

Casos:

o f7H(z)=0e f(y) = 0. Entao,

r<ysg()<g(y)

o f7l(z) £ De f1(y) # 0. Sejam g (z) = a, com a € f~'(z) e g(y) = b, com
be f1(y). Como

allb = a,b€ Hy ou a,be H
= QTZf(a),y:f(b)GHo ou x:f(a)ay:f(b)EHl

= 7|y

b<a = beH, e ac€ H
= y=f(0b)eHy e x=f(a) € H

= y<uz,
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concluimos que a < b, 1. e., g (z) < g (y).

o f[Tl(x)=0e f(y)#0. Sejam g(x) =z e g(y) =b, com b e f~!(y). Entao

r<y = =<y
= z€Hy, ¢ f(b)=yeH
= x<b

= g(z) <g(y).

e f[l(x)£De f(y)=0. Sejam g(x) =a, com a € f~!(z) e g(y) =y. Entao

<y = <y
= f(a)=x€Hy e ye€H
= a<y

= g(x)<g(y),

o0 que prova a isotonia de g. Seja z € P. Uma vez que f~1 (f (z)) # 0,

faf(x) = fglf (@)] = [ (a)

onde a é fixo em f~1 (f (x)). Mas,

a€ [7(f(@)= fla)=[(z),

pelo que

fof(x)=f(x), VxeP

Suponhamos agora que f (H;) ¢ H;, para algum ¢ € {0,1}. Assumimos agora, sem perda

de generalidade, que existe a € Hy tal que f(a) € Hy. Por um lado, f (Hy) = {f(a)}
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pois, para z € Hy, temos

reH =r>a= ()= f(a)= f()=f(a).

uma vez que f preserva a ordem e f (a) € Hy , que é o conjunto dos elementos maximais.

Por outro lado, temos que

f(Ho\{a}) € HyU{f (a)}

uma vez que

x € Hyp\{a}

T

A

[ ()

f(x) < fla) ou f(x)=f(a)
[ ()

[ (x)

Logo, f (a) € Hy é o tnico elemento de H; que é a imagem de um objecto por f, i.e., tal

que f (a) € Im f. Portanto, {f (a)} = Hy NIm f.

Definimos agora a aplicacao g : P — P, por

¥ sex' € fl(x) fixoex € HyNIm f
g(x) = »
x caso contrario.

Vejamos que g € End(P) e fgf = f.

Sejam z,y € P tais que z < y,
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(1) Se z,y € HyNIm f, entdo x e y s@o minimais, donde:

r<y = x=y, [y é elemento minimal]
= g(2) =g

= g(z)<g(y).

(1i) Sex € HoNIm f ey ¢ HyNIm f, entdo g (z) =2/, tal que f(2') =xeg(y) =y

<y = x=y ou x<y
= g(x)=g(y) ou yeH

= g(r)<g(y) ou g(y)=y¢€ H,

pelo que, para provar o pretendido, basta verificar que 2’ = g (x) € Hy. Suponhamos que

2’ € H,. Entao,

rdeH = f(@)=f(a)=zx=f(a) =z € H NInf

o que é absurdo porque por hipétese x € Hy NIm f e Hy N H; = (). Logo, 2’ ¢ H;, ou
seja, ' € Hy.
(¢7i) Se x, y ¢ HoNIm f, entao g(v) =z eg(y) =y, ex <y=g(z) <g(y).
Portanto, a aplicacao g preserva a ordem.

Seja z € P. Entao
faf (@)= fglf ()] = f ()

tal que o’ € f~1(f (z)) # 0, ou seja, f (2') = f (z). Logo

fof (z)=f(z),Yxe P. O
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Lema 2.5. Se P = N, 3, entio End(P) € regular.

Demonstracao. Seja Hj o conjunto de todos os elementos minimais e H; o conjunto
de todos os elementos maximais. Seja ag o elemento minimal de P tal que ag < z, para
todo x € Hy, e seja a; o elemento maximal de P tal que a; > z, para todo x € H

Sejam Sy = HoU{a1}, S1 = HiU{ap} e f € End(P). Vejamos que existe g € End(P)
tal que f = fgf.

1° Caso) Suponhamos que f (Sp) C Sy e f(S1) C S;.

Entao, f aplica {ag, a1} em {ag, a1} e como f (ag) < f (a1), uma vez que f € End(P),
temos uma das seguintes situacoes:

(2) f(ao) = f(a1) = ax;

(@) [flao) = [f(ar) = ao;

(1ii)  f(ap) =ap < ay = f(a).

Estudemos cada uma delas:

(i) Suponhamos que f (ap) = a;. Entao, f (S1) = {a1}, uma vez que

r€S, = xz€H ou x=ag
T > ag

f(x) = [ (ao)

vl

f(x) =ay, l[a; é elemento maximal] .

Definimos a aplicagao g : P — P, por

a;  sex € HyU(Hp\Im f)

g(x) =
b em que b é fixoem f~!(x) ex € HyNIm f

Vejamos que g preserva a ordem.

30



Sejam x,y € P tais que x < y.

e Sex,y € HyNIm f, temos que

<y = =Yy
= g(z) =9y

= g(z) <g(y);

e Sez,y € H U(Hp\Im f), temos que

g(x)=ar=g(y),

pelo que g (z) < g (y);

e Sex € HiNIm f ey € Hy U (Hy\Im f), temos que g (y) = a; pelo que g (x) <
a1 =g (y);
e Sex € HHU(Hy\Im f) ey € HyNIm f, implicaria x = y, o que é impossivel porque

os conjuntos sao complementares.

Concluimos entao que g € End (P).

Provemos agora que fgf (x) = f (x), para todo o z € P.

Para todo x € P, f(z) =a; ou f(x) € HyNIm f. Assim, temos duas situagoes:

> f(z) = as=g(f(z)=a1= fgf () =a1 = [ ()
> f(z) € HoNnlmf=gf(x)=>bcom f(b)=f(z)= fgf (v) = f(x).

Logo, para todo z € P, fgf (z) = f(x).

(i7) Seja f (a1) = ag. O argumento dual ao apresentado em (i) permite-nos concluir
que f (So) = {ao}
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Seja g : P — P, a aplicagao definida por

Qg sex € HyU (Hl\lmf)
g(x) =
b em que b é fixoem f~'(z) ex e H NIm f

Argumentos duais aos apresentados em ) permitem-nos concluir que g preserva a ordem

efof =1

(74i) Suponhamos, finalmente, que f(ag) = ag e f(a;) = a;. Seja g a aplicagao

definida por

;
aq Se T = ap

QAo se X = Qo

x sex € P\Im f

b em que b é fixo em f~!(x) e x € Im f\ {ag,a;}

\
Vejamos que g € End(P) e fgf = f.

Sejam x,y € P tais que x < y. Entao,

r<y = x=y ou x<y
= g(@)=g(y) ou y=u
= g(@)<g(y) ou g(y) =
= g(z) <g(y)

i.e., g preserva a ordem.

Seja x € P. Como f (z) € Im f, temos que

a;  se f(z) =
glf @] =4 av se f(x)=ag
b em que b é fixoem f71(f (z)) e f(x) € Im f\ {ap, a1}
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Assim,

(fla) sef@@)=a
folf (@)] = flag)  se f(x)=ag
| S(b)  se f(b)=f(z), com f(x) ¢ {ao,ar}
( ax se f(z) =
= Qo se f () = ao
| F@) s (@) ¢ fan )
= [(z)

2° Caso) Tendo em vista a dualidade patente na demonstragao do 1° caso, podemos
assumir, sem perda de generalidade, que f (S1) € Si, ou seja, existe b € f(Sy) tal que
b ¢ S;. Mas, como P = H, U Hy,

bd S &b H U{a) < be H\{ao}

Seja ¢ € S tal que f (¢) =b. Entao, ¢ € Hy ou ¢ = ag e f(c¢) é minimal.
Mas,
c=ay= f(ag) = f(c) =0

ceHi=ay<c= f(a) < f(c)=be Hy\{ao} = f(ap) = f(c)=b.

Concluimos entao que f (ag) = b.

Vejamos primeiro que f (S7) C {b, a1} . De facto, temos que

reS, = x€H ou x=ag
= ay <z ou T=ag
= fla) < f(z) ou f(z)=f(ao)
= b<f(x) ou f(z)=0

33



= f(x)=a ou f(z)=0b
= f(x)€e{bar}.

Consideremos agora f (Sp). Temos que,

r€Sy = wz€Hy ou z=aq
= r<a Ou IT=a
= x<aq

= f(z) < fla) [f € End(P)].

Tendo em conta que f (a;) € {b,a;}, vejamos cada uma das seguintes situagoes:

(a) Suponhamos que f (a;) =b. Entao f (Sy) = {b}. De facto, para x € Sy temos,

reSy = f(x)<b

= f(z)=0b [be Hy\{ap} ¢ elemento minimal].

Se f ¢é constante, fixamos g = f. Caso contrério, definimos a aplicagao g por

aop se T # ay
g(x) =
Yy com y fixo em f~1(a;) se x = a;.

Assim, para z,y € P temos que
r<y = x=y ou x<y

= g(x)=g(y) ou (y=a er#a)

= g(@)<g(y) ou g(y)=g(a)=c com, f(c)=a

Por outro lado, ¢ ¢ Sy = Hy U {a1}, porque f(Sy) = {b} e f(c) = a1 # b. Logo,
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ce Hi\{a1} e

Portanto, g preserva a ordem.

Vejamos agora que fgf (z) = f (z), para todo x € P.

e Para x € Hy temos, f (z) = b porque Hy C Sy e f (Sy) = {b}, donde,

faf (x) = fglf (@)] = flg(b)] = f(a0) = b= f(x).

e Para x € Hy temos, ou x = a; ou x # a;.

Se x = ay, entdo f (a;) = b, por hipétese, e

f9f () = fglf ()] = flg (0)] = f(ao) = b= [(ar) = f(2).

Se x # ay, entdo ou f (z) = ay ou f (z) # a;.

Para f (z) = a1, temos

glf @] =g(a) = fglf (0)] = fg(a) = f(y) = ar = [ (x).

Para f (z) # a1, temos

glf @) =ao= fglf ()] = f(ao) = b= f(x)

porque f(S1) C {b,a1}, z € Hi C Sy e f(x) # ay, pelo que f(z) =b.

(b) Suponhamos que f (a;) = a;. Entao f(Sy) C Sp. De facto, para = € Sy temos

reSy = f(r)<ay

= f(z)€Hy ou f(z)=a
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= f (ZL’) € 5.
Seja g : P — P a aplicacao definida por

a; se x € Hy
g(x)=4¢ = se v € Sp\ Im f
c com ¢ € HyN f~!(x).

Prova-se que g € End(P) e fgf(z) = f(x), para todo x € P. Na verdade, para

r,y € P, vem que

<y = x=y ou x<Yy
= g(x)=g(y) ou (r€ Hy ey=ay)

= g(@)<g(y) ou g(y)=a.
Mas, x € Hy donde, pela definicao de g,

r  sex € So\Imf
g(x) =
¢ comc€Hyn f~(x).

* Se g(v) =z entdo, v < a1 = g (y), ou seja, g (v) < g (y).

e Se g(x) = ¢, com ¢ € HyN f~!(x) entdo, ¢ < a; = g (y), ou seja, g (z) < g(y).

Logo g preserva a ordem.

Vejamos agora que fgf (x) = f(x), para todo x € P. Seja x € P. Entao x € Hy ou
xr € Hy. Por um lado,

re€Hy = f(x)eSy e f(x)elmf
f(x) € HoNnIm f
f () = ar

=
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Por outro lado,

re€H = f(x)=0b ou f(x)=ay, porque f(S;) C{b,ai}.

Mas,

e Se f(r) = ar, entio g[f (2)] = g(ar) = a1, o que implica que f g (f (2))] =
flar) = a1 = f(x).

e Se f(x) = b, entao g[f (z)] = g(b) = y com f(y) = b, o que determina que
Fla(F @)= fg®)=rfy)=b=f(x).
Logo, fgf (x) = f (x), para todo z € P. O

Lema 2.6. End(Q) € regular.

Demonstracao. Seja f € End(Q) e sejam Hy = {a,b,c} e H = {x,y,z} os

conjuntos de todos os minimais e o conjunto de todos os maximais onde x = aVVb, y = aVc

ez=bVe.
T Y z
a b c

Consideremos primeiro o caso em que f (H;) C H; para i € {0,1}.
(i) Suponhamos que |f (H;)| < 3 para i € {0,1}, ou seja, f nao é injectiva. Entao
|f (Hi)| = Tou [f (Hy)| = 2.
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Se f?(H;) = f (H;) parai € {0,1} entao a restrigao de f a f (H;) ou é constante ou
¢ uma transposicao. De facto, se |f (H;)| = 1, entao f |pu,)=id e se |f (H;)| = 2, entdo
[ ry=id ou f |y, é uma transposicao.

Logo, f? | = 1d |f(m,), 1. e., para todo z € H;, f3 (z) = f (x), pelo que f é regular.

Assumamos, sem perda de generalidade, que f2(Hy) # f(Hy), onde f(c) = b e
f)=f(a) =a

e Para |f (H;)| = 1 definimos a aplicacao g : Q — @ por

b ser=a
g@)=9 ¢ sexec{bc}

z sex € Hy.
Vejamos que g € End (Q).
Sejam «, § € Q). Entao,

a<f = a<fB ou a=p

= (.0) € {(a,2),(a,9),(b,7),(b,2), (), (¢, 2)} ou a=p.

Assim, se a < 3, temos que

a =b e B=r=>g(a)=c<z=g(f)
a =b e f=z=g(@)=c<z=g(p)
a =c e f=y=>g(a)=c<z=g(pB)
a = c e B=z=g(a)=c<z=g(p)



donde concluimos que g () < ¢g (). Como o = [ implica que g (o) < g (), depreende-

mos que g preserva a ordem.
Vejamos agora que fgf = f.
Como |f (Hy)| = 1, temos que f (z) = f (y) = f (2) = 2.
Seja a € (). Entao,

(a) = f(b) =a=f(a)
(a) = f(b)
(b) = f (c)

a = a= fgf(a)=fg
g
g
f9(x)=[(z)=f(z)
fg
fg

a = b= fgf(b)
a = c=fgf (o)

f
f

a = z=fgf(z)
() = f(z) = [ ()
() = f(2).

a = y=fgf (y) =
a = z= fgf (2)

e Para |f (Hy)| = 2, temos que f(y) = f(z) =z e f(x) =y. De facto,

aVe=y = a<y e c<y
= [la)<fly) e fl)<[(y)

= a< f(y) e b< f(y)

= fly) ==
bVe=2z = b<z e c<z
= f)<f(2) e flo=[(2)
= a<f(z) e b f(z)
= f(z)==x



aVb==zx

= a<z e b<zx

= fla)<f(z) e

= a<f(xr) e a<f(x)
= a< f(x)

= fz)=y

Neste caso, definimos a aplicagao g : ) — @) por

<a b ¢ x vy z)
g= :
a c by x z

Vejamos que g € End (Q) e fgf = f.

Sejam «, § € @, tais que a < (8

a<f = a<fB ou a=p

= (@, 0) € {(a,2),(a,y),(b,2),(b,2),(¢,y), (¢, 2)}

Considerando a < (3, temos que

a = a e
a = a e
a = b e
a = b e
a = ¢ e
a = ¢ e

donde concluimos que g (o) < g (). Como a = [ implica que g («)
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preserva a ordem.

Vejamos agora que fgf = f. Seja a € (). Entao,

Logo fgf = f.
(i)

um tdnico supremo, f(H;) =

seguintes aplicagoes

a b
f1 |Ho=

b c

a b
Ja |Hy=

c b

Vv f(b)

xr
fl |H1: (
z
x
f4 |H1: (
z

< f(x)

e como f (a)

<

8

SN

a= fgf(a) = fg(a) = f(a)
b= fgf (b)=fg(a)=f(a)=a=f(D)
c= fgf(c)=[fg(b)=f(c)
= fof (@)= fg(y) = [ ()
y=f9f(y) = fo(x)=f(y)
2= fof(2)=fg(@)=fly)=z=[(2).

Suponhamos agora que |f (Hp)| = 3. Uma vez que cada par de minimais tem

H,. De facto, se f(Hy) = Hyp, entao f |y, é uma das

b ¢ a b ¢
) f2 |H0 ( ) 9 f3 |H0: ( ) )
a ¢ c a b
b ¢ a b c
)7 f ’Ho ( )7 f6 Ho( )
c b a b c
, [ (a < fly V f(c) < f(z), temos que
) fo lim= ( ),f”l(x“),
Yy z x

T Yy z

)7f5|H1 ( Z)?fﬁlHl( )
x Yy Tz

x Yy z

Portanto, f ¢ uma bijeccao que preserva a ordem e, portanto, f~! preserva a ordem.
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Consideremos agora o caso que f (H;) ¢ H; para algum i € {0,1}. Assumamos, sem

perda de generalidade, que f (a) € Hy, ou seja, que f (Hy) N Hy # (). Entéo,

{“” ;»{ F@OST@ | = s =r)
<7

a<y

1° Caso) Suponhamos que f (a) > a. Entéo f (a) = x ou f (a) = y. Suponhamos,

novamente sem perda de generalidade, que f (a) = x.

Vejamos que f (b) € {a,b,z}.
= fla) vV f(b) < f(x).

Mas, f (z) = f (a) = x, donde z V f (b) = z, ou seja, f(b) € {a,b,x}.

(i) Seja f(b) = z. Entao,

fove =f(z)
FO)V fle) < f(2)
xV fc) < f(z)

z < f(2)

x = f(z) [z éelemento maximal].

bVe=z

T

Logo, f(z) = f(y) = f (2) =z, ou seja, f(Hy) ={z} e f(c) € {a,b,x}, uma vez que
zVfle)<fz)eaVfl)<zse fc)<ua.

Assim, definimos a aplicagdo g : Q — @ por g (Hy) = {c} e g (H1) = {z}. Como ¢ < z,

temos que g € End (Q) .

Provemos agora que fgf = f.
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Se a € Hy, entao

faf (@) =fglf (@)= flg(@)]=f(z)=2=f(a).

Se o € Hy, entao a € {a,b,c}. Mas,

a = a= fgf(a)=fglf(a)] = fg(z)=[f(2) =2 =f(a) = f(a)
a = b= fgf(a)=fglf O)] = fg(x)=f(z) =2 =[(b)=[(a).

Para a = ¢ temos que ou f (o) =a ou f(a) =bou f(a) =x. Como

fla) = a= fgf(a) = fg(a) = f(c)= f(e)
fle) = b= fgf(a)=[fg ()= [(c)=[(a)
flo) = 2= fgf(a)=fg(z)=f(2) =2z =f(a),

podemos concluir que f é regular.

(72) Suponhamos que f(b) = a. Uma vez que z > b e f € End(Q), vem que
f(z) > f(b), ouseja, f(2) > a,donde f(z) € {a,z,y}.

Seja f (z) = a. Entao,

c<z = flo)<f(z)=f(c)<a

= f(c)=a |aé elemento minimal].

Assim, definimos a aplicacao g: Q — Q por g(z) =y e g(Q\ {z}) = {c}. Como ¢ < y,
vem que g € End (Q).

Vejamos agora que fgf = f. Como

a = a= fgf(a)=fglf(a)]=fg(z)=[f(y) =z =f(a)=f(a)
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a = b= fgf(a)=fg[f (V)] = fg(a)=f(c)=a=[f(b)=f(a)
a = c= fgf(a) = fgl[f(c)] = fg(a) = f(c) = [(a)

a = z= fgf(a)=folf(@)]=Ffg(x)=f(y)==

a = y= fof(a)=folfW]=rol@)=fw)=/r

a = z= fgf(a)=fglf(2)]=fg(a) =f(c)=a

vem que fgf (a) = f(a), para todo « € Q.

=[(z)=[f(e)
a)
=f(z)=[(a)

Continuando a assumir que f (b) = a, suponhamos agora que f (z) = x. Assim,

cVz=z = f(cVz)=f(2)
= [V [f(z)<[f(2)
= fogvae<z
= fl)<=z
= f(c) e{a bz}

Neste caso, definimos a aplicagao g : Q — @ por g (Hy) = {2z}, g(a) =be g(Hy\ {a}) =

{c}.

Vejamos que g € End (Q) . Sejam «, 5 € @ tais que a < 3

a<fpB = a=foua<f

= a=fou (o)) c{lax),(ay),(b2),02),(y), (=2

(a, ) =(a,2) =>a<z e
(@, 0) = (a,y) >a<y e
& g(a)=g(f) ou (a,B) = (byz) =b<x e
(a, ) =(b,z) =b<z e
(,0) =(cy)=c<y e
(a,B) =(c,2) =c<z e

)}
gla)=b<z=g(x)
gla)=b<z=yg(y)
g(b) =c<z=g(x)
gb)=c<z=yg(2)
g(e)=c<z=g(y)
glc)=c<z=yg(2)



a=a= fgf (a)
a=0b= fgf (a)

a=c= fgf (a)

a=z= fgf ()
a=y= fgf (a)

a=z= fgf (o)

(o,0) =(a,2) =a<z e g(a)<gl(x)
(@,0) = (a,y) =a<y e gla) <g(y)
(a, ) =(b,z) =b<x e g(b)<g(x)
g(B) ou
(a,B)=(bz) =b<z e g(b)<g(2)
(,0)=(cy) =c<y e g(c)<g(y)
\ (,0)=(c,2)=ec<z e gl(c)<g(z)
falf (@)l =fg(x) =f(2) =2 =[f(a) = f(a)
falf 0)] = fg(a) = f(b) = f(a)
fg(a)  se flc)=a f (0)
falf@Ol=q fg) sef()=b =9 fle)
fg(x) sef(o)== f(z)
a se f(c)=a
f(c) se fe)=b = f(c)=f(a)
x se f(e)=x
folf @) =fg(@)=[f(2) =2 =f(z) = f(a)
falf W] =fg@)=f(z)=x=Ff(y) =[(e)
falf )] = fg(x) = f(2) = f (@)

Logo, fgf (o) = f (), para todo a € Q.

Continuando a assumir que f (b) = a, consideremos finalmente a possibilidade de

f(z) =vy. Assim,

bVe=z = f(bVe)=[f(2)
= fO)V ) <f(2)
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= aVf(c)<y
= fl<y

= f(c) €{a,cy}.

Vejamos que f (¢) ndo pode ser ¢ nem y. De facto, se f (¢) = ¢, entao

avVe=y = f(aVe)=f(y)
= f(a)V ()< f(y)
= axzVc<zx

= c<u,

o que é absurdo. Por outro lado, se f (¢) =y, terfamos que

aVe=y = f(aVve)=[(y)
= f(a)Vf(c)<fly)
= zVy<uzx

= y<u,

o que é absurdo. Logo, f (¢) = a.

Definimos assim, a aplicacdo g : Q@ — @ por g(z) = vy, g(H1\{z}) = {2} e
g(Hy) = {c}. A aplicacdo g € End(Q) e é regular. De facto, para «, € @ temos

que

a<lfpB = a=foua<f

= g(a)=g(f) oug(a)=c<y=g(p) oug(a)=c<z=g(B)
= g(a) <g(B)
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o que prova que fgf = f.
(i4i) Consideremos finalmente o caso f (b) = b.

Seja h o automorfismo em () definido por
b (a b ¢ x vy z)
b a ¢ x z vy
Entao,
hf(a)=h(zx)=xzehf(b)=h(b) =a.

Aplicando (ii) a hf, temos que hf é regular, i. e., existe uma aplicagao ¢’ € End (Q) tal
que

(hf) g (hf) = hf.

Assim, considerando g = ¢’h, e uma vez que h é um automorfismo, temos que para

a, € Q, tais que a < 3
a<fB=h()<h(B)=d (h(a)<ghPB)=dgh(a)<dh(B)<gla)<g(p)
ou seja, g € End (Q), e

(hf)g' (hf)=hf < (hf)gf =hf
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< hlfgfl=h(f)
= fgf =[f [héinjectival,

o que conclui a demonstracao para o 1° Caso.
2° Caso) Suponhamos que f (a) = z. Entdo como f € End(Q) e aV x = z, temos

que

flavaz)=f(x) fa)V f(x) < f(x)
2V f(z) < f(2)
2z < f(x)

f(x) =z, [z é elemento maximal] .

I

Do mesmo modo,

flavy)=f(y)
fl)V fy)<fy)
2V fy) < f(y)
z< f(y)

f(y) =2 [z ¢é elemento maximal].

aVy=y

R T

Logo, f(z) = f(y) = =.

Por outro lado,

aVb Flavd) = f(z)
fla) Vv fb) < f(z)
2V f(b) <z

fb) <z

f(b) €{b,c, 2}
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flave)=[(y)
fla) v fe)<f(y)
2V f(c) <z
flo)<=2
f(c)e{bcz}.

avVec=1y

O R

Para f(b) = z ou f(c¢) = z, o 1° caso pode ser aplicado a b ou ¢ respectivamente.

Assumamos entao que {f (b), f (¢)} C{b,c}.

o Se {f(b),f(c)} = {bc}, entdo f(b) =be f(c)=rc ouf(b)=cef(c)=0,
Vejamos que ambas as hipdteses implicam que f (z) = z e f2 = f. De facto, para

f(b)=be f(c)=c, temos que

bVe=2 = f(bVe)=f(2)
FO)V fle) < [f(2)
bVe<f(z)

2 < f(2)

f(z)==z2 [z é um elemento maximal] .

T

Analogamente para f (b) = ce f(c) = b, temos que

bVe=z = fbVe)=f(2)
FO)V fe) < [f(2)
cVb< f(z)

2 < f(2)

f(z)==z2 [z é um elemento maximal] .

T
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Assim,

po) = pro=q @ eI0=c
F20) se f(b) =1
) {f[f(f:)] se f(b) = ¢
FUE®) sef(b)=b
i sefmy=c
: {f(b> so () =b
0}
P = fQ[f(c)]{fZ(b) el =r
f2e)  sef(o)=c
e ses@=b
R {f[f(C)] se f(e) =
) {f(C) se f(e) =b
flo) sef(o)=c
- 7).
Pa) = PUH@I=PE=fFEI=fE&=2=f().
Pw = PUGI=PE=1F@I=f(E=:=f)
e = PUEI=PE =R =16)

Portanto, f3 = f.

e Se {f(1),f(0)} # {bich, temos que F(B) = f(c) = bou f(b) = f(c) = c.

Assumamos, sem perda de generalidade que f (b) = f (¢) = b.

Entao,

cvz=z = [f(OV[f(z)<f(2)
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= bV f(2) < f(2)

= b< f(z2)

= f(z)e{bx,z}.

b é dual do 1° caso, pelo que, apenas nos basta provar para f(z) €

O caso f(z) =

{z,2}.

zef(b)=/[f(c)=be

z. Entao f(a) = f(x)=f(y) =2, f(z)=

Seja f (2)

-] —~~ )
= O g
I - I
N I “
=)
I ! I
— —~ —~ )
EessE E E 2
e - S
[

—_— — — —~ —~ N

N ~— ~— =

—~ = =~ o~

—_ — — — Y —

AN T . T —

~—~~ o~~~ o~ o~~~

~ . ~— ~—r ~ ~—r ~—

ou seja, f3 = f.

zef(b)=f(c)=be

z. Entao f(a) = f(z) = f (y) = f(2)

Seja f (2)

-~ G N~~~

(((((

= ~—  ~—

— — —
~— ~— ~— ~—r ~—r ~—

R B —

e T e e e e

~— ~— . ~— ~—

donde, f2=f. O
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De seguida apresentamos duas proposicoes que sao necessarias para a demonstracao

do teorema fundamental deste capitulo.

Proposicao 2.7. Seja P um c.p.o. e End(P) um mondide reqular. Se a altura de P

exceder 1, entdo cada par de elementos de P tem supremo e infimo.

Demonstragao. Suponhamos que a altura de P excede 1. Vejamos que cada par de

elementos de P tem supremo e infimo.

Consideremos a,b,c € P com a < b < ¢ e suponhamos que u e v sao elementos de P

que nao tém supremos comuns.

Uma vez que u! e v! nao se intersectam, podemos definir a aplicacdo f : P — P por

c se x € ul
f(z) = b se x € vl
a caso contrario.

A aplicacao f preserva a ordem. De facto, para x,y € P tais que x < y, e uma vez

que

xeuTiungyiyEuT
e

xGUTévngy:yEUT,
temos que

c sex €ul
f(z) = b se x € vl
a caso contrario
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c sey € ul

< b sey €
a caso contrario
= f(y).

Entao, para qualquer aplicagao g : P — P que satisfaca f = fgf, temos que g (c) € u!
e g (b) € v'. De facto,

reu = f(r)=c

= fof(x)=c
= fg(o)=c
= glc)eul
¢,

rev = f(z)=0b
= fgf(x)="0
= fg(b)=0
= g(b) evl

Mas, sendo assim, g nao pode preservar a ordem, pois b < ¢ e g(b) e g(c) nao estao
relacionados, o que contraria a regularidade de End (P) . Portanto cada par de elementos

de P tem supremo. Dualmente se verifica que cada par de elementos de P tem infimo. O

Proposicao 2.8. Seja P um c.p.o. e End(P) um mondide regular. Se P contém
elementos u,wq, w1, ws, v tais que u < w; < v, para i < 3 € wy < wi, entao {wp, w1, ws}

¢ uma cadeia.
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Demonstracgao. Seja P um c.p.o. com elementos u, wg, wi,ws, v tais que u < w; < v,

para i < 3 e wy < wi.
Se ws || wy define-se a aplicagao f : P — P por

/

U ser <wypoux < wy
f (@) wWo se r = wq
€T oy
w1 Se T = Wy
) caso contrario.

\

Vejamos que f € End (P). De facto, para z,y € P com = < y, temos uma das seguintes

situacoes:

(1) x > wy : Neste caso, y > wy, e portanto f(z) =v = f(y).

(17) x = wy : Neste caso, y > wy, e portanto f (x) = wg < v = f(y).

(1i1) x < w : Neste caso, f(x) = u, pelo que f (z) < f (y) qualquer que seja
f ).

(1v) x || w1: Neste caso, hd quatro subcasos a considerar:

(1) Sex < wgentdo f(z) =wu e portanto f (z) < f (y) qualquer que seja

()

(2) Se x> wy entdo y > wy pelo que f(x) =v=f(y).

(3) Sex =wsy entdo y > wq donde f (z) =wy <v=f(y).

(4) Sez | wyentaoy £ wy ey £ wy peloque f(x)=v=f(y);
0 que nos permite concluir a isotonia de f.

Assim, qualquer aplicacao g : P — P que satisfaga fgf = f deverd satisfazer g (wg) =

w1 e g (w1) = we, uma vez que

faf (w1) = f(w1) & fg(wo) =wo & g(wo) = w1
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fof (w2) = f(w2) & fg(w1) = w1 & g(w1) = ws.

Deste modo, concluimos que ¢ nao preserva a ordem, pois wg < w; por hipdtese e
) ) 0

g (wo) =w || wa = g (w1), 0 que contraria a regularidade de End (P). Logo, wy e ws sdo

comparaveis. Analogamente se verifica que wy e wy sao compardaveis, o que nos permite

concluir que {wp, w1, ws} é uma cadeia. O

Nos seis lemas anteriormente apresentados vimos alguns exemplos de c.p.o.’s P para
os quais End (P) é regular. O teorema seguinte exclui a existéncia de qualquer outro

c.p.o. nestas condigoes.

Teorema 2.9. Para um c.p.o. P o mondide End(P) ¢é reqular se e sé se P é uma
cadeta quase completa, uma anti-cadeia, um c.p.o. bipartido completo, ou um dos c.p.o.

M, Nog, ou Q.

Demonstragao.

(<) Se P é um dos c.p.o. mencionados, entao, de acordo com os lemas anteriormente

apresentados, End (P) é regular.
(=) Suponhamos que End (P) é regular e que P nao é descrito como no teorema.

Observemos primeiro que P é conexo. De facto, se P nao é conexo, escolhemos uma
componente de ordem A (que existe, porque P nao é uma anti-cadeia) com |A| > 1, e
uma componente de ordem B distinta de A. Fixando u,v € A com u < v, definimos a

aplicagao f € End (P) por

v sex € B
u sex ¢ B



Assim, dada qualquer aplicacao g : P — P, satisfazendo fgf = f, temos que

veA=u¢B=uecP\B=f(u=u

& fg(u)=u
& flgw]=u#v
& g(u) ¢ B

Por outro lado, para x € B, temos que

fof (@)= f(x) & [fglf(x)]=v
& fg(v)=v
& flgWw)]=v

& g(v)EB

Como u < v e g(u) e g(v) ndo estdao relacionados, concluimos que g néo preserva a

ordem, o que contraria a regularidade de End (P) . Portanto P é conexo.

Suponhamos que a altura de P excede 1. Pelo Lema 2.2., podemos assumir que P nao
é uma cadeia, i. e., que existem x,y € P tais que z || y. Se P contém uma cadeia de quatro
elementos C', entao pela Proposicao 2.7. e porque x € P, podemos concluir que existe
infimo e supremo de C'U {z}. Por outro lado, a Proposi¢ao 2.8. permite-nos concluir
que existe uma cadeia de quatro elementos D do qual x é um elemento. Analogamente, e
repetindo o argumento, existe supremo e infimo de DU{y} e, pela Proposi¢ao 2.8. temos
que x é comparavel a y, o que contraria a nossa hipdétese. Portanto, P nao contém uma

cadeia de quatro elementos.
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Digamos, por suposi¢ao, que P contém uma cadeia de trés elementos a < b < c.
Entao, pela Proposicao 2.7., a e ¢ sao respectivamente o minimo e o méaximo de P e,
pela Proposicao 2.8., P é isomorfo a M, para algum p, o que contraria a nossa hipétese.

Logo a altura de P é 1.

Observemos de seguida que P nao contém subconjuntos parcialmente ordenados bi-
partidos completos com dois elementos maximais e dois elementos minimais. Suponha-
mos entao que P contém tal subconjunto parcialmente ordenado com elementos minimais
Ug, Vg € elementos maximais uy, v1. Se P contiver elementos incomparaveis ag, a; com ag

elemento minimal e a; elemento maximal, entao a aplicacao f : P — P definida por

.
Ug se X = Qo
f ( ) (A} Se T = ap
€T) =
Vo se © # ag e x é elemento minimal
| U1 se r # aj e xr é elemento maximal

preserva a ordem. De facto, para x,y € P com z < y, temos que x é elemento minimal e

Uo se X = Qo
f(z) =
o se T # ag
< fly), Yf() [ug € vy é elemento minimal] .

Mais ainda, a aplicacdo g : P — P que satisfaca fgf = f terd de satisfazer g (u;) = a;
para i € {0,1}, pois

faf (ao) = f (ao) & fg(uo) = uo < g (uo) = ao

fof(a) = fla) & fg(uw) =u & g(w)=a
Assim, estamos em condicoes de concluir que g nao preserva a ordem, pois uy < up
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e g(up) = ap || a1 = g(u1), o que contraria a regularidade de End (P). Logo, cada
elemento minimal de P devera ser comparavel com cada elemento maximal, i. e., P é
um c.p.o. bipartido completo, o que contradiz a nossa hipétese de trabalho.

Mais ainda, existem dois c.p.o.’s que precisam ser excluidos como subconjuntos par-
cialmente ordenados de P. Um é o c.p.o. M = {a,b,c,z,z} coma < x, b <z, b < z,

¢ < z e nenhuma outra ordem, e o outro c.p.o. é o dual de M, que designamos por W.

IS
S
o

IS]
S
o

T z

Se M for um subconjunto parcialmente ordenado de P, entao a aplicagao f: P — P

definida por

b sea=a
fla)=<¢ ¢ sea=c
z caso contrario

preserva a ordem. De facto, para «a, § € P tais que a < 3, temos que

b sea=a
f(Oé) = c sex=c

2 caso contrario

< z=f(0).

Assim, qualquer aplicacao g € End (P) que satisfaca fgf = f, deverd satisfazer

fof(@)=f(a)& fg(b)=bsg((b)=a
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faf(e)=f(c)e fglc)=ceglc)=c
pelo que, b < z e ¢ < z implicard que g (z) é o supremo de a e c.

Uma vez que ja vimos que P nao contém um c.p.o. bipartido completo com dois
elementos maximais e dois elementos minimais, concluimos que a e ¢ tém um tunico

supremo y. Assim, o subconjunto parcialmente ordenado M U {y} é isomorfo a Q.

Como por hipdtese P # @, temos que existe um elemento o € P\ (M U {y}) e, como
P é conexo, vem que « pode ser escolhido como sendo comparavel com um elemento de

(). Sem perda de generalidade, suponhamos que o > c¢. Assim, definimos a aplicacao

f:P — P por

(
a sen—=2=x
£ (n) z sen =z
n)=
Y sen =y
c caso contrario.

\
A aplicagao f preserva a ordem, pois para m,n € P com m < n temos que m ¢é elemento

minimal e n é elemento maximal, pelo que f (m) =ce f(n) € {a,2,y,c}.
Logo, f(m) < f(n).

Mas, para uma aplicacao g € End (P) que satisfaga fgf = f, temos que
faf(z)=f(z) e fg(z) =2 g(2) =z
fafw)=fWw < fogly)=ysgy) =y

fof (@)= f(z) & fg(a)=asg(a) =1
Por um lado,

c < a=g(<gla)=2
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c < y=>9()<gly)=y

¢ < z=9()<g(z)=2

pelo que ¢ (c¢) é o infimo para {z,y, z}.

Por outro lado, como P nao contém um c.p.o. bipartido completo com dois elementos
minimais e dois elementos maximais, temos que g (¢) é o dnico infimo para x e z, e
também é o tnico infimo para y e z. Logo b = ¢, o que é absurdo.

Portanto, concluimos que M nao é um subconjunto parcialmente ordenado de P e,
por um argumento dual, W também nao é um subconjunto parcialmente ordenado de P.

Assim, uma vez que P é conexo, de altura 1, e nao contém qualquer um dos trés
c.p.o.’s anteriormente mencionados, concluimos que P s6 pode ser um c.p.o. bipartido

completo ou N, 3, 0 que prova o teorema. O
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Capitulo 3

O semigrupo ordenado dos

endomorfismos de um c.p.o.

O objectivo deste capitulo é determinarmos os conjuntos ordenados P para os quais o
semigrupo ordenado End(P) é regular e principalmente ordenado no sentido em que para

cada f € End (P), existe
f* = maz{g € End(P): fof < f}.

Como vimos no primeiro capitulo, dado f € End (P), se f* existe, entdao ff*f = f, pelo

que f* é a maior pré-inversa de f.

O teorema que se segue prova que o Unico c.p.o tal que o semigrupo ordenado dos

endomorfismos é regular e principalmente ordenado é o dual de uma cadeia bem ordenada.

Teorema 3.1. O semigrupo ordenado End (P) € regular e principalmente ordenado se e

s0 se P ¢ o dual de uma cadeia bem ordenada.
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Demonstragao.

(=) Suponhamos que End(P) é regular e principalmente ordenado. Entao, pelo
teorema 2.9., P deve ser uma cadeia quase completa, ou uma anticadeia, ou um conjunto
ordenado bipartido completo K, g, ou um dos c.p.o. M,, N, g, ou ). Suponhamos, de
modo a obter uma contradicao, que P nao é uma cadeia. Se P é uma anticadeia ou M,,

ou K, s, entdo, para a,b € P com a || b, a aplicacao f,; : P — P definida por

b sexr =a
fap (x) =

T caso contrario

é is6tona e idempotente. De facto, sejam x,y € P tais que x < y. Entdo z =y oux < y.

Consideremos = < y. Para x = a, temos que y # b, uma vez que a || b, donde b < y e

fa,b (ZE) = fa,b ((l) =b< Yy = fa,b (y) .

Para x #a ey # a,

T <y=fop () =2 <y=fop(y).
Para x # a e y = a, vem que f,, (x) =x e fo, (y) = b, pelo que falta verificar que z < b
em M, ouem K,z :

Para M,, temos que a || b, ou seja, a e b sdo atomos, donde a condigdo = < y implica

que x = 0, o que por sua vez implica que x < b.

Para K, s, a condicao < y implica que x é elemento minimal e que y = a ¢ elemento

maximal, bem como b, ja que a || b. Entdo x < b, o que conclui a prova que f, 5 ¢ isétona.

Vejamos agora que f,; ¢ idempotente, ou seja, que ffb (x) = fap (z), paratodo z € P.

Se £ = a entao

3,b (a) = Jab [fa,b (a)] = Jap (b)=0b= Jab (a).

Se x # a entao
fa2,b ($) = fa,b [fa,b ($)] = fa,b (l’) :
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Assim, f,; é pré-inversa de si mesma.
Por outro lado,considerando agora f ., temos que f;, ¢ obviamente idempotente e é

pré-inversa de f,;, pois:

e se x = a, entao

fa,bfb,afa,b (CL) = fa,bfb,a (b) = fa,b (a> ;

e se x = b, entao
fa,bfb,a.fa,b (b) = fa,bfb,a (b) = fa,b (CL) =b= fa,b (b) ;
e sex #aex#b, entao

fa,bfb,afa,b (I) = fa,bfb,(z (I) - fa,b ($) .

Consequentemente, f,, < fr, e fop < fr,, pois, pela Proposigao 1.5., fr, é a maior
pré-inversa de fq .

Assim, por um lado, temos que

fa,bf;,bfa,b (0) = Jab ) < fa,bf;,b [fa,b (0)] =0
~ fa,b (f;,b (b>) =b
= fap (b) € {a, b}

e por outro lado, temos que fr, (b) > fap (0) e fr,(b) = fou(b), ou seja, fo, (b)) > be
+y (b) = a. Logo, obtemos que a > b ou b > a, consoante f;, (b) é igual a a ou a b, o
que ¢ absurdo pois a || b. Portanto P nao é uma anticadeia, nem M, nem K, g.
Suponhamos agora que P ¢ N, g com 8 > 2 uma vez que No1 = K, 1.
Sejam 3, o elemento maximal maior que todos os elementos minimais, o o elemento

minimal menor que todos os elementos maximais e (3; um elemento maximal distinto de
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Bo- Consideremos a aplicacao fg, 5, definida por

f517ﬁ0 : Navﬁ - NOC,B
Bo se x = 3

T caso contrario.

Vejamos que fg, 3, € End (N, ). Para z,y € End (N,) tais que < y, temos que:

Se x = y entdo f3, 3, (x) = f3,3, (¥) - Se x # y entao temos de considerar as seguintes

trés hipdteses:

(1) y = (4, 0 que implica que r = oy e
8,8, (€) = 5,8, (0) = a0 < By = f3,.8, (B1) = f3,.8, ()
) y = 3y, 0 que implica que x é um elemento minimal qualquer e
8180 (@) = < By = [s,.8, (Bo) = f3,.8, () ;
(1ii)  y # By ey # By, 0 que implica que = = ag e

fa,.8, (%) = 5,8, (w0) = 0 <y = f5,8, (¥)-

Portanto, fs, g, preserva a ordem. Mais ainda, fg, g, ¢ obviamente idempotente, pelo

que concluimos que é uma pré-inversa de si mesma.

Consideremos a aplicacao idy, ,. Vejamos que ela também ¢ uma pré-inversa de fg, 3,

De facto,
T81.85 (1N 5 (f3,.80 (€))] = 15, 5, (&) = fo,8, (7)

e como fg, . < f5 5 €idn,, < f5 g, obtemos que

fa,.8, (B1) < f;l,ﬁo (B1) & By < f;l,,ao (B1)
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idn, 5 (81) < f;lﬂo (B)) & 6, < f;l,ﬁo (81)

o que é absurdo pois 3, e 3, sao elementos maximais distintos. O absurdo resultou de
supormos que P” = N, g. Portanto PP nao pode ser N, g.

Suponhamos, finalmente, que P = () onde () é a coroa

Y se =z
fla)= c sea=15b
o caso contrario.

Sejam «, 3 € P tais que a < 3.

a<f = a<fB ou a=p

= (.0) € {(a,2),(a,9),(b,2),(b,2),(c,9), (¢, 2)} ou a=p.

Considerando a < (3, temos que

a = aef=z=f(a)=f(a)=a<y=f(z)=f(F)
a = aef=y= f(a)=[f(a)=a<y=[(y)=[(B)
a = bef=r= f(a)=f()=c<y=f(z)=[f(B)
a = bef=z=fla)=f(b)=c<z=[(2)=[(B)
a = cef=y=fla)=f(c)=c<y=[(y) =[(B)
a = cef=z=fla)=f(c)=c<z=f(2)=[(B),



donde concluimos que f () < f(5). Por outro lado, a = [ implica que f () = f(5),
pelo que f € End (P).

Dado que
( Yy se f(a) =1z
fla)y=flf()] = c se f(a)=10

| /(@)  caso contrério
( Y sea =1

= c sea=0b
| @ caso contrario

= [fla)

temos que f é idempotente, donde f e idp sao pré-inversas de f. Assim,

@) = f(z) e f(z) Zidp (x) & " () Zy e [ (x) >,

o que ¢ absurdo porque x e y sao elementos maximais nao comparaveis. Portanto, P nao

pode ser @), donde concluimos que P tem de ser uma cadeia.

Definimos, neste caso, para cada y € P, a aplicagao v, por

g, () =1 " sy

x se x < .

Para cada x,z € P tais que = < z, temos que

b= Y IV Y SRS

x sex <y z se 2 <y
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Definimos também, para y,z € P com y < z, a aplicagao v, , : P — P por

2 se € [y, 2]
Uy, (x) =

T caso contrario.

Vejamos que v, , ¢ isétona. De facto, para a,b € P tais que a < b, temos quatro situagoes

possiveis:

(i) a,b € [y, z] . Neste caso,

(17) a,b ¢ |y, z] . Neste caso,

Yy.(a)=a<b=17,,();

(i1i)  a ¢ y,z] e b€ ly,z]. Neste caso,

Yy.(a) =a<b<z=41,,();

(w) a€ly,z] e bély,z|. Neste caso, z < b, pelo que

Yy, (a) =2<b=1,,(b).

Por outro lado, se x > y, entao

¢yﬁy,z¢y (CL‘) = ,lvbyﬁyz (y) = 77ij (Z) =Yy= ¢y (37)

a0 passo que, se r < y, entao

by 0y, (1) = Y0,z (2) = b, (2)
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donde conclufmos que ¢, ¥, .1, = 1,. Segue-se que, para todo z > y, ¥, . < ¢, e por
conseguinte, z = 9, (y) < ¢, (y). Assim, concluimos que P tem elemento méximo,

nomeadamente 1, (y) para cada y € P.

Consideremos agora C' uma cadeia com elemento minimo em P. De modo a obter

uma contradi¢ao, suponhamos que C' ¢ infinita.

Uma vez que P tem elemento méximo, o conjunto ¢ dos maximais de C' em P ¢é
nao vazio. Assim, para cada d € C, sejam P; = {y eP:y>d,y ¢C’} e a aplicacao
¢, : P — P definida por

d sex € Py
P4 (T) = L
x caso contrario.

Vejamos que ¢, € End (P). Sejam x,y € P tais que z < y.

Para = ¢ P; e y ¢ P; temos que
pi(r) =z <y=1yp,(y).
Para x € P; e y € P; temos que
pa(r) =d=p,(y).
Para = ¢ P; e y € P; temos que

pq(r) =2 <d=p,(y),

uma vez que r ¢ P equivale a x < d ou x €C, e z €C implica > y, o que contradiz a

hipétese de trabalho.

Para x € Py e y ¢ P, temos que

g (r) =d<x <y=p,(y).
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Podemos concluir agora que ¢, é isétona.

Suponhamos agora que z € P;. Observemos que se © € P, entdo ¢, (x) = d e

V4. (d) = z, pelo que

V.04 () = 04 (d) = ¢, (2) =d = @, ()

a0 passo que, se T ¢ Py, entao ¢, () =z e Uy, () = z, pelo que

©a¥d,P4q (z) = a4, (7) = ¢4 (7)

Logo, ¢ V4.4 = ¢4, donde, para z € Py, temos que ¥4, é uma pré-inversa de ;. Como
@} é a maior pré-inversa de p,, temos que ¥4, < ¢ e, por conseguinte, z = Uy, (d) <
¢y (d) . Logo,

Vde C, d<¢;(d).

Portanto, % (d) 6 um majorante de C' e por isso ¢} (d) €C. Por outro lado, para todo

a € Py, py(a) =de o050, = 94 POis ¢ é a maior pré-inversa de ¢, pelo que

apy (d) = ©apipq (a) = 04 (a) = d.

Por definigao de ¢,, concluimos que ¢} (d) € Py, o que é absurdo pois ¢ (d) €C. Logo,

C' nao pode ser infinito.

Assim, todas as cadeias com elemento minimo em P sao finitas, o que implica que
cada subconjunto nao vazio de P tem elemento maximo, ou seja, P é dual de uma cadeia

bem ordenada.

(<) Suponhamos, reciprocamente, que P é o dual de uma cadeia bem ordenada.
Entao qualquer subconjunto nao vazio de P tem méaximo, o que implica que nao existem

aberturas de P. Logo P é quase completo, donde, pelo Lema 2.2, End (P) é regular.
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Consideremos f € End (P). Para cada x € P tal que 2! NIm f # 0 definimos

frz)=max{ye P:f(y) <a}.
De facto, a funcao f* estd bem definida, uma vez que

yecrtNnImf = JacP:fla)=y<uz
= {zeP:f(x)<z}#0

= dmax{z€ P: f(z) <z} €P,

por hipotese.

Para cada z € P, os conjuntos {y € P: f(y) < f(x)} e{ye P: f(y) = f(x)} sdo

obviamente nao vazios. Sejam entao

a=max{y € P: f(y) < f(z)}eb=max{y e P: f(y)=f(z)}.

Por um lado, temos que

a=max{y € P: f(y) < f(z)} =acPef(a)<[(z)

e, como z € {y € P: f(y) < f(x)}, vem que, z < a, e portanto, f(z) < f(a), uma
vez que f € End(P). Entao, f(a) = f(z). Assim, a € Pe f(a) = f(x), ie, a €
{ye P: f(y) = f(x)} e, consequentemente,

a<b=max{yeP:f(y)=f(z)}.

Por outro lado, temos que

b=max{yeP:f(y)=[f(x)} = bePef(b)=[(z)
— bePef(b)<f(x)
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= be{yeP:f(y) < f(x)}

= b<a=max{yeP: f(y) <f(x)}.
Logo a = b, pelo que

[ff@)=max{yeP:f(y) < f(x)}=a=0.

Assim,

(Ve eP) ffif(x)=Ff[f"f(@)]=f(a)=[(b)=Ff(z).

Mais ainda, se para cada x € Im f escolhermos e fixarmos um elemento h (z) € f~ {z},
entao, a aplicacao h : Im f — P assim definida € is6tona e injectiva. De facto, para cada

x € Im f, existe p € P tal que f (p) = z, ou seja,

fHay={peP:f(p)=a}#0,
pelo que podemos fixar um e um sé elemento de f~! {x}, zg, definindo a aplicagao

h:Imf — P

x +— xo tal que f(z9) = x.

Vejamos que h é is6tona e injectiva:

Sejam x,y € Im f tais que = < y. Sejam zq = h(x) e yo = h(y) (ie., f(xg) =z e
f (yo) = y). Suponhamos que xg £ yo. Entdo, yo < z¢ porque P, sendo o dual de uma
cadeia bem ordenada, é uma cadeia. Como f € End(P), vem que f(yo) < f(zo), ou

seja, y < x, pelo que x = y.

Assim, h (z) = h(y), i.e., yo = o, 0 que contraria a nossa hipdtese de trabalho. Logo,

zo < Yo, ou seja, h(z) < h(y).
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Sejam z,y € Im f tais que h (z) = h (y). Como

h(z)="h(y) & z0=1yo
= f(20) = f (o) [porque f é aplicacao]

= r=y [por definigao de A,

concluimos que h ¢ injectiva.

Seja g : P — P definida por

h(xy) se xy existir
g(x) = N
h(xr)  caso contrario.
Entao, g é a pré-inversa is6tona de f. De facto, pela Proposi¢ao 1.2, para cada = € P, ou

xy existe ou zp existe. Mais ainda, existindo, z; € Im f e xp € Im f, temos que h (z;) e

h(xp) estao definidos e

Tr = Yr se xy existir
r=yeP =
TFp = Yp caso contrario
h(zr) = h(yr) se xy existir N
= [porque h é aplicagaol
h(xp) =h(yr)  caso contrario

= g(x) =9y

ou seja, g esta bem definida.
Sejam x,y € P tais que x < y. Entao:

(1) se x7 e y; existem, como z; = max (! NIm f), y; = max (y* NIm f) e 2t N
Im f C y'NIm f, entdo x; < y; e uma vez que h é isétona, h (z7) < h (y;), o que equivale

a dizer que g (z) < g (y).

(17) se x; e Yy nao existem, entao rp e yp existem e estamos perante a situacao

dual de (¢). Assim, zp =min (2! NIm f), yp =min (y' NIm f) ey’ NIm f C 2" NIm f,
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pelo que xp < yp e h(xp) < h(yr), ou seja, g (z) < g(y).

(13i)  se xy existe e y; nao existe, entao yp existe e

r <y max(xlﬂlmf)Syeygmin(yTﬂImf)
rr < Yp
h(xr) < h(yr)

g(z) <g(y)

r 4 vy

(tv)  se xy ndo existe e y; existe, entao zp existe e zx = min (IT N Im f) .Seyr <,

entao

yyexte yyelmf = yrexnimf

= ztNImf #0,

pelo que z; existe, uma vez que P é o dual de uma cadeia bem ordenada, o que contraria
a nossa hipétese. Logo, y; ¢ z, ou seja, + < yr. Assim, y; € ! NIm f, pelo que

zp=min (z'NIm f) <y e

h(zp) <h(yr) < g(r) <g(y).

Estamos entdo em condigbes de concluir que a aplicagao g € End (P).
Vejamos finalmente que g é pré-inversa de f, i.e., fgf = f. Pela Proposicao 1.3,

sendo P o dual de uma cadeia bem ordenada, entao f (x), existe sempre e

fle)=f(z),
pelo que
faf (@) = f(h(f(x),)=f(z);=[(z).
Estamos entdo em condigoes de provar que End (P) é principalmente ordenado.

73



Uma vez que P é o dual de uma cadeia bem ordenada e

fT(x)=max{ye P: f(y) <z}

podemos, para cada z € Im f, escolher h(z) = f* (x) e obtermos uma nova aplicacao

f*: P — P definida por

£ () = [T (zp) se T existir

[ (xr) caso contrario

que preserva a ordem e é a maior pré-inversa de f. Na verdade, dizer que h (z) = T ()

equivale a mostrar que, para cada z € Im f, fT (z) € f~'{z}, ou seja,

ffla)=2 = z=max{yeP:f(y) <z}
= f(2) =2
= [(ff(@) =2
= fT(z)e fH{a}.

A aplicacao f* esta portanto bem definida e para x,y € P tais que z < y temos que:

(1) se zp e yp existem,

r<y = xTp<yYr
= [T (zp) < fF(yr) [f+éisétona]

& ff(z) < (y)
(2) se xp e yp nao existem, entdo x; e y; existem e

r<y = x5 <Ys
= [T () < (ur)
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& ff(x) < f(y)

(3) se xp nao existe e yp existe, entao x; existe e

r<y = x1<Yr
= [T (x) < T (yr)

& [f(z) < f(y)

(4) se zp existe e yp ndo existe, entdo y; existe e

r<y = xp <Y
= [T (zr) < (yr)

s () < (y)

pelo que, a aplicacao f* € End (P).
Vejamos agora que f* é a maior pré-inversa de f, isto é, ff*f = fese k € End(P)
é tal que fkf < f entao k < f*.

De facto, para x € P,

ff() = fr(f(x)

_ ffH(f(x)p)  se f(x)p existir
Fr(f(z);) caso contrario

= ff7(f(2)) [pela proposicao 1.3.]

= f(x)

e, se x; = max (31:l N Im f) existe, entao

fy) <z & f(y e

s fy)extnImf
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& f(y) <max (z'NIm f)

& fy) <,

pelo que

ffa)=max{y e P: f(y) <} =max{y e P: f(y) <a}=f"(x).

Assim, para cada x € P,

fhf (@) < fz) = [fkf(2)) < [f(z)
= kf(zr)e{aeP: f(a) < f(x)}
= kf(r) <max{a € P: f(a) < f(z)}
= kf(x) < fT(f(2)).

Ha dois casos a considerar:
(a) zp existe.

Neste caso, como = € Im f, temos que xp = f(z) para algum z € P e

pelo que f* é a maior pré-inversa de f.
(b) xr nao existe. Consideremos aqui também dois subcasos:
(b1) xp ndo existe porque ! NIm f = (), ou seja, nao existe a € P tal que

f (a) > x. Denotando por 1 o elemento maximo de P, temos que

'Nimf=0 = PacP:f(a)>2x
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1) #u
f() <z
le{aeP: f(a) <z}
1= f" ()

R

k(x) <1=f"(x) = f"(x1) = [ (2)

donde concluimos que f* é a maior pré-inversa de f.

(by) z'NImf # (), e xF nio existe porque nao existe min (:1:T N Im f). Neste

caso, ¢ < AN{f(y): f(y) > x}. Repare-se que A\{f (y): f(y) > x} existe, pois sendo

P o dual de uma cadeia bem ordenada, a juncao de um elemento minimo, transforma-a

numa cadeia completa.

Mais ainda, se zp nao existe, entao existe zy € Imf e oy < A{f(y): f(y) > z}.
Logo, existe [ (A{f (y) : f (y) = }).

Por outro lado, de

<P (ANFW W 2a) & FESATW: T2
& z§/\{f+ (y): f y)zz}

concluimos que

AW 2a) = A ) ) =2}

w
&
IN

k(/\{f(y):f(y)Ex}) [porquek:EEnd ex</\{f )zzx}]

I IA
> >
/—'H/-“?;
3z
@
Qﬁ

\/
IV s
HH—’
—
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- F(AU®: T za).

Mais ainda, se f(2) < A{f (y): f(y) > x}, temos necessariamente que f (z) < x. De

facto, se f(z) > z, zr = min (xT N Im f) existiria, o que contradiz a nossa hipdtese.

Logo,
PN f @) =a)) = @) = [ o) = [ (@)

Portanto, k () < f*(z) .

Acabdmos de provar que em qualquer dos dois casos k (x) < f*(z), pelo que k < f*.

Consequentemente, End (P) é principalmente ordenado. O

Convém salientar que, ao contrario dos casos em que P é uma anti-cadeia, N, ou

K, g, neste caso nao faz sentido considerar a aplicagao fg, 3,, definida por

By se x = 3

x caso contrario,

fo0.6, () =

pois esta nao é is6tona. De facto, supondo que fg 5, preserva a ordem e, considerando

o caso de v < y com y = 3, temos que x pode ser um elemento minimal qualquer e

x = fp,8, (¥) < fa,.8, (V) = f5o.8, (Bo) = B,

ou seja, x < (3, qualquer que seja x, o que é absurdo pois 3, # [, € 3, é o Unico elemento
maximal maior que todos os elementos minimais. O absurdo resultou de supormos que

fﬁoﬂl € End (Naﬂ). Logo, fgo,gl §é End (Naﬁ).
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