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Representacdes na aprendizagem da derivada de uma funcéo por alunos do
ensino secundario

Representations in the learning of the derivative of a function by secondary school
students

Floriano Viseu?!

Resumo

Este estudo tem como objetivo averiguar o contributo das representacfes na aprendizagem da derivada de uma
fungdo de alunos do 11.° ano. Adotando uma abordagem qualitativa e interpretativa, recolheram-se os dados
através das resolugdes de tarefas realizadas pelos alunos. Os resultados apontam que, apesar da tendéncia para a
representacdo algébrica, as representagdes numérica, tabelar e grafica também foram usadas. A representacao
numérica e a algébrica foram usadas essencialmente para determinar a imagem de um dado objeto, em
particular, no caso de extremos relativos. A representacao gréafica foi utilizada no estudo comparativo da funcéo
com a sua funcdo derivada ou sempre que os alunos pretendiam uma imagem global do comportamento da
fungdo. A representacdo tabelar foi usada essencialmente para estudar a monotonia e 0s extremos relativos de
uma funcdo, e, em alguns casos, na conversao entre a representacgao algébrica e grafica.
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Abstract

The main goal of this study is to verify the contribution that representations give to the learning of the derivate
of a function by 11th grade students. Adopting a qualitative and interpretative approach, the data was collected
through the students’ resolution of tasks. The results indicate that, in spite generalized use of the algebraic
representation, the numerical, the tabular, and the graphic representations were also used. The numerical and
algebraic representations were used essentially to determine the image of a given object, in particular, in the
case of relative extremes. The graphic representation was used to compare a function with its derivate function
or whenever the students wanted a global image of the function behaviour. The tabular representation was used
essentially to study the monotony and the relative extremes of a function and, in some cases, in the conversion
between the algebraic and the graphic representation.

Keywords: Learning of the derivate of a function; Representations; secondary school students.
Introducéao

Este estudo incide sobre o ensino e a aprendizagem do tema derivada de uma fungéo
numa turma de Matematica A% do 11.° ano de escolaridade do curso de Ciéncias e
Tecnologias, com recurso a conexdo entre as diferentes representacdes de conceitos deste

1 Doutor em Educacédo, Especialidade de Didatica da Matematica, pela Universidade de Lisboa. Professor do Instituto de
Educacdo da Universidade do Minho, Portugal. E-mail: fviseu@ie.uminho.pt.

2 O sistema de ensino portugués engloba 12 anos antes da entrada no ensino superior, assim como a generalidade dos paises
do mundo. Desses anos, 0s primeiros nove correspondem ao ensino basico e os trés Gltimos ao ensino secundario. No ensino
basico (formado por trés ciclos: o primeiro de quatro anos, e com professor Unico, o segundo de dois anos, e o terceiro ciclo
de trés anos), o curriculo da disciplina de Matematica ¢ igual para todos os alunos. Nos tés anos de ensino secundario, no
qual os alunos comegam a ser encaminhados para um grupo de cursos do ensino superior, 0s curriculos da disciplina de
Matematica divergem, de acordo com os cursos de Ciéncias, Humanisticos, Tecnoldgicos ou de Artes.
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tema, a calculadora grafica e a estratégias de ensino que apelaram a intuicéo e a observacao

grafica. Como defendem Teixeira, Precatado, Albuquerque, Antunes e Néapoles (1998), “o
estudo das fungdes (...) deve ser feito colocando em primeiro plano abordagens graficas e
intuitivas e relacionando de forma sistematica abordagens graficas e analiticas” (p. 8). Trata-se
de um tema que é contemplado pelas sucessivas reformas curriculares de Matematica no
ensino secundario e cujas orientacfes metodolégicas tém vindo a valorizar um ensino que
explore materiais tecnoldgicos que promovam e possibilitem a utilizacdo das varias
representacbes de um mesmo conceito, em detrimento de um ensino predominantemente
analitico. Diversos autores advogam a importancia do recurso as varias representacées no
estudo de conceitos de derivada de uma fungédo para a sua compreensao, tais como Azcarate,
Casadevall, Casellas e Bosch (1996), Dreyfus (2002), Duval (2012), Ferri-Mundy e Graham
(1993), Ferri-Mundy e Lauten (1994), Ruthven (1993) e Tall (1994). Como se trata de um
tema que é iniciado no 11.° ano de escolaridade, ganha relevancia que a introdugdo e a
sistematizacdo dos seus conceitos atendam a conexdo entre as diferentes representacdes. Por
exemplo, no ensino do conceito de derivada, se os alunos tiverem a oportunidade de explorar
e sintetizar as relagdes que existem entre a informacdo analitica e grafica desenvolvem uma
compreensdo mais rica do conceito do que se trabalharem somente com processos analiticos
(Dreyfus, 2002). A visualizacdo da representacdo grafica potencia a compreensdo de
conceitos matematicos (Azcarate et al., 1996; Dreyfus, 2002; Tall, 2002). As recomendacdes
do NCTM (2008) sdo no sentido de privilegiar os aspetos intuitivos e relacionais a partir da
representagdo grafica, em que a intuicao, segundo Tall (2002), ¢ vista como “o produto das
imagens mentais do individuo” (p. 14).

Com os recursos tecnoldgicos que estdo a disposicao dos alunos e do professor, a
exploracdo das diversas representacdes de um conceito matematico torna-se mais acessivel
(Dick, 1996). Entre os recursos tecnologicos a utilizar no estudo da derivada de uma fungéo
destaca-se a calculadora grafica por possuir as desejadas capacidades computacionais e
porque, atualmente, a maior parte dos alunos portugueses do ensino secundario possui uma, o
que lhes permite resolver individualmente as tarefas propostas e “construirem um
conhecimento mais rico do conceito de derivada com recurso as conexdes entre as trés
representacGes [algébrica, grafica e numérica]” (Dick, 1996, p. 45). A valorizagdo que as
recomendac@es atuais da educacdo matematica dao a utilizacdo das diferentes representacdes
para 0 ensino de conceitos matematicos levou a averiguar o seu contributo na aprendizagem
de topicos de derivada de uma funcéo.

O ensino das derivadas no ensino secundario

A introducdo das derivadas no programa do Ensino Secundario de Portugal, ocorreu
em 1905 na 7.2 classe do curso complementar de Ciéncias no capitulo destinado & Algebra.
Desde a sua introducéo “no plano de estudo do ensino liceal, no ano de 1905 até ao final do
século XX, com excec¢do da reforma (...) em 1936, em que aquela foi suprimida, assistimos a
uma afirmacdo e aumento do espaco dedicado” (Aires & Vazquez, 2004, p. 120). As
aplicacOes das derivadas apenas comecaram a fazer parte do curriculo escolar a partir da
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reforma de 1954 mantendo-se até aos dias de hoje. Atualmente, o tema derivada de uma

fungéo faz parte dos programas dos 11.° e 12.° anos de escolaridade. No que diz respeito ao
11.° ano, o tema das funcBes tem como um dos objetivos introduzir topicos do célculo
diferencial. Esta introducdo inicia-se, analiticamente, com a definicdo de derivada de uma
funcdo num dado valor do seu dominio — como sendo o limite da razdo incremental na
vizinhanca desse valor —, 0 que geometricamente é associado ao declive da reta tangente ao
grafico da funcdo no ponto que tem de abcissa tal valor (Portugal, 2014). Na fase seguinte a
definicdo de derivada, o programa sugere a aplicacdo desta nocéo a cinematica do ponto, o
estudo das operacdes com derivadas pela definicdo e pela aplicacdo de regras de derivacdo de
algumas fungbes simples, a aplicagdo da nocdo de derivada ao estudo de funcdes e a
resolucédo de problemas de otimizagé&o.

No processo de ensino e aprendizagem de matematica, dependendo da tarefa ou do
conceito em estudo, sdo utilizadas as representacdes algébricas, numéricas, tabelares e
graficas das funcBes. Para cada uma dessas representacdes existem diferentes vantagens em
termos de compreensdo e aplicacdo dos conceitos (Friedlander & Tabach, 2001; Tall, 2002).
Dreyfus (2002) considera que o sucesso na disciplina de Matematica depende da riqueza das
representacGes mentais dos conceitos matematicos, ao defender que “uma representagdo é
rica se conttm 0 maior nimero de conexdes das propriedades do conceito” (p. 32). A
aquisicdo de flexibilidade no tratamento das diferentes representagbes dos conceitos do
calculo diferencial € um passo necessario para a introducdo posterior do célculo formal,
assegurando uma sélida base para compreender os conceitos e métodos cada vez mais
abstratos, que se constroem a partir do 11.° ano de escolaridade. Apesar das representagfes
terem um papel importante na Matematica, os alunos tendem a confiar mais na manipulacao
de expressdes analiticas do que na utilizacdo da visualizacdo, restringindo, por vezes, o seu
pensamento apenas a uma representacdo sem um significado efetivo (Dreyfus, 2002). Como
refere Vinner (1989), os alunos tendem a evitar a argumentagéo visual. Como a representagéo
visual torna a compreensdo dos conceitos da funcdo derivada mais profunda e permite
perceber a relagdo entre esses conceitos (Dreyfus, 2002), o NCTM (2008) recomenda a
conexd@o entre as varias representagdes nas atividades de ensino e de aprendizagem por
promoverem o raciocinio, a comunicacdo matematica e suportarem “o desenvolvimento dos
conhecimentos” (p. 422).

As representacdes no ensino de fungoes

O pensamento matematico envolve diferentes processos, com destaque para a
visualizagdo por se tratar de “um processo através do qual as representagdes mentais ganham
sentido” (Dreyfus, 2002, p. 31). Para Duval (2012), compreender um conceito matematico
implica sermos capazes de diferenciar o objeto matematico da representacdo que o torna
acessivel: “os objetos matematicos (...) ndo sdo objetos diretamente percetiveis ou
observaveis com a ajuda de instrumentos” (p. 106). A unica forma de lhes ter acesso e lidar
com eles é a utilizacdo de simbolos e representacbes. O termo representacdo significa,
segundo Goldin (2002), “uma configuragdo que pode representar qualquer coisa de
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determinada maneira” (p. 208), como por exemplo na forma de imagens e de objetos

concretos (Gagatsis & Elia, 2004).

Vaérios autores diferenciam as representacfes entre as externas e as internas (por
exemplo, Dreyfus, 2002). As representacBes externas sdo personalizacdes de ideias ou
conceitos — como sdo exemplo os mapas, as tabelas, os graficos, os diagramas, os modelos e
sistemas de simbolos formais —, através da “escrita ou da oralidade, geralmente com o
objetivo de tornar a comunicacdo sobre o conceito mais facil” (Dreyfus, 2002, p. 31).
Friedlander e Tabach (2001) distinguem quatro modos diferentes de representacdo externa,
gue consideram serem essenciais no ensino da matematica e, mais especificamente, no ensino
de topicos algébricos: (i) verbal; (ii) numérica; (iii) grafica; e (iv) algébrica.

As representacfes internas sdo as construgfes cognitivas que se formam na mente de
um individuo (Goldin, 2002), designadas comummente por imagens mentais, que
correspondem a ‘“esquemas internos ou quadros de referéncia que uma pessoa usa para
interagir com o mundo exterior. E o que ocorre na mente quando se pensa numa determinada
parte do mundo externo e pode variar de pessoa para pessoa” (Dreyfus, 2002, p. 31). Para
Almeida e Viseu (2002), este tipo de representacGes ndo sdao diretamente observadas e, por
vezes, sdo encaradas como modelos mentais ou cognitivos referindo-se a esguemas,
conceitos, concepcdes ou objetos mentais.

Para Duval (2012), as representacdes podem ser mentais, internas ou computacionais
e semioticas. Para este autor, as representagdes mentais consistem num conjunto de imagens
e concecdes que um individuo pode ter sobre um objeto, sobre uma situacdo ou sobre aquilo
que esta associado ao objeto ou & situacdo. Tais representacdes estdo associadas a
interiorizacdo das representacdes externas. As representacfes internas ou computacionais sdo
aquelas que privilegiam o tratamento de uma informacao, que por sua vez se caracteriza pela
execucdo automatica de uma determinada tarefa, a fim de produzir uma resposta adaptada a
situacdo. Estas representacOes tratam, assim, da codificacdo de uma informacdo. As
representacGes semidticas sdo producdes constituidas pela aplicacdo de simbolos pertencentes
a um sistema de representacdes que tem inconvenientes proprios de significacdo e de
funcionamento. Uma figura geométrica, um enunciado em lingua natural, uma formula
algébrica, um grafico sdo representacGes semidticas que exibem sistemas semidticos
diferentes. Tais representac@es sdo externas e conscientes ao individuo e realizam a funcéo de
tratamento de forma intencional.

O termo registo de representacdo semiotica é usado por Duval para indicar diferentes
tipos de representacdo como, por exemplo, a escrita em lingua natural, a escrita algébrica, as
tabelas, os graficos cartesianos e as figuras. Segundo Duval (2012), os registos de
representacdo semiotica sdo caracterizados por trés atividades cognitivas: a primeira € a
formacdo de uma representacdo identificavel, a segunda é o tratamento, que € uma
transformacéo que se efetua no interior de um mesmo registo; a terceira € a conversdo, que é
a transformacdo da representacdo de um objeto matematico em outra representacdo desse
mesmo objeto.
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Para além dessas atividades cognitivas, Duval (2012) distingue duas outras atividades

distintas, a codificacdo e a interpretacéo, que ndo devem ser confundidas com a conversdao. A
interpretacdo “requer uma mudanc¢a de quadro tedrico ou uma mudanga de contexto. Esta
mudanca ndo implica mudanga de registo” (Duval, 2012, p. 273). A codificagdo “¢ a
‘transcricdo’ de uma representagao em outro sistema semidtico diferente daquele em que ¢
dado inicialmente” (Duval, 2012, p. 273). Esta transcri¢do, ao contrario da conversio, €
efetuada aplicando regras de correspondéncia ou utilizando listas de substituicGes
inicialmente estabelecidas que “sdo efetuadas diretamente sobre os significantes que
compdem a representacdo, sem considerar a organizacdo da representacdo, nem o que ela
representa’” (Duval, 2012, p. 273).

As multiplas representacdes poderdo ajudar na compreensao dos conceitos, porque as
“conexdes entre as multiplas representagdes aumentam a redundancia e podem, assim,
reduzir as ambiguidades que podem aparecer numa representacdo particular” (Goldenberg,
1988, p. 7). Friedlander e Tabach (2001) acreditam que o trabalho com varias representacdes
permite eliminar as limitagcdes de cada uma delas, tornando “o processo de aprendizagem da
Algebra mais significativo e efetivo” (p. 173). Para podermos manipular com sucesso a
informacdo que dispomos para a resolu¢cdo de uma dada situacdo matematica, como por
exemplo um problema, torna-se necessario que as varias representacdes estejam corretas e
fortemente ligadas de modo a selecionar aquela que for mais eficiente para o proximo passo
que queremos dar. O ensino e a aprendizagem deste processo de conexao entre as diferentes
representacGes sao dificeis por exigir capacidade de lidar com as diferentes formas de
informacé&o que elas veiculam. Os alunos revelam, geralmente, alguma falta de experiéncia e
acabam por utilizar apenas uma das representacdes, o que pode dever-se a um ensino que
valorize somente a representacao simbodlica. Ruthven (1993) tem reservas sobre “o tipo de
ensino que se baseia fortemente na representacdo simbdlica, porque essa abordagem tende a
separar o argumento matematico do seu contexto original (...) e o enfoque passa a ser o
simbolo como objeto em si mesmo” (p. 98). O uso de varias representagdes ajuda os alunos a
fazer a transicdo de uma compreensdo concreta e limitada de um topico para outra mais
abstrata e flexivel (Dreyfus, 2002). Como forma de tirar partido das diferentes
representacdes, Dreyfus (2002) defende que a complementaridade dos processos de abstracéo
e de representacdo se pode desenvolver através de quatro fases: (i) utilizar uma so
representacdo; (ii) utilizar mais que uma representacdo; (iii) estabelecer conexdes entre
representacOes; e (iv) integrar representacdes e ligacdes flexiveis entre elas. Esta forma de
conceber a aprendizagem a partir das multiplas representacfes tem em vista estabelecer uma
concepcao cada vez mais abstrata dos conceitos.

Existem varios estudos sobre as dificuldades sentidas pelos alunos na aprendizagem
de conceitos relacionados com o Calculo Diferencial (Azcarate et al., 1996; Dick, 1996;
Ferrini-Mundy & Lauren, 1994; Giraldo, Carvalho & Tall, 2002). Conceitos como limite,
continuidade e derivada sdo alguns exemplos que revelam maior complexidade na sua
aprendizagem, ndo s6 devido a abstragcdo inerente aos proprios conceitos, como também
relativamente aos processos de representacdo envolvidos e que dificultam a sua compreenséo
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por parte dos alunos. O conceito de derivada pode ser definido de varias maneiras que devem

ser compreendidas pelos alunos através das seguintes representacdes: grafica, como o declive
de uma reta tangente a uma curva num ponto; verbal, como taxa de variacdo instantanea;
fisica, como a velocidade; simbolica, como o limite da razdo incremental quando o
incremento tende para zero. Tais representacdes fazem com que a compreensdo da derivada
de uma fungdo dependa da forma como os alunos dominam os conceitos que lhes estdo
implicitos. Essa interdependéncia torna a compreensdo da derivada mais complexa (Azcéarate
et al., 1996). Torna-se assim necessario o recurso a multiplas representacdes para a promocao
da compreensdo do conceito de derivada de uma funcdo pelo aluno, tendo sempre em
consideracdo os conceitos que lhe estdo subjacentes. Na aprendizagem do conceito de
derivada, o destaque a exploracdo das regras de derivacdo tende a resultar num conhecimento
superficial assente na manipulagdo algébrica sem o conhecimento significativo dos conceitos
envolvidos (Dick, 1996). O papel da representagdo grafica e da visualizagao é imprescindivel
numa experiéncia de ensino com énfase numa abordagem grafica para a compreensao dos
conceitos de declive de uma reta, taxa de variacao, limite, secantes, tangentes e derivada.

Os recursos tecnoldgicos na aprendizagem da derivada de uma funcgéo

A utilizacdo de materiais tecnoldgicos (por exemplo, a calculadora gréfica) é
recomendada pelos programas de matematica em vigor como forma de diversificar as
representaces dos conceitos matematicos (Portugal, 2014). No que diz respeito ao célculo
infinitesimal, o NCTM (2008) recomenda um ensino “exploratério e baseado em experiéncias
numéricas e geométricas que capitalizem o uso da calculadora (...). As atividades devem ter
em vista fornecer aos alunos bases conceptuais firmes para o calculo infinitesimal, em vez do
desenvolvimento de técnicas manipulativas” (p. 215). Para Ruthven (1993), “o poder da
calculadora gréfica reside na sua capacidade de facilitar a abordagem na sala de aula onde
inicialmente as relagdes matematicas sdo exploradas através da sua representacdo numerica
ou grafica de casos particulares” (p. 98).

A possibilidade de uma calculadora grafica ajudar o calculo intuitivo de limites
permite verificar as conjecturas de aproximacdo grafica e numérica dos conceitos de
variacdo. Trata-se de algo relevante, na medida em que pode induzir o aluno na verificagdo
de conjecturas e ‘ver’ a necessidade do calculo do limite no conceito de derivada (Garcia,
2000). Para este autor, a possibilidade do aluno poder calcular derivadas através da
calculadora grafica pode ser visto como algo negativo no sentido de desvalorizar a
aprendizagem das regras de derivacdo. Todavia, como indica Garcia (2000), existem varios
estudos que mostram que os estudantes trabalham melhor quando conhecem o que a
calculadora grafica esta a fazer, quando este ndo ¢ um ‘chapéu magico’, mas sim uma
ferramenta que permite fazer, de maneira rapida e segura, as tarefas que eles sabem realizar
por si mesmos.

Apesar de existirem estudos em que a utilizagdo de calculadoras “em abordagens
ativas e exploratorias da Matematica incentivam a curiosidade, o aumento de confianga e o
gosto dos alunos por esta disciplina” (Ponte & Canavarro, 1997, p. 121), existem outros
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estudos que identificam alunos que “ndo encaram favoravelmente a utilizacdo da

calculadora” (idem). Atendendo que ““as atitudes que os alunos desenvolvem relativamente a
utilizacdo da tecnologia do ensino estd fortemente relacionada com o tipo de atividades que
realizam” (Ponte & Canavarro, 1997, p. 122), dever-se-a recorrer a tarefas de natureza aberta
com andlise critica dos resultados.

Metodologia

Este estudo pretende averiguar o contributo das representacdes na aprendizagem da
derivada de uma funcédo de alunos portugueses do 11.° ano de Matematica A. Nas estratégias
de ensino, os topicos de derivadas foram estudados a partir de tarefas que implicavam, na
maior parte delas, a utilizagdo da calculadora gréfica. Esta experiéncia decorreu durante oito
aulas. Atendendo a natureza do objetivo delineado, adotdmos uma abordagem qualitativa e
interpretativa na procura de compreender a atividade dos alunos na resolucdo de tarefas em
contexto de sala de aula (Bogdan & Biklen, 1994). Com esta finalidade, os dados foram
recolhidos através dos registos escritos que os alunos produziram na resolucdo das tarefas
propostas com recurso a calculadora gréfica.

A turma onde se realizou esta experiéncia era do 11.° ano de Matemaética A, do Curso
de Ciéncias e Tecnologia, constituida por 21 alunos, dos quais 9 eram rapazes e 12 raparigas,
com idades de 16 e 17 anos. A turma nao tinha alunos com retencdes no 11.° ano e a média
das classificacOes finais de Matematica no 10.° ano de escolaridade foi de 11,8 valores, em
que a nota mais alta foi de 17 valores e a mais baixa de 8 valores. Quatro alunos da turma
repetiram o 10.° ano e trés desses alunos tiveram negativa no 1.° e 2.° periodo do corrente ano
letivo. As médias dos alunos nos 1.2, 2.° e 3.° periodos foram, de 0 a 20, 11,2; 11,4 e 12,7
valores, respetivamente. A média no terceiro periodo subiu sensivelmente devido a
desisténcia de um aluno que nos periodos anteriores foi classificado de 7 valores. Todos 0s
alunos da turma (n=20) possuiam calculadora grafica. De um modo geral, os alunos
utilizavam a calculadora apenas como um auxiliar nas operacGes aritméticas simples e nao
revelavam a capacidade de iniciativa para a exploracdo das diversas potencialidades
oferecidas pela calculadora quando confrontados com novas situa¢des e novos conceitos.

A informacdo recolhida, que resulta da resolucdo de cinco tarefas, € analisada e
apresentada segundo os seguintes topicos que foram lecionados: (i) Variacao e taxa média de
variagdo de uma funcdo num intervalo de IR; (ii) Taxa de variacdo; e (iii) Variacdo e
extremos relativos de uma funcdo. Em cada um destes topicos adotam-se 0s modos de
representacdo enunciados por Friedlander e Tabach (2001), & excecdo da representacdo
verbal, e ainda a representacéo tabelar (Brown & Mehilos, 2010). O termo traducdo utilizado
por outros autores (Janvier, 1987; Vinner, 1989) é englobado no termo conversao definido
por Duval (2012) para a anélise dos dados. Usam-se os termos codificacao, interpretagdo e
tratamento segundo o referencial teérico de Duval.
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Apresentacao dos resultados

Variagao e taxa média de variacao de uma fungdo num intervalo de IR

No desenvolvimento deste topico foram realizadas tarefas pelos alunos e promovidas
discussbes orientadas com base nos conhecimentos prévios que os alunos tém sobre
velocidade, em particular, velocidade média. Como referem Azcarate et al. (1996), ndo €
eficaz iniciar a aprendizagem do conceito de derivada através do conceito de limite sem
primeiro consolidar os conhecimentos ao nivel dos conceitos e do célculo dos requisitos
prévios. O desenvolvimento do topico resultou da resolucdo de duas tarefas (Tarefa 1 e
Tarefa 2) com um grau de dificuldade reduzido.

Tarefal
Numa corrida bicicleta organizada na escola, o Pedro fez os tempos indicados na tabela:

) | o | 85 | 175 | 275 | 395 | s3
dm) | 0 | 200 | 400 | 600 | 800 | 1000
1. Qual é o total de metros da corrida?
2. Qual é a distancia percorrida quando t = 8,557
3. Em que instante a distancia assume maior valor
4. Qual é a variagdo da distancia quando o tempo varia de 8,5 a 27,5s?
5. Qual é a variagdo do tempo quando a distancia varia entre 600 e 1000?
6. Qual foi a velocidade média do Pedro no total do percurso?
7. Qual é a velocidade média em cada um dos intervalos considerados?
8. Quando revelou o Pedro sinais de “cansaco”? Justifique a sua resposta.
9. Represente num plano cartesiano os pontos (£, @) obtidos da tabela.
10. Da andlise da velocidade média do Pedro nos intervalos de tempo considerados, registe a
interpretacdo que retira da representacao grafica, numérica e da tabelar.

Com esta tarefa, os alunos trabalharam conceitos basicos de Cinematica, em particular
0 conceito de velocidade média, e chegaram ao conceito de taxa média de varia¢do. Os
alunos codificaram corretamente os dados fornecidos pela representacéo tabelar. Reponderam
as trés primeiras questdes diretamente dos dados da tabela usando a representagdo numérica,
uma opcdo previsivel ja que as questdes pediam valores numéricos da tabela, como
exemplifica a resposta do aluno A16:

%) o tota de ometmon da comnida é #000.
AL:851 - d: 2co00m
) é.:{’OOOO'n-) =53,

Figura 1. Resposta dada pelo aluno A16 as trés primeiras questfes da Tarefa 1.

Nas questbes seguintes (da 4 a 7), os alunos codificaram os dados da representacao
tabelar e utilizaram, corretamente, a representacdo numerica para obter a variagdo da
distancia e do tempo e da velocidade média, como revela a resolugéo do aluno A10.

Zetetiké, Campinas, SP, v.25, n.2, maio./ago.2017, p.265-288. ISSN 2176-1744



273 ZEIENKE

DOI: http://dx.doi.org/10.20396/zet.v25i2.8649274
L) @ b(\—.. éw—'loot LCDm-
5) At =53-2%,5 =225,55

A4 000
= = T— =A%yl
©) o=, 53
i el e
% Van® 55 = . VR R
’ Vi < L00-200
oz ¥ 200
= 23 53 m/s N5 -85 e s
29 .
d g o =20 on)s
- 1,2 mls
Ao - ¥
Y von - m-wf = | Ve 0
38,5-235 ,
= _142’3__ i = 200 _
A2 i 235
= AL, ) m /g = AL, B4 s

Figura 2. Resposta dada pelo aluno A10 as questfes 4 a 7 da Tarefa 1.

As questbes da tarefa influenciaram, novamente, a representacdo utilizada pelos
alunos (Friedlander & Tabach, 2001).

Para justificarem em que momento o Pedro apresenta cansaco, 0os alunos usaram a
representacdo numeérica. O objetivo desta questdo foi confrontar os alunos com uma situacao
em que tinham de entender o significado dos dados que obtiveram na determinacdo da
velocidade média nos intervalos considerados. Os alunos ndo apresentaram dificuldades em
responder a esta questdo. Da analise das respostas dadas, novamente se verifica o recurso a
representacdo numérica como base na explicitacdo do seu raciocinio. Nesta questdo, 0s
alunos foram influenciados pelos resultados ja obtidos nas questbes anteriores, ja que a
questdo ndo indicia a representacdo a utilizar, como ilustra a resposta do aluno Al17.

onica -2s um muﬂq:dﬁmm ds weheidads 0 pandn o
imleavala t= cAr,s, 2ab5;37. oo amanio ol wuels qraa
eomsaed Mo rolenvolo €= C 39,5, s31n por & anxh solk '
gma  OTEMen \mﬁom;loch..
Figura 3. Resposta do aluno A17 a questdo 8 da Tarefa 1.

Nas respostas anteriores, os alunos, na sua maioria, ndo tiveram dificuldades devido,
em parte, ao processo de tratamento de representacdes semidticas, que as tarefas implicavam,
ndo ser de grande dificuldade. A maior parte dos alunos utilizou a representacdo numeérica
devido ao tipo de conhecimento matematico que as questdes evocam.

Na questdo seguinte, pretendia-se que os alunos representassem no plano cartesiano
0s pontos obtidos a partir da representacdo tabelar. Seis alunos ndo responderam e uma
grande parte evidenciou dificuldades no processo de conversdo da representacdo tabelar para
a representacao grafica, como exemplifica a dificuldade do aluno A18 em definir a escala do
grafico em funcdo dos dados fornecidos.
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Figura 4. Resposta do aluno A18 & questéo 9 da Tarefa 1.

Na representacdo grafica da situacdo contemplada na Tarefa 1, os alunos tendem a
unir os pontos por segmentos de reta sem que lhes seja dito que a velocidade média atingida
em cada um dos intervalos considerados é constante, como ilustra a representacdo grafica
efetuada pelo A18. A tendéncia dos alunos unirem 0s pontos por segmentos de reta parece
indiciar que eles ndo distinguem claramente a taxa de variagdo media da taxa de variacdo
instantanea.

Por fim, a ultima questdo solicitava a analise das varias representacdes presentes na
resolucédo da tarefa. Da andlise das produgdes dos alunos verificou-se que dez alunos usaram
a representacdo grafica, como suporte para a sua argumentacéo, e dez ndo responderam. Estes
alunos ndo conseguiram representar graficamente a informacéo fornecida pela representacdo
tabelar. A Figura 5 apresenta um exemplo de uma resposta onde explicitamente 0 aluno
refere a representacdo grafica como fonte para a sua argumentacdo sobre a variacdo da
velocidade média do Pedro em cada um dos intervalos considerados.

10~ (,o‘rﬂc e ,ﬂMN o uf]o 106&/’71&’ Gomdas ™"
A /\Jo(,doob terro dinuin o dee o (evalonte -

Figura 5. Resposta do aluno A22 a questdo 10 da Tarefa 1.

Apos o término da tarefa proposta foi pedido aos alunos a resolucao de outra tarefa
(Tarefa 2), com a finalidade de analisar a relacdo existente entre taxa média de variacdo e
monotonia da funcdo num dado intervalo do seu dominio e abordar a interpretacdo
geomeétrica da taxa media de variacdo de uma fungdo num dado intervalo do seu dominio.
Adotou-se, novamente, uma abordagem na senda de Dreyfus (2002), mas comecando
intuitivamente pela representacdo grafica até a uma formalizacdo algébrica do conceito. Os
dados foram fornecidos por uma representacdo grafica e foi solicitado aos alunos que a
interpretassem e codificassem.
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Tarefa 2
Observe o gréafico e indique: ®
1. Um intervalo onde a taxa média de variacdo seja positiva e =
monGtona crescente. N /
2. Um intervalo onde a taxa média de varia¢do seja positiva e a
funcdo ndo seja mondtona. i
3. Um intervalo onde a taxa média de variacdo seja negativa. " 2 a0 50
4. Um intervalo onde a taxa média de variacdo seja nula
5. Um intervalo onde a taxa média de variacao seja negativa e a funcdo ndo seja monétona.
6. A equacdo de reta definida pelos pontos de abcissa 20 e 40. Encontra alguma relagdo entre

a taxa média de variacao e o declive (m) da reta?

Os alunos poderiam ter respondido recorrendo exclusivamente aos dados fornecidos
pelo gréfico, apresentando apenas o intervalo, ou os intervalos e calcular a sua taxa média de
variacdo para justificar a resposta. A maioria dos alunos apresentou o intervalo e calculou a
taxa meédia de variacdo (Figura 6).

Q)

- - _ 2s- - 45 =1
Yom V30,357 ° 1(35)-)(30) - 95- 10 = 45

35-a0 35 -0
. = 210 - 10 =4
@+.n'n.\1 C0,400 = %L‘O%U—%ZQ -0 oo 2
_ = -0,603)
_J(s) = 10- 235
@anmvcs,-‘vl’ -J%;)_—i" 15
. 20 =0 =0
O & el B=" g
tomN 0,481 g - 10
- SR o
@ (35)- (3s, i/i ’—U 4
+om-Vpas,ss1 7 G5 3s

Figura 6. Resposta do aluno A17 as questdes 1 a 5 da Tarefa 2.
‘?})mﬁ] 35 53[
4}330, “of f
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Apenas dois alunos apresentaram s6 os intervalos (.~ 52 12issg

Figura 7). Um desses alunos recorreu apenas a codificagdo da representacdo grafica nas
duas primeiras questc“)es e noutras a gréfica e numerica, como se pode verificar na
.

ﬁ‘ﬂu oS8 an,
e do grpies ozl
2 ,aauhruq.o ar-Ome fona 6{@/?31{;'1? J:id;; cf‘J(’J_]
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L.m. P [s.00] ¢ 20 -5 s
Figura 8.
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Figura 7. Resposta do aluno A16 as questdes 3 a 5 da Tarefa 2.
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Figura 8. Resposta do aluno Al5 as questdes 1 a 3 da Tarefa 2.

Na resposta do aluno Al5, € reveladora a adequacdo que fez entre as Vvarias
representacbes. Como a taxa média de variacdo ndo é suficiente para justificar a nédo
monotonia do intervalo, o aluno responde apenas com o intervalo. A maioria dos alunos
justificou o intervalo dado como resposta, mesmo ndo sendo pedido. Este comportamento
pode estar relacionado com o valor que os alunos atribuem a interpretacdo exclusiva da
representacao gréafica.

Para além das formas de representacdo ja referidas anteriormente, os alunos fizeram
uso também da representacédo algébrica. Por exemplo, a utilizacdo da representacdo algébrica
na resolucdo da Gltima questdo revela que os alunos tém a capacidade de estabelecer relagdes
entre os conceitos apreendidos. Neste caso, a totalidade dos alunos respondeu corretamente a
essa questdo utilizando a representacdo algebrica, como exemplifica a resposta dada pelo
aluno Al6:

6) f""h.\). T Oy
f"“"‘-’-\’-’%)_ 20 -fo _ to
o-ax ) C(o.;?o B :- =
0,5

Y:os
S ks, {’O:O.Sx:b_‘_b ‘» 5ea

,Y?;:;c;"
1205
Figura 9. Resposta do aluno A16 a questdo 6 da Tarefa 2.

Apenas um aluno utilizou corretamente a notacdo do calculo da taxa média de
variacdo. Como se pode verificar na resposta da Figura 9, o aluno ndo especificou o intervalo
para 0 qual esta a calcular a taxa média de variacdo. Esta falta de rigor podera estar
relacionada com a recente utilizagdo do conceito ou com a relacdo que fez mentalmente com
a forma que normalmente estdo habituados para calcular o declive de uma reta.

Taxa de variacao

A nocdo de taxa média de variagdo num intervalo serviu de requisito para a introducédo
da taxa de variacdo local de uma dada funcdo através da resolucdo da Tarefa 3. A transicao
do conceito de taxa média de variacdo de uma fun¢do num dado intervalo do seu dominio
para a no¢do de derivada num valor do dominio da funcéo decorre numa fase em que o aluno
ainda ndo tem bem presente a percecdo dinamica do comportamento de uma funcdo na
vizinhanga de um dado valor no seu dominio.

Tarefa 3

Uma bola desce um plano inclinado e registou-se a distancia percorrida pela bola no
decorrer do tempo. A distancia (€), em centimetros, percorrida pela bola em fungéo
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do tempo (t), em segundos, € dada por d(t) = 10t?

1. Represente graficamente a fungéo d na situagéo descrita.

2. Calcule a taxa média de variacao no intervalo [1, 2].
3. Preencha as seguintes tabelas:

Intervalo t.m.v. Intervalo t.m.v.
[1;1,5] [0,5; 1]
[1;1,1] [0,9; 1]
[1; 1,01] [0,99; 1]
[1;1,001] [0,999; 1]
Tabela 1 Tabela 2

4. Seja h = 0 um acréscimo no intervalo [1; 1+h], a semelhanca do efetuado na tabela

1, com h a tender para zero. Calcule a taxa média de variacdo da funcdo no
intervalo [1; 1+h]. Conjeture para que valor tende a t.m.w.;114% quando h tende

para zero.
5. Faga uma estimativa da velocidade da bola no instante 1s. Justifique.

6. Indigue a equagéo de reta definida pelos pontos (1,d(1)) e (2.d(2) e represente a reta
em conjunto com a representacdo do gréfico da funcéo d.

7. Preencha a seguinte tabela e represente as equagfes das retas que passam nos
pontos que tém como abcissas 0s extremos dos intervalos da Tabela 1.
Intervalo Equacédo de reta
[1;1,5]
[1; 1,1]
[1;1,01]
[1; 1,001]

[1; 1+h]
8. Conjeture sobre a reta que se obtém quando a amplitude do intervalo tende para
zero.

Com esta tarefa, pretendia-se que os alunos compreendessem gue apenas a taxa média
de variacdo nao é suficiente para saber o comportamento de uma fungdo num ponto e, assim,
despertar a necessidade de um novo ‘instrumento’ matematico. A tarefa propunha uma série
de questBes que, de forma gradual, promoviam um raciocinio do particular para o geral,
através do trabalho com varias representacdes dos conceitos, algébrica e grafica, num
processo de traducdo/conversdo entre representacdes (Duval, 2012). Os conceitos foram
apresentados inicialmente atraves da representacdo algébrica e depois foi introduzida a
representacdo grafica em paralelo, para, por fim, estabelecer relacdes entre elas (Dreyfus,
2002).

Na representacdo grafica da funcdo dada através de uma representacdo algébrica, dos
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dezanove alunos que responderam a tarefa, nove recorreram a representacdo tabelar e a

grafica. A representacdo tabelar/numérica foi utilizada para célculos auxiliares de alguns
pontos, como mostra a resolucéo do aluno Al0.

1)

Figura 10. Resposta do aluno A10 a questdo 1 da Tarefa 3.

Os alunos ndo apresentaram dificuldades em esbogar o grafico e tiveram em conta o
contexto do problema. A realizacdo sem dificuldades da conversdo da representacao algébrica
para a representacdo grafica traduz o fendbmeno de congruéncia entre estas representacdes
(Duval, 2012). As representacdes graficas produzidas pelos restantes dez alunos, sem 0s
respetivos céalculos auxiliares, resultaram da utilizacdo da calculadora grafica.

Na mudanca da representacdo algébrica para a representacdo gréfica, o facto de os
alunos utilizarem sobretudo processos numéricos para determinarem as coordenadas de
pontos, mostra a importancia destes processos na compreensao inicial de um problema tal
como ¢ defendido por Friedlander e Tabach (2001). Neste caso, os alunos comecaram por
atribuir valores a x na expressdo algébrica, determinaram os respetivos valores de v,

obtiveram as coordenadas de pontos, e com base nesses pontos construiram parte da parabola
correspondente ao grafico da funcdo. Este conjunto de procedimentos séo corroborados pelos
resultados observados por Leinhardt et al. (1990), que indicam que a construgdo do grafico a
partir da expressdo algébrica resume-se a uma série de passos diretos, que normalmente
passam por identificar pares ordenados, representa-los no referencial cartesiano e tracar uma
curva que passe pelos pontos assinalados.

Na terceira questdo, a turma foi questionada sobre a estimativa do valor da t.m.v. se

continuassem a diminuir a amplitude do intervalo. Os alunos, na sua maioria, responderam
corretamente a esta questdo, utilizando exclusivamente a representacdo numérica. A maioria
dos alunos ndo apresentou os calculos da t.m.v. para cada um dos intervalos como ilustra a

resposta do aluno A13.

3.

eyl oL v ntewade 1. wov
[1i153 |- 25 [ o513 15
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C1; w0t 20,01 [og9%i1] 14,95

Figura 11. Resposta do aluno A13 a questao 3 da Tarefa 3.

Os restantes alunos apresentaram os célculos, como é exemplo a resposta do aluno
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A5, apesar da falta de rigor, em particular, nas casas decimais.

wa‘_') -40 = )
39 {.ﬂn.U.[ﬂq.s] @:?‘;&m

- - ARAZ10 =
‘l.rm.\'-[.‘;'\,‘l] ad- 4 14-1

%!i 01} - E( . M301-40 = 04
A.on - 49"3 0,01

4,01 -1

\ - = J9
LN aod] - Llasod (0 - opa0te

3,001 -1 0,001
L}

_ ). 1 j;
Foon Ve ‘6"] %Lﬂl—g\os o
P oo gy

1-09 4-0,9
taw Ve L ) - Plogn) | 1 .19
@ VYoas ;4] * Lﬂll ﬁ% :{a ‘w_ 03'%

Yegn N - 0,90%) _ 10“5“-’“0‘\ > &
pomer] * Wlefla - 030G

Figura 12. Resposta do aluno A5 a questdo 3 da Tarefa 3.

A quarta questdo da Tarefa 3 serviu para estabelecer uma ligacdo entre os valores
obtidos na questdo anterior e o calculo da taxa media de variagdo no intervalo [1; 1+h]. Os
alunos utilizaram a representacdo algébrica apesar de evidenciarem falta de rigor na
manipulacdo algébrica. Alguns alunos ndo manifestaram dificuldades em responder a
questdo, como exemplifica a resposta do aluno A5, embora ndo apresente em todas as
expressoes a referéncia ao limite:

saohrpd?
by %hv%: m(n%a- N

0 o et Meg\\q aggm;{m&h . 20+10%
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Figura 13. Resposta do aluno A5 a questdo 4 da Tarefa 3.

Ja outros alunos revelam falta de rigor e dificuldade na manipulacdo de expressdes
algébricas, como ilustra a resposta do aluno A12:

LT IATE o L -¢6
q.rﬁ_w,écu W) - L fo(lin) = Vo i ey ) O
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2 w [
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Figura 14. Resposta do aluno A12 a questéo 4 da Tarefa 3.
Apés a determinacdo da expressdo algébrica da t.m.v.yi:m;, 0S alunos foram

questionados se existe e qual a relacdo entre o valor 20, obtido na questdo anterior, e o valor
da t.m.v.;11+n3. COm esta questdo pretendia-se que os alunos estabelecessem a conexao entre
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a representacdo tabelar e a representagcdo algébrica, o que revelou ser complexa para 0s

alunos.

A quinta questdo da Tarefa 3 tinha como objetivo confrontar os alunos, com os
conhecimentos que possuiam, com a obtencdo do valor para a velocidade no instante 1s.
Pelas producgdes dos alunos, verifica-se que ndo conseguiram chegar a nenhuma conclusao
correta e que utilizaram apenas a representacao algébrica, como ilustram as respostas dadas
pelos alunos A9 e A 17.

sl A= wxir @ d(1)= tocan ) Quando k=15, d=%0m
Vead s 1020 =ivs oagnlh N V-’-‘L"= dﬂ.:’fO(’Im/S
a4 1-0 + A

Figura 15. Respostas erradas dos alunos A9 e Al17 a questdo 5 da Tarefa 3.

Na apreensdo do novo conceito, procurou-se estabelecer uma ligagcdo com as questdes
anteriores, esperando-se que os alunos entendessem que a velocidade num determinado
instante teria de ser calculada através da taxa média de variacéo.

A sexta questdo pedia a equacdo de reta definida por dois pontos e a representacdo da
reta em conjunto com a representacdo do grafico da funcéo d. Os alunos conseguiram obter a
equacdo da reta pedida utilizando os novos conhecimentos, neste caso particular a taxa média
de variacdo, e relacioné-la com o declive, como mostra a seguinte resposta:

(.d-ﬁn.\/z_‘,.‘-],._w: 30

“ oy Jox - 20
Figura 16. Resposta do aluno A12 a questdo 6 da Tarefa 3.
Relativamente a segunda parte desta questdo, que pedia uma conversdo da

representacdo algébrica na grafica, os alunos tiveram muitas dificuldades. Apenas dois alunos
responderam a questdo, sem indicarem o ponto de interse¢do (2, d(2)) entre a reta e o grafico

da funcéo, como mostra a seguinte resposta de um desses alunos.

d (m)/‘

t(%)
Figura 10. Resposta do aluno A2 a questdo 6 da Tarefa 3.

A resolucéo desta questdo no quadro foi aproveitada para representar a reta secante na
calculadora grafica e projeta-la no quadro que serviria para realizar a questdo seguinte.
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Figura 18. Representacgdo grafica da questdo 6 ([0; 0.25] x [0; 45]).

Na sétima questdo, os alunos ndo tiveram dificuldade em obter as equacdes de reta
dos intervalos considerados. Em conjunto com os alunos, foi definido a interpretacdo
geomeétrica da taxa de variacdo de uma funcdo quando x = x,. Tendo em consideracdo 0s

valores obtidos na Tabela 1, apresentada na tarefa, foram determinadas as equac@es de reta e
as suas representacdes graficas nos pontos que tém como abcissas 0s extremos dos intervalos
considerados:

Intervalo Equacdo de reta

[1; 1,5] y =25x— 15

[1;1,1] y=21x—11

[1; 1,01] y =201x—-101
[1; 1,001] v = 20,01x — 10,01

[1; 1+h] v =(10h + 20)x + (—10 — 10h)

B  HathiCralforul
v /7

X

Figura 19. Representacdo gréfica da reta tangente ao gréfico da funcdo definida por d{t) = 10¢? no ponto de

abcissa 1.
Variagao e extremos relativos de uma funcéo

A estratégia adotada para que os alunos relacionassem o sinal da funcéo derivada com
a monotonia da funcdo e com a possivel existéncia de extremos relativos teve como suporte a
representacdo grafica da funcdo e da respetiva funcdo derivada em simultaneo. Foi
apresentado aos alunos uma animacdo que evidenciava a construgcdo do grafico da funcéo
derivada a partir do gréafico da fungéo dada (Figura 20)

/

Figura 20. Construcdo da funcédo derivada a partir das tangentes ao gréafico da funcéo.
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Apos a analise da animagdo, os alunos resolveram a primeira questdo da seguinte

tarefa:

Tarefa 4
Admita que a expressao que define a funcéo representada graficamente é:

t3 , 9
T(t) =§—2t* +3t+3;te [0,5]

1. Determine T'(t).
2. Estude analiticamente o sinal da funcéo T'.

3. Sabendo que as 3 horas a temperatura atingiu um minimo no intervalo dado,
indique a que hora a temperatura foi maxima nesse intervalo. Justifique o seu
raciocinio.

Dois alunos utilizaram a definicdo de derivada de uma funcdo para obter a funcéo
derivada, os restantes alunos utilizaram as regras de derivacdo. Todos responderam através do
tratamento algébrico.

Na segunda questdo, os alunos, na sua maioria, conseguiram fazer o estudo do sinal da
funcdo derivada da funcdo T no dominio dado e utilizaram mais do que uma representacéo,
como ilustra a resposta do aluno Al11:

2.0 ’_
y=0 :
1{1“2‘{0"' o
=t At e =0) i
o) § » ISR 1= NS ’
=t ‘4“j t=5

[tbE Ta] 3] &P

]'TH)I s lol- o] + 7

J

Figura 21. Resposta do aluno A1l a questdo 2 da Tarefa 4.

O aluno recorre a representacdo grafica da funcéo derivada, no dominio considerado,
como auxiliar para identificar os intervalos onde esta funcdo tem valores positivos e
negativos. Utilizou a representacdo algébrica para derivar a funcdo através das regras de
derivacdo e para obter os zeros da funcdo derivada. Por fim, construiu a tabela que poderia
usar para estudar os intervalos de monotonia e os extremos da funcdo, o que o aluno néo fez.

A terceira questdo serviu para estabelecer a relagcdo existente entre a monotonia de
uma funcéo e o sinal da sua derivada e entre 0s extremos de uma funcao, caso existam, e 0s
zeros da sua derivada. Poucos alunos responderam a esta questdo e 0s que responderam e a
justificaram utilizaram a representacdo grafica (n=7) ou numérica (n=2). Como exemplo das
respostas dos dois alunos que recorreram a representacdo numérica € a resposta dada pelo
aluno A5, gue indicia ter concluido que foi na primeira hora que a temperatura foi maxima
através da interpretacdo do grafico, sem recorrer a derivada da funcao.
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Figura 22. Resposta do aluno A5 a questdo 3 da Tarefa 4.

Outros alunos, como sdo o caso dos alunos A8 e A7, recorreram a sobreposi¢do do
grafico da funcdo e da funcao derivada para assinalar o ponto onde a temperatura € maxima.

0O “\/o‘\\ws!ﬂ{

\/ = hm\\‘t\LaKLm v A’-Qrﬂ%l Jootn SO,
/ ) \ A - MO O %\pd“

] > ( & oqn Jn 1o e gt
i 7 ¥ 4 / " Aou e Seds § 43 agmen day Ixmmﬁ
AN sada. 3 Conssapemiins 00 i ;4

\’,/J * N . W@ dars. G2 AN
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Figura 23. Respostas dos alunos A8 e A7 a questdo 3 da Tarefa 4.

Este tipo de relagbes entre as representagdes graficas de funcgdes diferentes,
relacionando as suas caracteristicas, faz com que a visualizacdo seja essencial para o
desenvolvimento do pensamento algébrico levando os alunos a aproximarem o conceito
imagem do conceito definicdo de funcdo (Vinner, 1983).

Os dez alunos que ndo responderam/justificaram revelam que tiveram dificuldades em
estabelecer conexdes entre 0s conceitos atraves da representagdo grafica, neste caso particular
entre a funcdo e a sua fungdo derivada, como também foi observado por Ferrini-Mundy e
Lauten (1994).

Na resolucgéo de outras tarefas, os alunos puderam analisar casos relacionados com a
existéncia de extremos de uma fungdo. Os alunos foram assim confrontados com exemplos
que ajudam a identificar a relacdo entre o sinal da derivada e a existéncia de extremos.

Tarefa 5
Estuda a existéncia de extremos das seguintes funcdes. Justifique.
a) flx) =—x¥+12x+5

b) flx) =[x +1

Na primeira questdo, os alunos utilizaram mais do que uma representacdo, como
ilustra a resolucdo do aluno A8, com recurso a calculadora grafica para obter as
representac@es graficas:
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Figura 24. Resposta do aluno A8 a primeira questdo da Tarefa 5.

O aluno recorre a representacdo grafica como auxiliar para identificar os intervalos
onde a funcdo tem valores positivos e negativos e para representar a funcdo e a funcdo
derivada. Utilizou a representacdo algébrica para derivar a funcdo atraves das regras de
derivacéo e para obter os zeros da funcédo derivada. Por fim, construiu a tabela para o ajudar a
relacionar a funcdo e a funcdo derivada e assim obter 0 méximo relativo e o minimo relativo
da funcgdo. O aluno utilizou a calculadora grafica para obter a representacdo da funcéo que foi
utilizada para a confirmacéo dos extremos relativos obtidos através da representacdo tabelar.
Na apresentacdo dos resultados o aluno ndo é rigoroso esquecendo-se de referir que sdo
extremos relativos e ndo apenas extremos.

Outros alunos, como por exemplo o aluno A7, ndo recorreram a representacdo grafica

para os ajudar na construcao da tabela.
0 PO =0 233 43,0 & -Ix=1am

®) — S 5 ;
Hlod= 727 13 3x49 R SR I RS | PN RPN Py

P =232 242D

¥ -@; - 2 i"'o{'
P60

§) }
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Figura 25. Resposta do aluno A7 a primeira questdo da Tarefa 5.

Os alunos identificaram o intervalo onde a funcéo é decrescente e o intervalo onde a
funcdo € crescente.

Na segunda questdo da Tarefa 5, nenhum aluno justificou a sua resposta sobre a
existéncia de extremos da funcéo, como se constata na resposta do aluno A2.
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Figura 2611. Resposta do aluno A2 & segunda questdo da Tarefa 5.

A maioria dos alunos tentou responder primeiro com a representacdo algébrica, mas,
como nao conseguiram, usaram a representacdo grafica da funcéo e da sua derivada com a
ajuda da calculadora gréfica.

Conclusoes

A analise das resolucdes dos alunos as tarefas propostas permitiu inferir a forma como
desenvolveram a aprendizagem da derivada de uma funcdo com recurso a multiplas
representacdes. Os alunos, de um modo geral, revelaram capacidade para efetivar a converséo
entre duas representacbes de um conceito, mas sem a garantia de que mobilizam
conjuntamente os significados do conceito em causa. Utilizaram, por vezes, as diferentes
representaces sem estabelecer relacdes entre elas, realizando apenas o seu tratamento. Mas
fazem sem dificuldade a codificacdo da informacao proveniente das diversas representacoes
(Duval, 2012). Normalmente, utilizam apenas uma representacdo e sdo raros 0S momentos
em que os alunos utilizam mais do que uma representacdo em simultaneo para resolver uma
questdo. Os alunos tendem a repetir modos de resolugdo sem grande reflexdo evocando
apenas o conceito imagem colocando de parte o conceito definicdo, o que condiciona a
mobilizacdo dos seus conhecimentos para novas situacdes (Vinner, 2002). Embora tenham
revelado preferéncias por métodos visuais para a compreensdo dos conceitos, ndo revelam
preferéncia pela utilizacdo da representacdo grafica na resolucdo das tarefas. Parecem
entender os conceitos de modo grafico, mas operacionaliza-los de modo algébrico.

A utilizacdo de varias representacfes pelos alunos depende do tipo de questBes que as
tarefas contém (Friedlander & Tabach, 2001; Kaput, 1992). O resultado que se destacou foi o
predominio das representagdes numeéricas, que se ficou a dever a algumas questdes
incentivarem a utilizacdo dessa representacdo. Os alunos tendem a considerar o incentivo
dado pelo tipo de questdes. O facto de estarem na fase inicial da aprendizagem do tema
derivada de uma funcgéo pode justificar a preferéncia pela representagdo numerica.

As representacdes que os alunos mobilizam no tema derivada de uma fungdo séo
diversas e dependem em parte do tdpico abordado. O uso da representagdo numérica surge
quando a questdo é considerada pelos alunos como requerendo uma resposta isolada e nao
como uma questdo do problema inicial (Friedlander & Tabach, 2001): quando é pedido o
calculo da taxa média de variacdo e a taxa de variacdo; quando é solicitado o preenchimento
de tabelas; ou nas atividades de codificacdo que envolvam as representacdes tabelar ou
grafica. A representacdo grafica foi mais usada para dar resposta as questdes que poderiam
ser resolvidas através do estudo comparativo da fungdo com a sua funcdo derivada ou no
estudo da monotonia da funcdo e extremos relativos. A representacdo algébrica surgiu
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associada as questdes que solicitavam a determinacdo da derivada de uma fungdo num dado

valor do seu dominio através da definicdo. A representacdo tabelar foi utilizada pelos alunos
no estudo da fungdo em determinados valores do seu dominio, estando representados na
tabela, e para estudar o sinal, a monotonia e o0s extremos relativos de uma funcdo, e, em
alguns casos, na conversdao entre a representacdo algébrica e grafica. Esta representacao
auxiliou na obtencdo da expressdo algébrica no estudo introdutério da taxa de variacdo,
devido as relagdes entre as variaveis tabeladas (Brown & Mehilos, 2010).

Na sua maioria, os alunos tiraram conclus6es sobre as tarefas propostas coordenando
as diferentes representacdes, como foi o caso da representacdo algébrica com a grafica e a
tabelar com a grafica. A representacdo algébrica é coordenada com a grafica quando os
alunos ndo conseguem resolver a questdo apenas através da representacdo algébrica. Os
alunos tentam resolver algoritmicamente as questfes e sé quando ndo o conseguem é que
optam por outras alternativas que passam pela mudanca de representacdo. As conversfes ndo
sdo realizadas por uma questdo de escolha, mas de necessidade, sejam elas conversdes
congruentes ou ndo congruentes. Na conversao da representacdo algebrica para a grafica os
alunos revelaram, por vezes, ndo ter em atencdo o contexto do problema. A representacao
tabelar é coordenada com a gréafica para detetar as variages na monotonia da fungdo e
identificar os extremos de uma funcéo.

Mobilizar varias representacfes na mesma resolucdo indiciou ajudar os alunos a
identificar conexdes e a moverem-se de modo flexivel entre diferentes representagcdes. A
capacidade de representar e identificar o mesmo conceito em diferentes representacfes e a
estabelecer conexdes permite aos alunos criar importantes analogias, desenvolver e
compreender as relagdes/conexdes entre representacbes. Mais importante do que utilizar
varias representacdes € o estabelecimento de conexdes entre elas (Dreyfus, 2002; Duval,
2012; Vinner, 2002). A passagem de uma representacdo para outra também é uma das
dificuldades manifestada pelos alunos. Para Duval (2012), esta dificuldade é consequéncia
das atividades de ensino e de aprendizagem que devem dar énfase a exploracdo das conexdes
entre representacdes.

Apesar de algumas dificuldades, a maioria dos alunos conseguiu fazer a conversédo das
diferentes representacdes, o que é fundamental no processo de aquisicdo de conhecimento.
Passar de um registo de representacdo para outro ndo é somente mudar de modo de
tratamento, é também explicar as propriedades ou 0s aspetos diferentes de um mesmo objeto
(Duval, 2012). Quando os alunos realizam conversdes e consequentemente, coordenacdes, é
porque conhecem e compreendem diferentes aspetos e propriedades do objeto matematico.
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