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Through writing, students express many of their processes and ways of thinking. Since at high school level
some of the activities are carried out with the graphing calculator, we intend to investigate the contribution
of this resource to promote the mathematical writing in the learning of continuous nonlinear models at 11th
grade. Adopting a qualitative methodology, we collected and analyzed the students’ writing productions.
What they write when using the calculator gives evidence about the information valued (when they sketch
graphics without any justification); about the strategies used (when they define the viewing window and
relate different menus on the graphing calculator); and about the reasoning developed (when they justify the
information given by the calculator and the formulation of generalizations and conjectures validation).
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INTRODUCAO

No acompanhamento da préatica pedagdgica de futuros professores de matematica, como formadores
de professores, constatamos que a calculadora grafica € mais utilizada como um auxiliar de calculos
do que na formalizagdo de conceitos matematicos em estudo. Como a calculadora é um material de
uso obrigatorio na aula de matematica do ensino secundario portugués e atendendo as dificuldades
que os alunos revelam ter na escrita matematica, consideramos pertinente tirar partido deste
material na promocdo da aprendizagem. A nossa intencdo € corroborada pelas recomendacfes
metodoldgicas do programa do ensino secundario, onde se defende que as estratégias de ensino
devem assegurar atividades em que os alunos “descrevam os raciocinios utilizados e interpretem
aquilo que se lhes apresenta de modo que ndo se limitem a ‘copiar’ o que veem” (Ministério da
Educacéo, 2001, p. 16). A capacidade de comunicar por escrito e aplicar os contetdos matematicos
por parte dos alunos levou-nos a averiguar o contributo da calculadora gréfica na promocdo da
escrita matematica na aprendizagem de modelos continuos nao lineares de alunos do 11.° ano.

A atividade de escrever permite estabelecer relagdes entre conceitos ‘antigos’ e conceitos ‘novos’,
desenvolvendo o raciocinio e ajudando também na organizacdo do discurso escrito (Morgan, 1998).
A escrita é uma boa ferramenta para exercitar a memoria, uma vez que muitas discussdes orais
poderiam ficar perdidas sem o registo em forma de texto. Para Santos (2005), “um estudante que
compreende e domina um determinado conceito deve ser capaz de escrever sobre ele, ressaltando
suas certezas e possiveis duvidas” (p. 128). Segundo este autor, a razao para o uso da escrita na aula
de Matematica esta em procurar organizar o raciocinio, elaborar definicbes com as proprias
palavras, construir exemplos, questionar sobre possiveis duvidas, interpretar uma determinada ideia,
estabelecer conexdes e atribuir novos significados a conceitos familiares. Ball (2003) considera que
a comunicacgdo escrita tem dois objetivos: registar o0 método de resolucdo usado e comunica-lo a
outrem. No desenvolvimento dessas atividades, Lee (2010) defende que a escrita matematica
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promove 0 conhecimento e a compreensdo de topicos matematicos. Colocar uma ideia no papel
requer uma reflex&o cuidadosa e atenta, ajudando a aprender e a reter os conceitos explorados.

Desde que foi introduzida nos programas de Matemaética, em 1997, a calculadora é um dos recursos
tecnoldgicos mais utilizado nas aulas. Com a evolucdo da tecnologia, 0s alunos possuem
calculadoras cada vez mais poderosas e com mais funcionalidades. Segundo Anderson et al. (1999),
a calculadora veio mudar a dinamica da aula de matematica e a forma de resolver problemas, visto
que “tradicionalmente, tanto a formulagdo do problema matematico como a interpretacao da
solugédo eram vistos pelos professores com menor importancia em comparagdo com 0 processo de
resolugcdo do problema” (p. 498). Para estes autores, com a ajuda da calculadora na resolugdo de
problemas, os alunos tém mais possibilidades de desenvolver capacidades cognitivas elevadas.
Significa isso, tal como defendem Fernandes e Vaz (1998), que “a simplificacdo do céalculo permite
mais tempo para explorar atividades matematicas mais profundas e significativas” (p. 44).

Ball e Stacey (2003) defendem que usar a calculadora na sala de aula exige uma atencdo cuidada
sobre o que constitui um bom registo escrito, fornecendo novas oportunidades na resolucdo de
problemas. Para auxiliar alunos e professores a mudar a natureza dos registos escritos, estas autoras
desenvolveram um conjunto de diretrizes para usar na aula de matematica, propondo que uma boa
comunicacdo matematica pode ser alcancada se o aluno: (i) anotar todo o seu raciocinio; (ii) anotar
toda a informacg&o envolvida, incluindo a sintaxe da calculadora; (iii) certificar-se de que o plano a
seguir € claro; (iv) selecionar a informacéo, pois nem todos 0s passos intermédios Sdo necessarios.
O registo do raciocinio (R), da informacdo (I), do plano (P) e de algumas respostas (A) — RIPA —
promove a comunicacdo escrita com a calculadora grafica na aula de matematica.

Neste trabalho, entende-se por escrita matematica o registo que o aluno faz quer da informacéao que
retira da calculadora gréfica, através de varias representacdes (grafica, simbdlica e tabular), quer do
conteudo matematico presente nessa informacao.

METODOLOGIA

Com este estudo pretendemos averiguar o contributo da calculadora grafica na promocao da escrita
matematica na aprendizagem de modelos continuos ndo lineares por alunos do 11.° ano de
Matematica B. Esta tematica integrou a pratica pedagdgica de uma futura professora, que é um dos
autores do texto. Nas suas estratégias de ensino, os tépicos dos modelos ndo lineares (traduzidos
pelas funcdes exponencial, logaritmica e logistica) foram estudados a partir de tarefas que
implicavam, na maior parte delas, a utilizacdo da calculadora gréafica. Esta experiéncia decorreu
durante 15 aulas. Atendendo a natureza do objetivo delineado, adotdmos uma abordagem qualitativa
e interpretativa na procura de compreender as atividades dos alunos na resolugdo de tarefas em
contexto de sala de aula (Bogdan & Biklen, 1994). Com esta finalidade, os dados foram recolhidos
atraves dos registos escritos que os alunos produziram, em pares, na resolugédo das tarefas propostas
com recurso a calculadora grafica.

Para evidenciar o que os alunos escrevem a partir da utilizagdo da calculadora gréfica, a informacéo
recolhida € apresentada e analisada segundo as seguintes categorias, adaptadas de Ball e Stacey
(2003): (i) Informacdo; (ii) Estratégias de utilizacdo da calculadora gréfica; e (iii) Raciocinio.

RESULTADOS
Seguidamente apresentam-se os resultados organizados segundo as categorias antes referidas.
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Informacédo. Consiste em verificar se 0 aluno ilustra a informagdo que retira da calculadora sem
apresentar qualquer justificacdo. Por exemplo, no estudo da concentragdo dum farmaco no sangue,
os alunos transcrevem apenas a representacao grafica elaborada pela calculadora:

Admite que a concentragdo do farmaco “Saratex”, em miligramas por litro de 7y
sangue, t horas apdés a administracdo a um doente, é dada pela expressdo

C(t) =t x1,05 . Durante quanto tempo a concentracio do farmaco no sangue

é superior ou igual a 2,5 miligramas por litro?

Figura 1. Representacdo gréafica, sem resposta escrita (P2).

Nesta resolucdo o par P2 reproduziu o grafico na folha, indicando os pontos da intersecdo dos
gréficos das funcdes y, =2,5 e y, = xx1,057*, mas ndo apresentou qualquer resposta. Este tipo de

situacBes, em que apenas € apresentada a representacdo grafica sem dar a resposta a tarefa,
aconteceu mais nas primeiras aulas. Com o habito de utilizarem a calculadora gréfica e, sobretudo,
de registar e interpretar o maximo de informac&o que retiravam desta, os alunos aperceberam-se da
importancia da estratégia que delineavam no ato de recorrer a calculadora.

Estratégias de utilizacdo da calculadora gréafica. Para além da mera informacdo que retira da
calculadora, ao nivel da representacdo grafica, o aluno tem que ser capaz de definir corretamente a
janela de visualizacdo e relacionar diferentes menus da calculadora gréafica.

Definicdo da janela de visualizacdo. A medida que os alunos adquirem habilidade em trabalhar
com a calculadora, apercebem-se da importancia de considerar a janela de visualizacdo que se
adequa ao contexto do problema, como exemplifica a resolucdo dos alunos a seguinte tarefa:

A quantidade Q de cafeina num individuo, t horas apds a ingestdo da mesma, é dada pela expressdo Q = Q, x a™t.

Um individuo tomou uma chavena de café que contém 80mg de cafeina. Sabe-se que o tempo de semivida da cafeina
no organismo é de, aproximadamente, 4 horas.

Informacgdo suplementar: A semivida de uma substancia cuja quantidade decresce € 0 tempo necessario para que essa
quantidade passe a metade. Admite que para valores inferiores a 15mg de cafeina no organismo a mesma deixa de
exercer efeitos estimulantes. Determina graficamente, recorrendo a calculadora, o periodo de tempo em que a cafeina
funcionou como estimulante. Apresenta o resultado em horas e minutos (0s minutos arredondados as unidades).

S
A & A q,uo,m\'udgdz & Cn‘pu'ma $ SubeRrioR
Q135 wng duzam¥t 9 f 5 29 omim
o
(0,10); ( Grame, | 54.5,066)
5 T

T =

Figura 2. Esbogo grafico que traduz o momento em que a cafeina deixa de exercer efeitos (P5).

Nesta resolucdo, os alunos tiveram em conta o dominio da fungdo segundo o contexto do problema:
a variavel dependente é o tempo (t), logo ndo consideraram o semieixo negativo Ox, e a variavel
independente representa a quantidade de cafeina presente no organismo de um individuo (Q(t)), ndo
fazendo sentido considerar o semieixo negativo Oy. Atendendo a estas caracteristicas, 0s alunos
indicaram a janela de visualizagdo que utilizaram, embora num formato que ndo é usual (trocaram
0s parénteses retos pelos curvos), 0 que permite ao professor ou aos seus colegas obter 0 mesmo
esboco grafico. Como era pedido o periodo de tempo em que a cafeina funciona como estimulante,
sabendo que esta deixa de exercer esse efeito para valores inferiores a 15mg de cafeina,
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t
representaram graficamente as funcdes y, =15 e y, =80x2 “para determinar o ponto de intersecéo

dos respetivos graficos. Nesta representacdo, a maior parte dos alunos definiu uma janela de
visualizag&o que Ihes permitiu interpretar e responder & questao colocada.

Relacionar os diferentes menus. Com a calculadora gréfica, os alunos tém acesso a diferentes
menus, tais como o de Estatistica, Calculo, Grafico, Tabela, Dindmico. Na resolucdo de algumas
tarefas propostas, os alunos poderiam recorrer ao menu grafico e ao menu tabela. Nem sempre foi
preciso recorrer simultaneamente a estes dois menus, o que s6 aconteceu em funcdo da natureza da
tarefa proposta. Por exemplo, no estudo do numero de Neper importava que o0s alunos
estabelecessem conexdes entre a informagdo expressa quer pelo menu Grafico quer pelo menu
Tabela para compreenderem como se obtém este nimero atraves da resolugdo da seguinte tarefa:

A Maria depositou 6000€ num banco a taxa anual de 10% de juros. O banco pratica capitalizacGes (nimero de vezes
gue os juros sdo acrescentados ao capital, ao longo do ano) variaveis: anual, semestral, trimestral, mensal e diaria.

Analisa 0 que acontece se a Maria pudesse optar por uma capitaliza¢do a todo o instante.
_b) 20007(ﬁ+g¢‘1)

nl |
1 600 | |kooox A1
Z 5 6615 6000 x 1,015
4 | 6622,837344 6000 x 03B
12| 6628, 138405/ Q) x 1,04
365 6630,93469_ (00 x 4, 1051

Figura 3. Relacdo entre diferentes menus da caléuladofé grafica (P4).

Os alunos puderam assim determinar, através do confronto entre os valores da tabela e a
visualizacdo da representacdo grafica da situacdo, o fator de capitalizacdo do dinheiro depositado no
banco a todo o instante. Neste registo, 0s alunos indicam as variaveis nos eixos, novamente x e y,
mas ndo tracam a assintota horizontal porque a calculadora néo lhes fornece essa informacao. Por
outro lado, ao tracar o esbogo do gréafico a partir da origem ndo consideram que o zero ndo faz parte
do dominio da funcdo. Quando se atribui a variavel independente valores na vizinhanca de zero, a
sua direita, a funcdo tende para valores préximo de 6000 e ndo de zero. Este lapso registado pelos
alunos deveu-se ao facto de na janela de visualizagdo que consideraram ndo ser possivel ‘ver’ o eixo
das abcissas. Ao transporem a informacéo da calculadora para o papel ndo revelaram capacidade
critica para confrontar o esbogo obtido com o comportamento dos valores expressos na tabela.

A discussdo da tarefa serviu para introduzir o nimero de Neper através da visualizacdo do
comportamento do grafico da sucessao (1+%)”, dos valores expressos na tabela e do enquadramento
dos termos da sucessdo, como mostra o seguinte registo efetuado por um par de alunos:

(1 +%)" 0 e B i B R 42 S5 B O

£ 52 1 n :
(4 +%},:‘) VA% oA

AmGrg)2 2z
= A

Figura 4. Introduc¢do do nimero de Neper (P4).
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Nesta resolucdo, os alunos usaram trés tipos de representacdo (gréfica, tabular e analitica). Na
tabela, os alunos aperceberam-se de que a medida que o valor de n aumenta, os termos da sucessdo
aproximam-se de 2,7. No gréafico, ndo apresentaram as variaveis dos eixos nem a assintota
horizontal. A associacdo da informacdo presente nestas duas representacdes levou os alunos a
registarem que a sucessao é estritamente crescente, logo 0 conjunto dos seus termos € minorado
pelo primeiro, determinado erradamente na tabela, e majorado pelo limite dos termos da sucessao.

Raciocinio. A utilizacdo da calculadora grafica impele o aluno a verbalizar, apresentar e registar 0s
seus raciocinios, formular generalizac6es e validar conjeturas.

Verbalizar, apresentar e registar raciocinios. Relativamente a forma como o aluno da a conhecer o
seu raciocinio no que regista no papel, destacam-se dois procedimentos: (i) recorrer somente a
verbalizacdo para explicar o pensamento da interpretacdo da informacdo que retira do gréafico
representado na calculadora; e (ii) registar simultaneamente a representacao grafica da calculadora e
a verbalizacdo de como interpreta a informacéo. Estes procedimentos verificaram-se, por exemplo,
na resolucédo de pares de alunos distintos a seguinte tarefa:

2. Mo inicio de 1972, havia quatrocentes lobos num determinade parque natural. As
medidas de protecéo fizeram com que o referido nimero aumentasse continuamente.
0s rescursos do parque permitem que o nimetro de lobos cresga até bastante perto de
um milhar, ndo permitindo que este valor seja ultrapassado.

Nestas condicBes, apenas uma das expressies seguinies pode definir a funcéo P que da
0 numero aproximado de lobos existentes no parque natural, fanos apods o inicio das
medidas de protecdo:

1000 1000 1200 600(r3 -1)

o

A B ( D) 1000—
()l+e_0‘5' ( )1+1.5r3_05f ‘9 1+26 o)

Qual & a expressdo correta? Numa composicéo, com cerca de dez linhas, explica as

razbes que te levam a rejeitar as outras trés expressbes (apresenta trés razbes diferentes, uma

por cada expressao rejeitada).

Na resolucdo desta tarefa, houve alunos que recorreram a representacao grafica de cada uma das
fungdes que nao ‘saiu’ do ecrd da calculadora, aliada a informacao que ¢ fornecida no enunciado,
para justificar as razdes que os levaram a rejeitar cada uma das expressoes.

< (A]=500 Pana delymuman a expesssdo cwuta, subshfuions mon

difremdes  ex pressges 0 4 b 0 e Obsvames as pora {-0
(B):QOO davam ‘IUZ.PRA P’z«onumf mdo podia s @ ej:‘usso?o cometa
(€) = 400 pois pare 4=0, y=5v0. A toaine fombim  mdd pois , eambona
() - leop pema -0 4= 400, o fumcad ulhofosa 21000, 0 o

- taombion  mad pozque  paza t=0, §= 1600. p(oqo,a szesposta

€ a (B A

Figura 5. Respostas dos alunos sem gréfico (P5).

No registo escrito do par P5, os alunos analisaram o nimero de lobos no instante inicial, rejeitando
assim as opcdes A e D. Para decidir entre as op¢cbes C e B determinaram a assintota horizontal, o
que Ihes permitiu verificar que o grafico da expressdo C ultrapassa o milhar de lobos estipulado.
Neste caso, recorreram & calculadora, mas sem transcrever o esboco do gréafico, ndo tendo também
apresentado justificacOes diferentes para cada expressdo como era pedido. Outros alunos recorreram
simultaneamente a representagdo gréfica e a verbalizacdo das suas justificagfes para dar a conhecer
0s seus raciocinios, como exemplificam os registos elaborados pelo par de alunos P7 (Figura 6).
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Figura 6. Representacao grafica com justificacdo dada
pelo par de alunos P7.

Nesta resolugdo, o0 par representou
graficamente as quatro expressdes e sé
depois tirou conclusfes, indicando a
opcao correta e um motivo para rejeitar as
restantes. Relativamente aos graficos,
denota-se algum rigor dos alunos na
representacdo, tendo em conta o dominio
da funcdo, a assintota dos gréficos de cada
uma das funcOes e a indicagdo das
varidveis nos  eixos segundo a
contextualizagdo do problema. Na
justificagdo que os alunos escreveram,
apresentam um motivo para rejeitar cada
um das op¢des incorretas.

Formular generalizaces e validar conjeturas. Quando os alunos encontram um modelo para uma

dada situacdo, tém de ver se € o que melhor se adequa,

analisando, por exemplo, o coeficiente de

correlacdo, como se verificou na resolucdo da seguinte tarefa:

Portugal entre 1988 e 1996.

AnNos

1988 522
1989 891
1990 1389
1991 2032
1992 2934
1993 3940
1994 5189
1995 6764
1996 8789

tempo. Que modelo melhor se ajusta aos dados registados?

Num estudo realizado em Portugal sobre o nimero de infetados pelo virus da SIDA, efetuou-se a primeira recolha de
dados no ano de 1988. A tabela seguinte apresenta os dados relativos ao nimero de infetados pelo virus da SIDA em

N° de infetados

Representa graficamente os dados e analisa a evolugdo do nimero de pessoas infetadas ao longo deste periodo de

n‘;

oot 4 | ofisd 2
43 891 *
A 4329 ) *
ol J033 L F
4 de34 = i
5: 3040 by
é 51 81 Ex onencial e
bl 6164 e x 0T
3 gaga n - 0,99 ¢ x;c.qs“ B
0 ‘coeficiende de corzelagdd € prdximo
de 3 sdoge € um bem modele,

Figura 7. Modelo exponencial como sendo o que melhor se ajusta aos dados (P1).
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Os alunos teriam de recorrer ao menu de Estatistica, inserir os dados nas listas, considerando o ano
1988 como sendo o0 ano 0, 0 ano 1989 como sendo o0 ano 1 e assim sucessivamente. Analisando a
nuvem de pontos, j& conseguiriam ter uma ideia de qual seria 0 melhor modelo.

dist 4 | dista g

532 Exponenciol
0,aS X
891 /)z“ Y= q13,s xe
Y"
x

1389
n=0,93318643

20342
2034 7* - 0,94826002

L2DL N DD PO

3940
5189 .
tshca

cI164 Aogishaa

89849 y= __ 23380,0931

12097 e ) e
d0 13525
33 15 9 94
12 18467
22 fposaa 0 modelo que t . .t
’35 g‘g ";qq'g melhor se ajusta ados dodos € o 4%3'547&1

Figura 8. Modelo logistico como sendo o melhor que se ajusta aos dados (P1).

Os alunos introduziram os dados nas listas estatisticas da calculadora gréafica, recorreram ao modelo
exponencial, afirmando que o coeficiente de correlacdo estad muito proximo de um, sendo um bom
modelo para os dados apresentados. Experimentaram outros modelos, recorreram novamente ao
valor do coeficiente de correlagdo ou mesmo ao facto de passar por todos os pontos marcados,
validando assim o modelo exponencial como sendo o que melhor se ajusta aos dados. Com base
nestes resultados, os alunos acrescentaram mais dados a lista e procuraram ver se 0 mesmo modelo
se adequava aos novos dados. Ao acrescentarem os dados na lista da calculadora grafica, a nuvem
de pontos foi alterada, como se observa no registo do par P1. Apesar de o coeficiente de correlacdo
continuar proximo de um, o esbo¢o do grafico ndo passa em todos os pontos. Tentaram, entdo, o
modelo logistico, tracaram o grafico e verificaram que passava em todos os pontos, validando o
modelo e considerando como sendo o que melhor se ajusta a estes novos dados.

CONCLUSOES

Da analise e interpretacdo dos dados recolhidos, constata-se que os alunos recorrem a calculadora
grafica para transcrever para o papel informacdo, estratégias de utilizacdo da calculadora e
expressar 0 seu raciocinio. Relativamente a informacdo que retiram da calculadora, os alunos
registam sobretudo os esbocos graficos de modelos continuos nédo lineares estudados sem qualquer
verbalizacdo escrita. Trata-se de um primeiro nivel de utilizacdo deste recurso, meramente
instrumental, sobretudo quando as expressdes que definem as fungbes ndo sdo familiares aos
alunos. Como referem Waits e Demana (1994) e Dallazen e Scheffer (2003), a calculadora tem uma
funcédo utilitaria na exploracdo de novos conceitos e procedimentos, bem como na resolugéo de
tarefas que seria impraticavel por outros meios.

Ao adquirirem uma maior habilidade na utilizagdo da calculadora, os alunos manifestam cada vez
mais a vontade em trabalhar com este recurso, o que se traduz no registo das estratégias a que
recorrem para tirar partido das potencialidades graficas e numéricas da calculadora. Nessas
estratégias destacam-se a definicdo da janela de visualizacdo e a articulagdo entre os diferentes
menus da calculadora. A definicdo da janela de visualizagdo da calculadora € uma das estratégias
mais importantes a desenvolver nos alunos (Consciéncia, 2013). Inicialmente, os alunos tendiam a
representar graficamente uma funcdo sem atender a definicdo dos intervalos que Ihes permitia
perceber o comportamento dessa funcdo. Posteriormente comecaram a atender a janela de
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visualizagdo, mas nem sempre registavam os intervalos que consideravam, o que indicia que esses
intervalos resultavam de tentativas. A percecao acerca do aspeto grafico de determinada expressao,
da ordem de grandeza dos valores correspondentes as varidveis que contextualizam uma dada
situacdo e das caracteristicas da propria funcéo sdo, segundo Consciéncia (2013), determinantes no
registo dos intervalos da janela de visualizagdo. No que diz respeito a articulacdo entre diferentes
menus da calculadora, os alunos inicialmente utilizavam sobretudo o menu grafico, e
posteriormente estabeleceram conexdes entre 0 menu grafico e o menu tabela e entre 0 menu
grafico e 0 menu estatistico. Para Rocha (2002), esta capacidade desenvolve-se com a forma como
os alunos integram a calculadora nas suas atividades de estudo sobre fungdes.

Relativamente a forma como organizam as suas respostas e ddo a conhecer o seu raciocinio, 0s
alunos, numa primeira fase, recorreram a calculadora para elaborar justificacdes sem apresentar o
respetivo esbo¢o grafico. Numa segunda fase, tendem a registar simultaneamente a representacdo
grafica da calculadora e a verbalizar a forma como interpretaram a informacdo. Os alunos
apercebem-se da importancia que tem o confronto entre o que se pensa e regista com 0 que se V€.
Para Ball e Stacey (2005), uma boa utilizacdo da calculadora grafica ndo dispensa o aluno de ter que
pensar sobre a informacéo nela obtida, importando confrontar o que se obtém com o que se conhece.

Potenciar a capacidade de raciocinio dos alunos decorre também da formulacdo de generalizacGes e
validacdo de conjeturas. Na generalizacdo de um dado modelo, os alunos tiveram a oportunidade de
discutir o que melhor se ajustava aos dados apresentados. Por vezes, 0 modelo que conjeturavam
como sendo o ideal para o problema em estudo era refutado através da comparacéo do coeficiente
de correlacdo de outros modelos. Para além desta comparacao, validaram as suas conjeturas através
da analise dos esbocos graficos dos modelos encontrados. O recurso a argumentos visuais na escrita
matematica faz com que os alunos, como recomenda Lee (2010), sintam a necessidade de ter a
certeza do que interpretam e do que validam.
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