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Resumen. En este trabajo se confirma experimentalmente una nueva formulacion del
problema de los bloques rigidos sometidos a vibraciones externas. Un estudio sistemdtico
de las respuestas del sistema permite determinar los valores de los pardmetros relevantes.
La nueva formulacion hace mds sencilla la tmplementacion de técnicas computacionales
para el problema de varios tipos de mecanismos acoplados. En las respuestas analizadas,
tanto para regimen libre como forzado, se ha observado un buen acuerdo entre teoria y
experimento.

1 INTRODUCCION

Se puede definir el movimiento de Rocking Motion (RM) como la oscilacién que tiene
lugar en los cuerpos rigidos cuando el centro de rotaciéon cambia instantdneamente de un
punto a otro al ser alcanzada una determinada posicién. En ese momento tiene lugar una
fuerza impulsiva que produce pérdida de energia.

El movimiento de rocking ha sido objeto de interés para los investigadores desde hace més
de un siglo. Sin embargo, fue Housner en su trabajo pionero [1] quien puso de manifiesto la
comlejidad asociada al fenomeno del RM asi como la presencia de ciertos comportamien-
tos que no eran intuitivos.

Trabajos posteriores ([2],[3]) han revelado un comportamiento complejo incluyendo la
presencia de orbitas cadticas para ciertos valores de los parametros del sistema.

Desde el punto de vista de la ingenieria sismica, el estudio del RM juega un papel funda-
mental a la hora de comprender la dindamica de diversos tipos de estructuras.
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La resistencia a tracciéon de las construcciones de fabrica formadas por bloques de piedra
(columnas, estatuas, templos, etc) depende fundamentalmente de su peso propio. Este
hecho las hace especialmente vulnerables a movimientos laterales inducidos por terre-
motos. Si se tiene en cuenta, ademas, la alta capacidad que tales estructuras tienen a
compresién, el modelo tradicional de una construccién continua deja de ser adecuado a
la hora de analizar su comportamiento dindmico. En lugar de ello, deben considerarse
modelos que permitan interfases entre las partes y rotaciones relativas, como es el caso
de un ensamble de bloques rigidos acoplados entre si por medio de rétulas plasticas.

A pesar de que el fenémeno del RM ha sido abordado por diversos autores, debido a
la complejidad del problema y a la escasez de datos experimentales, su estudio, tanto
tedrico como experimental, sigue siendo relevante para proponer criterios adecuados en la
evaluacién del riesgo sismico de las construcciones de fabrica.

Uno de los mayores inconvenientes que presenta el tratamiento clasico del RM es que las
ecuaciones diferenciales del movimiento que utiliza son de tipo discontinuo -piecewise-, lo
que dificulta tanto la generalizacién a un nimero mayor de bloques como la utilizacién
de teoremas y resultados conocidos del analisis.

Por otro lado, en dicho marco, no se cuenta con un modelo matematico para las fuerzas de
impacto. El impacto se implementa como un coeficiente de restitucion que multiplica a la
velocidad angular cada vez que el bloque pasa por la posicién de equilibrio. Esto dificulta
la tarea de crear modelos que permitan generalizar a interacciones entre mas cuerpos.

El presente trabajo aporta una prueba experimental de una formulaciéon nueva del
problema del RM que fue propuesta en un trabajo anterior [4]. El objetivo es validar la
mencionada formulacién -denominada compleja- y nuevas modelizaciones computacionales
basadas en ella que estan siendo estudiadas.

2 RESUMEN DE LA FORMULACION COMPLEJA

La formulaciéon compleja del RM -de tipo lagrangiano- introduce un angulo complejo
aprovechando la simetria del problema. El resultado es que se cuenta con ecuaciones
tanto para el médulo del angulo como para su fase (resultando ésta ser proporcional a
una funcién de Heaviside). Por otro lado, los impactos son incorporados mediante fuerzas
generalizadas de tipo Delta de Dirac [5].

El sistema resultante de ecuaciones diferenciales no es discontinuo para el rango de valores
del angulo de Rocking como ocurria en el caso de la formulacién de Housner.

En la figura 1 se muestra la geometria de un bloque simple sometido a una accién
lateral. Expresando el angulo # en forma compleja mediante un médulo r y una fase 1,

0 =re (1)
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a2

Figura 1: Pardmetros geométricos y dindmicos de un bloque simple

se propone la siguiente funcién lagrangiana real,
I
L= 5(7"2 +r2p"?) — MgRcos(o — 1) (2)

donde; 7' y ¢’ indican derivacién con respecto al tiempo (denotado por 7), M es la masa
del bloque, I es el momento de inercia medido o bien desde O o bien desde O’. Finalmente
a y R se definen segun la figura 1.

La energia del sistema! es

I P2
E="= 2 Y
(™) + 2172

5 + MgR[cos(a — 1) — cos(a)] (3)

donde p, es el momento conjugado de la variable generalizada 1) que, al no depender
L explicitamente de ella, es una magnitud conservada y, por tanto, un pardmetro bien
definido del sistema. De ahora en adelante p, se denotara por: py = [.

La energia de la ec.(3) corresponde a la de una particula que se mueve con energia
cinética (1/2)r” en un pozo de potencial efectivo V,s;(r) dado por

2

Vers(r) = %7«2 + MgR]cos(a — r) — cos(a)]. (4)

Este potencial tiene una parte atractiva, correspondiente a la accién de la gravedad y una

parte centrifuga: %, que es resultado de la barrera infinita en r=0.

!Normalizada para que la parte potencial de E se anule cuando r=0

3
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Las acciones de impacto y de sismo se introducen como fuerzas externas generalizadas
en las ecuaciones de D’Alembert (ecuaciones (5) y (6)).

d L. oL )
%(@)—EZQf‘FQT (5)
d  OL oL

%(a—dﬂ)_%:Qi)—i_pr (6)

Se denotan por Q% y QF las fuerzas generalizadas de la coordenada r para damping y
sismo respectivamente. Para la coordenada ) se tienen fo, y @y, andlogamente.
En [4] se encontré que era adecuado el siguiente modelo:

@ = (T 7
Q; = Ma(1)Rcos(a — 1) cos (1)
Q=0
Q=0

siendo a(7) la aceleracién de la fuerza externa y u el coeficiente de restitucién de la
velocidad angular definido por:

ga
D
donde 6° y 6% son las velocidades angulares justo antes y después del choque.
Mediante la normalizacion,

7 (8)

o+
11l

I
SR

(donde p es un pardmetro con unidades de frecuencia y dado por p = /MgR/I) y usando
la notacién de Newton para las derivadas con respecto al tiempo adimensional t, se obtiene
la siguiente ecuacién diferencial para el médulo del dngulo 6 normalizado (ver [4]).

S O 2n(p) ., a(t/p)
X=13" asm(oz —ay) + p— X!+ p

cos(a — arx)cos() (10)

La ecuacién (10) se integra numéricamente mediante el método de Runge-Kutta-Fehlberg
de paso constante para un conjunto dado de condiciones iniciales y parametros. Los
resultados obtenidos son comparados con las respuestas del experimento.
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3 INVESTIGACION EXPERIMENTAL

Para el conjunto del trabajo experimental, se cuenta con un conjunto de 4 bloques de
granito tipo azul (ver figura 2) de las siguientes caracteristicas:

e densidad = 2700 kg/m?

e resistencia mecénica a compresién = 1380 Kg/cm?
e resistencia mecénica a flexién = 230 Kg/cm?

e porosidad aparente (porcentage) = 0.40.

Las probetas fueron pulidas en sus bases a fin de conseguir un desempeno mejor. Ademés
de las cuatro probetas, se dispone de una base pulida del mismo material sobre la que se
realizan los tests. Esta base se fij6 a la mesa sismica mediante tornillos de anclaje.

Para evitar una degradacion rapida del material, las piedras fueron cortadas de modo
que sus esquinas no fuesen totalmente vivas. Esto es, las probetas tienen un corte de
suavizado a 45 grados en sus cantos. El tamano de los cortes es de aproximadamente
lem.

La probeta 4 se disend con un corte en la base a 45 grados mucho mayor (ver figura 3).
El perfil ligeramente distinto de este bloque tiene por objeto determinar una eventual
influencia de la geometria propuesta en la calidad de la respuesta.

Figura 2: Probetas experimentales mas base.



Francisco Prieto C., Paulo B. Lourenc¢o y Alfredo C. Costa

2B=24.6cm
45.7cm /C; 2h
// ! ./'/
r .~
e / Yem
// & H/R
\\\ /,/' /,
o/ / 4.3cm
o/ /0

a=4.3cm  2b=16.0cm

Figura 3: Probeta 4: geometria y parametros.

Para la bateria de ensayos se cuenta con un simulador sismico uniaxial de dimenisones,
entre ejes, de 3x2 m y un peso propio de 3tf.

La carga 1til de ensayo, limitada por la capacidad de los rodamientos internos, es de 6tf.
La mesa tiene un desplazamiento maximo de +10cm y es capaz de desarrollar una acel-
eracion de 4.5g para una frecuencia de 20Hz, aproximadamente. KEstas caracteristicas
dindmicas son suficientes para el tipo de ensayo que se va a realizar.

Un sistema de adquisicién de datos National Instruments, junto con el software asociado,
completan el equipo de obtencion de medidas.

La monitorizacién de la posicion de los bloques se realiza mediante sistemas de LEDS-
camara capaces de registrar dos coordenadas en un plano perpendicular al rayo 6ptico
del LED. De esta forma, las probetas se instrumentan con leds fijados en sus caras como
indica la figura 5.

Como se aprecia en la figura 4, cada bloque se monitoriza, ademés de los leds laterales,
mediante un sistema LED-espejo-camara en el que el LED esta fijado a la cdmara. Asi, el
angulo de reflexién del rayo del LED reflejado en el espejo suministra una medida directa
del dngulo #. Se tienen, por tanto, varios canales de medida para la posicién.

Sin embargo, dado que el sistema sin deslizar tan sélo tiene un grado de libertad, los
canales distintos al del angulo # deben ser; o bien funcion de f, o bien zero. Se pueden
asi controlar los eventuales deslizamientos o rotaciones en el eje vertical del bloque.
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Figura 4: Instrumentacién de las probetas con sistemas LED-espejo-cdmara

Figura 5: Instrumentacién de LEDS laterales en probetas

4 COMPARACION ENTRE TEORIA Y EXPERIMENTO

Coincidiendo con la teoria, se ha verificado que los tres parametros fundamentales para
el problema del RM plano son o, p y p.
Una vez determinado este conjunto de pardmetros, la ecuacién (10) se puede integrar para
acciones externas arbitrarias.



Francisco Prieto C., Paulo B. Lourenc¢o y Alfredo C. Costa

Asumiendo que durante un impacto, todas las fuerzas estan concentradas en los pun-
tos O y O’, el momento angular con respecto a dichos puntos se conserva. Con este
criterio, Housner [1] encontré una expresién para u que depende exclusivamente de la
geometria,

p=1— gsin(a)2. (11)

Los pardmetros geométricos y dindmicos relevantes de las probetas estan recogidos en
la tabla 1. A este conjunto de valores de «, p y u, dependientes exclusivamente de la
geometria del bloque, se les denomina pardmetros tedricos.

Probeta | 2b(m) | 2h(m) | a(rad) | p(Hz) | p =1 — 3/2sin*(a)
1 0.247 | 1.000 | 0.242 | 3.780 0.914
2 0.168 | 1.000 | 0.166 | 3.810 0.959
3 0.120 | 1.000 | 0.119 | 3.820 0.979
4 0.246 | 0.500 | 0.310 | 5.160 0.860

Tabla 1: Pardmetros tedricos de las probetas junto a datos geométricos

Se ha comprobado que los valores dados en la tabla 1 no conducen, en general, a un
acuerdo aceptable entre teoria y experimento. Este tipo de discrepancias entre los valores
tedricos de los pardmetros y sus respectivos ajustes experimentales ya ha sido puesto de
manifiesto por diversos autores ([6]-[9]).

En particular, en los trabajos [7] y [8], se ha sugerido que el impacto puede no ser com-
pletamente inelastico al no verificarse la ecuacién (11).

En el trabajo de Lipscombe [9], se ensayan distintos modelos dindmicos de RM tratando
de hallar una justificaciéon ante tales discrepancias.

Por otro lado se encontré que el coeficiente de restitucién p sigue una distrinucién gaus-
siana con valor medio centrado en la expresién (11) [6].

La presente contribucion, se limita a hacer un ajuste experimental de los valores dentro

de los rangos admisibles impuestos, dejando para un trabajo futuro la investigacién de
las causas fisicas que producen tales desviaciones.
El criterio adoptado es que los valores ajustados de «, p y p produzcan el maximo acuerdo
entre teoria y experimento. Sin embargo, valores demasiado alejados de los dados en la
tabla 1 llevan a situaciones que son claramente no realistas. En efecto, para un bloque
de una altura dada, un aumento del valor de o de 0.2 a 0.3 conlleva un incremento de la
anchura de un 52.6%.
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Haciendo uso de que para el caso de Free RM, la energia del sistema se conserva entre
dos choques consecutivos y mediante la ecuacién de la energia (eq.(3)), se puede ver que
el tiempo que dista entre el correspondiente al maximo del moédulo de € anterior al choque
n-ésimo, denotado por 7,_1, y el del impacto n-ésimo viene dado por?,

1 /0 dz
_ 12
V2 /M—l \/cos(a: — ) — cos(a) 12

Tn

Para dngulos pequenos y bloques esbeltos, la ecuacién (12) se simplifica considerablemente
llegdndose a una expresién que coincide con la de Housner [1].

1 1
Ty = —cosh_l(ﬁ)

’ : (13)

Por otro lado, teniendo en cuenta que para free RM, la relacién entre la energia desptes
del impacto n-ésimo, E,, y la energfa inicial Ey viene dada por: E, = Eyu®", se obtiene
la siguiente expresion para p dependiente del indice de impacto.

cos(a — ryp) — cos(a) | 1

) (14)

fn = (

cos(a —rg) — cos(a)

siendo 7, la amplitud del médulo del dngulo 6 después del impacto n-ésimo y 7y el médulo
inicial de 6.

Las ecuaciones (13) y (14) permiten encontrar los valores ajustados experimentalmente

de a,py p
Registrando los tiempos de impacto y amplitudes experimentales 7.7 y 7} a partir de las

respuestas de free RM, el procedimiento que se ha seguido es el siguiente:

1. Minimizar la superficie de error dada por la ecuacion,

S(a,p) = D (T — 7)) (15)

n

2. Verificar el valor de a descartando las soluciones que caigan fuera del criterio es-
tablecido

3. Con el valores de o hallado y las amplitudes experimentales, hallar un valor de u
para cada impacto haciendo uso de la eq.(14)

4. Tomar el valor medio de los valores de p hallados en 3.

2Para este calculo se desprecia la parte centrifuga del potencial ya que resulta irrelevante.
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Para el primer paso se utiliza el comando fsolve(), disponible en Maple, que permite
encontrar conjuntos de soluciones para un sistema de ecuaciones algebraicas no-lineales.
La eficacia del algoritmo se comprueba con un conjunto de soluciones de free RM para
pardmetros conocidos. Una vez generadas las soluciones, se hallan los valores de « y
p resolviendo el sistema de ecuaciones resultante. Se comprobd que los valores entre el
conjunto inicial y final coincidian.

Existen experimentos en los que el algoritmo arroja valores de o que no son realistas.

Siendo este parametro el que tiene una medida maés directa, se ha escogido como criterio
de bondad de las soluciones el que todos aquellos valores de o que sobrepasen un cierto
limite sean deshechados.
Para fijar tal limite se tiene en cuenta -como ya se senalé- que el perfil de los bloques tiene
un ligero corte en las bases® de lem. Esto implica que existe un error admisible en b de
+1em, que se traduce en un error para « de, aproximadamente, (1/b)%. Para la probeta
1, por ejemplo, se tiene un error admisible en « del 8%.

Con el método arriba descrito, se elabora una tabla de pardmetros ajustados para las
distintas probetas 2.

Probeta | a(rad) | p(Hz) | pu

1 0.235 | 3.884 | 0.937
2 0.168 | 3.767 | 0.942
3 0.112 | 4.716 | 0.986
4 0.311 | 4.633 | 0.926

Tabla 2: Parametros ajustados de las probetas.

Al Comparar estos resultados con los valores de la tabla 1 no se observa ninguna tenden-
cia especial para los pardmetros a y p. No ocurre lo mismo con el coeficiente de restitucion
1, cuyos valores ajustados experimentalmente tienden a ser superiores a los dados por la
férmula 11. Este hecho ya ha sido sefialado por varios autores en trabajos previos ([7], [9]).

A continuacion se muestran algunos de los resultados obtenidos para las distintas ac-
ciones y probetas. En todas las gréaficas presentadas se representa el angulo de rocking 6
medido en grados en funcién del tiempo, en segundos.

Las acciones introducidas en la mesa son funciones harmdénicas tipo seno; o bien de am-
plitud constante, o bien moduladas por una funcién de hanning*

3Con la excepcién de la probeta 4 que tiene un perfil con un corte mucho mayor (ver figura 3).
4La expresién usada para la ventana de Hanning es la siguiente

Alz) = %(1 + cos(") (16)

10
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En la figura 6 se compara la gréifica experimental de la probeta 4 con las soluciones
numéricas correspondientes a los valores tedricos (tabla 1) y ajustados (tabla 2) de los
parametros.

T
Experimental

Parametros ajustados ¢

4+ Parametros teoricos 4 4

B> > >
b D>
sbb D
pbl

&,

Angulo de Rocking(grados)
(4N b by >,
> P>
BB

5 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3 35
Tiempo(s)

Figura 6: Probeta 4. Resultados con pardmetros de las tablas 1 y 2.

Con los parametros de la tabla 2 se presenta en la grafica 7 la respuesta de la probeta
1 para una funcién harménica sinusoidal modulada por una ventana de Hanning. La
amplitud del seno es de 6 milimetros y su frecuencia de 3.3 Herzios.

Finalmente, en la figura 8 se muestra el angulo € en funcién del tiempo para la probeta
2 comparando teoria y experimento para un seno constante de 6 milimetros de amplitud
y 5 Herzios de frecuencia. Los parametros son los de la tabla 2.

5 CONCLUSIONES

e Es necesario un ajuste de los parametros dinamicos del problema para obtener
acuerdo entre las respuestas numérica y experimental (ver figura 6).

e Se ha observado, tanto en experimento como en la teoria que el sistema es espe-
cialmente sensible a variaciones en las condiciones iniciales y a los pardmetros. En
particular, las respuestas son significativamente mas sensibles a a y 4 que a p.

e Para distintos valores de o, p y u, es posible obtener la misma respuesta; existe una
correlacién experimetal entre los valores de los pardametros como ocurre con sus
valores tedricos.

siendo a el pardmetro de duracién del pulso.

11
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