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Generalidades

As engrenagens cilindricas de dentes retos podem ser exteriores ou interiores, como ilustra a figura 1. E
indubitavel que as engrenagens cilindricas de dentado reto sdo as mais frequentemente utilizadas em
maquinas e mecanismos quando se pretende transmitir movimento entre eixos paralelos.

Fig. 1 Engrenagens cilindricas de dentes retos: Engrenagem exterior e engrenagem interior

Algumas das razdes que concorrem para a sua popularidade prendem-se com a simplicidade e facilidade
associadas as atividades de projeto, fabrico, montagem e manutencao.

Este tipo de engrenagem apresenta rendimentos elevados (até 99%), possibilita a obtencao de relacdes de
transmissao elevadas (8:1) e transmite poténcias elevadas.
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Angulo de Presséo

Um dos principais parametros carateristicos do desempenho das engrenagens é o angulo de pressao. Este

parametro € normalizado e assume, em geral, o valor de 20°. Quando assim acontece numa engrenagem, o
dentado é denominado de dentado normalizado.

Nos Estados Unidos da América é frequente considerar-se um valor de 25° para o angulo de pressao. No
passado o valor de 14,5° era bastante utilizado, mas tem vindo a cair em desuso.

A figura 2 mostra o efeito do valor do angulo de presséao no perfil dos dentes.

@) (b) (©
Fig. 2 Efeito do angulo de presséao no perfil do dente: (a) 14,5°; (b) 20°; (c) 25°

Angulo de presséo é o angulo formado pela linha de a¢&o ou de engrenamento com a diregio tangente as
circunferéncias primitivas no ponto primitivo.

Ao dentado normalizado esta sempre associado um angulo de pressao igual a 20°. Dentado normal, por
seu lado, diz respeito a um dentado que néo foi corrigido.
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Saliéncia, Reentrancia, Altura do Dente e Diametro de Raiz

Na figura 3 séo apresentadas as principais relacdes geométricas e proporcdes dos dentes para 0 caso de
engrenagens cilindricas exteriores de dentado reto normal.

O maodulo e o numero de dentes definem
completamente uma roda dentada normal
O produto destas duas quantidades resulta
no diametro primitivo da roda, ou seja

d=mz

A saliéncia e a reentrancia de um dente
relacionam-se com o modulo da seguinte forma
h,=m

h, =1,25m

Fig. 3 Elementos geométricos e proporc¢des dos dentes

A altura total do dente é dada pela soma da saliéncia com a reentrancia, isto é
h=h +h, =2,25m

O diametro de coroa da roda é calculado do seguinte modo
d,=d+2h,=d +2m
ou seja,

d,=d+2m=mz+2m=m(z+2) .
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Diametro de Raiz, Passo, Espessura e Intervalo do Dentes

De modo, o diametro de raiz da roda é definido como
d, =d —2h,

ou seja
d, =d—-2,5m

ou ainda
d, =mz—-2,5m=m(z-2,5)

Os diametros de coroa e de raiz podem ser

relacionados entre si do seguinte modo
d =d. +2h Fig. 4 Elementos geométricos e proporc¢des dos dentes
a  “f

Se se considerar a inexisténcia de qualquer folga entre os dentes, entdo o passo pode ser medido pela
soma da espessura do dente com o intervalo do dente, ou seja
p=s+e

donde, atendendo a definicdo de passo, a espessura e o intervalo do dente podem ser calculados do
seguinte modo

6
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Folga Entre Dentes e Folga da Raiz

A figura 5 mostra as folgas que existem nas engrenagens cilindricas.

A folga entre os dentes depende do grau de precisdo com
gue os dentes das rodas sao produzidos. Assim, diferentes
cenarios podem ser distinguidos, nomeadamente

g=0 (engrenagens de muito elevada preciséo) N
0<g< S p, S= 39 p (engrenagens de precisédo)
"0 780 Jrenagens gep

Fig. 5 Folga entre dentes e folga na raiz

ip<g<ip §p<s<£p (engrenagens correntes)
40" 77207 80" T 40 Jrenag

1

19
=—PpP, S=— engrenagens obtidas por fundicéo
9="5P 20 P (engrenag P ¢ao)

A folga no entredente é expressa por

g=p—2S

As recomendac0fes para a folga na raiz sugerem a seguinte relacéo

j=h; —h, =125m—-m=0,25m
7
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Raio de Concordancia, Largura e Entre-eixo

O raio de concordancia da raiz dos dentes deve ser proporcional ao modulo da seguinte forma

P=3

A largura dos dentes devera estar compreendida no seguinte intervalo
Im<b<1ldm

|

Considerando agora uma engrenagem cilindrica exterior de dentado I
reto normal, representada na figura 6 pelas circunferéncias primitivas, :
i

|

|

|

entdo a distancia entre os eixos das rodas pode ser calculada com
q o d, +d,
2

em que os indices 1 e 2 se referem, respetivamente, ao pinhao (ou
carreto) e a roda (ou coroa). O entre-eixo pode ser expresso do
seguinte modo
g mz, + mz, :m21+22
2 2

/

Fig. 6 Engrenagem cilindrica exterior
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Relac&o de Transmissao
O figura 7 esté representada a velocidade do ponto primitivo, o qual pertence quer ao pinhao, quer a roda.

Atendendo a que este ponto € um centro instantaneo de rotacéo, entdo pode escrever-se a seguinte
igualdade

V, =V, & ol =ow,l,

em que w, e m, séo as velocidades angulares do pinh&o e da roda,
respetivamente.

|

|

|

|

Atendendo a definicao de relacéo de transmissao, pode escrever-se !
a seguinte expressao :
|

i_a)l_r _%
d,

2
@, I

Esta equacéo pode assumir a seguinte forma
. d, mz, 7z,

ot
d mz, 1z

/

Fig. 7 Engrenagem cilindrica exterior
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Principais Relagcbes Geométricas e Proporcdes dos Dentes
A guisa de conclus&o genérica, deve referir-se que todas as dimensdes das rodas e proporcdes dos
dentes podem ser expressas em funcao, unica e exclusivamente, do modulo e do numero de dentes.
A tabela 1 resume o0s principais parametros anteriormente apresentados.

Tab. 1 Principais relacées geomeétricas e proporcoes dos dentes
para engrenagens cilindricas exteriores de dentado reto normal

Parametro Expressao
Diametro primitivo d=mz
Saliéncia hy=m
Reentrancia hs =1,25m
Altura do dente h=2,25m
Diametro de coroa dy=m(z+2)
Diametro de raiz df =m(z-25)
Entre-eixo a=mAr’2 ; 22

Z2

Relaco de transmisso i=—%

10
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Exercicio de Aplicacéo

Considere uma engrenagem cilindrica exterior de dentado reto normalizado, em que o pinhdo e a coroa
tém, respetivamente, 19 e 76 dentes. Atendendo a que o mddulo é igual a 3 mm, calcule os seguintes
parametros geomeétricos para o pinhao: (i) saliéncia, (ii) reentrancia, (iii) altura do dente, (iv) diametro
primitivo, (v) diametro de coroa e (vi) diametro de raiz. Represente graficamente os parametros
anteriormente calculados.

Resposta:

h,=m=3mm

h; = 1,25m = 3,75 mm
h=2,25m=6,75mm
d=mz; =57 mm

d, = m(z,+2) = 63 mm

d; = m(z,-2,5) = 49,5 mm

A figura 8 diz respeito a representacao grafica
dos parametros geométricos previamente Fig. 8 Representacdo dos parametros calculados
determinados.
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Conceito de Continuidade do Engrenamento

A continuidade do engrenamento diz respeito a quantidade de pares de dentes que esta engrenada em
simultadneo durante funcionamento de uma engrenagem.

Assim, para que o engrenamento de duas rodas
aconteca em boas condicOes, do ponto de vista

da continuidade do engrenamento, € necessario
gue pelo menos um par de dentes esteja engrenado
durante a transmissao do movimento.

Por outras palavras, pode dizer-se que existe
continuidade do engrenamento quando um par de
dentes termina 0 seu engrenamento s6 apos o par
de dentes sequinte ter ja iniciado o contacto.

A situacéo limite, em que ha apenas e s6 um par de
dentes em contacto, esta representada na figura 9.

Fig. 9 Engrenamento de um par de dentes

No presente texto admite-se que o pinhao ou carreto € a roda motora, enquanto a coroa € a roda movida.
Deve relembrar-se aqui que a linha de engrenamento € sempre tangente as circunferéncias de base das
duas rodas, passa pelo ponto primitivo e faz um angulo « (dngulo de pressédo) com a linha tangente as

circunferéncias primitivas. 1
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Linha de Engrenamento

Da figura 10, pode afirmar-se que o engrenamento
entre dois dentes se inicia quando a circunferéncia
de coroa da roda movida interseta a linha de acgao.
Este ponto é representado pela letra C na figura 10.

: . c,
Neste mesmo instante, o ponto em que o perfil C.
do dente do pinh&o interseta a circunferéncia N
primitiva € materializado pelo simbolo L.

De modo analogo, o engrenamento termina quando
a circunferéncia de coroa da roda motora interseta
a linha de acao. Este ponto é representado pela
letra D na figura 10.

Neste mesmo instante, o ponto em que o perfil
do dente do pinh&o interseta a circunferéncia primitiva
€ materializado pelo simbolo M.

A distancia entre os pontos de inicio e término do engrenamento
(CD), chama-se comprimento de conducao ou comprimento de acao. a,l/v

O engrenamento entre um par de dentes esta, em geral, 10,
compreendido entre os pontos A e B que definem a linha Fig. 10 Linha de Engrenamento

de engrenamento. 13
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Angulos de Engrenamento

Os angulos ¢, e 6, representados na figura 11 denominam-se
de angulos de conducéao ou angulos de acao das rodas
motora e movida, respetivamente.

Os angulos ¢, e ¢, representam os angulos de

aproximacao das rodas motora e movida, e Caz Cz\_\_
dizem respeito a amplitude de rotagdo de cada . .
uma das rodas desde o inicio do contacto, até Y .
ao instante em que o ponto de contacto ocorre RN Vs N W

no ponto primitivo. > =~

Do mesmo modo, os angulos y, e y, dizem ST
respeito aos angulos de afastamento das S
rodas motora e movida, respetivamente. E /

Estes angulos representam a amplitude de

rotacao das rodas desde o instante correspondente

ao ponto primitivo até que o ponto de engrenamento
entre os dentes atinge o término do contacto (ponto D).

E evidente, por definicéo e pela observacéo da figura 11, que

10,
O=¢+n 0,=9,+7, Fig. 11 Linha de engrenamento

14
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Fases de Engrenamento

A figura 12 refere-se a trés posicoes sucessivas de um
par dentes engrenado. Da analise desta figura pode
dizer-se que o engrenamento se inicia no ponto C,
isto é, quando a ponta do dente da roda movida
contacta com o flanco do dente da roda motora.

O engrenamento termina no ponto D, ou seja,
quando a ponta do dente da roda motora deixa ~
de estar em contacto com o flanco do dente da
roda movida. Durante o engrenamento, podem

ser distinguidas duas fases, a saber: P
- Fase de aproximacao, segmento de reta ClI s
ou arco de circunferéncia LI E

Ia
cosa

Ia:a aa:LIZ

- Fase de afastamento, segmento de reta ID
ou arco de circunferéncia IM

_ |

|, =1 a, =IM=

COSx

Note-se que r,=rcosa Fig. 12 Engrenamento de duas rodas
15
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Relacao de Conducéo

A duracado do engrenamento pode ser definida
como a soma das parcelas correspondentes as
fases de aproximacéo e de afastamento, ou seja

|=1,+1, =CD ..

I CaZ N
a=a,+a;, =LM =—— .
cosa \

Para que haja continuidade do engrenamento
€ necessario que se verifique a seguinte condi¢ao:

> p, ou a>p

em que p, representa o passo normal e E
p € 0 passo primitivo.

Define-se relacao de conducéo, ou razdo de conducéo,
como sendo o quociente entre o arco de conducao e
0 passo, ou seja

a I

E=—=———"—"—"—
p mmcosc Fig. 13 Engrenamento de duas rodas

16
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Relacao de Conducéo

A equacao relativa a relacao de conducéao permite
determinar o numero médio de pares de dentes
em contacto durante o engrenamento.

O desempenho de engrenagens requer que Coo
o valor da relacdo de conducéo esteja situado C. . .
entre 1,2 e 1,6, de modo a garantir a N

continuidade do engrenamento, evitar chogues AN s
entre os dentes e minimizar o ruido. -

Valores muito elevados de ¢ s&o vantajosos - R T\
em termos de continuidade, mas podem e L
causar dificuldades ao nivel das interferéncias o
entre os dentes. E—

E, portanto, necessario estabelecer um
compromisso entre a continuidade do engrenamento
e as interferéncias de funcionamento.

No caso mais geral, a relacdo de conducéo é constituida por duas
componentes, uma radial e outra axial:

€= Eragial T Eaxial Fig. 14 Engrenamento de duas rodas

17
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Relacao de Conducéo

A figura 15 ilustra a animacao relativa ao
engrenamento de duas rodas dentadas, onde
se podem identificar os pontos de inicio e

fim do engrenamento.

T
i
I
I
I
L
I
-
1
I
I
I
I
1
I
i

2630QDUG WRIGHT , ' A

Fig. 15 Engrenamento de duas rodas

Neste caso verifica-se que ha continuidade do
engrenamento.

Fig. 16 Engrenamento de duas rodas

18
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Deducéo da Expressao para a Relacéo de Conducao

Considere-se a figura 17 onde se representa um engrenamento wz\‘
de duas rodas cilindricas de dentes retos.

Arelacao de conducéo €, por definicdo, dada por

E=— C.

P

em que a representa o arco de conducéao e p
€ 0 passo da engrenagem.

O arco de conducao é igual a soma do arco de
aproximacao com o arco de afastamento

a=a +a, =Ll +IM

Atendendo ao conceito de amplitude de um
arco ao centro tem-se que

a, =LI =rg

a; =IM=ry

Fig. 17 Engrenamento de duas rodas

19
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Deducéo da Expressao para a Relacéo de Conducao

Tendo presente o conceito de curva evolvente de um circulo, a,z\‘
entdo da andlise da figura 18 os comprimentos de aproximacao

e de afastamento tem-se que
Cl=r,o

ID= b1/1

Atendendo a relacao entre o raio de base e
0 raio primitivo vem que

Cl
h= o
r,COSa
ID
V1=
I, oS

Considerando estas expressoes resulta que

Cl |
4 = LI = = a
COSa COSox
ID |
af = IM = = f
COSa COSox

1.Introducdo | 2.Relagcbes | 3.Continuidade | 4. Relagdo |

Ce
\

Fig. 18 Engrenamento de duas rodas
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Deducéo da Expressao para a Relacéo de Conducao

Atendendo a (_:Iefinigéo de passo, a relacéo de conducao a,z\‘
pode ser escrita como

__a_Ci+Ib_ CD
p @MCoOSa mMCOSx Coz ™\

O comprimento de conducao pode ser expresso
da seguinte forma

cb=Cl+ID N A\

em que i
Cl=CB-1IB Cay
ID=AD-AIl

Em relacédo ao triangulo retangulo O,BC podem
ser determinados os comprimentos dos lados O,C e O,B

()2—C=I’2+ha2

O,B=r,cosax
Fig. 19 Engrenamento de duas rodas
21
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Deducéo da Expressao para a Relacéo de Conducao

Aplicando agora o teorema de Pitagoras ao triangulo O,BC, vem que a,z\‘

CB= \/(OZC)2 —(0,B) =/(r, +h,,} -r?cos’

Da analise da figura 20, verifica-se que Caz

IB=rsena L —

Logo, o comprimento de aproximacéo € dado Togs 3
pela seguinte expresséo e O

|, =Cl = B—IB:\/(rz+ha2)2—rzzcosza—rzseﬁa/~'/' | e

De modo analogo, pode ser determinado o
comprimento de afastamento

|, =ID=AD - Al =/(r +h,, } —r?cos’a —rsena

Fig. 20 Engrenamento de duas rodas
22
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Deducéo da Expressao para a Relacéo de Conducao

Com efeito, o comprimento de conducéo pode ser calculado somando |, e I, ou seja

|=CD=/(r, +h,, ] —rZcos’a —r,sena +,/(, +h,, ] —rZcos? & — rsena

Finalmente, a relacdo da conducéo pode ser reescrita da seguinte forma

Jle,+h, Y —r?cos? a —rsena ++(r, +h, ) —r? cos? a —rsena
M CcoSar

E =

Tendo em consideracao as relacfes geometricas e proporgdes dos dentes, anteriormente estudadas, a
relacdo de conducéo pode ser simplificada e expressa, Unica e exclusivamente, em funcao do numero de
dentes e do angulo de pressao, ou seja

1 77 27 2, +1
e=—"—/| . Zsen*a+z,+1+. | Fsen‘a+z,+1- L —"2sena
TCoS« 4 2

23
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Estudo da Relacdo de Conducéao

Pode concluir-se que a continuidade do engrenamento melhora (i.e., aumenta) quando,
= Aumentam as saliéncias dos dentes
» Aumentam os diametros primitivos das rodas
» Diminui o0 angulo de pressao

Relacbes de conducédo mais elevadas sao benéficas,
nao s6 em termos de continuidade do engrenamento,
mas também em termos da distribuicéo das forcas de
contacto entre as superficies dos dentes. Coz

Assim, a figura 21 diz respeito a evolucdo das forcas ¢, "<
de contacto ao longo do engrenamento, para um par
de dentes com perfis conjugados.
Nesta representacdo admite-se que existem dois
pares de dentes engrenados ao mesmo tempo

durante os periodos correspondentes aos comprimentos

de conducédo CP e QD.

Fig. 21 Forgas de contacto nos dentes
24
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Exercicio de Aplicacéao

Considere uma engrenagem cilindrica exterior de dentado reto normalizado, em que o pinh&o e a coroa
tém, respetivamente, 19 e 76 dentes. Atendendo a que o médulo € igual a 3 mm, calcule a relacao de
conducao da engrenagem. Comente o resultado obtido.

Resposta:

&=1,68

Pode, pois, concluir-se que a engrenagem em estudo apresenta boa continuidade do engrenamento, uma
vez que, em média, ha cerca de 1,68 dentes em contacto.

Este valor esta claramente acima das indicacdes de projeto, isto €, e >1,3.

T
I
I
I
I
1
I
-
I
I
I
I
I
I
I
I
—
I
1
I
I

[3) ZSBDQDUG WRIGHT , U A

Fig. 22 Engrenamento entre duas rodas 25
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Velocidades Periféricas

O movimento relativo entre as superficies dos dentes do pinh&o e da roda nao é do tipo rolamento puro.

Na verdade, a excecao do ponto primitivo, existe sempre
um escorregamento associado a acao conjugada
entre os perfis dos dentes.

O engrenamento de dois perfis conjugados é
composto por um misto de rolamento e Cio
de escorregamento.

Considere a figura 23, onde as velocidades
periféricas de um ponto, P, situado na linha
de engrenamento, estdo representadas.

As velocidades do ponto P projetadas na
direcdo perpendicular a linha de engrenamento

sao distintas. - "
)
0,
Estas componentes das velocidades periféricas Fig. 23 Velocidades periféricas no engrenamento

sao responsaveis pelo escorregamento que
existe no engrenamento de dois perfis conjugados
para o caso de engrenagens cilindricas exteriores.

26
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Velocidades Periféricas

A velocidade de escorregamento total € dada pela soma, em valor absoluto, das velocidades de rolamento
V., € V,,. Para o caso das engrenagens paralelas,
a velocidade de escorregamento pode ser calculada
com referéncia ao ponto primitivo, o qual € um
centro instantaneo de rotacéo.

Para o ponto P a velocidade de escorregamento
€ expressa do seguinte modo Cio

v, =[O

em que IP é a distancia do ponto P ao ponto
primitivo e |Q| representa o médulo da
velocidade instantanea de rotacdo em relacéao
ao centro instantaneo de rotacao (l),

a qual pode ser calculada do seguinte modo

Q= + o, (engrenagens exteriores) — T~
‘Q‘ = w, — o, (engrenagens interiores) 0,
Fig. 24 Velocidades periféricas no engrenamento

Pode observar-se que no caso de engrenagens interiores, existe menos escorregamento uma vez que as
duas rodas rodam no mesmo sentido e, consequentemente, € menor o valor absoluto de Q.

27
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Velocidades Periféricas

Uma vez definido o sentido de funcionamento de uma engrenagem exterior,
verifica-se que Q. mantém, quer o modulo, quer a intensidade,
durante o engrenamento.

Com efeito, a velocidade de escorregamento,
que varia linearmente, é

- Tangente aos perfis conjugados no
ponto de contacto,

- Nula no ponto primitivo,

- Maxima no inicio e no fim do engrenamento,
porém, com sentidos opostos

A figura 25 mostra a variacao da velocidade de
escorregamento ao longo do comprimento de conducéo. - 1"

Fig. 25 Velocidades periféricas no engrenamento

28
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Escorregamento entre Perfis Conjugados

A figura 26 representa o0 engrenamento entre o pinh&o e a coroa

S : : o
de uma engrenagem cilindrica exterior, em que o comprimento e
de conducéo esta dividido em seis partes iguais entre si. —
e
As divisdes do comprimento de conducdo podem H
|
|

ser transferidas para os flancos dos dentes do
pinhdo e da coroa desenhando arcos de
circunferéncia com centros em O, e O,,
respetivamente.

Assim, obtém-se os pontos correspondentes
aP,Q,...V,ouseja,

P, Q. ...V e

P,, Qy, ... Vs.

Atente-se agora a que os arcos P,Q; e P,Q,
tém comprimentos consideravelmente distintos.
Este facto, significa que ho mesmo periodo

de engrenamento, 0 movimento do ponto de Fig. 26 Escorregamento entre perfis conjugados
contacto que descreve os arcos P,Q, e P,Q,,

respetivamente nos flancos dos dentes do

pinh&o e da coroa, acontece com escorregamento

relativo entre os perfis dos dentes.

29
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Escorregamento entre Perfis Conjugados
A figura 27 diz respeito a representacao grafica dos
arcos representados na figura 26, em que séo

evidentes as diferengcas nos comprimentos dos T, L/ Linha primitiva

respetivos segmentos de reta. T

Verifica-se, uma vez mais, que o escorregamento
e nulo no ponto primitivo e que aquele aumenta

a medida que o ponto de contacto se aproxima P,
das extremidades dos perfis dos dentes.

Coroa Pinhao

Fig. 27 Escorregamento entre perfis conjugados

Na figura 28 (ver slide seguinte) apresenta-se graficamente o escorregamento para 0 caso de uma
engrenagem cilindrica interior em que foi seguida a mesma metodologia acima descrita para as
engrenagens exteriores.

Em jeito de observacdo geral, pode dizer-se que as engrenagens interiores apresentam menos
escorregamento que as engrenagens exteriores e, por conseguinte, tém rendimentos superiores, tal como
havia sido mencionado anteriormente.
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Escorregamento entre Perfis Conjugados

A 0\‘

VZ
U, U,

Linha primitiva

T, T, /
S, S,
R, R,
Q.
P, » < Q.

PZ
Pinhao Coroa

Fig. 28 Escorregamento entre dois perfis conjugados de engrenagem interior
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Escorregamento Absoluto ou Total

O escorregamento absoluto ou total pode ser
quantificado pelas diferencas dos arcos dos
perfis conjugados dos dentes do pinh&o e

da roda nos periodos de aproximacéao e de
afastamento.

Cl ~.

Com referéncia a figura 29 pode escrever-se que Tl | ——

g,=IB —1IPF,  (escorreg. de aproximacao) [ -
—

g, =1V, -1V, (escorreg. de afastamento) G

Entdo, o escorregamento total € dado por

g=9,+9; =IR-IB+1V, -1V,

Fig. 29 Escorregamento entre perfis conjugados
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Escorregamento Absoluto ou Total

Considere-se agora a figura 30 em que um ponto generico, P, %0,
esta localizado na linha de engrenamento EF, o qual esta
a uma distancia x do ponto primitivo.

Durante um intervalo de tempo elementar dt, o ponto P
desloca-se uma distancia elementar dx, enquanto as
circunferéncias primitivas, que rolam sem escorregar,
descrevem uma trajetoria angular elementar ds.

Da analise da figura 30 e atendendo
a que as rodas rolam sem escorregar, pode
escrever-se a seguinte relacao

dx =dscosa
A
Os arcos elementares descritos pelas circunferéncias i
primitivas podem ser determinadas considerando que °o,
aquelas descrevem um movimento uniforme Fig. 30 Deslocamento elementar

ds = v,dt = a)l%dt

ds = v, dt :a)zd—zzdt

33
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Escorregamento Absoluto ou Total

Combinando agora as equacodes do slide anterior obtém-se
as seguinte expressoes

2
wdt = dx
COSa
2
w,dt = dx
,COSa

Considerando a velocidade de escorregamento (slide 27),
0 escorregamento elementar correspondente ao intervalo
de tempo dt pode ser escrito como

dg = (w, + w,)xdt

Da substituicdo das equacdes de cima resulta que

_+_
COSx

dg = 1 1 idx Fig. 31 Deslocamento elementar
d, d,
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Escorregamento Absoluto ou Total

Logo, o escorregamento total pode ser obtido integrando a %0,
anterior ao longo de todo o comprimento de conducéo, !
em que se sabe que nos pontos C e D o valorde x é |,
e l;, respetivamente, ou seja

12 +1?
g:‘[llfdg: dlidi a+f
a . d,)cosa

onde o sinal (+) diz respeito as engrenagens exteriores
e o sinal (-) se refere as engrenagens interiores.

O calculo do escorregamento total é particularmente
relevante na determinacgao do rendimento das engrenagens.

. ~ s . — 1
O conhecimento do escorregamento total néo € de per si i
muito atil na caraterizacdo da evolucao do desgaste que °o,
ocorre ao longo dos flancos dos dentes, uma vez que Fig. 32 Deslocamento elementar

0 escorregamento € distribuido de modo bastante
distinto no pinh&o e na coroa (ver figura 27).

O desgaste é mais acentuado no pinhédo do que na roda, sendo que a diferenca nos desgastes sera tanto
maior quanto maior for a relacdo de transmissdo. Os pontos criticos do desgaste sdo 0s pontos
correspondentes ao inicio e ao fim do engrenamento. 35
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Escorregamento Especifico ‘

Com o intuito de mais facilmente se poderem relacionar os
desgastes que ocorrem ao longo dos perfis dos dentes

do pinh&o e da coroa, define-se uma grandeza adimensional
denominada de escorregamento especifico.

O escorregamento especifico &, por definicdo, o quociente entre

0 escorregamento e o rolamento que se verifica nos perfis conjugados.
Assim, com referéncia a figura 27, durante o periodo de engrenamento
gue vai desde o ponto P até ao ponto Q, observa-se que

g, = @ - PZQz CZ”\'
sl PlQl
— @ - PzQz
gsz -
PZQZ

em que g, € g, se referem aos escorregamentos
especificos do pinhdo e da coroa, respetivamente.

A s g . "0
Com referéncia a figura 33 observa-se que as velocidades o

de rolamento dos perfis dos dentes do pinh&o e da coroa Fig. 33 Velocidades de rolamento
estao representadas por v,, e v,,, respetivamente.

36
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Escorregamento Especifico ‘
Estas velocidades de rolamento podem ser expressas como
V,, = @, AP

v, =w,BP

em que P é um ponto genérico que se considera como
pertencente, ora ao pinhao, ora a coroa.

Assim, as velocidades de escorregamento especifico
entre os perfis dos dentes do pinhdo e da coroa podem
ser determinadas pela diferenca entre as velocidades
de rolamento. Entéo, tem-se que

Vgl - Vrl - Vr2

Vg2 =V, =V

onde v, € a velocidade de escorregamento do perfil do

dente do pinhao relativamente ao perfil do dente da coroa ©

e, por sua vez, vy, diz respeito a velocidade de Fig. 34 Velocidades de rolamento
escorregamento do perfil do dente da coroa em
relacéo ao perfil do dente do pinhao.
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Escorregamento Especifico

O escorregamento especifico pode também ser estabelecido |
como sendo o quociente entre a velocidade de escorregamento
e a velocidade de rolamento, ou seja.

g., = Vi = Vi :1_V£
sl
Vrl Vrl
V.,—V Vv
gsz —__r rz __ 'rl _1
Vr2 Vr2

Da analise das expressdes anteriores observa-se
gue no ponto primitivo 0s escorregamentos
especificos sao nulos.

Por seu lado, no ponto A (ponto de inicio do engrenamento)
é nula a velocidade de rolamento v,,, pelo que, neste ponto
0 correspondente escorregamento especifico tende para infinito.

Do mesmo modo, no ponto B (ponto de término do engrenamento)
0 escorregamento especifico g, tende para infinito.

Observa-se que os escorregamentos especificos g, € g, 01
séo iguais a unidade nos pontos B e A, respetivamente. Fig. 35 Escorregamentos especificos

38
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Escorregamento Especifico Maximo

Para minimizar os escorregamentos especificos (e o desgaste) %0,
nas engrenagens, deve reduzir-se o comprimento do arco de —_—
conducao nas proximidades dos pontos A e B.

Com o proposito de proporcionar durabilidades equivalentes
para o pinhao e para a coroa devem igualar-se 0os seus
escorregamentos especificos. Todavia, do ponto de vista
pratico, apenas se torna relevante e util igualar os
escorregamentos especificos maximos, isto é

(9st)max = (952) max P \ N

Considere-se a figura 35 em que se representa um
engrenamento entre o pinhao (1) e a coroa (2),
bem como as respetivas velocidades de rolamento.

Verifica-se que o escorregamento especifico maximo (9s;)max
ocorre no inicio do engrenamento, ou seja no ponto C.

Com referéncia a figura 36 pode escrever-se que
vV, =, AC

V., =w,BC . .
r2 2 Fig. 36 Velocidades de rolamento 2
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Escorregamento Especifico Maximo

Com referéncia a figura 36 pode escrever-se que

V., =@, AC V., =®,BC
em que
A_Czﬂ—ﬁzisena—la _dsena -2,
2 2
BC=1B+1C=J2seng 11, = dene+2l,
2 2 Car_

Ent&o, o valor maximo do escorregamento especifico (ds;)max
pode ser calculado combinando as equacdes anteriores,
resultando em

E e

dsena + 21,

(0.) 1 Ve _q @ 2 :1_}dzsena+2la

s1/max V., w, dsena —2I, i dsena -2,

2
De modo analogo tem-se que (9<5)nax
~d.sena + 2|
(932)max =1 : f -
d,sena —2I,

em que |, e |t sdo os comprimentos de aproximacao e

de afastamento. i

Fig. 37 Velocidades de rolamento 40
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Exercicio de Aplicacéao

Considere uma engrenagem cilindrica exterior de dentado reto normalizado, em que o pinh&o e a coroa
tém, respetivamente, 19 e 76 dentes. Atendendo a que o médulo €é igual a 3 mm, calcule os valores dos
escorregamentos especificos maximos. Comente o resultado obtido.

Resposta:

(gsl)max = '5195
(gsz)max = 1’06

Atente-se a que 0s escorregamentos especificos maximos que se verificam no pinhao e na roda séao
bastante desequilibrados.

Na verdade, para dentados nao corrigidos, o desequilibrio pode ser diminuido aumentado o angulo de
pressdo. Se se aumentar angulo de presséo para 25° resultam valores mais equilibrados, isto €

(gsl)max = '1'58
(gsz)max = 0171
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Trabalho Util e Trabalho Disponivel

O rendimento de uma engrenagem pode ser estabelecido como
0 quociente entre o trabalho util e o trabalho disponivel

em que W, diz respeito ao trabalho util, ou seja, o trabalho que \ i /

é efetivamente transmitido pela engrenagem, sendo W o trabalho F o
motor disponivel na engrenagem, isto €, o trabalho teorico ou el

total que existe na engrenagem. N F

(W) e o trabalho dissipado por atrito (\W,) durante o engrenamento, . ,
ou seja 3

W, =W, =W,

O trabalho util € dado pela diferenca entre o trabalho disponivel S \ e
' NG /

Fig. 38 Forcas de engrenamento

O trabalho motor disponivel, que pode ser fornecido a coroa,
durante uma volta completa do pinhéo, é dado por

W, = FAs=Ncosard,

em que As é o deslocamento efetuado pelo pinhdo durante uma volta completa, ou seja, o perimetro nd,
42

1. Introducdo | 2.Relagbes | 3.Continuidade | 4.Relacdo | 5.Escorregamento | 6.Rendimento | 7.Interferéncias | 8.Revisdo | 9. Referéncias



T 06. ENGRENAGENS CILINDRICAS DE DENTES RETOS MI Engenharia Mecéanica L AN
6. Rendimento Orgdos de Maquinas || [RAGE

Universidade do Minho
Escola de Engenharia

Trabalho Dissipado por Atrito

A presenca do atrito entre os perfis conjugados da origem ‘
a uma forca de atrito que atua perpendicularmente a linha

de engrenamento. Por conseguinte, a forga resultante que
atua nas superficies dos dentes ndo tem a mesma dire¢cao
da linha de engrenamento (ver figura 39).

Nesta analise admite-se que o pinhéao (1) € a roda motora.

Atendendo a lei de atrito de Coulomb, pode escrever-se
a seguinte expressao para a forca de atrito

F.=uN .
onde u representa o coeficiente de atrito e N € a forca que -
atua na direcao normal aos perfis conjugados, isto €, na 601
direcdo da linha de engrenamento (ver figura 39). Fig. 39 Forcas de contacto

O trabalho dissipado por atrito num par de dentes em
contacto pode ser expresso do seguinte modo

W, = F,As = uNg

em gue o deslocamento associado a este trabalho é o escorregamento total.
43
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Trabalho Dissipado por Atrito

Considerando a expressao para o escorregamento total
(ver slide 35) vem que

. 12 +1?
W, = uN LR A
d, d,)cosa

Esta equacédo apenas representa o trabalho dissipado
por atrito pelos perfis conjugados dos pares de dentes E
engrenados, a que corresponde o comprimento de
conducgéo (I=1+1,).

Da analise da figura 40 observa-se que durante o periodo
de engrenamento, que vai desde o ponto C até ao ponto D,
0 pinhao descreve um angulo figual a

Sl 20,+1)
~r, d,cosa

O numero total de periodos de engrenamento é dado por ‘o,
n, =2nf = en__2n___md,cosa Fig. 40 Comprimento de conduc3
T 20, +1,) L+l g. primento de conducgéo
d,cosa

A frequéncia (f) diz respeito ao numero de ocorréncias de um evento num determinado intervalo de tempo. 44
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Trabalho Dissipado por Atrito

Entdo, o trabalho dissipado por atrito (escorregamento) durante uma volta completa do pinhéo € igual a

2 2
WaZﬂN(iiijla—i_lf nd, cosar ou seja Wa:wN[iiij
d, d,)cosa | +I, d, d,

2 2
1o+

1
I, +1,

Pelo que o trabalho util, que € transmitido efetivamente pela engrenagem durante uma rotacdo completa do
pinhao, € dado por

1 1 )\2+12
W, =Ncosand, —muN| —+ — d
d, d, /I +I

1

Entéo, o rendimento de uma engrenagem cilindrica de dentes retos (exterior ou interior) pode ser definido
do seguinte modo

- 12 +1%
ﬂ=u ou seja n=1-*_ R
Wy cosa\d, d, )l +I,

Finalmente, considerando

J_rdi:—(iil):i(iJrl) e que |, +1, =emmcosa

vem que 12 +172 )(i 1
n 1_;”(a f)( )

2 2
nEZ,M’ COS° & 45
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Exercicio de Aplicacéao

Considere uma engrenagem cilindrica exterior de dentado reto normalizado, em que o pinh&o e a coroa
tém, respetivamente, 19 e 76 dentes. Atendendo a que o médulo é igual a 3 mm e que o coeficiente de
atrito € de 0,05, determine o rendimento da engrenagem. Comente o resultado obtido.

Resposta:

|, = 8,05 mm
li = 6,84 mm
i=4
£=1,68

Logo, o rendimento da engrenagem é 7 =99,13%.

Refira-se que, tal como seria expectavel, as engrenagens cilindricas de dentes retos apresentam valores
de rendimento bastante elevados.

Deve dizer-se que os valores que resultam da expressdo do rendimento ndo entram em considera¢cdo com
a deformacéo elastica dos dentes, com o efeito da lubrificacdo, bem como possiveis erros associados ao
fabrico e a montagem.

46
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Conceito de Interferéncia

Quando se projeta uma engrenagem com perfil dos
dentes em evolvente de circulo é expectavel que

os perfis conjugados dos pares de dentes em contacto
sejam continuamente tangentes.

Em determinadas situacOes os perfis dos dentes
deixam de ser conjugados por uma de duas razoes:
- 0s perfis em contacto ndo sdo tangentes

- os flancos em contacto tendem a interpenetrar-se

Da figura 40 observa-se que 0s pontos de inicio e
termino de engrenamento, pontos C e D, estao /
situados fora dos limites estabelecidos pelos
pontos de tangéncia.

Este cenario configura uma situacéo de interferéncia
de funcionamento, uma vez que a ponta da coroa contacta i
com o flanco do dente do pinh&o no ponto P, o qual esta Fig. 41 Engrenagem de dentes retos
situado no interior da circunferéncia de base C,,.

Daqui pode inferir-se que as partes dos perfis dos dentes que se situam no interior da circunferéncia de
base ndo sao conjugados (ditos perfis ndo evolventes).

a7
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Eliminacao de Interferéncias

As interferéncias de funcionamento ocorrem quando a coroa dos dentes da roda contacta com os flancos
dos dentes do pinh&o.

Uma das consequéncias associadas as interferéncias de 7
funcionamento prende-se com o blogueio ou encravamento
das engrenagens.

No caso do engrenamento ilustrado na figura 41, o seu //
funcionamento s6 poderia ocorrer se se afastassem
0s centros das rodas e, deste modo, impusesse uma
folga significativa que permitisse 0 movimento entre o |
pinh&o e a roda. ‘
|
%,
O problema das interferéncias de funcionamento Fig. 42 Eliminacédo de interferéncias
é total e automaticamente resolvido quando os dentes

das rodas séo talhados pelo processo de geracao,

uma vez que a ferramenta de corte remove a porcao

interferente do flanco de raiz do dente (ver figura 42).

Em suma, para que nao haja interferéncias de funcionamento, as saliéncias dos dentes devem ter um
valor de modo a que o comprimento de conducao (segmento CD) seja igual ou inferior a distancia entre os
pontos de tangéncia da linha de engrenamento com as circunferéncias de base (segmento AB).

48
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Determinacao do Numero Minimo de Dentes

Na figura 43 representa-se a situacao limite de interferéncia,
isto é, as circunferéncias de coroa das rodas passam pelos
pontos de tangéncia A e B. Triangulo limite

Na figura 43 pode identificar-se o triangulo retangulo
O,AB, denominado triangulo limite. Da analise do
triangulo O,AB, pode escrever-se que

(0,Af =(0,B) +(aB]

Atendendo a que

—  d —  d
O,A=—=2+h,, O,B=-2cosax
2 2
AB_Al+iB Al T
AB =Al +1B | =—=sena IB:?sena
0,
entdo, a equacao relativa ao triangulo limite resulta que Fig. 43 Trianbulo limite

2 2 2
(£+ha2j s(ﬁcowj +($sena+$senaj
2 2 2 2
49
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Determinacao do Numero Minimo de Dentes

Por outro lado, sabe-se que

d1 =mz, Triangulo limite
d, =mz,
haz =m

Entdo, da equacao do triangulo limite vem que ™ N
2 2 2 y
mz, mz, mz, mz, g
+m| < COSa | +| —Sena +——=Sena L P
2 2 2 2 /7 s

E finalmente obtém-se que

4(z, +1
212—22+\/222+(2—2)
sen‘a

Esta equacédo permite calcular o nimero minimo de
dentes que um pinhao deve ter para que nao haja
interferéncias de funcionamento.

Fig. 44 Triénéulo limite

50
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Determinacao do Numero Minimo de Dentes

O caso mais desfavoravel diz respeito ao engrenamento pinhao-cremalheira. Como uma cremalheira tem
um numero infinito de dentes, a equacao anterior € simplificada e escrita do seguinte modo

2
2
sen‘a

Z, 2
Registe-se que para o valor mais comum do angulo de pressao (20°), o numero minimo de dentes do
pinhdo para garantir a inexisténcia de interferéncias de funcionamento é igual de 17.

As interferéncias de funcionamento podem ser controladas, ou mesmo eliminadas, durante a fase de
projeto, reduzindo a saliéncia dos dentes. A questao central que se coloca é a de saber qual devera o valor

maximo da saliéncia de modo a que néo haja interferéncias de funcionamento. Assim, admita-se que a
saliéncia pode ser expressa em funcdo do médulo da seguinte forma

h, =w,m
em que m representa o médulo e w, é o coeficiente de saliéncia.

Repetindo o raciocinio anteriormente desenvolvido obtém-se que

2 2 2
mz, mz, mz, mz,
—24+w,m| =| —2c0Sa | +|—tsena+—2sena
2 2 2 2
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Determinacao do Coeficiente de Saliéncia
ou seja

(z] +2z,2,)sen*a —4w_(z, +w, ) =0

Resolvendo esta equacédo em ordem ao coeficiente de saliéncia tem-se que

2 2

Z Z 25+ 222

Wa=——2i\/—2+#88n20[
2 4

Esta expressao permite calcular o valor do coeficiente de saliéncia maximo de modo a garantir que ndo ha
interferéncias de funcionamento entre duas rodas dentadas com um angulo de pressao « e com z, e z,
dentes.

E evidente que o coeficiente de saliéncia devera ser inferior & unidade, quando numa engrenagem existe a
possibilidade de ocorrerem interferéncias de funcionamento.

Deve agora chamar-se a atencéo que a reducao da saliéncia dos dentes penaliza a continuidade do
engrenamento, pelo que, apds a determinacéo do valor do coeficiente de saliéncia é necessario, fazer a
verificacado se existe, ou nao, continuidade do engrenamento.
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Exercicio de Aplicacéao

Considere uma engrenagem cilindrica exterior de dentado reto normalizado, em que o pinh&o e a coroa
tém, respetivamente, 19 e 76 dentes. Atendendo a que o modulo é igual a 3 mm, verifique se existem
interferéncias de funcionamento.

Resposta:
z,>15,70 (utilizando a ultima equacéo do slide 50)

Como na engrenagem em estudo o pinh&o tem, de facto, 19 dentes, ndo ha interferéncias de
funcionamento
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Perguntas de Reviséo

Apresenta-se, de seguida, um conjunto diversificado de questdes relativas aos principais aspetos
relacionados com a temética das engrenagens cilindricas de dentes retos:

= Quais 0s principais parametros que caraterizam uma roda dentada cilindrica de dentes retos
normalizados?

» Distinga comprimento de aproximacdo de comprimento de afastamento.
» Defina continuidade do engrenamento.

» Quais sao as principais variaveis que influenciam a relagdo de conducéo numa engrenagem
cilindrica de dentes retos?

= Explique por que razdes a relacédo de conducao deve estar compreendida entre 1,2 e 1,6.

= Explique porque existe sempre um escorregamento entre as superficies de contacto de um par de
dentes.

= Explique como varia a velocidade de escorregamento ao longo da linha de conducéo.

= Qual é a importancia de igualar os escorregamentos especificos?

» Defina rendimento de uma engrenagem.

= Quais sao as principais variaveis geométricas que afetam o rendimento de uma engrenagem?
= Explique o conceito de interferéncias de funcionamento.

» Liste dois métodos que permitem controlar ou minimizar as interferéncias de funcionamento.

= Qual é o numero minimo de dentes que o pinhdo de uma engrenagem do tipo pinh&do-cremalheira

deve ter para que nao haja interferéncias de funcionamento?
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