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RESUMO

No universo das linguagens de programacao existe uma diversidade
grande de paradigmas, frequentemente motivados pela necessidade
da resolugdo computacional de novos problemas, em novos contex-
tos. Dois destes paradigmas, que atraem a atenc¢do de programadores
e cientistas da computacdo desde os primérdios das linguagens de
programagdo, sdo o paradigma imperativo e o paradigma funcional.

Estes dois paradigmas assentam em ideias bastante diferentes. O
paradigma imperativo baseia-se numa nogao de estado e em progra-
mas que sdo sequéncias de comandos cuja execugdo vai provocando
alteragdes ao estado. Por sua vez, o paradigma funcional baseia-se na
noc¢do matemdtica de fungdo e a execugdo de programas (uma cole-
¢do de fungdes) corresponde ao célculo do valor de uma expressao,
envolvendo as fung¢des definidas no programa.

No entanto, existem fragmentos do paradigma imperativo e do pa-
radigma funcional que podem ser relacionados. De facto, o formato
Single-Assignment (SA), do lado imperativo, e o formato Continuation-
Passing Style (CPS), do lado funcional, que sdo usados como lingua-
gens “intermédias” no processo de compilacdo de linguagens de pro-
gramacdo mais abstratas, por facilitarem e agilizarem processos de
optimizacdo na geracdo de cédigo maquina eficiente correspondem,
na esséncia, a uma mesma linguagem.

Neste trabalho estuda-se de uma forma detalhada a relacdo entre
programagcao imperativa no formato SA e programacao funcional no
formato CPS.

Recorrendo a uma linguagem imperativa simples para representar
o formato SA e a um subconjunto do A-calculus para o formato CPS,
construimos, entre eles, uma bije¢do sintatica (ao nivel dos progra-
mas) e semantica (ao nivel da execugdo de programas). Um resultado
destas bije¢des é que o formato SA pode ser pensado como uma certa
escolha de representantes de classe para a nogdo de x-equivaléncia
para programas imperativos correspondente a essa mesma nogao para
A-termos

Durante o trabalho, foi ainda desenvolvida uma pequena ferra-
menta computacional, implementada na linguagem Haskell, que per-
mitiu testar e animar os diversos conceitos envolvidos no estudo.
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ABSTRACT

In the universe of programming languages there is a wide range of pa-
radigms that are often motivated by the need to solve new computati-
onal problems, in new contexts. Two of these paradigms, which have
drawn programmers and computer scientists” attention since the be-
ginnig of programming languages, are the imperative programming
paradigm and the functional programming paradigm.

Both paradigms are built upon different ideas. The imperative pro-
gramming paradigm is based on the notion of state, its programs
are built by sequencing multiple commands, and execution genera-
tes state changes. The functional programming paradigm is based
on the notion of mathematical function (a program is a collection of
functions) and program execution corresponds to the evaluation of
expressions (involving the functions defined in the program).

Nevertheless, there are fragments within the imperative progra-
ming paradigm and the functional programming paradigm that can
be related. The Single Assignment (SA) form, on the imperative pro-
gramming paradigm, and the Continuation-Passing Style (CPS) form
in the functional programming paradigm, are used as “intermediate”
languages in the compilation process of more abstract languages, due
to the fact that they simplify and make more agile the processes of op-
timization when it comes to the genaration of efficient machine code,
they are in its essence the same language.

In this work we study in detail the relationship between imperative
programming in the SA form and functional programming in the CPS
form.

Using a simple imperative language to represent the SA form and
a subset of A-calculus in CPS form, we built between them a syntatic
bijection (at code level) and a semantic bijection (at program execu-
tion level). We concluded that the SA form can be tought as a certain
choice of class representatives in the notion of x-equivalence in impe-
rative programs that matches that same notion in A-terms.

During this work, we developed a small computational tool using
the Haskell language which allowed us to simulate multiple concepts
that are involved in the study.
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INTRODUCAO

1.1 LINGUAGENS DE PROGRAMA(;AO

No universo das linguagens de programagdo existe uma grande va-
riedade de paradigmas, nomeadamente Imperativo, Funcional, Légico,
Orientado a Objetos e Orientado a Eventos. Esta variedade tem vindo
constantemente a aumentar, principalmente devido a crescente ne-
cessidade de resolugdo de novos problemas em novos contextos. De
todos estes paradigmas hd dois que destacamos - o imperativo e o
funcional - tanto pela sua grande utilizagdo como pela sua longa his-
toria e pelo grande nimero de estudos sobre eles realizados.

O paradigma imperativo baseia-se na nogdo de estado, entendido
como um conjunto de varidveis (que correspondem a células de me-
moria da mdquina), e de comandos que alteram o estado. Um pro-
grama é uma sequéncia de comandos para o computador executar.
Linguagens como FORTRAN, ALGOL, Pascal ou C, remontam aos pri-
mordios do paradigma imperativo. A maioria das linguagens actuais
permitem a utilizacdo de diversos paradigmas (sendo o imperativo
um deles), como C++ e Java. Alids, é cada vez mais comum novas
linguagens surgirem como sendo multi-paradigma.

Até certo ponto, podemos afirmar que linguagens que acomodam
o paradigma imperativo estdo mais proximas das Mdquinas de Turing
(Turing [18]) e da sua forma de execugao.

No paradigma funcional, um programa consiste num conjunto de
fungdes e a sua execugdo estd intimamente relacionada com a nogao
matemadtica de aplicacdo de fung¢des. As varidveis de um programa
funcional sdo as varidveis usadas nas declara¢des das fungdes como
seus parametros, que sdo substituidos por valores concretos quando
a fungdo é invocada, mas que nido sofrem altera¢des ao longo da exe-
cugdo da fungao.

Pelas suas caracteristicas, € mais facil estabelecer uma relagdo pre-
cisa entre o “input” e o “output” (“entrada” e “saida” de dados) de
um programa funcional do que de um programa imperativo e, dado
isto, um programador tende a cometer menos erros. Existem diver-
sas linguagens que implementam o paradigma funcional, sendo a
linguagem Lisp apontada como uma das primeiras implementac¢oes
do paradigma. Outras linguagens funcionais usadas atualmente sdao
ML, Scheme e Haskell. Para além destas, as linguagens Python e Erlang,
apresentam também caracteristicas funcionais, mas sdo linguagens
multi-paradigma.
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O modelo abstrato do paradigma funcional, por exceléncia, é o A-
calculus (Church [7]). Esta teoria matematica, contemporanea das Md-
quinas de Turing, é uma teoria de fun¢des onde o conceito de aplicacdo
de fungdes a argumentos assume um papel central.

Linguagens no paradigma imperativo sdo, usualmente, a escolha
preferencial para a construgdo de programas, devido a maior proxi-
midade ao funcionamento das maquinas fisicas. As linguagens fun-
cionais estdo muitas vezes associadas a construcdo de programas e
modelos no dmbito matemético, dada a sua relacdo préxima com
estes conceitos. No entanto, como ja referimos, com a evolucdo das
linguagens ao longo da histéria a existéncia de linguagens multi-
paradigmas tem vindo a aumentar, o que permite formas de cons-
trucdo de programas mais abrangentes e a partilha de conceitos entre
paradigmas.

Atualmente, o0 modelo de computagdo apresenta-nos maquinas fi-
sicas que, por construgdo, respondem a um paradigma imperativo
(sequéncias de comandos/bits). Estas maquinas tém as suas préprias
linguagens, de baixo nivel, desenvolvidas para trabalhar diretamente
com as suas especificidades. Apesar de fornecerem acesso direto as
capacidades da maquina, tornou-se impraticével, devido a crescente
complexidade dos programas, utilizar estas linguagens de baixo ni-
vel diretamente. Ainda assim, mesmo linguagens imperativas, como
as que mencionamos anteriormente, revelam-se bastante mais abstra-
tas que as linguagens das maquinas fisicas.

Por sua vez, linguagens de alto nivel tornam mais simples o pro-
cesso de criagdo de programas comparativamente com linguagens de
baixo nivel, pois permitem programar a um nivel mais abstrato, sem
nos preocuparmos com as especificidades da maquina, passando o
trabalho de converter os comandos de alto nivel para comandos de
baixo nivel a um outro “programa” designado de compilador. Ao com-
pilador é, assim, incumbida a tarefa de transformar corretamente os
programas em c6digo mdquina, de forma a aproveitar as particula-
ridades da mesma, preferencialmente de forma eficiente. Parte deste
processo passa por transformar os programas naquilo a que chama-
mos de linguagens intermédias. Estas linguagens tém caracteristicas
préprias que permitem uma andlise e consequente optimizagdo do
programa original.

Em relacdo a linguagens intermédias, e em particular aquelas ine-
rentes aos paradigmas imperativo e funcional, temos, respectivamente,
o Single Assignment e o Continuations-Passing Style. Serdo estes dois
formatos que iremos utilizar como objetos para estudar a relagdo en-
tre o paradigma imperativo e o funcional.
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1.2 SINGLE ASSIGNMENT

Single Assignment é um formato de linguagens intermédias, impera-
tivas, utilizadas como suporte na compilagdo de programas, geral-
mente também eles de natureza imperativa. Deste modo, ao longo do
presente trabalho estas linguagens serdo referenciadas como lingua-
gens SA. Sendo SA um formato para linguagens imperativas, temos
entdo o conceito usual de varidvel associado a esse paradigma. E aqui
que reside a caracteristica particular deste formato. A peculiaridade
de uma linguagem SA consiste na limitagdo da atribuicdo de variaveis,
ou seja, qualquer constru¢do da forma “o varidvel x toma o valor v”
para um x especifico esta limitada no namero de ocorréncias. Esta ca-
racteristica permite desenvolver optimizadores de cédigo imperativo,
réapidos e simples, como apontado por exemplo em [4].

Usualmente consideram-se dois tipos possiveis de linguagens SA,
o estético e o dinamico. O estético (Static Single Assignment, ou SSA)
deve-se ao facto de a limitagdo ser definida a nivel do cédigo fonte,
sendo que qualquer atribuigdo apenas pode ocorrer uma vez no cé-
digo. Note-se que, por vezes, podemos considerar que uma varia-
vel apés lida sem nunca ter sido inicializada (atribuida), se encon-
tra, por defeito, escrita a partir da primeira ocorréncia de leitura da
mesma. Consideracdo esta que depende das especificidades da lin-
guagem que quisermos considerar. O outro tipo de formato SA é o
dindmico (Dynamic Single Assignment, ou DSA), onde a restricao de
uma udnica ocorréncia de atribuigdo se impde, ndo no cédigo fonte,
mas para cada trago de execugdo, ou seja em cada caminho possivel
no cédigo. As diferencas entre os tipos de formato SA serdo ilustra-
das, posteriormente, recorrendo a exemplos concretos.

A ideia do formato SA é remover informacdo sobre a reutilizagdo
de varidveis antes de realizar processos de optimiza¢do como, por
exemplo, referido em [19]:

“..idea of SSA is to discard information about the reuse
of variables before doing optimizing transformations by
allowing only one definition of each variable to appear in
the program text.”

A restricdo imposta por este formato foi desenvolvida a partir da
necessidade de simplificar a “def-use chain”, que informalmente é
nada mais que uma estrutura onde estdo armazenados os locais de
“defini¢ao-uso” de cada varidvel (Cytron et al. [9]). Muitas técnicas e
tipos de optimiza¢des, nomeadamente as designadas por “técnicas de
corte agressivas”, responsaveis pela reducéo significativa do tamanho
do cédigo fonte, contam com a eficiéncia da estrutura de “defini¢do-
uso” de varidveis. A caracteristica inerente ao formato SA reduz sig-
nificativamente a complexidade da estrutura em causa aumentando
com isto, a eficiéncia de acesso a mesma. Como cada varidvel é ape-
nas atribuida uma vez, temos apenas um conjunto de varidveis com
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a localizagdo onde sdo definidas, sendo que a cada uma dessas va-
ridveis estd associada um outro conjunto de locais onde a mesma é
utilizada.

O formato DSA é especialmente relevante no caso da existéncia de
ciclos e de construtores condicionais, dado que esta informacao adici-
onal sobre a reutilizagdo de varidveis, aquando de altera¢gdes no con-
trolo de fluxo, é til em particular na drea da paralelizagdo e outras
andlises que envolvem observar o fluxo dos dados [10].

Assumindo que estamos confortdveis com algum tipo de lingua-
gem imperativa e, em particular, com a nogao de ciclos e condicionais,
vejamos dois exemplos (em C) sobre a diferenga entre os dois tipos
do formato SA.

Esta diferenca entre SSA e DSA é facilmente perceptivel na pre-
senca do comando condicional, normalmente conhecido como “if-else”.
Conforme suprarreferido, a diferenga no DSA estd no facto em que
num trago especifico ndo podem existir atribui¢des da mesma varia-
vel.

if(x<z){
X = Z;
w=1H4Xx;
return(w);
} else {
X = 5;
h =2+ x;
return(h);

}

Figura 1: Ex. Programa DSA com “if”

No comando condicional, dado que existem dois caminhos possi-
veis, temos a partida dois tragos distintos, e assim sendo, como cada
um destes “ramos” da condicional pertence a tragos distintos, pode-
mos eventualmente ter, para um variavel especifica, duas atribuicdes,
uma em cada “ramo”. O exemplo da Figura 1 ilustra um programa
DSA (mas ndo SSA) com o construtor if.

Um outro exemplo, onde a diferenca entre SSA e DSA é visivel,
surge com a utilizagdo de ciclos. Aqui remetemos para um exemplo
em [19],

for(l = 0; i < 1000; i++) {
sl: t = f(a[i]);
s2: b[i] = g(t);

}

Figura 2: Ex. Programa SSA como apresentado por Vanbroekhoven

Como podemos observar na Figura 2 a varidvel t é reutilizada a
cada execugdo do ciclo. Uma vez que hoje em dia existem aplica¢des
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que lidam com grandes quantidades de dados, pretende-se evitar este
tipo de comportamento quando queremos usar uma linguagem in-
termédia para compilar esses programas. Surge entdo, a questdo da
diferenca entre o tipo estatico e o dindmico. No caso das linguagens
dindmicas esta situagdo indesejavel seria evitada substituindo a va-
ridvel t por um “array” de varidveis. Utilizando o exemplo acima
vejamos como seria 0 c6digo no formato dinamico:

for (i =0; 1 < 1000; i++) {
sl: t[i] f(alil);
s2: b[i] = g(t[i]);

}

Figura 3: Ex. Programa DSA como apresentado por Vanbroekhoven

E ainda, de realcar que existem diversos métodos para transformar
programas imperativos em programas no formato SA. Alguns exem-
plos dessas transformagdes podem ser observados com detalhe em
[6, 8, 20].

1.3 CONTINUATION-PASSING STYLE

Continuation-Passing style (CPS) é um formato de linguagens intermé-
dias de cariz funcional, com o principal intuito de ajudar na com-
pilacdo de programas desse paradigma, em particular para facilitar
a implementagdo de optimiza¢des como as referidas por Sabry and
Felleisen [16]:

“Typical examples of such optimizations are loop unrol-
ling, procedure inlining, and partial evaluation.”

Tal como o préprio nome indica, o formato CPS (“estilo de pas-
sagem por continuagdes”) remete-nos para uma “continuacdo”, i.e.,
para um argumento extra passado a uma fungdo cujo papel é contro-
lar a evolucdo da computagdo, apds a execugdo do corpo da funcéo.
Olhando em particular para o A-calculus com continuagdes o que te-
mos sdo abstragdes com uma forma muito particular que realizam
uma operacdo de transporte dos valores até uma outra funcdo que
os ird tratar. Por abuso de linguagem, podemos dizer que um valor é
calculado e continuado para a funcdo seguinte, que por sua vez, ird
trabalhar esse valor e transportar a préxima funcéo.

Observaremos de seguida um exemplo da utilizacdo usual de con-
tinuagdes recorrendo a sintaxe do Scheme (Sussman and Jr. [17]). Fala-
mos em utiliza¢do usual de continuagoes, referindo-nos a introdugao
de um parametro extra que representa a continuagio, uma vez que a
linguagem Scheme contém um comando préprio para este efeito.



6 INTRODUGAO

(define (sum a b)
(+ a b)
)

Figura 4: Ex. Programa funcional

A Figura 4 representa uma funcdo que soma dois valores, escrito
numa linguagem como Scheme. Para a converter para o formato CPS
é necessdrio adicionar um parametro extra (a continuagdo), conforme
apresentado na Figura 5.

(define (sum a b k)
k (+ a b)
)

Figura 5: Ex. Programa funcional no formato CPS

Na Figura 5 observamos entdo que existe uma parametro k que
representa a continuagio e que, mais uma vez, é a funcdo que “conti-
nuard” a execugdo do programa com o resultado da fungdo anterior.

A tradugdo de programas funcionais para formato CPS é um as-
sunto bastante estudado, em particular apontamos para [15, 17]. Um
outro exemplo destas tradugdes é apresentado por Kelsey [13], onde o
autor da a conhecer uma tradugdo para o formato CPS do fragmento
Scheme que considera no seu estudo. No contexto do A-calculus exis-
tem também tradugdes em diversos estilos para o formato CPS. Plot-
kin [14], por exemplo, apresenta formas de simular “call-by-name”
em “call-by-value” e vice-versa, recorrendo ao estilo de continua-
¢des. Surpreendentemente, como observado por Griffin [12], tradu-
¢oes CPS estdo relacionadas com tradugdes de dupla-negagio introdu-
zidas por Godel para mapear provas da légica classica em provas da
légica intuicionista.

1.4 RELAGAO ENTRE SA E CPS

A relagdo entre os formatos intermédios SA e CPS foi abordada por
alguns autores [13, 2], principalmente ao nivel do mapeamento de
programas de um formato no outro.

Kelsey [13] define uma correspondéncia entre programas SA e pro-
gramas CPS utilizando uma linguagem imperativa base, que inclui
condicionais, saltos e procedimentos, e uma linguagem funcional base
correspondente a um fragmento do Scheme. Kelsey observa uma re-
lagdo bijectiva a nivel de programas SA e CPS, sendo que, o tnico
obstaculo que o impede de essa relacdo de forma completa, é o co-
mando letrec. No entanto, ele indica algumas alternativas para a
resolucdo desse problema como, por exemplo, o algoritmo por ele de-
senvolvido, que, apesar de ndo definir uma bijeccdo sintdtica, define



1.5 CONTRIBUICOES

uma relagdo suficientemente forte que pode ser utilizada, em alguns
casos, quase como se de uma bijeccado se tratasse.

Appel [2] apresenta-nos uma outra abordagem para relacionar os
dois paradigmas, associando as caracteristicas do formato SSA com a
utilizacdo de fungdes, defendendo que SSA é programacao funcional.
O trabalho de Appel mostra que a utilizagdo de fun¢des permite obter
os mesmos beneficios que o formato SSA no que toca a estrutura de
“defini¢do-uso” de varidveis. Isto deve-se ao facto de que, na utiliza-
¢do de funcgdes, os nomes de variaveis estdo inseridos no contexto de
cada fungdo, sendo esse contexto independente do contexto das res-
tantes fung¢des. Ou seja, as optimizagdes podem ser maioritariamente
efetuadas recorrendo a estrutura “definicdo-uso” para o formato SA,
podem também ser realizadas tendo em também conta os contextos
e a estrutura de fluxo associada as fungoes.

1.5 CONTRIBUICOES

Neste trabalho estuda-se de uma forma detalhada a relacdo entre pro-
gramacgao imperativa no formato SA e programagao funcional no for-
mato CPS, tomando como ponto de partida o trabalho de Kelsey [13].

Para a linguagem imperativa iremos usar inicialmente uma lingua-
gem que contém apenas atribui¢des e sequenciacdo de comandos, e
posteriormente, acrescentaremos condicionais e procedimentos. Esta
linguagem corresponde a uma restri¢do da linguagem imperativa con-
siderada em [13], e serd a base para o formato SA. No caso do formato
CPS, a linguagem que iremos usar como base serd o A-calculus (esten-
dido com condicionais e procedimentos numa fase posterior), uma
linguagem mais pura que o Scheme, que é a linguagem considerada
em Kelsey [13],

Relativamente as linguagens consideradas (incluindo as extensdes
com condicionais e procedimentos), estabelecemos a bijeccdo ao ni-
vel sintdtico dos programas SA e CPS, um resultado mencionado em
[13] mas cujos detalhes e provas ndo sdo dados a conhecer. Neste
trabalho estudamos ainda a relagdo ao nivel semantico. Designada-
mente estabelecemos que a execu¢do de programas SA e a redugdo
de programas CPS também obedece a uma relacdo 1-1, para escolhas
apropriadas destas duas nogdes. O estudo desta relagdo constitui uma
importante lacuna na literatura que tivemos oportunidade de anali-
sar - incluindo em [13], artigo no qual a relagdo ao nivel semantico é
esperada mas ndo enunciada.

Uma observagdo interessante, que resultou do estudo detalhado
da bijeccdo entre programas SA e programas CPS, prende-se com o
facto de o formato SA poder ser pensado como uma certa escolha
de representantes de classe para uma nogao de o-equivaléncia para pro-
gramas imperativos correspondente & nog¢do de x-equivaléncia para
A-termos. De facto, se transformarmos um programa imperativo num
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programa CPS e, neste tiltimo, escolhermos nomes para as abstracdes
A que ndo colidam nem entre si, nem com os nomes das varidveis
livres, o que obtemos quando mapeamos este programa de volta ao
mundo imperativo é um programa no formato SA.

E ainda de realcar que, durante o trabalho, foi sendo desenvolvida
uma ferramenta computacional para animar os diversos conceitos en-
volvidos nesta dissertacdo, que se revelou crucial para testar eficaz-
mente as nossas ideias.

1.6 ESTRUTURA DA DISSERTA(;AO

No Capitulo 2 iremos construir e detalhar duas linguagens, uma para
o formato SA e outra para o formato o CPS, apresentando nas sec¢des
finais a relacdo entre ambas, tanto a nivel sintatico (tradugdo de pro-
gramas) como semantico (preservagdo da semantica pelas tradugdes
de programas). No Capitulo 3, iremos apresentar primeiramente ex-
tensdes das linguagens construidas no Capitulo 2 e, da mesma forma,
proceder a andlise ao nivel sintdtico e semantico. O Capitulo 4 apre-
senta a ferramenta computacional construida para animar e testar
os diversos conceitos presentes neste documento, relativos as lingua-
gens base e as respetivas linguagens estendidas, assim como alguns
exemplos ilustrativos da sua utilizagdo. No Capitulo 5 expomos as
principais conclusdes do trabalho e, simultaneamente, as dificulda-
des mais prementes no desenvolvimento deste estudo. Este ultimo
capitulo, integra ainda, algumas sugestdes quanto a investigagdo fu-
tura no sentido de aprofundar e complementar os resultados por nés
verificados. O c6digo relativo a ferramenta computacional, segue, no
final da dissertacdo, em anexo.



SINGLE ASSIGNMENT VS
CONTINUATION-PASSING STYLE

2.1 SINGLE ASSIGNMENT

Comecemos este capitulo por introduzir uma linguagem imperativa,
a qual designaremos de LA, e algumas construgdes que nos permi-
tirdo restringi-la de modo a obter uma linguagem no formato SA
estdtico. Posteriormente iremos referir-nos a essa linguagem apenas
como SA pois, apesar de existirem dois tipos de linguagens Single
Assignment, a andlise que iremos efetuar incide sobre o tipo estético.

2.1.1  Linguagens LA e SA

Denotaremos por Vars o conjunto de varidveis do programa e usa-
remos como notagdo para varidveis x,y,x1,a,b,.... O conjunto das
constantes serd denotado por Const e representaremos as constantes
porc,cq,....

Definigao 1. O conjunto das expressoes LA (LA abreviatura de Linguagem
de Atribuigdes) é definido pela sequinte gramdtica,

Su=x:=E;S
| ret(E)
Ex=x

| ¢

As letras utilizadas nas produgdes da gramatica servirdo também
como meta-varidveis para representar elementos das mesmas, recorrendo-
se a respetiva letra caligrdfica para representar o conjunto de todas
as expressOes desse tipo. Por exemplo, utilizaremos S como meta-
varidvel para uma expressao ret(E) (onde E é também ela uma meta-
varidvel) com S e £, denotando os conjuntos associados a essas clas-
ses sintéticas, S e E, respetivamente. Designaremos os elementos de
S como programas e £ como expressoes aritméticas, e no caso de nao
existir ambiguidade iremos designa-las apenas de “expressdes”.

As mesmas convengdes (relativas as meta-varidveis) irdo igualmente
aplicar-se a linguagem CPS, posteriormente apresentada no capitulo.

Com esta gramédtica podemos apenas construir programas que sao
sequéncias de atribui¢des terminadas por uma instrugdo ret(E), con-
forme é possivel verificar no exemplo da Figura 6.
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X:= aj;
X:=b;
ret(x);

Figura 6: Ex. Programa na Linguagem de Atribui¢ées

Conforme se apresenta na Figura 6, a varidvel x possui duas atri-
buicdes e, por isso, ndo se encontra no formato SA. Para que isso
aconteca, teremos de definir a linguagem SA como uma restricao
da linguagem LA. Neste sentido, é necessdrio, primeiramente, defi-
nir alguns conceitos sobre a estrutura sintdtica que possuimos. Mais
concretamente, precisamos de uma fung¢do que coleciona todas as va-
ridveis as quais sdo efetuadas atribui¢des de valores num programa
(Def. 2), bem como de uma fungdo que selecione todas as varidveis
que ocorrem num programa (Def. 3), quer estas ocorram do lado es-
querdo ou do lado direito (em expressdes aritméticas) de uma atri-
buicéo

Definicdo 2. Seja assign: LA — £(Vars) fungio definida da sequinte
modo:

assign(x:=E;S) = {x} uassign(S)
assign(ret(t)) = {}

Definicdo 3. Seja varga: La — R(Vars) fungio definida do segquinte
modo:

var(x:=E;S) = {x} uvar(E) uvar(S)
var(ret(E)) =var(E)
var(x) = {x}
var(c) ={}

Uma vez reunidas as condi¢des para definir a linguagem S.A, co-
locaremos as restri¢cdes nas produgdes, que permitem um comporta-
mento mais liberal. De seguida apresentaremos a defini¢do do predi-
cado que nos permite aferir se um programa esta nesse formato:

Defini¢do 4. O predicado sa(S), a ler-se “o programa S estd no formato
single assignment estdtico”, é dado indutivamente pelas sequintes regras:

M a(ret(E))
sa(S) x¢var(E) assign(S)n({x}uvar(k))=9
’ sa(x:=E;S)

at

Note-se que para um programa x := E; S estar no formato SA:

i x ndo pode ocorrer na expressdo E que lhe estd a ser atribuida; e
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ii as varidveis que ocorrem em E ndo podem ser atribuidas adiante,
em S.

iii S tem que estar no formato SA.

Dado que sabemos agora determinar quais os elementos de LA
que se encontram no formato SA, apresentamos a defini¢do da nossa
linguagem SA:

Definicdo 5. Dizemos que S € S pertence a linguagem SA se sa(S). Desig-
naremos esta classe como programas SA.

Retomando o exemplo da Figura 6, podemos adapta-lo de forma
a obter um programa que respeite o predicado da Def. 4, obtendo
assim um programa S.A, apresentado na Figura 7:

X:= a;
y:=b;
ret(y);

Figura 7: Ex. Programa na Linguagem Single Assignment

11

De referir que este tipo de traducao preserva o significado do programa-

isto é, para os mesmos “valores” obtemos 0os mesmos resultados. Na
Subsecdo 2.1.3, é apresentado um método de conversao da linguagem
LA para o formato SA.

Concluimos esta secgdo com o principio de indugdo sobre os pro-
gramas LA pois iremos recorrer a ele multiplas vezes nas préximas
sec¢oes.

Proposi¢do 1 (Principio de indugdo sobre programas £L.A). Seja P(S)
uma propriedade sobre o conjunto de sequéncias S. Se,

1. P(ret(E)), VE
2. P(S) = P(x:=ES), VS,E,x

Entdo, P(S), VSeS

2.1.2 Semdntica de Transicdes/Estados

Passemos agora a detalhar a semantica de programas em LA, que, a
semelhanca de outras linguagens imperativa se baseia na noc¢ao de
estado e de transi¢oes de estado. O conceito de estado ndo serd mais
do que a associagdo de valores ao conjunto de varidveis.

Definicdo 6. Um estado é uma funcio total o : Vars - Const.
O conjunto de estados serd denotado por X e o,0',00,... serdo usadas
como meta-varidveis para representar estados.
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Definicdo 7. Sejam f: A - B uma fungio ,y e AeveB. fl[y~v]éa
fungdo de A em B definida do seguinte modo:

fly o> v] = f(x), sex=#y
\Z sex =y

Esta defini¢do permite-nos alterar a imagem de uma fungdo para
um dado objecto de dominio, quer para fungdes totais quer par parci-
ais. Esta notac¢do para fung¢des sera conveniente tanto para representar
atualizacdes de estado como para atualiza¢des de fechos, uma nogao
semelhante para expressdes CPS, conforme teremos oportunidade de
abordar posteriormente.

Definicdo 8. Sejam E € £ e 0 € X um estado. A operagio de avaliagdo de E
no estado o é uma fungdo, [.]s : € - Const, definida do sequinte modo:

[x]o = o(x)
[c]o=c

Note-se que caso seja necessdrio estender a linguagem LA com
operagdes sobre constantes/varidveis, basta estender esta funcdo de
avaliagdo.

Uma outra nogdo que iremos necessitar mais a frente neste estudo
e que estd relacionado com o conceito de estado é, a nogdo de estados
equivalentes, que se define da seguinte forma:

Defini¢do 9. Sejam 0,0’ € L. 0 e o' dizem-se equivalentes para um pro-
grama S se Vx e var(S), a(x) = o’(x).

Uma vez definido o conceito de estado, prosseguimos com a espe-
cificagdo da semantica para linguagem LA, que é dada por um sis-
tema de transi¢des. Este sistema corresponde a uma relacdo bindria
de transicdo entre configuragdes, dadas por pares (programa,estado). A
“execugdo” de um programa corresponde, entdo, a uma sequéncia de
configuracgoes (Def. 11), os ditos pares (programa, estado) (Def. 10),
que eventualmente atingem uma configuragdo final (a partir dela nado
existem mais transi¢des possiveis) da qual é extraido o resultado da
execucao (Def. 12).

Defini¢ao 10 (Configuragdes em L.A). Uma configuragdo de LA é um
par (S,0) com S € S e o € L. Por consequéncia S x £ é o conjunto de todas as
configuracoes. Uma configuragdo final de LA é uma configuracio da forma
(ret(E),0), para todo E € £ e todo o € L.

Definicao 11 (Relagdo de Transigdo). A relagdo de transig¢do para LA
é notada por ~ e é a relagdo bindria no conjunto de configuragdes, definida
pela seguinte regra:

assig

(x:=E;S,0) ~ (S,0[x~ [E]s])
Representaremos por ~™ a relagdo de transi¢do em n passos definida, in-
dutivamente da sequinte forma:
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i vS,0: (S,0)~°(S,0);

ii vS,8',8",0,0’,6" = (S,0) ~* (§",6")A(S8",0") ~ (§',0') =
(S,O‘) ~ K1 (S’,O").

Representamos por ~* a relagdo de transicdo em zero ou mais passos, i.e., 0
fecho reflexivo e transitivo de ~, ou seja,

(S,0) ~* (S',0") = (S,0) ~" (S, 0") para algum n e N

Defini¢do 12 (Avaliacdo em LA). Sejam, Se€ S, E e &, 0,0/ e Lev e
Const. Se,

(S,0) ~* (ret(E),0")A[E]or =V
entdo, diz se que (S, o) avalia em v.

A proposicdo seguinte propde que a execugao na linguagem LA é
determinista e termina sempre, facto que fica por demonstrar, pelo
que a avaliagdo de um par (S, o) produz exatamente um valor.

Proposic¢do 2 (Determinismo e Terminagdo da execugdo em L.A). Para
toda a configuragio (S, o) existe e é tinica configuragdo final (S, ¢"), tal que
(Sr U) ~% (S// OJ)

Demonstragdo. Por inducdo na estrutura de S. t

Lema 1 (Equivaléncia de estados). Se o e o' sdo estados equivalentes para
S, entdo

(S,0) avaliaemv
<

(S,0") avalia emv

Demonstragdo. Por inducdo na estrutura de S. Caso: S da forma ret(E).

Sejam o e o’ equivalentes para ret(E) e [E]s = .
Vx e var(ret(E)) =var(E), o(x) = o’(x)
Logo,
[Elor = [Elo =v

A implicacdo contréria, “(S,0’) = ...” avalia em v, é andloga.
Caso: S da forma x := E; S’. Assumimos por hipétese que

Vo,o’, estados equivalentes :
(§',0) avalia em v
<

(8',0") avalia em v

13
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Sejam entdo o e o’ estados equivalentes para S. Basta mostrar que

(S,0) ~ (8',00)
e
(S,0") ~ (8, 00)

com oy e 0, estados equivalentes em S'.

(x:=E;S,0) ~ (S, 0[x~ [E]s])
e
(x:=E;S,0") ~ (8,0 [x = [E]s])

Como o e 0’ sdo equivalentes em S, sdo também equivalentes S’, entdo
[Els = [E]or e consequentemente o[x — [E]s] e 0'[x = [E]s] sdo
equivalentes em S'. O

Refor¢ando a ideia anterior, as defini¢des 10, 11 e 12 definem, a
semantica operacional da linguagem LA.

2.1.3 Conversio para o formato SA

Nesta seccdo vamos explicitar uma forma simples de converter um
programa LA para o formato SA. Para isso utilizaremos uma funcdo
finita Vars — IN que nos indica o dltimo indice usado na renomeagao
de uma dada variavel, i.e., a Gltima versdo da varigvel.

Seja S o programa x := y;S’, e f uma funcdo finita tal que, f(x)
3 e f(y) =7. Como x e y ja se encontram definidos pela fungéo f,
significa que, a dada altura, ja foram atribuidos. Entdo, de forma a
que o comando reflita corretamente o valor atual das varidveis x e
y, teriamos de gerar o c6digo x4 := y7; S’ e a atualizamos a fungdo
f(utilizando a mesma notagdo apresentada na atualiza¢do de estados),
f[x — f(x) +1][y ~ f(y) + 1], pois verifica-se a existéncia de uma nova
atribuicdo a x mas y apenas estd a ser utilizado e, portanto, mantemos
na nossa estrutura o valor de y e aumentamos o de x.

Iremos usar —f(x) para indicar que f(x) ndo estd definida.

Passemos entdo a definicdo formal desta conversao.
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Defini¢ao 13. Seja sa : S x F — S uma fungio, onde F representa o
universo das fungoes finitas. sa fica definida da sequinte forma,

sa(x:=¢;S,f) = X¢(x)41 = ¢;8a(S, f[x = f(x) +1])
sa(x:=¢;S,f) =x; :=¢;sa(S, f[x — 1]),-f(x)
X1 = Yisa(S, fx > 7() + 1))
se f(x) Af(y) =n’
Xe(oys1 = y1isa(S, fx > £(x) + ][y v 1)
sa(x:=y;S,f) = se f(x) n~f(y)
X1 :=yYns;sa(S, f[x—1])
se =f(x) Af(y) =n’
x1:=y1;8a(S,f[x~ 1]y~ 1)
se ~f(x) A =f(y)
sa(ret(c),f) = ret(c)

atret(), ) - {ret(yn ~f(y)
ret(yn) ,f(y)=n

2.2 CONTINUATION-PASSING STYLE
2.2.1 A-Calculus

Segundo Barendregt [3],

“The lambda calculus is a type free theory about functions
as rules...”

z

, 0 A-calculus é uma teoria de fung¢des desprovida de tipos e que
vé as fungdes como regras. Regras essas que nos permitem ir de um
conjunto de pardmetros para um resultado. O conjunto de expressoes
do A-calculus é dado pela seguinte gramatica,

M, N :=x
| (Ax.M)
| (MN)

onde, conforme explicitado para a gramadtica de £A, x é uma varia-
vel. As expressdes de A-calculus sdo denominadas de A-termos. Os
A-termos da forma (Ax.M) sdo chamados de abstracdes e os A-termos
da forma (MN) sao chamados de aplicagdes.

Podemos, eventualmente, omitir os paréntesis nas expressodes, por
exemplo (Ax.M) ser representado por Ax.M. Nestes casos assume-se

sempre que a associagdo é efetuada a esquerda, ou seja, MNM' é o
mesmo que (MN)M'.

15



16

SINGLE ASSIGNMENT VS CONTINUATION-PASSING STYLE

2.2.1.1 [-Redugio

O conceito de B-redugio é fundamental na defini¢do da seméntica
usual do A-calculus. A B-redugdo assenta na ideia de substituicao e
traduz o “resultado” de aplicar uma funcdo (uma abstracdo lambda)
a um argumento.

Na&o obstante, para uma melhor compreensdo do conceito, é neces-
sdrio conhecer previamente os conceitos de varidveis ligadas e livre
Uma varidvel ligada é uma varidvel que ocorre numa abstragdo, por
exemplo, em (Ax.M), x, enquanto que uma varidvel livre é aquela a
qual ndo estd associada nenhuma abstracdo, por exemplo, (Ax.xz)
tem z como tnica variavel livre.

A notacdo que usaremos para a substitui¢ao é M[N/y], que signi-
fica, “substituir a varidvel y pelo termo N no termo M”. A defini¢ao
recursiva da operacdo de susbtitui¢do é a seguinte:

(Ax.M[N/z]), sex#z
(Ax.M), sex=z

(A.M)[N/z] =

X, sex#+z
x[N/z] =

N, sex=z

(M1M2)[N/z] = (M1[N/z]M2[N/z])

Esta definicdo por si s6, pode levar a captura de variaveis livres
como veremos adiante.

Por sua vez, a -reducdo (representada por —g) dd-nos uma regra
de célculo para o valor de uma funcdo aplicada a um argumento
(Def. 14)

Definicao 14. Seja —p a relagdo bindria em A-termos dada pela seguinte
regra

(A.M)N >3 M[N/x]

Note-se que —p representa como é usual o fecho de compatibili-
dade da relagdo {3, ou seja, num termo da forma (Ax.M)N podemos
efetuar a redugdo tal como indica a regra ou procurar outras possi-
veis redugdes (ou como sdo designadas usualmente, 3-redexes) nos
sub-termos M e N.

Para ilustrar a captura de variaveis livres, tomemos por exemplo o
termo:

(Ax.(Az.M) )z

, note-se o facto de z aparecer tanto livre como ligada, ao efetuar a
redugdo temos

(Az.M)[z/x]
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Ou seja, se x ocorrer em M entdo iremos estar a “ligar” as ocorréncias
de x a abstragdo (Az. ...) o que ndo é o comportamento desejado.

Este problema é resolvido com a simples renomeagdo da varidvel
ligada de forma a que a variavel livre ndo seja entdo capturada por
uma abstragao.

2.2.1.2  « Equivaléncia

O conceito de x-equivaléncia, tal como a (3-redugédo, é uma relagao bi-
naria em A-termos e permite estabelecer que dois A-termos sdo iguais,
se apenas diferem nos “nomes” das varidveis ligadas. Por exemplo:

(Ax.x)
(Ay.y)

sdo A-termos o-equivalentes. Usamos a notacdo M =4 N quando M é
x-equivalente a N.

Definicdo 15. Seja = uma relagio bindria definida do segquinte modo,

MM =g Ay M, se M=o M/
(M.M) = (Ay.M"), se M =, M'[x/y]
MN = M'N’, se M=, M'AN =4 N

2.2.2  A-Calculus e o formato CPS

Nesta sec¢do apresentamos o formato CPS para A-calculus, bem como
uma forma de converter A-termos para esse formato.

Observaremos também a conversao de um A-termo em particular,
dado que serd a base para a linguagem, no formato CPS, que iremos
construir e utilizar para estudar a relagao entre os dois formatos in-
termédios.

Conforme referido anteriormente, o formato CPS consiste, infor-
malmente, numa forma de escrever programas funcionais em que
cada fungao recebe um argumento extra chamado de continuacdo. Ar-
gumento este que representa uma outra fun¢do responséavel por tratar
o valor de retorno da primeira.

A linguagem que iremos apresentar vai difere em larga medida
da apresentada por Kelsey em [13]. O autor apresenta uma lingua-
gem que consiste num subconjunto de outra: o Scheme. Apresenta-
nos ainda uma linguagem na qual as continuagdes apenas se revelam
associadas aos valores de retorno. Tal como no A-calculus puro, cada
A-termo é considerado ele préprio uma fungdo tnica, e entdo, temos
que no formato CPS todo o A-termo tem uma continuagdo associ-
ada. Na linguagem CPS que iremos construir nesta dissertacdo, serao
apresentados termos menos “restritos” na medida em que apenas
A-termos que representam expressoes aritméticas terdo uma continu-
agao associada.

17
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Prosseguimos entdo com a apresentagdo da conversao de A-termos
para o formato CPS.

Definigdo 16. Para todo o A-termo N seja N fungdo sobre A-termos definida
da sequinte forma:

X=X
Ax.M = Ak.k(Ax.M)
M N = Ak.M(Af.N(Av.fvk))

com M, N A-termos e x uma varidvel.

A fungdo permite converter A-termos para um formato de conti-
nuagdes com método de avaliagdo “call-by-value”. Esta tradugdao CPS
refere-se a uma versao simplificada da conversdo apresentada por Fis-
cher [11]. Por sua vez, Sabry and Felleisen oferecem uma versao mais
otimizada desta conversdo em [16].

A construgdo que iremos usar como base para a nossa linguagem
no formato CPS é o “binder”. Esta constru¢do permite associar um
valor/termo a uma varidvel. Dada a sua importancia para a nossa lin-
guagem, iremos explicitar a sua deducdo e simplificagdo utilizando
a tradugdo para o formato CPS que acabamos de apresentar. Usual-
mente representamos este construtor em Scheme e noutras linguagens
idénticas, da seguinte forma

letx=tinu

onde x é a varidvel a qual queremos associar um valor, neste caso
representado por t, dentro do contexto u. Num formato de A-calculus
mais puro, terfamos o seguinte termo:

(Axu)t

Dada esta explicagdo informal, podemos agora apresentar a dedugdo
da nova regra.

let x = tin u = (Ax.u)t
= Ak.(Ax.u) (AFE(Av.fvk))
= Ak.(Akk(Ax2D) ) (AR E(AV.Fvk))
—p AK.(Af.L(Av.fvk)) (Ax.T0)
=g Ak.t(Av.(Ax.T)Vvk)
—p Ak.t(Av.a[v/x]k)
=q Ak.t(Ax.Tk)

Vejamos a titulo de exemplo as seguintes contrugdes e respectivas
tradugodes para CPS.

e (.02 ) = (kA (A k(M. (A K(Az. .. )))))
L (?\X1 .(?\Xz. .o )tz)t1 = Ak.ty ()\X1 .()\ktz(?\Xz. ces k)k))

e t=Ak.kt, sendo t uma varidvel ou uma constante.
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2.2.3 Linguagem CPS

Na Subsecdo 2.2.2 apresentamos alguns exemplos da conversdo de
A-termos para o formato de continua¢des. Recorremos de seguida a
esses mesmos exemplos para construir uma linguagem funcional ca-
paz de oferecer alguns dos mecanismos usuais de uma qualquer lin-
guagem de programagdo, nomeadamente os mecanismos usualmente
referidos como “expressdes” e “retorno”. As nossas expressdes serdo
apenas constantes ou varidveis e entdo, no formato de continuacdes,
serdo da forma:

e Ak.kx ou
e Ak.kc

sendo x uma varidvel e ¢ uma contante. No formato de continua¢des
o “retorno” prende-se com a passagem de uma “expressdo” a um
outro A-termo pelo que os “retornos” assumirdo a seguinte forma:

Ak.kB

onde B é uma “expressdo”. Utilizamos B pois denominamos as “ex-
pressdes” no contexto funcional de termos base. Regressemos entdo

ao exemplo anterior. Habitualmente, o0 mecanismo que se segue, é de-
nominado de “binder”, consistindo na associacdo de uma variavel a
um A-termo:

(?\X] .(7\X2. e )Nz)N] = 7\k.N] (7\7(] .(Asz(?\Xz. . .k)k))

O parametro k é o parametro que ird ser passado consecutiva-
mente até que seja necessario passar/continuar algum valor para ou-
tro termo. Ora, dado o facto de termos construido o nosso elemento
de “retorno” de forma a receber o termo/continuagdo, nao existe a
necessidade de efetuar a passagem do elemento de continuacdo em
todos os termos até se atingir o momento da sua utilizacdo. Entédo, de
modo a reduzir a verbosidade dos nossos programas, vamos simpli-
ficar os os termos a que designamos de “binders”. Assim, apenas as
“expressdes” CPS terdo uma continuagdo associada.

(?\X].(?\Xg....)Nz)N] = N1(?\X1 .Nz()\Xz. ))

Note-se que, no que concerne a nossa linguagem, os A-termos Ny e
N, seriam “expressdes”. Neste sentido, a Def. 17 apresenta a grama-
tica da nossa linguagem funcional.

19



20

SINGLE ASSIGNMENT VS CONTINUATION-PASSING STYLE

Definicao 17. Seja CPS a linguagem de A-termos definida pela sequinte
gramatica.

M == B(Ax.M)
| (Ak.kB)
B == Ak.kx
| Ak.kc

onde x, k sdo varidveis (assumindo k cardcter especial, pois repre-
senta uma continuagdo), e ¢ uma constante. Note-se desde ja a intro-
ducdo de um novo elemento: as constantes. Estes elementos represen-
tam valores “imutaveis”. Iremos tomar CPS = M u B. Designaremos
os elementos M por expressdes e os B por expressoes base.

De salientar que, tal como em LA, existe um principio de recursdo
associado a gramatica, principio este que iremos utilizar na constru-
¢do de fungdes sobre a mesma.

Segue-se a adaptacdo de algumas fun¢des basicas, geralmente de-
finidas para A-calculus, para o nosso fragmento de A-termos. Iremos
fazer o sobrecarregamento do nome das func¢des de forma a abranger
as diferentes classes da gramadtica (conforme nas 18 e 19).

Definicdo 18. Seja BV: CPS — §(Vars) fungio definida do seguinte
modo:

BV(B(Ax.M)) = {x} UBV(B) UBV(M)
BV(Ak.kB) = {k} UBV(B)
BV(Ak.kx) = {k}

BV(Ak.ke) = {k}

Esta fungdo coleciona todas a varidveis ligadas de um A-termo.

Defini¢do 19. Seja FV : CPS — R(Vars) a fungio definida do seguinte
modo:

FV(B(Ax.M)) = FV(B) u (FV(M) \ {x})
FV(Ak.KB) = FV(B) ~ {k}
FV(Ak.kx) = {x}
FV(Ak.kc) = {}

Esta fungdo coleciona todas a varidveis livres de uma expressao em
CPS.

Passamos agora a definir, tal como fizemos anteriormente para a
linguagem LA, duas fun¢des que colecionam detalhes relevantes so-
bre programas CPS, fazendo-o a custa das fun¢des que acabamos de
enunciar. Por abuso de notacdo iremos sobrecarregar alguns nomes
das fungdes definidos anteriormente para a linguagem LA (assign e
var) e, caso necessario, usar em indices (CPS e LA) para distinguir
entre as fungdes para expressdes CPS e para expressoes LA.
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Definicdo 20. A fungio var: CPS — $(Vars) é fungio definida do se-
guinte modo:

var(T) = (BV(T)uFV(T)) ~ {k}

Esta func¢do coleciona todas as varidveis que ocorrem (de modo
ligado ou livre) numa expressdo CPS, exceto a varidvel de caracter
especial k.

Definicdo 21. A fungio assign : CPS — P(Vars) é definida do seguinte
modo:

assign(T) = BV(T) ~ {k}

assign coleciona todas as varidveis que ocorrem em abstragdes
lambda de expressdes CPS, exceto a varidvel de carécter especial k.

Note-se que a remogdo da varidvel de continua¢do nestas fung¢des
deve-se ao facto de esta ter um caracter de certa forma “imutavel”.
Pretendemos com estas fungdes selecionar varidveis relevantes ao sig-
nificado do programa e ndo a sua avaliagéo.

Mais uma vez concluimos a sec¢do com um principio de indugao
(Prop. 3), necessario para a andlise efetuada nas sec¢des seguintes,
sobre elementos M de CPS.

Proposi¢ao 3 (Principio de indugédo sobre programas CPS). Seja P(M)
uma propriedade sobre o conjunto de termos M.
Se,

1. P(Ak.B), VB
2. P(B) = P(B(Ax.M)), YM,B

Entdo, P(M), VM € M

2.2.4 Redugdo de programas CPS

Atendendo a gramatica de programas CPS e a nogdo de 3-redex no A-
calculus em CPS, temos apenas 3-redex da forma B(Ax.M). De facto,
conforme B representa uma varidvel ou consoante, temos dois casos
possiveis:

1. (Ak.kx)(Ax.M), com B = (Ak.kx)

2. (Ak.kc)(Ax.M), com B = (Ak.kc)

Assim, em expressdes CPS, a relagdo de -reducdo serd definida
pelas duas seguintes regras:

1. (Ak.ky)(Ax.M) -5 M[y/x] (Bvar)
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2. (Akke)(Ax.M) - M[c/x] (Be)

Note-se que esta relacdo em A-calculus corresponde a 2 passos f3.
Por exemplo, em CPS, ndo podemos escrever o A-termo (Ax.M)y que
resulta de fazer apenas uma redugao {3 a partir do A-termo (Ak.ky)(Ax.M).

Assim a nossa relagdo de redugdo (—p) fica definida do seguinte
modo:

Definicao 22. Seja —p a relagio bindria definida pelas seguintes regras.

(Ak.ky)(Ax.M) =& M[y/x]

Pe (Akke)(Ax.M) >3 M[c/x]

7

Note-se que esta relacdo é muito mais restrita que a usal para
A-calculus, o que se deve principalmente ao facto de termos tido
como objectivo aproximar o significado de ambas as linguagens (£.A
e CPS). Daqui sai entdo que ndo iremos considerar o fecho de com-
patibilidade da 3-reducdo mas apenas o fecho reflexivo e transitivo.
Como consequéncia, para cada expressdo CPS existe no maximo um
[-redex.

2.2.4.1 Semdntica de redugdo com fechos

Antes de relacionarmos as linguagens CPS e LA vamos ainda apré-
ximar as suas formas de execugdo introduzindo na linguagem CPS o
conceito de fecho e da relagdo de programas no contexto de um fecho.
Um fecho, como o nome sugere, servira para completar o “significado
de programa” na expressdo CPS, associando valores as varidveis li-
vres do programa.

A utilizagdo de fechos é bastante ttil particularmente quando que-
remos dar significado a linguagens funcionais num contexto compu-
tacional, dado que a nogdo de fungdo nessas linguagens é diferente
da definicdo oferecida quando trabalhamos com maquinas de von
Neumann (Appel [1]).

“...the notion of function definition is more primitive on a
von Neumann machine than in the CPS. ... have "free va-
riables": expressions can refer to variables defined outside
de innermost-enclosing function.”

Tomemos por exemplo o A-termo (Ax.(Ay.xy))5. Podemos observar
este termo tanto pelo conceito de redugdo, onde teriamos uma redu-
¢do para (Ay.xy)[5/x], como pelo conceito de fecho, onde teriamos
o termo (Ay.xy) juntamente com um fecho que associa o valor 5 a
variavel x.

Neste sentido, apresentamos as defini¢des 23 e 24, bem como o
lema 2, relativos a nossa nogao de fecho:
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Defini¢ao 23. Dada uma expressio M € CPS, um fecho para M é uma
fungdo parcial 5 : D — Const com FV(M) ¢ D € £(Vars). Denotaremos
o conjunto de “todos os fechos por” A, ou seja, A é o conjunto de todas as
fungdes de D € P(Vars) em Const.

Definicado 24. Seja & um fecho para B. A operagio de avaliagio, (B))s, no
fecho & estd definida do sequinte modo:

{(Akkx)s = 8(x),
(Akkchs =c

Lema 2. Se b é fecho para B(Ax.My) entdo d[x — (B))s] é fecho para M

Demonstragio. Ora FV(My) = FV(M) \ {x}, como & é fecho para M,
Yy e FV(M), 8(y) estéd definido, e entdo
Yy e FV(My), d[x ~ (B)s](y) esta definido.
Logo d[x — (B))s] é fecho para M,. O

Com isto mostramos que a relagdo de -reducdo que definimos
para CPS preserva a nogdo de fecho, pelo que vamos estender a nogao
de B-redugdo para CPS no contexto de fechos, conforme mostra a
definicdo que se segue.

Definigao 25. A relagio bindria —p sobre pares (M, d) é definida pela se-
guinte regra:

Bbase

(B(A.M),8) =g (M, 8[x~ (B)s])

Representamos por —p a relagdo em zero ou mais passos, i.e., o fecho
reflexivo e transitivo de —g e por —[ a relagdo em n-passos, definida indu-
tivamente da seguinte forma;

i VM, :
(M,9) _’% (M,9)
i YM,M’,M",5,8',8" :
(M,é) _)1[; (M//, 5//) A (M//, 5//) =5 (M’, 5/)
= (M,8) - (M,8)

Para esta relagdo —p temos também uma nogédo de configuragio final,
sendo esta um par da forma ((Ak.kB),d) para algum B e & fecho de
B.

Esta nocdo de —p com fecho é semelhante a usual para A-calculus,
pois uma substituicdo é representada por uma associagdo num fecho

e multiplas substitui¢des de uma mesma varidvel representadas por
uma “actualizacao” do valor associado a uma variavel no fecho.

Defini¢do 26 (Avaliacido em CPS). Sejam M € M, & fecho para M e
v e Const. Se

(M, 8) >§ (A\k.kB,8") A (B)s =v

entdo, diz se que (M, d) avalia em v.

23
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2.3 RELAGAO ENTRE LA E CPS

Comecemos por estabelecer as fungdes que nos permitem converter
entre as linguagens LA e CPS. Posteriormente, prova-se algumas
propriedades que nos vao ser tteis para demonstrar que existe uma
relagdo bijectiva entre estas duas linguagens.

2.3.1 Fungoes de conversio

Conforme se apresenta na Def. 27, a funcdo F que converte programas
na linguagem CPS para a linguagem LA.

Definicao 27. A funcio F: CPS — LA estd definida do seguinte modo:

F(B(Ax.M)) =x:= F(B); F(M)
F(Ak.kB) = ret(F(B))
F(Ak.kx) = x
F(Ak.kc) =c¢

De igual forma a fungdo, I converte programas na linguagem LA
para a linguagem CPS(Def. 28).

Definicdo 28. Seja P € LA. A funcio I: LA — CPS estd definida do
seguinte modo:

I(x:=E; S) =I(E)(Ax.I(S))
I(ret(E)) = (Ak.KI(E))
I(x) = Ak.kx
I(c) = Ak.kc
Também a capacidade de converter fechos em estados é necessaria.
Para isso, e uma vez que um estado é uma fungdo total em Vars e um
fecho é uma funcao parcial, necessitamos de totalizar a funcdo fecho

utilizando uma contante quando a queremos converter em estado.
A fungdo que converte fechos em estados é designada cs.

Definicado 29.

cs:A—-> X
O O,

d.: Vars - Const

. d(x) , xedom(d)
c , x ¢ dom(d)

A funcdo que converte estados em fechos é designada de sc:
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Definicao 3o0.

sc: L xfP(Vars) - A
(0,X) = ox

onde a notagdo f|x representa a restrigio da funcio f aos elementos do con-
junto X.

Nos lemas 3 e 4 apresentamos dois resultados que relacionam fe-
chos, estados e as tradugdes entre LA e CPS.

Lema 3. Seja & um fecho para B. (B)s = [F(B)]cs(s)

Demonstragdo. Seja 6 um fecho para B.
Caso B = Ak.kc.

F((Ak.ke)s) = [F(Ak.ke)Jes(s)
<= [Def. (.)) e F]

c= [[Cﬂcs(s)

<= [Def. [.]cs(s) € F]

c=c
Caso B = Ak.kx.

F({(Akkx}s) = [F(Ak.kx) ] es(5)
<= [Def. (.)) e F]

8(x) = [x]es(s)

< [Def. []es(s)]

5(x) = cs(8)(x)

< [Def. cs]

5(x) = d¢(x)
<= [Def. 5. e x e dom(d), pois & é fecho de B]
d(x) =d(x)

O

Lema 4. Sejam o um estado, E € £, X € Vars. Entdo FV(I(E)) ¢ X =
[Elo = {I(E)Dsc(ox)

Demonstragio. Seja o um estado arbitrério.
Caso E = c. Trivial dado que ¢ é uma constante (valor).

25
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Caso E =x.

[xJo = {10) Dsc(o,x)
< [Def. I]

[[XHG = <<}\k'kx>>sc(6,x)
<= [Def. [.] e (.)]
o(x) =sc(o, X)(x)
<= [Def. sc]

o(x) = olx(x)
«— [x e FV(I(x)) € X]

o(x) =o(x)
U

Tendo em consideracdo os dois resultados anteriores, podemos afir-
mar que fechos e estados sdo estruturas “iguais”, ou seja, as fungdes
sc e ¢s produzem fechos e estados equivalentes aos estados e fechos,
respectivamente, que recebem como argumentos.

2.3.2  Bijecgdo ao nivel sintdtico

As transformagoes F e I sdo inversas e que, portanto, existe uma rela-
¢do bijectiva entre os programas das linguagens LA e CPS.
O diagrama da Figura 8 explicita aquilo que pretendemos mostrar.

Figura 8: Diagrama comutativo da relacao sintatica
Proposicao 4.
1. VBeB,IoF(B)=B
2. YMeM,IoF(M)=M
Demonstragdo.

1. Caso B = Ak.kx.

I(F(Ak.kx)) = I(x) = Ak.kx

Caso B = Ak.kc.

I(F(Ak.kc)) =1I(c) = Ak.kc
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2. Por indugdo em M.

Caso M = Ak.kB.
I(F(Ak.kB)) =I(ret(F(B))) = Ak.KI(F(B))
I(F(B)) = B, pelo ponto 1.

Logo, I(F(Ak.kB)) = (Ak.kB).

Caso M = B(Ax.M").

I(F(B(A.M'))) = I(x := F(B); F(M"))
=I(F(B)) (Ax.I(F(M))).

I(F(B)) = B, pelo ponto 1.
I(F(M")) = M/, por hipétese de inducdo.
Logo, I(F(B(Ax.M"))) = B(Ax.M").

O
Proposicao 5.
1. VEe& FoI(E)=E
2. VSeS, FoI(S)=S
Demonstragio. Andloga a anterior. [

Para observarmos o resultado, sobre a «-equivaléncia, que referi-
mos no capitulo introdutério, iremos primeiramente introduzir os le-
mas 5 e 6 que auxiliam a construgdo deste resultado.

Lema 5.
1. VB e B,var(B) =var(F(B)) A assign(B) = assign(F(B))

2. YM e M,var(M) =var(F(M)) A assign(M) = assign(F(M))

Demonstragido. 1. Caso: B da forma Ak.kx. F(Ak.kx) = x. var(Ak.kx) =
x =var(x) e assign(Ak.kx) = {} = assign(x).

Caso: B da forma Ak.kc. F(Ak.kc) = c. var(Ak.kc) = {} = var(c)
e assign(Ak.kc) = {} = assign(c).
2. Por indugdo na classe sintatica de programas M.

Caso: M da forma Ak.kB. F(Ak.kB) = ret(F(B)). No caso ante-
rior ja verificamos o resultado para B € B. Assim temos que:

var(Ak.kB) =var(B) =var(F(B)) = var(ret(F(B)),
e que

assign(Ak.kB) = {} = assign(ret(F(B))).
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Caso: M da forma B(Ax.M). Por hipétese de indugdo, podemos
assumir que a propriedade é vélida para M. B € BB e pelo caso
anterior sabemos que B verifica a propriedade. Por hiptese M
também verifica, logo,
var(B(Ax.M)) = {x} uvar(B) uvar(M)
={x}uvar(F(B))uvar(F(M))
=var(x:=F(B);F(M))

assign(B(Ax.M)) = {x} uassign(M) u assign(B)
= {x}uassign(F(M)) u assign(F(B))
= assign(F(B(Ax.M)))

O
Lema 6.
1. YE e &, var(E) =var(I(E)) A assign(E) = assign(I(E))
2. VS eS,var(S) =var(I(S)) A assign(S) = assign(I(S))
Demonstragio. Andloga a anterior. O

Posto isto, apresentaremos o passo seguinte na relagdo entre entre
programas LA e CPS, que consiste em demonstrar que para cada pro-
grama CPS é possivel encontrar um representante da sua classe para
a a-equivaléncia cuja conversdo produz um programa na linguagem
SA.

O diagrama da Figura 9 sintetiza o nosso objectivo a demonstrar.
I
TN
SeSA M’ A— M
~ 3
F

Figura 9: Preservagdo da relacdo sintdtica ¢/ a-equivaléncia

Passemos agora a enunciar e demonstrar o resultado sobre a «-
equivaléncia.

Proposigao 6.

YMeMVYIM e M: M =, MA (FV(M)ug)nBV(M') =2
:>F(MI) ES.A

Demonstragio. Indugdoem M e M c LA

Caso M = (Ak.kB). Imediato. Para todo B, F((Ak.kB)) = ret(F(B))
que é um elemento de SA.

Caso M = B(Ax.My).

Sejam zZ = YU FV(B)u{x’}, com x’ uma varidvel fresca, ou seja,
X' ¢FV(M)uguBV(M') e M" = B'(AX'.My,), tal que,
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e M=, Me
e (FV(IM)uy)nBV(M') =g
Por hipétese de indugdo sabemos que

IMG : Mg = Mo A (FV(Mo)UZ)nBV(My) =@
= F(Mj)eSA

Por definicdo de F temos,

F(B(Ax.Mj)) =x":= F(B); F(My).

Pela regra atr basta mostrar que,

SA(M{) Ax" ¢ var(F(B)) A assign(F(Mg)) n ({x'} uvar(F(B))) = 2.

e F(Mj) € SA, verdade pela hipé6tese de indugao.
e x' ¢ var(F(B')), pois x" é uma variavel fresca.

assign(F(Mgp)) n ({x'} uvar(F(B')))
=[Lema 5]

assign(Mp) n ({x'} uvar(B))
=[Def. assign e var]

BV(Mo){k} n({x"}u(BV(B") uFV(B")) \ {k})
=[Por hipétese]

16

Logo, F(B'(Ax'.My)) € SA. O

Esta proposicdo permite-nos entdo selecionar para cada programa
CPS um outro, o qual designamos de representante de classe (exis-
tindo uma infinidade de escolhas para o representante de cada classe),
que tem como propriedade o facto de, ao ser convertido para LA, pro-
duz um programa S.A. Abusando da linguagem, entdo representan-
tes de classe sdo nada mais que programas CPS que estdo no formato
SA.

Fica por demonstrar, pois pode ser obtido facilmente da bijecciao
nas tradugdes, que conversdo de qualquer elemento em SA, produz
um programa CPS, e que consiste num representante de classe (rela-
¢do estd patente na Figura o).

2.3.3 Preservagdo da semantica pelas tradugdes

Nesta seccdo iremos mostrar de que forma as tradugdes preservam
as semanticas de ambas as linguagens.

Tendo por base a nogdo de equivaléncia de estados, é possivel alter-
nar entre linguagens conforme as nossas necessidades e, simultanea-
mente, realizar transi¢des/redugdes sendo que, no final da execucao,

29
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o valor do programa serd o mesmo. Vamos comegar por provar a pre-
servacdo da semantica em cada um dos sentidos (de LA para CPS e
vice-versa) que iremos comegar por ilustrar recorrendo novamente a
utilizagdo de diagramas. Comecemos entdo pela preservagdo da rela-
¢do de transicao.

As figuras 10 e 11 apresentam os diagramas que ilustram o resul-
tado de que a semantica em cada um dos sentidos (de LA para CPS e
vice-versa) é preservada. Prova essa que surge com os teoremas 1 e 2,
e com os corolarios 1 e 2.

~r

(S,0) (8',0")

(I,sc) (I,sc)

(1(5),5¢(3,X)) — 2 (1(S"), 5c(c", X))

Figura 10: Diagrama comutativo da relagdo semantica LA - CPS

onde X =var(S).

Teorema 1 (Preservacdo das transi¢des). Sejam S,S' € S, 0,0" e Z e
X =var(S)

(S, G) ~ (S,/ OJ) = (I(S),SC(G,X)) B (I(S,),SC(GI,X))

Demonstragido. Caso: S da forma x := E;Sp. Temos que X = {x} u
var(E) uvar(Sp) .

Assumimos que (S,0) ~ (S',0").

Ora (x:=E;Sp,0) ~ (So,0[x ~ [E]s]).

Temos entdo que,

* §'=3Sy;
e o' =o[xr [E]s];

Sabemos que I(S) = I(E)(Ax.I(So)).
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Logo,

(I(E)(AxI(So)),sc(0, X))
—p [Por definigao]

(I(SO)I SC(G/X)[X = <<I(E)>>SC(O‘,X)])
= [Lema 4]

(I1(S0),sc(0, X)[x = [E]o])
= [Lema 7]

(I(So),sc(alx = [E]o], X))

(1(S8"),sc(0’, X)),

como queriamos demonstrar.
Caso: S = ret(E). Trivial pois é configuragdo final, ou seja, apenas
reduz para ele préprio em zero passos (reflexividade). O

Coroldrio 1. Sejam, S,S" €S,0,0" e Ze X =var(S)
(S,0) ~™ (8',0") = (I(S),sc(0,X)) =5 (I(S"),s¢c(0”, X))

Demonstragio. Por indugdo no comprimento n da sequéncia de redu-
coes.

1. n = 0. Temos entdo que, (S, 0) ~0(8',0"), ou seja, S=S"eo=0"
Assim, I(S) = I(S') e consequentemente

(I(8),5¢(0,1(5))) > (I(S"),5¢(0”, X))
2. n =k + 1. Temos entdo que mostrar que,

(S,0) ~1 (8", 0") = (I(S),5¢(0,X)) ="' (I(S"),5¢(0”, X))

Da hipétese segue que existem S” e o”, tal que,
i (S,0)~%(S8",0");e
ii (§8”,0")~(8,0")

De i. e pela hipotese de indugdo segue que,

(I(S),5¢(0,X)) ~f (I(S"),5¢(c™))

De ii. e do Teor. 1 segue que

(S,0) ~ 1 (S8, 6"y = (1(S),sc(0,X)) —>}§” (I(S"),sc(0’, X)),
como pretendido.

(I(S"),5¢(0")) = (I(S"),5c(0", X))
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Terminada a demonstrag¢do da preservagdo da relagdo de transigdo
passamos a demonstragdo preservacdo da relacdo de reducdo. Come-
¢ando entdo pela observagao do diagrama ilustrativo.

_>T'L

(M,8)

(M, 8")

(F,cs) (F,cs)

n

(F(M),es(8)) —— (F(M), cs(8"))
Figura 11: Diagrama comutativo da relacdo seméantica CPS - LA

Teorema 2 (Preservacdo da reducdo). Sejam M,M’ € M, §,8" € A,
fechos para M e M, respectivamente.

(M, 8) »p (M,8") = (F(M),cs(d)) ~ (F(M),cs(8"))

Demonstragiio. Vamos assumir que (M, d) —»g (M/,§"). Consideremos
que M = B(Ax.My).
Ora (B(Ax.My),8) =g (Mg, d[x ~ (B)s]). Temos entdo que,

e M'= Mo;
o &' =d[x+~ (B)s];
Sabemos também que F(B(Ax.My)) = x := F(B);F(My). Logo,

(x:=F(B); F(Mo),cs(8)) ~ (F(Mo), cs()[x = [F(B)]cs(s)])
=[Lema 3]

(F(Mo), cs(8)[x = (B)s])

(F(Mo), cs(8[x = (B)s]))

(F(M), cs(3"))
Como queriamos demonstrar. O

No Lema 7 encontramos um resultado necessario para a obtencao
da preservacdo semantica para a tradugdo L.

Lema 7. Para todov € Const, X € P(Vars), x € X, 0 € L, sc(0,X)[x —
v] =sc(o[x ~ v], X).

Demonstragido. Tomemos
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* d=sc(o,X)[x~V];
e & =sc(o[x ~Vv],X).

Queremos mostrar que & = &'. Temos que, para y € X, § é tal que

S(y){v sey=x
o(y) sey#x

e &' é tal que

s’<y>6[x»v]{v Y
o(y) sey#x

Como dom(d) = dom(§") = X, entdo & =¢'. O
Corolario 2. Sejam M, M’ e 8,8’ € A fechos para M e M/, respectivamente.
(M,8) =5 (M,8") = (F(M),cs(3)) ~™ (F(M'), cs(8"))
Demonstragio. Andloga a demontragdo do Teor. 1. O

Em suma, e conforme suprarreferido, é possivel, entdo, alternar en-
tre linguagens preservando o significado do programa. Na Figura 12,
onde sdo compostos os diagramas das figuras 10 e 11, observamos
o fenémeno de alternadncia entre linguagens preservando o “signifi-
cado” do programa.

~r

(S,0) (8,0

(I,sc) (I,s¢)

(1(5),5¢(0,X)) — - (1(S"), 5c(c", X))

(F,cs) (F,cs)

A,)n

(S’ O_N) (Sl, OJII)

Figura 12: Diagrama comutativo da relacdo seméantica LA < CPS
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Na Figura 12, 0 é equivalente a 0, e 0’ a 0”’. Este diagrama é

também ilustrativo do resultado final (a bije¢do semantica entre os
formatos), com o qual iremos concluir este capitulo, sobre a a preser-
vagdo da semantica nas tradugoes (Teor. 3).

Os lemas 8, 9 e 10, apresentam resultados auxiliares ao resultado
final.

No Lema 8, em particular, é possivel observar que a conversao de
uma configuragdo final em LA origina também uma configuragdo
final em CPS e vice-versa.

Lema 8.

1. Seja (S, o) uma configuragio final em LA e X tal que var(S) ¢ X ¢
Vars, (I(S),sc(o, X)) também é configuragdo final em CPS.

2. Seja (M, ) uma configuragio final em CPS, entdo (F(M),cs(d)) é
configuragio final em LA.

Demonstragio. Imediata das defini¢des de F e 1. O
O Lema 9 mostra-nos a preservagao de fechos pelas tradugoes.

Lema 9. Seja M e M e b € A fecho para M.
sc(es(0),var(M)) =8
Demonstragdo.

sc(cs(d),var(M)) =9
<=[Def. 29]

sc(d¢,var(M)) =8
«<=[Def. 30]

6Clvar(i\/l) =

O]

O Lema 10 é 0 lema andlogo ao Lema 9, no entanto neste caso ndo
podemos afirmar que preserva o estado, apesar disto, o estado que
é obtido é equivalente ao inicial. Este enfraquecimento do resultado,
em rela¢do ao anterior, deve-se ao facto de que o contexto de um fecho
é menor do que o respectivo estado (pela tradugdo) e entdo, existe
informacdo que e descartada, contudo aquilo que mostramos (com a
equivaléncia de estados) é que essa mesma informagao é descartavel.

Lema 10. Seja S um programa LA e o um estado. o e cs(sc(o,var(S)))
sdo equivalentes relativamente a S.
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Demonstragio. o' = cs(sc(o,var(S))). o e o’ sdo equivalentes em S se
Vx evar(S), o(x) = o'(x).
Ora,
cs(sc(o,var(S)))
=[Def. 30]

CS(U|var(S) )
=[Def. 29]

0—|var(S)C

=[Por definicao]

Olvarcs) Olvar(s)(x) =0o(x) ,sexevar(S)
var c
G|var($)c(x) =C ,5eX ¢ VCLT(S)

Entdo, o e o’ sdo equivalentes relativamente a S. O

Teorema 3 (Preservagdo da semantica pelas tradugdes). Sejam S €
S, MeM, decA, oceXeveConst.

1. (S,0) avalia em v <= (I(S),sc(o,var(S))) avalia em v.
2. (M, d) avalia em v < (F(M), cs(d)) avalia em v.

Demonstragio. Iremos demonstrar cada uma das implicagdes envol-
vidas no teorema. Os pontos a) e c¢) dizem respeito ao ponto 1 do
teorema, enquanto que os pontos b) e d) dizem respeito ao ponto 2
do teorema.
(a) Suponhamos que (S, 0) avalia em v, ou seja,

($,6) ~" (ret(E), o) A [E]or = v.

Queremos mostrar que (I(S),sc(o,var(S))) avalia em v.

Pelo Corol. 1 (I(S),sc(o,var(S))) -4 (I(ret(E)),sc(o’,var(S))).

Como (ret(E), o) é configuragdo final, pelo Lema 8,

(I(S"),sc(o’,var(S))) também é. Portanto, (I(S),sc(o’,var(S))) ava-

lia para {I(E))sc(o'var(s)) que pelo Lema 4 é igual a [E]or = v.
(b) Suponhamos que (M, d) avalia em v, ou seja,

(M,8) =% (Ak.kB, &) A (B)s =v.

Queremos mostrar que (F(M),cs(8)) avalia em v.

Pela Corol. 2 (F(M),cs(8)) ~* (F(Ak.kB),cs(8')).

Como (Ak.kB, &) é configuracdo final, pelo Lema 8,

(F(Ak.kb),cs(8")) também é.

Portanto, (F(M),cs(8")) avalia para

[F(B)]cs(s/y que pelo Lema 3 é igual a (B)s =v.
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(c) Provemos que se (I(S),sc(o,var(S))) avalia em v entdo (S, o) ava-
lia em v

(I(S),sc(o,var(S))) avalia em v
= [Ponto b)]
(F(I(S)),cs(sc(o,var(S)))) avalia em v
= [Lema 10, Def. 12 e Prop. 4]
(S,0") avalia em v , com ¢’ = cs(sc(o,var(S)))
<= [0 e 0’ equivalentes em S]

(S,0) avalia em v

(d) Provemos que se (F(M),cs(8)) avalia em v entdo (M, §) avalia em
v

(F(M),cs(8)) avalia em v

= [Pelo ponto a)]
(I(F(M)),sc(cs(0),var(F(M)))) avalia em v
<= [Lema 9,Prop. 5 e Lema 5]

(M, %) avalia em v
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Este capitulo serd dedica-se a realizacdo de expansdes para nossas
linguagens intermédias. Até agora temos apenas a capacidade de
atribuir valores a varidveis e retornar valores desses procedimentos.
Neste capitulo iremos comegar por introduzir comandos para realizar
operagdes condicionais, usualmente conhecidos como “if-else”. Pos-
teriormente, acrescentaremos procedimentos as nossas linguagens in-
termédias.

Note-se que iremos reutilizar letras para meta-varidveis tal como
nos capitulos anteriores, assim como nomes de fungdes. Assim, al-
guns nomes de funcdes serdo idénticos para ambas as linguagens
intermédias, dado que conceptualmente se tratam da mesma fungao
(mas aplicada a variantes sintéticas). Em regra, serd possivel inferir
os dominios e contradominios dessas fung¢des a partir do contexto.

3.1 CONDICIONAIS
3.1.1  Construgio If

O comando composto “if-else” faz depender o fluxo de execugdo de
um programa da avaliacdo de uma expressdo logica (geralmente de-
signada de “guarda”. Se o resultado da avaliagdo da guarda for "ver-
dadeiro"”, entdo a execucdo do comando corresponde a execucdo do
sub-comando que estd no ramo “if”; se o resultado da avaliacdo da
guarda for “falso”, entdo a execugdo do comando corresponde a exe-
cucdo do sub-comando que estd no ramo “else”.

Nas nossas linguagens, apresentadas no capitulo anterior, comega-
mos por definir expressdes triviais, bem como um conjunto abstrato
que contém os valores que as nossas expressdes podem representar.
Portanto, tal como fizemos ao definir a constante especial ¢, urge defi-
nir duas novas constantes especiais para representar o resultado “ver-
dadeiro” e o “falso”. Iremos entdo usar

* v para verdadeiro; e

e f para falso.

Seguidamente iremos apresentar a sintaxe para os construtores “if-
g p p
else”, para cada uma das linguagens.

3.1.1.1 LA

Olhemos novamente para a gramdtica da nossa linguagem LA.
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Su=x:=E;S
| ret(E)
E =
| ¢

Para a introdugdo de um novo comando é necessério expandir esta
gramdtica. Geralmente, numa linguagem imperativa temos constru-
¢oes If como na Figura 13,

if (<Expressao Booleana>) {

} else {

Figura 13: Ex. comando If usual

onde o primeiro ramo representa os comandos que sdo executados
caso a expressdo avalie em “verdadeiro” e o segundo ramo (else) os
comandos executados caso avalie em “falso”.

Outro ponto que merece referéncia, anida antes da introducdo da
novo gramadtica, prende-se com o facto de que consideramos (assim
como em [13]) que ndo é possivel compor, tal como nos comandos de
atribui¢do usando o conector “;”, um comando If com outros coman-
dos. Este é um formato para o qual qualquer programa que permita
sicdo com If pode ser convertido. Uma das formas mais simples passa
por transpor o comando a seguinte ao conector “;” para cada um dos
ramos “if”. Por exemplo, o programa da Figura 14 é convertido para
um formato sem composi¢ao de comandos If originando o programa
da Figura 15. De salientar que, neste caso, como o ramo “else” do pri-
meiro “if” termina com um return o segundo “if” j4 ndo é transposto
para esse ramo. Este método aplicado evita duplicacdo de cédigo des-

necessaria.

if (<Expressao Booleana>) {
X: = b;
y: = d;
} else {
ret(a)
b
if (<Expressao Booleana>) {
ret(x)
} else {
ret(y)
}

Figura 14: Ex. programa com composi¢do de comandos If
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if (<Expressao Booleana>) {

X: = b;

y: =d;

if (<Expressao Booleana>) {
ret(x)

} else {
ret(y)

}

} else {
ret(a)

}

Figura 15: Ex. programa sem composi¢do de comandos If

Podemos também observar a particularidade deste formato olhando
para a drvore de comandos/sintaxe na Figura 16.

if(<Expressdo Booleana>)

N

x:=b return(x)

if(<Expressdo Booleana>)

/ N\

return(x) return(y)

Figura 16: Arvore de comandos do exemplo da Figura 13

Deste modo, a nossa nova gramatica para LA serd a seguinte:

Suz=x:=E;S
| if(E){S } else{S}
| ret(E)
Eu=x
| ¢
3.1.1.2 CPS

Na forma mais pura de A-calculus podemos usar a codificacdo de
Church para criar “if statements”. A adogdo deste tipo de codificagao
traria um nivel de complexidade mais elevado ao nosso trabalho sem
acrescentar proveitos significativos face aos nossos objetivos. Neste
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sentido, iremos adicionar a nossa linguagem CPS uma construgao “if-
else” com a finalidade de, tal como apresentamos para a linguagem
LA, simular o comportamento de um If.

Quando falamos de linguagens funcionais, e, em particular, naque-
las mais préximas do A-calculus, podemos encarar um “if-else” como
uma fungdo que recebe 3 argumentos - avalia o primeiro e devolve
o segundo ou terceiro consoante o resultado dessa avaliagdo. Note-
se que esta observagdo serve também como prelidio para as ideias
subjacentes A seméntica que que apresentaremos na préxima seccio.

A nossa sintaxe para o “if-else” serd a seguinte:

(if B M1 M2)

Com B uma expressdo base e M1 e M2 expressdes CPS. Assim, a
gramatica CPS é redefinida para incluir esta nova construcédo, da se-
guinte forma:

M == B(Ax.M)
| iIf BM M)
| (Ak.kB)

B == Ak.kx
| Ak.kc

3.1.2  Semintica

Nesta breve seccdo seguem-se as novas regras para as relagdes ~ e
—p de forma a dar semantica aos construtores if introduzidos anteri-
ormente.

Nao obstante, de salientar a existéncia de duas formas de definir
a avaliagdo da expressdo “booleana”: (1) podemos definir duas cons-
tantes para representar o valor de “verdade” e “falsidade” ou (2) po-
demos optar por definir o valor para “falsidade” e todos os restantes
sdo aceites como valores de “verdade”.

No nosso estudo, iremos assumir a existéncia duas constantes dis-
tintas, uma para cada caso, nomeadamente v e f.

3.1.21 LA
if [Elo = v
© (if(E){So}else{S1},0) ~ (So,0)
[[Eﬂcr =f

T G () (Soelse(S1},0) ~ (S1,0)
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3.1.2.2 CPS
y (B)s = v
" ((if B Mo M1),8) =5 (Mo, )
. (B)s = f

((if B Mg My),8) -5 (My,9)

3.2 PROCEDIMENTOS

Nesta secgdo iremos apresentar mecanismos para adicionar procedi-
mentos as nossas linguagens. De modo a usufruir de todo o estudo
apresentado no Capitulo 2, iremos tratar procedimentos como “ma-
cros”, que sdo alvo de pré-processamento. Assim, sempre que um
procedimento for invocado, iremos expandir o cédigo da fun¢do que
o invoca com o cédigo do procedimento que esta a ser invocado.

A “remocdo” de procedimentos ocorre com a expansao e com a se-
leccdo de um procedimento em especifico, habitualmente designado
de “main”, que consistira no ponto de entrada da avaliacdo do pro-
grama.

Entdo, um programa serd um conjunto de procedimnetos.

3.2.1 Procedimentos em LA

Um procedimento é um nome ao qual estd associado um vetor de pa-
rametros formais e um comando, chamado o corpo do procedimento.
No que respeita ao vetor de paradmetros associados a um procedi-
mento, iremos tomar as seguintes consideragdes:

Sejam x1,%2,...,Xn 0s pardmetros de entrada de um procedimento.
Iremos abreviar esta sequéncia de parametros usando a notagdo X
(vetor x).

Iremos também, por abuso de notagdo, aceitar que a notagdo X
possa ser vista como um conjunto. Assumimos ainda que nado existe
repeticdo de nomes nos parametros formais de um procedimento.

Neste sentido, iremos recorrer a seguinte sintaxe para procedimen-
tos:

1:=proc(X){S}

onde 1 é o nome do procedimento (a que também chamamos “label”),
X € o vetor de pardmetros do procedimento e S o corpo do procedimento,
assumindo que dentro de um programa ndo existem procedimentos
com nomes iguais.

A Figura 6 exemplifica um programa ao qual atribuimos a “label”
f.
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f := proc(a,b){

if(E){
X:= a;
ret(x)
} else {
x:=b;
ret(x)
}
}

Figura 17: Ex. procedimento na linguagem £.A

A invocagdo do procedimento f pode entdo ser feita da seguinte
forma:

f(w,z)

onde w, z sdo os pardmetros de invocagio a utilizar. Esta invocagdo de
f dard origem a expansdo do corpo do procedimento da Figura 17
com duas atribui¢des adicionais (as variaveis a e b), como ilustrado
na Figura 18.

a:i= w;
b:= z;
if(E){
X:= a;
ret(x)
} else {
X:=b;
ret(x)

}

Figura 18: Expansdo do procedimento da Figura 17 dados parametros de
invocagdo w e z

Tendo como objetivo sermos capazes de, em qualquer ponto do
programa, e em particualar dentro dos procedimentos, invocar um
procedimento com parametros concretos e associar o resultado dessa
invoca¢ao a uma variavel.

Para este efeito, recorremos a seguinte sintaxe: x:=1(al,a2,....,an)
onde 1 é o nome do procedimento, al,a2,...,an os parametros con-
cretos da invocagdo e x a varidvel a qual é atribuido o resultado da
invocacdo. A Figura 19 apresenta um exemplo de um programa que
invoca um procedimento auxiliar (onde f é o procedimento da Fi-

gura 17).
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g := proc(c,d){
y := f(c,d);
ret(y)

}

Figura 19: Ex. de procedimento com invocagdo de outro

De modo a realizar a expansdo expansao explicitada anteriormente
(Figura 18), é necessdrio ter em conta que y terd de reter o valor retor-
nado pelo comando ret(x) da Figura 18.

Para uma melhor compreensdo do processo apresentamos resumi-
damente a ideia subjacente ao mecanismo de expansao a utilizar sem-
pre que um procedimento é invocado. Consideremos, para tal, o se-
guinte c6digo de programa:

f := proc(xl,....,xN){
if(E) {
ret(E2);
} else {

ret(E3);

Entdo, atribuir o resultado de uma invocao de f, digamos y:=f(a, ...

num contexto da forma
...;S1;y:=f(al,...,aN);S2;...
produz o seguinte cédigo:

x1l := al;

XN := aN;

if(E) {
y:=E2;
S2;

} else {
y:=E3;
S2;
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Retomemos agora o exemplo da Figura 19. A expansdo do procedi-
mento g, usando para f a definicdo da Figura 17, produz o seguinte

procedimento:
g := proc(c,d){
a:= ¢;
b:=d;
if(E) {
X:=a;
yi=x;
ret(y);
} else {
X:=b;
y:i=X;
ret(y);
}
}
Figura 20: Ex. Procedimento da Figura 19 com invocacdo de fungdo pré-
processada

Antecedendo a nova gramadtica é ainda necessario introduzir algu-
mas notagdes relativamente ao conceito de lista. Dado um conjunto A,
representaremos por [A] o conjunto das listas de elementos de A. []
denota a lista vazia e dado um elemento e € A eumalistaLe [A], e: L
representa a lista de cabeca e e cauda L. Por conveniéncia de notagao,
por vezes usamos a notagdo [aj,...,an]emvezde aj:...:an:[].

Uma vez assimilada a notacdo, apresentamos de seguida a nova
gramdtica, que estende a apresentada nas sec¢des anteriores:

Pi= (]| (L= proc(x){S}) : P
Su=x:=E;S

| x:=1(E);$S

| if(E){S } else{S}

| ret(E)
Eu=x

| ¢

onde | representa um nome de procedimento, e X e E vetores de varia-
veis e de expressoes, respetivamente. Os elementos da classe P serdo
entdo os nossos programas (listas de procedimentos) e denotaremos
por P o conjunto de todos os programas. Quanto as restantes classes,
usaremos as mesmas convengdes de nomes enunciadas no capitulo
anterior.

Uma representagdo alternativa seria considerar um programa como
um conjunto de procedimentos e fixar um procedimento como ponto
de entrada (“main”) do programa.
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Nao obstante, este processo contém alguns fenémenos limitantes/-
relevantes, nomeadamene:

¢ Colisdo de nomes de variaveis, isto €, podemos ter parametros
formais de diferentes procedimentos que tém o mesmo nome.

* Impossibilidade de recursao.

Relativamente segundo ponto, a impossibilidade de recursao, deve-
se ao facto de querermos evitar ciclos ao nivel da substituicdo de
invocagdo de procedimentos por parte do preprocessador. No que
concerne primeiro vamos assumir que é possivel renomear os para-
metros formais do procedimento a ser invocado, de forma a evitar
colisdes de nomes.

Uma vez que, com a alteragdo feita, os programas LA permitem
agora procedimentos, é necessario redefinir o conceito de programa
no formato SA para esta nova gramadtica, o que pode acontecer de
uma das seguintes formas,

¢ Impor que num programa cada varidvel seja atribuida apenas
uma vez e apenas num Unico procedimento.

* Impor apenas a restricdo de que, ap6s a atribuicdo de uma va-
ridvel, esta ndo seja atribuida novamente na seu grafo de invo-
cagoes.

Com a nova gramatica definida, estamos aptos a formalizar o con-
ceito de expansdo / pré-processamento, o qual também designaremos
de compilagio daqui em diante.

Existe, no entanto, antes de formalizar a no¢do de compilagdo, a
necessidade de apresentar alguns conceitos auxiliares necessdrios a
definicdo de boa formagio de um programa. Iremos, informalmente,
apresentar um método que recorre a utilizagdo de grafo de invoca-
¢oes de um programa P (DI(P)) e, posteriormente, apresentar uma
defini¢do alternativa, formal, que serd utilizada para a andlise.

Comecemos por definir a fun¢do LB(P), que representa a cole¢dao
de “labels” ou “nomes” de procedimentos de um programa P que,
ser-nos-a util tanto na definicdo de grafo de invoca¢des como na no-
¢do alternativa.

Seja R o conjunto de “nomes” de procedimentos.

Definicdo 31. Seja LB : P — [R] a funcdo definida da segquinte forma
LB([]) =[]
LB((1:=proc(x){S}):P")=1:LB(P")

Um grafo direcionado é composto por um conjunto de vértices e
por um conjunto de arestas. A notagdo (x,y) usar-se-a para indicar
que existe uma aresta do vértice x para o vértice y. Diz-se um grafo
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direcionado pois uma aresta (x,y) significa que “podemos ir” de x
para y mas ndo o inverso.

Seja P um programa. DI(P) é o grafo direcionado de invocagdes de
P, ou seja,

(g,f) e DI(P) se g contém alguma invocagao de f,

onde os vértices g e f sdo elementos de LB(P).

Dizemos que P é bem formado se o grafo DI(P) ndo contém ciclos.

As duas defini¢es anteriores permitem-nos recorrer a alguns con-
ceitos da teoria de grafos para raciocinar acerca de programas. Apesar
disso, e de forma a facilitar a demonstracdo dos resultados que se sue-
gem, optdmos por recorrer a uma definigdo alternativa do conceito de
programa bem formado. Na defini¢do Def. 33 definimos as fungdes
que nos permitem avaliar a boa formac¢do de um programa.

Antes deste conceito temos de apresentar uma outra fungao que ire-
mos utilizar mais adiante. Esta fun¢do constréi um conjunto com to-
das as “labels” invocadas em algum dos procedimentos de um dado
programa.

Definicao 32. Seja inv: P — P(R) a fungdo definida do seguinte modo

inv([]) = {}
inv((L:=proc(x){S}) : P") =inv(S) uinv(P")

onde inv:S — P(R) é a fungio definida do segquinte modo
inv(ret(E)) = {}
inv(x:=E;S) =inv(S)
inv(x := I(E);S) = {l} uinv(S)
inv(if(E){So}else{S1}) =inv(Sp) uinv(Sy)
Definicao 33. P diz-se bem formado quando
V1:=proc(x){S} € P, wf({l},P,S) = True

onde
wf : P(R) x P xS — Bool é definida da seguinte forma:

wf(L,P,ret(E)) = True

wf(L,P,x:=E;S) =wf(L,P,S)

False, seleL

False, se 1 ¢ LB(P)

(wf(1:L,P,S") Awf(L,P,S))
sel:=proc(X){S'} ePel¢L

wf(L, P,if(E){So}else{S1}) = wf(L,P,Sp) Awf(L,P,Sy)

wf(L,P,x:=1(E);S) =
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Informalmente, a defini¢do anterior garante-nos que um programa
bem formado nédo tem recursividade (direta ou indireta), i. e., que ndo
existem invocag¢des de fun¢des ndo definidas nem procedimentos com
0 mesmo nome.

Um outro que carece de explicacdo relativamente a fun¢do wf, prende-

se com a medida que fundamenta o esquema de recursdo que estd a
ser usado, e que garante que as invocagdes recursivas eventualmente
teminam. Dados um conjunto de “labels” L, um programa P e um co-
mando S, a medida corresponde a uma ordem lexicografica sobre o
par (#(LB(P)~L),S). A ordem para as primeiras componentes deste
par é a ordem em Ny e a ordem para as segundas componentes
do par é a ordem associada a estrutura de comandos. A utilizacdo
destes pares deve-se especialmente ao caso wf(L,P,x := 1(E);S) com
1 := proc(X){S'} e P el ¢ L, onde o objecto que sofre uma redugdo
é o primeiro elemento do par (aumentando L com uma “label” de
P reduzimos o tamanho do conjunto LB(P) \ L). Em todos os outros
casos observa-se uma reducdo do segundo elemento do par. Esta me-
dida servir-nos-a para demonstrar propriedades sobre o predicado wf.
Uma outra propriedade sobre fun¢do wf estd expressa no Lema 11.

Lema 11.
wf({1},P,S) = 1¢inv(S)
Demonstragdo. Por inducao em S. O

A boa formagdo de um programa implica que ndo exista recursdo
(direta ou indireta) e que o programa seja finito. Este facto é de ex-
trema importancia para a defini¢do do conceito de programa compilado.
Neste sentido, comecemos por construir o nosso método de expansao
de procedimentos. Este método conta com 3 fung¢des de substituicao,
todas elas designadas por subs (Def. 34, Def. 35 e Def. 36), retirando-se
o contexto onde sdo aplicadas pelo tipo dos parametros.

Definicdo 34. Seja subs: S xVars xS — S a fungdo definida da seguinte
forma:

subs(ret(E),x,S) =x:=E;S

subs(y := E;S’,x,S) =y := E;subs(S’,x,S)

subs(y := (E); S",x,S) =y := L(E);subs(S’,x, S)

subs(if(E){So}else{S1},x,S) =
if(E){subs(Sp,x,S) }else{subs(Sy,x,S)}

Definida por recursao estrutural no primeiro elemento, esta fungao,
subs(S, x,S"), permite-nos substituir todos os comandos de “retorno”
de S pela sequéncia de comandos S’, o que em termos de execugao sig-
nifica que, cada vez que em S é encontrado um comando de “retorno”
a execuc¢do continuard com S’, sendo o valor de “retorno” associado
a varidvel x.
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Defini¢ao 35. Seja subs : Proc xS — S, a fungio definida da sequinte
forma:

subs(l:= proc(Z){S},ret(E)) = ret(E)

subs(l:=proc(2){S},x = E;S") = x := E;subs(1l := proc(2){S},S’)

subs(l:=proc(2){S},x = g(E);S) =

21 :=Eq;...;zn = Eyy;subs(S, x, subs(l := proc(2){S},S"))
caso g=1

x := g(E);subs(l:= proc(2){S},S’)

caso g =1
subs(1l:=proc(Z){S},if(E){So}else{S1}) =
if(E){subs(1:= proc(2){S},So) }else{subs(l:=proc(Z){S},S1)}

Note que Proc denota o conjunto de todos os procedimentos.

Definida por recursdo estrutural no tltimo argumento, esta fun¢ao
substitui todas as invocagdes de um procedimento especifico (numa
sequéncia de comandos) por uma sequéncia de comandos, recorrendo
a fungado de substitui¢do anterior.

Definicao 36. Seja subs : Proc x P — P a fungio definida da seguinte
forma:

subs(1== proc(x)(S), ) - []
subs(L:= proc(R){S}, (g = proc(§){s'}) : P') =
(g :=proc(y){subs(l:=proc(x){S},S")}) : subs(l := proc(x){S},P’)

Esta dltima fungao de substituicdo efetua, recorrendo as fungoes de
substituicdo anteriores, a substitui¢do das invoca¢des de um procedi-
mento especifico em todos os procedimentos de um programa.

Posto isto, estamos agora em condi¢des de definir a fun¢do de com-
pilacdo para programas LA:

Definicao 37. Seja cp: P — P a fungio definida da seguinte forma:

cp(P) = cpL(LB(P),P)

cpL: [R]xP —>P
cpL([],P)=P

cpL(L, subs(l:= proc(x){S},P))
cpL(l:L,P) = sel:=proc(x){S} eP

cpL(L, P), se L ¢ LB(P)
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Um programa compilado é um programa que ndo contém invocagdes
de funcoes, i. e., ndo existe nenhum comando da forma x:=1(E1, ...,EN)
em nenhum dos procedimentos que constituem o programa.

A sequéncia de lemas e coroldrios que se seguem tém como objetivo
a demonstracdo do Teorema da Compilagédo (Teor. 4). Este demonstra
que, dado um programa bem formado, o processo de compilagao
remove, de facto, todas as invocagdes de procedimentos presentes no
programa.

Lema 12.
L#inv(S") = subs(1:=proc(x){S},S) = &'

Demonstragio. Por inducdo em S'.
Caso: S’ da forma ret(E).

subs(1l:=proc(x){S},ret(E)) = ret(E)
< [Def. de subs]
ret(E) = ret(E)

Caso: S’ da forma x := g(E); S".

subs(1:= proc(X){S},x = g(E);S”) = x = g(E); S"”
< [Def. de subs]
x := g(E);subs(l:= proc(%){S},S”) = x := g(E); S"”
< [Hipotese de indugéo |
x:=g(E);S" =x:= g(E);S"”
Restantes casos: seguem de forma simples da hipétese de indugéao,

analogamente ao caso anterior.
[

Lema 13.
wf(L,P,S)ALl' cL = wf(L,P,S)

Demonstragio. Por indugdo no par (#(LB(P)\L),S), que é a medida
de indugao associada a fungao wf.

Caso: S da forma x := 1(E); S’

Queremos wf(L’,P,x := Ll(E); S").

Da hipétese wf(L, P, x := 1(E);S’), temos que,

l:=proc(y){S”} e P paraalgumye S”; e

1¢L e

wf({l}uL,P,S"); e

wf(L,P,S").
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Ora, se 1 ¢ L entdo 1 ¢ L'. Logo, por defini¢do de wf, temos

wf(L',P,x:=(E);S") <
wf({l}ul’,P,s") awf(L,P,S")

Por um lado, como #(LB(P) ~ (Lu{l})) < #(LB(P)\L), wf({l}uL,P,S")
e L'u{l} c Lu{l} da hipétese de inducdo podemos concluir wf ({1} U
L’,P,S"). Por outro lado, como “S’ < §"” e wf(L,P,S"), da hipétese
de inducao segue wf(L’,P,S’)

Restantes casos: saem de forma mais simples da hipétese de indu-
¢do e da definicao de wf. O

Lema 14.

wf(L,P,S) Awf(L,P,S')
= wf(L,P,subs(S,x,S"))

Demonstragdo. Por indugdo em S.
Caso: S da forma ret(E),

wf(L, P,subs(ret(E),x,S"))
< [Def. de subs]
wf(L,P,x:=E;S")
< [Def. de wf]
wf(L,P,S")

O que é verdade por hipoétese.
Caso: S da forma if(E){So}else{S1},

wf(L, P, subs(if (E){So}else{S1},x,S"))
< [Def. de subs]

wf (L, P,if(E){subs(So,x,S") }else{subs(S1,x,S')})
<[Def. de wf]

wf(L,P,subs(So,x,S")) Awf(L,P,subs(S1,x,S"))

O que é verdade por hipétese de inducado, dado que a hipétese wf(L, P, S)
implica wf(L, P, Sp) e wf(L,P,St).
Caso: S da forma y := E; Sy,

wf(L,P,subs(y := E;So,x,S"))
< [Def. de subs]

wf(L, P,y := E;subs(Sg,x,S"))
< [Def. de wf]

wf(L, P,subs(Sg,x,S"))

O que é verdade por hipétese de inducado, dado que a hipétese wf(L, P, S)
segue ainda wf(L,P,Sp).
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Caso: S da forma y := 1(E); S,

wf(L, P,subs(y := L(E); So,%,S"))
< [Def. de subs]
wf(L, P,y := I(E);subs(So,x,S"))
«<>[Da hipétese wf(L,P,S), tomando 1:= proc(z){S"}]
wf({L} UL, P,S") Awf(L,P,subs(Sp,x,S")) Al¢ L
Ora, wf({l} UL,P,S"”) e 1 ¢ L seguem da hipotese wf(L,P,S) e

wf (L, P,subs(Sg,x,S")) é verdade por hipotese de indugéo,
dado que da hipétese wf(L,P,S) segue ainda wf(L, P, Sp). O

Lema 15.
WE(L,P,S") A (L= proc(%){S}) e P AL ¢ inv(S)
= wf(L,subs(l:=proc(%){S},P),subs(l:=proc(x){S},S)))

Demonstragio. Por indugdo no par (#(LB(P)\L),S").
Caso: S’ da forma y := I(E);S”. Queremos,

wf(L, subs(l:=proc(x){S},P),subs(S,x,subs(l := proc(x){S},S")))

Pelo Lema 14 basta que:
(a) wf(L,subs(l:=proc(x){S},P),S); e
(b) wf(L,subs(l:=proc(x){S},P),subs(l:=proc(x){S},S")).

(b) segue de imediato pela hipétese de indugdo (S” < S').
Da hipétese wf(L, P,S’), conseguimos wf(Lu {1},P,S) Al ¢ L. Daqui,
por hipétese de indugado (#(P~ (Lu{l})) <#(P L)), segue

(i) wf(Lu{1l},subs(l:=proc(x){S},P),subs(1l:=proc(x){S},S))

Como 1 ¢ inv(S), subs(l:=proc(X){S},S) =S (Lema 12).

Logo, de (i) e do Lema 13 segue (a).

Restantes casos: saem de forma mais simples da definicdo de wf e
das respectivas hipéteses de inducao. O

Corolario 3 (Preservacdo da boa formagéao pela substitui¢do).

1.
wf(P) Al:=proc(%){S},1":=proc(y){S'} € P
wf({l"},subs(1 := proc(x){S},P),subs(l:= proc(x){S},S))
2.

wf(P) Al:=proc(X){S} eP

wf(subs(l:= proc(x){S},P))
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Demonstragio.

1. Segue de Lema 15. Note-se que:
e wf(P) el :=proc(y){S'} € P implicam que wf({l},P,S);
e wf(P) e l:=proc(X){S} € P implicam wf({l},P,S).
que pelo Lema 11 implica 1 ¢ inv(S).

2. Segue do ponto 1. Note-se que em 1 podemos tomar, em parti-
cular, 1=1".

0
Lema 16.

1. inv(subs(S,x,S")) € inv(S) Uinv(S')

2. inv(subs(L:= proc(%){S},S’)) < (inv(S")  {1}) Uinv(S)

3. inv(subs(l:=proc(%){S},P)) € (inv(P) « {1}) Uinv(S)
Demonstragio.

1. Por indugdo em S.

Caso: S da forma ret(E).

inv(subs(ret(E),x,S")) cinv(ret(E)) uinv(S")
< [Def. de subs]

inv(x:=E;S") cinv(ret(E)) uinv(S’)
<[Def. de inv]

inv(S") ¢ {}uinv(S")

Caso: S da forma y := f(E); So.

inv(subs(y := f(E); So,%,S")) S inv(y := f(E);So) uinv(S')
<[Def. de subs]

inv(y := f(E); subs(So,x,S")) inv(y := f(E); So) uinv(S’)
<[Def. de inv]

{f} uinv(subs(So,x,S")) c {f} uinv(So) uinv(S")
< [Por hipétese de indugao |

{f}uinv(Sp) uinv(S") c {f} uinv(Sp) uinv(S")

Restantes casos: Saem mais facilmente a partir das hipéteses de
indugao.
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2. Por indugédo em S'.
Caso: S’ da forma y := 1(E);So. Por hipétese que indugao sabe-
mos que,
inv(subs(1l:=proc(X){S},So)) cinv(So) ~ {L} uinv(S)
Queremos mostrar que,
inv(subs(l:=proc(x){S},S")) c (inv(S") ~ {1}) uinv(S)
Ora,
inv(subs(l := proc(x){S},S"))
< [Def. de subs]
inv(xy = Eq;...;xn = Eqyssubs(S,y, subs(l := proc(X){S},So0)))
<[Def. de inv]
inv(subs(S,y,subs(1l:=proc(x){S},So)))
< [Por hipétese de indugao e pelo ponto anterior |

inv(S) u ((inv(Sp) N {1}) uinv(S))

Logo é verdade que,

inv(subs(1:=proc(x){S},S")) c (inv(S') ~ {1}) uinv(S)

pois (inv(Sp) N {1}) < (inv(S") N {1}).
Restantes casos: Saem mais facilmente da hipétese de indugéo.
3. Por indugédo em P.
Caso: P = []. Trivial
Caso: P = (g := proc(y){S’}) : P". Assumimos por hipétese de
indugdo que a propriedade é verdade para P/, ou seja,
inv(subs(l:=proc(x){S},P")) c (inv(P") ~ {1}) uinv(S)
Por defini¢do de subs e inv temos que,
inv(subs(L = proc(x){S}, (g == proc(y){S'}) : P'))
< [Defs. de subs e inv]
inv(subs(L:=proc(x){S},S")}) uinv(subs(l:= proc(x){S},P"))
c[Pelo ponto anterior|
(inv(S") N {1}) uinv(S) uinv(subs(l:= proc(x){S},P"))
c[Por hipétese de indugédo]
(inv(S") N {1}) uinv(S) U (inv(P) \ {1}) uinv(S)
=[Propriedades de conjuntos]
(inv(S") uinv(P")) N {1} uinv(S)
=[Def. de inv]
inv(g:=proc(y){S'}: P)~ {1} uinv(S)
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Lema 17.
wf(P) = inv(P) c LB(P)

Demonstragdo. Vamos assumir por contradi¢do que existe 1 € inv(P) e
que 1 ¢ LB(P). Entao existe pelo menos um comando da forma x :=
1(...);S em algum procedimento de P. Entdo, para algum L, temos
que ter wf(L,P,x:=1(...);S) = True, mas também nao é possivél pois
L ¢ LB(P). E entdo néo é verdade que existe | nas condi¢des acima. []

Abaixo, iremos algumas vezes sobrecarregar a notagdo LB(P) e usa-
la para significar também o conjunto de “labels” que ddo nome aos
procedimentos de P. Note-se que, no caso de ndo existirem procedi-
mentos com 0 mesmo nome em P(o que estd garantido quando se
assume wf(P)), a lista LB(P) (Def. 31), produz uma enumeragdo do
conjunto LB(P).

Lema 18.
wf(P) Ainv(P) c X < LB(P) A L enumeragio de X
= inv(cpL(L,P)) =@

Demonstragdo. Por inducdo em #X.
Caso: #X = 0. Trivial.
Caso: #X > 0.
Sejam

e [ =1:L" uma enumeracio de X; e
e L:=proc(X){S}eP.
Por definicao,
cpL(L, P) = cpL(L’,subs(1 := proc(x){S},P))
Pelo Lema 16,
inv(subs(l:=proc(x){S},P)) cinv(P) \ {1} uinv(S)

1. Dewf(P)el:=proc(x){S} € Psequel ¢ inv(S). Logo inv(subs(l:=
proc(X){S},P)) c X~ {1}.

2. Como o processo de substitui¢do ndo afeta as “labels” de um
programa e X ¢ LB(P), X~ {1} c LB(subs(1:=proc(X){S},P)).

3. Usando novamente wf(P) e 1 := prco(X){S} € P, pelo Corol. 3
temos a garantia que wf (subs(l:=proc(x){S},P)).

De 1, 2 e 3 e como L' é uma enumeragdo de X~ {1} por hipétese
de inducdo (note-se que #(X ~ {1}) < #(X)), segue inv(cpL(L’,subs(1 :=
proc(x){S},P))) = @, com pretendido. O
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Ainda relativamente ao processo de compilac¢do, apresentamos agora
o resultado que garante, de facto, que um programa compilado é um
programa sem invocagdes de procedimentos.

Teorema 4 (Teorema da Compilacdo LA).
wf(P) = inv(cp(P)) =@

Demonstragio. Consequéncia do Lema 18, tomando para X o conjunto
LB(P) e para L a lista LB(P). Note-se que inv(cpL(LB(P), P)) = inv(cp(P))
e que, de wf(P) segue inv(P) ¢ LB(P) (Lema 17), mais ainda a lista
LB(P) é uma enumeragdo do conjunto LB(P). O

Coroldrio 4 (Preservacdo da Boa Formagdo pela compilagdo L.A).
wf(P) = wf(cp(P))

Demonstragio. Pelo Teor. 4, temos que inv(cp(P)) = @. Ora por defini-
¢d0, 0 nico caso em que a funcdo wf podera retornar False é no caso
de encontrar um comando de invocagdo. Como o programa compi-
lado ndo contem invocag¢des entdo wf(P) = wf(cp(P)). O

No inicio desta seccdo sobre procedimentos referimos algumas téc-
nicas e aspetos a ter em conta quando queremos introduzir procedi-
mentos respeitar o formato SA. Resta entdo a questdo: o que acontece
durante o processo de compilacdo no que toca ao formato SA?

Para dar resposta a questdo levantada, iremos considerar o caso
“extremo” em que um programa se diz no formato SA quando cada
um dos procedimento estd no formato SA e ndo existe nenhuma va-
ridvel com “nome” comum em mdultiplos procedimentos. A Figura 21
serve como exemplo para um programa com procedimentos no for-
mato SA obedecendo a estas condigoes.
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g := proc(c,d){
a :=¢C;
b := f(d,a);
if(E) {
X 1= a;
y = X;
ret(y)
} else {
k := b;
o=k
ret(j)
}
}
f := proc(h,i){
w := h;
e = 1i;
if(E1){
ret(e)
} else {
ret(w)
}

}

Figura 21: Ex. Programa com procedimentos no formato SA

No entanto, é preciso ter em conta que a forma como definimos a
compilagdo ndo preserva o formato SA estético (considerado no Capi-
tulo 2). Tomando como exemplo a Figura 21 sabemos que o processo
de compilacdo ird replicar o cédigo apds o comando de invocacdo da
fungdo f (b := f(d,a)) tantas vezes quantos comandos ret existem
no procedimento f (neste caso duas vezes). Na Figura 22 surge entdo,
o resultado da compilacdo do programa na Figura 21.
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g := proc(c,d){
a :=¢;
h :=d;
i:=a;
w := h;
e = 1i;
if(E1){
b :=¢e;
if(E) {
X 1= aj;
y = X;
ret(y)
} else {
k := b;
o=k
ret(j)
}
} else {
b = w;
if(E) {
X = aj;
y = X;
ret(y)
} else {
k := b;
j =k
ret(j)
}
}
}
f := proc(h,i){
w := h;
e :=1i;
if(E1){
ret(e)
} else {
ret(w)
}

}

Figura 22: Ex. Programa da Figura 21 ap6s compilacao

Observando o resultado da compilagdo da Figura 22, podemos afir-
mar que o c6digo ndo estd no formato SA estatico (por exemplo, exis-
tem duas atribui¢des de x). Sendo isto originado pela replicagdo de
cédigo gerado através dos mdltiplos comandos ret, que por sua vez
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sdo gerados pelo divisdo do fluxo que o comando if oferece. Con-
tudo, podemos afirmar que o programa se encontra no formato SA
dindmico. Um facto que ndo iremos demonstrar é o de que um pro-
grama SA ap6s compilado poderd gerar um DSA. Existem algumas
alternativas para resolver este problema e fazer com que o programa
ap6s compilado, se mantenha no formato SA estético. Eis duas delas:

1. Redefinir o processo de expansdo de invocagdo de procedimen-
tos que definimos para efetuar uma renomeacdo de varidveis
(uma espécie de micro tradugdo SSA), sempre que existe dupli-
cagdo de codigo.

2. No final do processo de compilacdo que definimos, efetuar uma
traducgdo SSA.

Ao contrédrio da primeira solugdo, que permite que o processo de
compilagdo preserve a estrutura SA ao expandir as diversas invoca-
¢des de procedimentos, a segunda solugdo consiste numa mera com-
posicdo de tradugdes.

Na nossa opinido, seria possivel incorporar a primeira solugdo no
nosso processo de compilagdo, por intremédio do aumento do nivel
de complexidade do estudo.

Uma observagao final que ndo podemos deixar de salientar prende-
se com a inexisténcia das chamadas fung¢des ¢. Esta fungdo surge usu-
almente na literatura ([13]) para representar a estrutura auxiliar res-
ponséavel por manter informagdo sobre o caminho que estd a ser per-
corrido na arvore de execugdo do programa. Este estrutura encarrega-
se de fazer atribuigdes as varidveis conforme o ramo da execugdo que
foi computado. No caso deste trabalho, dado que nao existe compo-
sicdo de comandos “if” e como também ndo pretendemos analisar
casos que envolvam recursdo (direta ou indireta), ndo necessitamos
de recorrer a esta estrutura auxiliar.

3.2.2 Procedimentos em CPS

Tal como fizemos para a linguagem LA, também para linguagem
CPS iremos introduzir procedimentos, tendo sempre em considera-
¢do que as relagdo precisas entre CPS e LA expressas no Capitulo 2
se mantém.

Assim, podemos considerar que um procedimento em A-termos
consiste numa abstragdo que recebe parametros de entrada, ou seja:

Aprock. M

Note-se que a palavra “proc” serve para distinguir uma abstracdo
que é um A-procedimento. X é, tal como anteriormente, um vetor de
variaveis

Ax1.(Ax2....(Axn.M))
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que corresponde a uma fun¢do com n parametros.
Aplicando a transformagdo CPS obtemos

(Akk(Ax1.(Akk(Axa.(. . . Akk(Axn.M)) ... ))))

Mantendo a mesma consisténcia e linha de raciocinio, é entdo neces-
sario passar os parametros a “esquerda” e sob a forma de “returns”,
i.e., da forma (Ak.kB). Deste modo, sempre que desejarmos passar
pardmetros a uma fungdo, obtemos termos da seguinte forma:

((AkXBn)(. .. (AKB1)(AprocX-M)))
= ((A\kBn)(...((AkKB7)(Ak.k(Ax7.(...M)))))

Quanto as redugdes, serdo feitas da forma usual, como se segue.

(AkkBr) (... (AkkB1) Aprock.M)))
=((AkkBp)(... (A\k.kB7) (Ak.k(Ax1.(...M)))))
~((AkKB)(... Akk(Ax1.(...M))B1)))
—((AkkBR)(...B1(Ax1.(...M)))

De seguida, e tal como procedemos para a linguagem LA, apresen-
taremos para a linguagem CPS o mesmo método que permite refe-
renciar procedimentos “externos”, rotulando-os. Vejamos o seguinte
exemplo:

f = Aprock.M

Figura 23: Ex. Procedimento na Linguagem CPS

Sempre que quisermos invocar um procedimento rotulado como f
usamos a seguinte sintaxe:

(fB1 B, ... Byn)

Também a ideia do pré-processamento segue a mesma apresenta-
¢do que para a linguagem LA. Atentemos no seguinte exemplo: Seja

f = Aprock. (Akkxr ) (xz. (F(Akkx2 ) (Ak k(Ak.kx2) ) (Ak K (Ak kx1)))),
com X = (x1,%x2). Informalmente temos,
1. X2 “toma o valor de” x;

2. Se x, for “verdade”, x, é “retornado”

3. Sendo x; é “retornado”
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Suponhamos que queremos pré-processar o seguinte programa:

}\procg'(f Y1 yZ)(}‘US'(}‘k'k(}\k'ky.’))))

com g = (y1,yY2). Informalmente temos,

1. y3 “toma o valor de” (fyj y2)

i

2. y3 € “retornado”

Entdo, em analogia com o que acontece para LA, temos a seguinte
expansao:

Aproct-(Akky1) (Axi.((Akkyz2) (Ax.
(if(Ak.kx2)
((Ak.kx2)(Ays.(Ak.k(Ak.ky3))))
((AkJx1) (Ays.(Akk(Akky3))))

)))

O programa pode ser lido da seguinte forma:

1. X7 “toma o valor de” y;
2. x2 “toma o valor de” y;
3. x2 “toma o valor de” x;
4. Se x; for “verdade”, y3 “toma o valor de” x, e é “retornado”

5. Sendo y3 “toma o valor de” x; e é “retornado”

Ou seja, temos um comportamento idéntico ao da invocacdo em LA,
em que a passagem de parametros e o return sdo convertidos em
atribui¢des. Sendo assim a nossa gramatica, incluindo os comandos
“if-else” é agora a seguinte:

Tiof]] (L= AprockM) : T
M == B(Ax.M)

| (1B)(Ax.M)

| if BM M)

| (Ak.kB)
B == Ak.kx

| Ak.kc

Com | um “nome” de um procedimento e B um vetor de “expres-
sOes base”. Vamos usar 7 para representar o conjunto de todos os
programas.
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Tal como fizemos para a linguagem LA temos agora de definir
o conceito de compilagdo. Como ja referido, o processo de compilacao
em CPS ndo serd mais do que uma réplica do processo de compilagao
em LA(, vice-versa).

Comecemos por definir as fungdes inv e LB para o contexto funcio-
nal.

Definicdo 38. Seja inv: T — P(R) a fungio definida do seguinte modo
inv([]) = {}
inv((L:=AprocX.M) : T') = inv(M) uinv(T")
onde inv: M — P(R) é a fungio definida do sequinte modo
inv((Ak.kB)) = {}
inv(B(Ax.M)) = inv(M)
inv((LB)(M.M)) = {1} uinv(M)
inv((if B Mo My)) =inv(Mp) uinv(My)
Defini¢do 39. Seja LB : T — [R] a fungdo definida da seguinte forma
LB([]) =[]
LB((1:=AprocX.-M) : T") =1: LB(T')

Defini¢do 40. T diz-se bem formado se wf(T) = True, com wf definido da
seguinte forma

Vli=AprocX.M e T, wf({l},T,M) = True

onde
wf : P(R) x P xS - Bool é definida da sequinte forma:

wf(L, T, (Ak.kB)) = True

wf(L, T,B(Ax.M)) =wf(L, T,M)

False, sele L

False, se 1 ¢ LB(T)

(wf(1: L, T,M") Awf(L,T,M))
seli=AprocX.M'eTel¢L

wf(L,T,(if B My My)) =wf(L, T,Mo) Awf(L,T,M7)

wf(L, T, (L B)(Ax.M)) =

Passemos entdo e definir as fung¢des de substituicdo necessarias
para o processo de compilagao:

Defini¢do 41. Seja subs : M x Vars x M — M a fungdo definida da se-
guinte forma:
subs((Ak.kB),x, M) = B(Ax.M)
subs(B(Ay.M’),x, M) = B(Ay.subs(M’,x, M))
subs((f B)(Ay.M'),x, M) = (f B)(Ay.subs(M’,x, M))
subs((if B My My),x, M) = (if B subs(My, x, M) subs(M,x, M))
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Defini¢ao 42. Seja subs : Proc x M — M, a fungio definida da sequinte
forma:

subs(L:= AprocZ.M, (Ak.kB)) = (Ak.kB)

subs(l:= AprocZ.M, B(Ax.M")) = B(Ax.subs(l := AprocZ.M, M"))

subs(l:= Aprocz-M, (g B)(Ax.M')) =

B1(Az1.(...Bn(Azn.subs(M, x,subs(l := AprocZ2.M, M'))) ...))
caso g=1

(g B)(Ax.subs(l:= Aprocz-M, M'))

caso g 1
subs(l:= AprocZ.M, (if BMo My)) =
(if B subs(l:=AprocZ.M, My) subs(l:=Apr0cZ.M, My))

Defini¢ao 43. Seja subs : Proc x P — P, a fungio definida da seguinte
forma:

subs(1l:= )\p‘roc%-M/ (=1
SubS(l = )\Proci-M/ (9 = }\PTOCQ~M,) : T,) =
(9 :=Aprocy.subs(l:= AprocX.M, M/)}) tsubs(l:= AprocX.M, T,)

Podemos, finalmente, definira a fun¢do de compilacdo, e analogia
a compilagdo para LA.

Definicdo 44. Seja cp: T — T a fungio definida da sequinte forma:
cp(T) = cpL(LB(T), T)

cpL:[R]xT T
cpL(([T) =T

cpL(L, subs(l:=AprocX.M, T))
cpL(L:LT) =1 seli=AprocXx.MeT
cpL(L,T), se 1 ¢ LB(T)
Teorema 5 (Teorema da Compilacdo CPS).
wf(T) = inv(cp(T)) =@

Demonstragio. Demonstracdo andloga a do Teor. 4, que, portanto, re-
quer, em particular, lemas andlogos ao lemas 11 a 18 estabelecidos
para LA. O

Teorema 6 (Teorema da Preservacao da Boa Formacdo de CPS).
wf(T) = wf(cp(T))

Demonstragio. Andloga a justificagdo na prova do Corol. 4 O
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3.3 ESTENDENDO A RELAGCAO ENTRE LA ECPS
3.3.1 Relagdo sintdtica entre programas

Temos em primeiro lugar de expandir as fungdes F e I, de forma
a abranger as novas construgdes, ou seja, iremos criar mecanismos
de tradugdo idénticos aos do capitulo anterior sobrecarregando os
nomes de fung¢des usados. Iremos também utilizar os nomes LA e
CPS para as linguagens estendidas que apresentamos nas sec¢des
anteriores.

Definicdo 45. A fungio F: CPS — LA estd definida do seguinte modo:

E([]) =]
F(l:=AprocX.-M : T') = (L:= proc(x){F(M)}) : F(T")
F(L%)(\.M)) = y = L(R); F(M)
F((if B My My)) = if(F(B)){F(M,) }else{F(M,)}
F(B(Ax.M)) =x:= F(B); F(M)

F(Ak.kB) = ret(F(B))

F(Ak.kx) =x

F(Ak.kc) =c

Definigao 46. A funcio I: LA — CPS estd definida do seguinte modo:

I(H=10
I(L:=proc(X){S} : P) = (1:=AprocXI(S)) = I(P)
I(y = 1(%);8) = (LX) (A.I(S))
I (E){Soelse(S1}) = (i I(E) I(So) I(S1))
I(x:=E; S) =I(E)(Ax.I(S))
I(ret(E)) = (Ak.KI(E))
I(x) = Ak.kx
I(c) = Ak.kc

As proposi¢des 7 e 8 trazem-nos tal como no capitulo anterior
(Prop. 4) a preservacdo da da sintaxe pelas traducéo.

Proposicio 7.
1. I(E(T) =T
2. I(F(M)) =M
3. I(F(B)) =B

Demonstragio. Nos pontos 2 e 3, a demonstracdo segue por indugao
estrutural em M e T, respectivamente. Em todos os pontos, a demons-
tragdo é andloga e “estende” a demonstra¢do da Prop. 4. Vamos ape-
nas mostrar o resultado para as novas construgoes:
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Caso: T =[]. Trivial pois é igual a lista vazia.
Caso: T da forma l:=Aproc.X.M: T,

Por hipétese de indugdo, sabemos que, I(F(T’)) = T' e pelo
ponto 2 sabemos também que I(F(M)) = M. Logo

I(F(1:=Aproc-X-M)) =1:=Aproc X I(F(M)) e I(E(T)) =T

Caso M da forma (if B M1 M;).
I(E((if B My M2))) = I(f(E(B)){F(M1)}else{F(M2)})
= (if I(F(B)) I(F(M1)) I(F(M2)))
Por motivos idénticos ao apresentados na Prop. 4 é verdade que

I(F(B)) = B
I(F(M1)) = My
I(F(M2)) = M,

Entdo I(F((if B M1 M>))) = (if B M1 M,).
Caso M da forma (f X)(Ay.M').

I(F((f %) (Ay-M"))) = I(y = f(X); F(M"))
= (f ) (Ay I(F(M)))

Por motivos idénticos aos apresentados na Prop. 4 é verdade

que
I(F(M)) =M
O
Proposicao 8.
1. FI(P)) =P
2. FI(S)) =S
3. F(I(E)) =E
Demonstragido. Analoga a anterior O

O Teor. 7 apresenta-nos a preservacdo da sintaxe pelo processo de
compilacao.

Teorema 7 (Comutatividade da Compilagdo com as tradugdes em LA
e CPS).
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1. wf(P) = I(cp(P)) = cp(I(P))
2. wf(T) = F(cp(T)) = cp(F(T))

Nao faremos uma demonstragao detalhada dado que, além das pro-
posicdes 7 e 8 (acerca de comutatividade das tradugdes F e I), esta
também requer diversos lemas acerca da comutatividade das tradu-
¢oes F e I assim como das diversas fun¢des usadas nos processos de
compilacdo. Note-se no entanto que o desenho do processo de compi-
lagdo para CPS foi concebido de forma a ser uma “cépia” do processo
de compilacdo para LA.

A Figura 24 ilustra este resultado.

cp cp
P——— P T———— T
I I F F

cp cp
T———— T pP———— P

Figura 24: Diagrama da comutac¢do da Compilagdo ¢/ as tradugdes F e I

3.3.2 Peservagio da semdntica para a extensdo da linguagem

Nesta se¢do vamos verificar a preservagdo da semantica se mantém
para as linguagens estendidas. Sempre que nos referirmos a um pro-
grama compilado, estaremos a fazé-lo assumindo que existe um pro-
grama bem formado que foi sujeito ao processo de compila¢do/ex-
pansdo, i.e., o processo de compilagdo ird atuar sempre sobre progra-
mas bem formados.

Agora, o objectivo passa por utilizar conceitos idénticos aos do Ca-
pitulo 2 para falar sobre a relacdo entre a execucdo de programas
compilados. As proposicdes e teoremas que se seguem constituem
entdo a demonstragdo de que a semdntica de um programa compi-
lado é preservada pelas tradugoes.

Proposicao 9. Sejam P um programa compilado, 1 := proc(X){S} €ePeo
um estado.

X =var(S)A(S,0) ~ (S, 0")
= (I(S),sc(0, X)) »p (I(S),5¢(0”, X))

Demonstragio. Comecemos por notar que sendo P um programa com-
pilado, S ndo tem invocagdes. Mostraremos o caso do construtor “if-
else” (todos os outros seguem o mesmo padrdo de demonstragdo
apresentado em Teor. 1).

Caso: S da forma if(E){So}else{S;}.
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Sub-caso: [E]s = v. Assim, (if(E){So}else{S1},0) ~ (So,0), e por-
tanto S'=Sp e 0’ = 0.
Ora

(I(if(E){So}else{S1}),sc(o, X))

<[Def. I]
((if I(E) I(So) 1(S1)),sc(0, X))

—p[De [E]s = v segue [I(E)]s(o,x)) = V,pelo Lema 4]
(I(So),sc(0, X))

Sub-caso: [E]s = f. Andlogo ao sub-caso anterior. O

Proposicdo 10. Sejam T um programa compilado, 1 := AprocX.M € & um
fecho para M.

(M, 8) =g (M,8") = (F(M),cs(d)) ~ (F(M),cs(8"))

Demonstragio. Analogo a demonstra¢do da proposi¢do anterior, usando
desta vez as ideias apresentadas em Teor. 2 (em vez do Teor. 1). [

Proposicdo 11. Sejam P um programa compilado, 1 := proc(X){S} € Pe
o um estado.

X =var(S)A(S,o0) ~™ (S, 0")
= (I(S),sc(0,X)) »p (I(S"),sc(0”, X))

Demonstragio. Recorre-se a proposigdo Prop. 9 e as ideias apresenta-
das no Corol. 1. O

Proposi¢ao 12. Sejam T um programa compilado, 1 := AprocX.M e & um
fecho para M.

(M, 8) = (M',8") = (F(M),cs(8)) ~™ (F(M'), cs(3"))

Demonstragio. Recorre-se a proposigdo Prop. 10 e as ideias apresenta-
das no Corol. 2. O

Teorema 8 (Preservagdo da semantica por I). Sejam P um programa
compilado, 1 := proc(X){S} € P e o um estado.

(S,0) avalia em v < (I(S),sc(o, X)) avalia em v

Demonstragio. Imediata das proposi¢des anteriores e das ideias apre-
sentadas na Teor. 3. O

Teorema 9 (Preservacdo da seméantica por F). Sejam T um programa
compilado, 1 := AprocX.M e & um fecho para M.

(M, 8) avalia em v < (F(M), cs(d)) avalia em v

Demonstragio. Andloga a anterior. ]
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No presente capitulo procede-se a descri¢do da implementagdo dos
conceitos apresentados ao longo de todo o trabalho. A linguagem es-
colhida para a implementacao foi o Haskell, dado ser uma linguagem
funcional e, consequentemente, aproxima-se por construcdo do for-
mato dos contetidos aqui presentes. Para além disso, esta linguagem
agiliza a aplicacdo dos conceitos sem perder a robustez e performance
nas operagdes que executa.

A implementacdo foi construida sob a forma de biblioteca o que,
no caso especifico da linguagem escolhida, consiste num conjunto de
moédulos, sdo eles:

LANGUAGES estruturas para as linguagens
UTILITIES predicados sobre as linguagens
CONVERTER conversdes entre linguagens

COMPILER compilagdo de programas (tal como definido em Capi-
tulo 3).

vM madquina virtual, onde se define a semantica para executar um
programa.

PARSER permite ler um programa a partir de um ficheiro ou string.

O codigo segue em anexo e estd também disponivel em https://
github.com/tacf/saCPS.

4.1 MODULOS

Encontram-se nesta seccdo detalhados os médulos que desenvolve-
mos. A saber:

LANGUAGES

Este médulo contém as estruturas que definem as linguagens. De
notar a convencdo usada para a nomeacdo dos construtores dos tipos
de dados e fun¢des. Notacdo esta onde recorremos a0 mesmo nome
com o acréscimo da letra “L” para distinguir fun¢des que trabalham
sobre A-termos. Por exemplo o construtor INV representa uma invoca-
¢do na linguagem LA, enquanto que, LINV representa uma invocacao
na linguagem CPS.

type Label = String
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O tipo Label é usado para representar nomes de varidveis em ambas
as linguagens. Como se pode observar no comando acima é apenas
agucar sintdtico para o tipo String.

data E

VAR Label | CNST Int

data B

ID Label | LCNST Int

Estas duas estruturas de dados representam varidveis para LA e
CPS, respectivamente, através dos construtores VAR e ID, e constantes,
usando os construtores CNST e LCNST.

= ATRB Label E S

| INV Label Label [E] S
| IFESS
| RET E

data S

= BNDR Label B M

| LINV Label Label [B] M
| LIFBMM

| LRET B

As estruturas S e M representam os corpos de procedimentos para
LA e CPS, respectivamente. Na linguagem LA, ATRB representa um
comando de atribui¢do, INV um comando de invocagdo e RET um co-
mando de retorno. Na linguagem CPS, recorremos as mesmas deno-
minagOes com excecdo do construtor BNDR que representa um “bin-
der”(ou atribuigao).

data Proc = PROC Label [Label] S

data LProc = LPROC Label [Label]l M

As estruturas Proc e LProc representam procedimentos. Os para-
metros dos construtores PROC e LPROC sdo idénticos e representam,
por ordem, o nome do procedimento, a lista de parametros formais e
0 seu corpo.

type Program = [Proc]

type LProgram = [LProc]

Os tipos de dados acima, sdo apenas agtcar sintdtico para descre-
vermos um Programa como uma lista de procedimentos.

As estruturas que enunciamos foram extraidas das defini¢des apre-
sentadas neste trabalho no que concerne as gramdticas das lingua-
gens.

De notar que, dada a bijeccdo sintatica entre as linguagens, existe a
possibilidade de reduzir o cédigo aqui da implementagéo, utilizando
apenas uma estrutura de dados para ambas as linguagens, remo-
vendo assim, a necessidade de definir as conversodes e a criagdo de um
parser distinto para cada uma das linguagens. A opcao de manter os
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conceitos em separado deveu-se a op¢ao de manter a implementagdo
o mais fiel possivel aos conceitos descritos.

UTILITIES

Este médulo introduz algumas fungdes que que consistem em pre-
dicados sobre a linguagem, sendo as mais relevantes as funcdes isSAProc,
isWF e isLWF, que verificam, respetivamente, se um procedimento se
encontra no formato SA, se um programa £A ou CPS é bem formado.

Neste modulo encontram-se também definidas algumas funcoes
auxiliares que nos permitem trabalhar com as estruturas definidas
no moédulo Languages. Por exemplo, a funcdo getProcBody permite,
dado um procedimento em L.A, obter o corpo desse mesmo procedi-
mento (ou seja, um elemento S da estrutura da gramatica).

CONVERTER

Converter, como o préprio nome indica, define funcdes que permi-
tem converter entre linguagens. A fung¢des la2cps e cps2la corres-
pondem as defini¢des 46 e 45, respetivamente.

COMPILER

Este médulo define duas fungdes principais - compile e compilel -
que sdo nada mais que a implementa¢do dos conceitos de expansdo
apresentados no capitulo anterior e formalmente representados pelas
defini¢oes 37 e 44, respetivamente.

VM

VM é a abreviatura de Virtual Machine, médulo no qual estdo defini-
dos os aspetos semanticos das linguagens. Este exporta duas fungdes:
runProgram e runLProgram - sendo que ambas recebem um corpo de
procedimento (S ou M, respetivamente) e um estado ou fecho, respeti-
vamente.

PARSER

Este médulo define parsers para as linguagens apresentadas nos
capitulos anteriores. Os detalhes sobre a sintaxe escolhida e sobre a
utilizacdo encontram-se expressos nos exemplos da sec¢do seguinte.

Note-se que o parser para CPS tem algumas restri¢des no trata-
mento de espagos em branco e quebras de linha. No entanto seguindo
os exemplos disponiveis é possivel criar novos programas.
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4.2 EXEMPLOS

Os exemplos que se seguem assumem que se estd a utilizar o ghci
(interpretador do Haskell) e que os respetivos médulos foram carre-
gados e que a pasta atual é a src (onde se encontro os médulos).

Os exemplos foram também disponibilizados online. No reposit6-
rio, optou-se por se disponibilizar todos os exemplos em ambas as
linguagens, a linguagem utilizada em cada ficheiro estd patente na ex-
tensdo do mesmo, sendo que essa extensdo nao influéncia o resultado
final. Por exemplo, o ficheiro “programi.la” apresenta, na linguagem
LA, mesmo programa que o ficheiro “programi.cps”, apresenta na
linguagem CPS.

Exemplo 1. Conversdo de um programa na linguagem LA para a
linguagem CPS.

f 1= proc(x,y){
if(x) {
ret(y)
} else {
xX:=1;
if(y){
ret(x)
} else {
y:i=X;
ret(y)

Figura 25: Ficheiro "examples/programi.la”

1

*Parser>fmap (map la2cps) (readFromFile parseProgram "../examples

/programi.la")

A utiliza¢do de “fmap (map lazcps)” deve-se ao facto de estarmos
a trabalhar directamente com o resultado da funcédo parseFromFile que
é 10 Program.

Alternativamente podemos utilizar os seguintes comandos:

*Parser>y <- readFromFile parseProgram "../examples/programi.la"
*Parser>maps la2cps y

O resultado deste comando - o programa “examples/programi.cps”
¢é o seguinte:
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[f:=\proc x,y).(if \k.kx ((\k.k(\k.ky))) ((\k.k1)(\x.(if \k.ky
((\k.k(\k.kx))) ((\k.kx) (\y.(\k.k(\k.ky))))))))
]

Figura 26: Conversédo de “examples/programi.la” para CPS

Exemplo 2. Execugédo do ficheiro “examples/programi.la” , através
dos comandos que se seguem:

*Main> y <- readFromFile parseProgram "../examples/programi.la”
*Main> runProgram ((getProcBody.head) y, [1)

Note-se que neste caso o “Main” refere-se ao conjunto de todos os
modulos, ou seja, é apenas um moédulo que importa todos os outros.

A utilizagdo da fungdo “head” deve-se ao facto de o conjunto de
procedimentos ser representado por uma lista. Neste caso, sabemos
que a lista tem apenas um elemento.

Efetuar estas operagoes representa a aplicagdo das regras de seman-
tica para a linguagem L.A. Note-se que neste caso estamos a ignorar
os pardmetros de entrada, comecando com um estado “vazio”. Segue
entdo o resultado da aplicagdo das operagdes:

###Command###
x:=1;

if(y){

ret(x)

}else{

yi=X;

ret(y)

}
####State#t#t##
[1
WIS
###Command###
if(y){

ret(x)

}else{

yi=X;

ret(y)

}
####S tat e#t#t##H
[("x",1)]
HIHHHHHAHHH
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###Command###
yi=X;

ret(y)
####S tat e#titi#H
[("x",1)]
HHHHHHHAAAAA
###Command###
ret(y)
####S tat e#t#t##H
[("x",1), ("y",1)]
HUHHBHHBHH R H

Computation Ended

Exemplo 3. Verificagdes de boa formagao e do predicado sa.

Considere-se o seguinte programa presente no ficheiro “examples/-
programz2.]a”:

f 1= proc(x,y){

if(x) {
ret(y)

} else {
xi=g(2);
if(y){

ret(x)
} else {
yi=X;
ret(y)
}
}
}
g := proc(w){

Z 1= W;

z = 2;

ret(z)

}

Figura 27: Ficheiro “examples/program2.1a”

Para verificar a boa formagdo deste programa é necessdrio executar
os seguintes comandos:

*Main> y <- readFromFile parseProgram "../examples/programz.la"
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*Main> isWF y
True

O resultado do dltimo comando permite-nos concluir que o pro-
grama é bem formado. Poderemos também verificar se o programa
pertence a linguagem S.A da seguinte forma:

*Main> y <- readFromFile parseProgram "../examples/programz.la"
*Main> map isSAProc y
[True,False]

O resultado permite-nos concluir que o procedimento f pertence a
linguagem S.4, o que nao acontece com procedimento g. E importante
ressalvar que apenas falamos da verificagdo individual dos procedi-
mentos. Para considerarmos o programa como estando no formato
SA teriamos que selecionar em primeiro lugar, qual das restri¢des (cf.
Capitulo 3) que gostarfamos que o programa obedecesse.

Exemplo 4. Compilacdo/expansdo de um programa LA

f 1= proc(x,y){

if(x) |
ret(y)
} else {
X 1= 9g(2);
if(y){
X = 3;
ret(x)
} else {
X =Y,
ret(x)
}
}
}
g := proc(w){
zZ = w;
z = 2;
ret(z)
}

Figura 28: Ficheiro "examples/programs3.la"

Executando os comandos:

*Main> y <- readFromFile parseProgram "../examples/programs.la"
*Main> compile y

O resultado é o seguinte:
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[f:=proc(x,y){
if(x){

ret(y)
Yelse{
w:=2;
Z:=w;
z:=2;
X:1=2;
if(y){
X:=3;
ret(x)
}else{
Xi=Yy;
ret(x)
}

1

}
,g:=proc(w){
Z:=w;
z:=2;
ret(z)

}
]
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O paradigmas imperativo e funcional, aparentemente muito distan-
tes, podem ser relacionados através da correspondéncia entre progra-
mas SA e CPS. Esta relacdo foi observada no inicio dos anos 9o e
permite transferir ideias entre estes dois paradigmas. Contudo, a li-
teratura acerca deste tema parece ser escassa. Apesar de, a partida,
a relacdo entre os estilos SA e CPS aparentar simplicidade, esta im-
pOe algumas escolhas e alguns compromissos para poder ser concreti-
zada. Nesta dissertacdo concretizamos esta relagdo estabelecendo um
isomorfismo entre linguagens correspondentes a um fragmento da
linguagem SA considerada em [13] e um fragmento de A-calculus no
formato CPS.

Este trabalho, inspirado no de outros autores ([16], [13]), compre-
ende a construgdo das linguagens, a definicdo dos diversos concei-
tos que lhes estdo associados e os resultados da relacdo entre essas
mesmas linguagens, culminando assim numa andlise que prima pela
originalidade.

Uma diferenca importante em relagdo ao trabalho apresentado em
[13] é o facto do presente trabalho para além de integrar a corres-
pondéncia ao nivel de programas, contempla também a relagdo a ni-
vel relacdo ao nivel de execugdo de programas em linguagens LA
(entenda-se, do mesmo modo, SA) e CPS.

O estudo aqui apresentado prima pela maneira como é detalhada a
relagdo. No entanto, alguns destes detalhes ndo surgem de uma forma
tdo simples como poderia ser inicialmente esperado. O préprio con-
ceito de fecho em si ndo é o conceito mais usual quando queremos
atribuir seméantica ao A-calculus, usualmente recorre-se ao conceito
mais simples de -redugdo para tal. Porém, esta escolha justifica-se
pelo facto de os modelos computacionais das maquinas fisicas impo-
rem a utilizagdo de uma estrutura externa para armazenamento de
valores (conceito de estado), tal como apontado em [1]. Neste sen-
tido, o conceito de fecho é necessdrio e pertinente na medida em que
aproxima a semantica do A-calculus ao modelo de memoéria.

Todos estes aspetos particulares, permitem atentar e refletir acerca
das dificuldades que surgem e dos cuidados que sdo necessarios
quando se pretende detalhar uma relagdo, tal como aqui foi realizado.
Um dos cuidados a referir é o de que todas as defini¢des (em parti-
cular apontamos para as de compilacdo e de boa formagdo) foram
construidas de forma a assentarem em esquemas de “boa recursio”.
As dificuldades inerentes a este tipo de cuidado sdo refletidas, por
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exemplo, na necessidade de utilizacdo de formas de indugdo mais
complexas, como a apresentada para a fungao wf.

Uma contribuigao particularmente relevante deste trabalho prende-
se com o facto de relacionar «-equivaléncia e o formato SA estatico.
Este aspeto revela que a relagdo aqui estabelecida facilita o transporte
de diversas analises entre os dois universos. Neste caso, em particu-
lar, permitiu transportar o conceito de x-equivaléncia para o mundo
imperativo e, no mundo funcional, observar a possibilidade de gerar
termos x-equivalentes utilizando as técnicas de conversdo usuais na
transformacao de programas imperativos para o formato SA.

Uma outra contribui¢do que ndo podemos deixar de mencionar é
a implementacdo dos conceitos envolvidos nesta dissertacdo. Apesar
desta implementacdo poder ser extraida com relativa facilidade, em
parte devido o cuidado adicional que se colocou na criacdo desses
mesmos conceitos, a implementagdo permite consolidar, testar e ani-
mar muitas das ideias aqui presentes, facilitando a percepgdo dos
resultados e a obtencdo de algumas conclusdes. Em suma, a ferra-
menta, apesar de simples, constituiu um elemento fundamental para
a construgao do isomorfismo SA-CPS.

Comparativamente a outras linguagens, aquelas aqui apresentadas
tém claras limitagdes e, como foi apresentado no Capitulo 3, algumas
dessas limitag¢des foram introduzidas de forma a ser possivel recorrer
as propriedades apresentadas no Capitulo 2. O ambito deste estudo
apenas permitiu observar superficialmente estes dois universos tao
vastos que sdo os paradigmas imperativo e funcional.

Assim, seria importante que trabalhos futuros visassem a exten-
sdo de ambas as linguagens para, por exemplo, permitir ciclos e/ou
desenvolver uma semantica para procedimentos permitindo recursi-
vidade direta e indireta. No caso dos ciclos ja apontamos o estudo
realizado por Kelsey que apresenta algumas dificuldades e eventuais
solugdes para lidar com esse tipo de construgdes.

Um outro aspecto que fica por analisar no nosso estudo sdo as con-
versdes das linguagens “primitivas” para as intermédias. Por exem-
plo, seria interessante estudar, até que ponto, tradugdes conhecidas
de LA para SA e de A-calculus para CPS podem ser combinadas com
as tradugdes que estudamos entre SA e CPS e se tais combinagdes
trazem alguma ideia inovadora.

Uma outra linha de investigacdo que poderia ser seguida diz res-
peito a formalizacdo dos conceitos aqui patentes com recurso a fer-
ramentas computacionais como o Coq (Bertot and Castéran [5]). Tal
como vimos através da implementagdo, todos os conceitos envolvi-
dos no nosso trabalho podem ser facilmente implementados e seria
relevante sermos capazes de utilizar tais ferramentas para reforcar e
validar os resultados aqui apresentados.

Deste modo, apesar das limitagdes enumeradas e tendo em consi-
deragdo as questdes passiveis de se investigar posteriormente, as con-
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tribui¢des do presente estudo constituem uma perspectiva diferente
sobre a relacdo entre os formatos SA e CPS, possibilitando uma nova
direcdo na andlise desta relagdo.
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CODIGO DA IMPLEMENTACAO

A.1 MODULO DE LINGUAGENS

{_

Module Languages

Description: module that defines language structures
-}

module Languages where

type Label = String

-- Imperative expressions
data E = VAR Label | CNST Int
-- Functional expressions

data B = ID Label | LCNST Int

-- Imperative comand sequences

data S = ATRB Label E S
| INV Label Label [E] S
| IFES S
| RET E

-- Functional command sequences
data M = BNDR Label B M
| LINV Label Label [B] M
| LIFBMM
I

-- Imperative Procedure
data Proc = PROC Label [Label] S
-- Functional Procedure
data LProc = LPROC Label [Label] M

-- Imperative Program
type Program = [Proc]
-- Functional Program
type LProgram = [LProc]
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instance Show E where
show e = case e of
VAR Xx -> X
CNST ¢ -> show ¢

instance Show S where
show s = case s of
RET e -> list2string
["ret(",show e,")"]
ATRB x e s -> list2string

[x,":=",show e,";\n"
,Show s]
INV x f vec s -> list2string
[x,":=",f,"("
,printVector show vec,");\n"
,Show s]

IF e s1 s2 -> list2string
["if(",show e,"){\n"
,show sl
,"\n}else{\n"
,Show s2
»"\n}"]

instance Show Proc where
show (PROC 1 vec s) = list2string
[1,":=proc("
,printVector id vec,"){\n"
,show s
»"\n}\n"]

instance Show B where
show b = case b of
ID x -> list2string ["\\k.k", Xx]
LCNST ¢ -> list2string ["\\k.k", show c]

instance Show M where
show m = case m of
LRET b -> list2string
["(\\k.k(",show b,"))"]
BNDR x b m -> list2string

["(",show b
»M) (W
IXI“'"

,Show m,")"]
LINV x f vec m -> list2string
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["(*,f,"",printVector show vec," )("
,show m
)t
LIF b ml m2 -> list2string
["(if ",show b
," (",show ml,")"
, (", show m2,"))"]

instance Show LProc where
show (LPROC 1 vec m) = list2string
[1,":=\\proc "
, printVector id vec,").
,Show m
,"\n"]

printVector:: (Show a) => (a -> String) -> [a] -> String
printVector f e = case e of
[ -
el:[] -> f el
_ => (foldr (++) ((f.last) e)
(map ((++",").f)
((reverse.tail.reverse) e)))

list2string :: [String] -> String
list2string = foldr (++) ""

A.2 MODULO DE FERRAMENTAS

{-
Module Utilities

Description: module the define tools and predicates over
the languages

-}

module Utilities (
-- LA Functions
isSAProc,
isWF,
getProcBody,
getProgramReflList,
getProcRef,
getProcPara,
findProc,
-- CPS Functions
isLWF,
getLProcBody,
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getLProgramReflList,
getLProcRef,
getLProcPara,
findLProc) where

import Languages
import Data.List

-- LA Language Functions

-- Indicates whether a LA procedure is in Single Assignment or not
isSAProc :: Proc -> Bool
isSAProc p = snd (isSAaux [] (getProcBody p))

-- Auxiliar function for isSAproc
isSAaux :: [Label] -> S -> ([Label],Bool)
isSAaux 1 (RET _) = (1,True)

isSAaux L (ATRB x — s) | (elem x 1) = (1,False)
| otherwise = isSAaux (x:1) s
isSAaux 1 (INV x — — s)| (elem x 1) = (1,False)
| otherwise = isSAaux (x:1) s
isSAaux 1 (IF _ sl s2) =
let (11, bl) = isSAaux 1 sl
(12, b2) = isSAaux 11 s2

in (12, bl && b2 )

-- Indicates whether a LA program is well formed or not
isWF :: Program -> Bool
isWF pr =
and (map (\p -> isWFProc [(getProcRef p)] pr (getProcBody p)) pr)

-- Indicates whether a LA procedure is well formed or not
isWFProc:: [Label] -> Program -> S -> Bool

isWFProc — _ (RET _) = True

isWFProc 1 p (ATRB — _ s) = isWFProc 1 p s

isWFProc 1 p (INV x f vec s)
| (elem f 1) = False -- Direct/Indirect recursion found
| otherwise =

case (findProc p f) of
Nothing -> False --Inexistent Procedure invoked

(Just pr) ->
let (r,b) = (getProcRef pr, getProcBody pr)
in (isWFProc 1 p s) && (isWFProc (r:1) p b)

isWFProc 1 p (IF _ sl s2) =
(isWFProc 1 p sl) && (isWFProc 1 p s2)
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-- Indicates whether a CPS program is well formed or not
isLWF :: LProgram -> Bool
isLWF pr =
and (map (\p -> isLWFProc [(getLProcRef p)] pr (getLProcBody p)) pr)

-- Indicates whether a CPS procedure is well formed or not
isLWFProc:: [Label] -> LProgram -> M -> Bool

isLWFProc — _ (LRET _) = True

isLWFProc 1 p (BNDR _ _ m) = isLWFProc 1 p m

isLWFProc 1 p (LINV x f vec m)
| (elem f 1) = False -- Direct or Indirect recursion found
| otherwise =

case (findLProc p f) of
Nothing -> False --Inexistent Procedure invoked

(Just pr) ->
let (r,b) = (getLProcRef pr, getLProcBody pr)
in (isLWFProc 1 p m) && (isLWFProc (r:1) p b)

isLWFProc 1 p (LIF _ ml m2) =
(isLWFProc 1 p ml) && (isLWFProc 1 p m2)

-- Finds if a LA procedure with a specific reference exists

findProc :: Program -> Label -> Maybe Proc
findProc [] 1f = Nothing
findProc ((PROC 1 vec s):ps) Lf | 1f == 1 = Just (PROC 1 vec s)

| otherwise = findProc ps 1f

-- Finds if a CPS procedure with a specific reference exists

findLProc :: LProgram -> Label -> Maybe LProc

findLProc []1 Uf = Nothing

findLProc ((LPROC 1 vec m):ps) 1f | 1f == 1 = Just (LPROC 1 vec m)
| otherwise = findLProc ps 1f

-- Returns a list with all the references from a program
getProgramReflList :: Program -> [Label]
getProgramRefList = map (\(PROC 1 _ _) -> 1)

-- Returns a list with all the references from a program
getLProgramRefList :: LProgram -> [Label]
getLProgramRefList = map (\(LPROC 1 _ _) -> 1)

-- Returns LA procedure parameters list
getProcPara :: Proc -> [Label]
getProcPara (PROC _ 1 _ ) =1
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-- Returns CPS procedure parameters list

getLProcPara :: LProc -> [Label]
getLProcPara (LPROC _ 1 _ ) =1

-- Returns LA procedure body
getProcBody :: Proc -> S
getProcBody (PROC _ _ s) = s

-- Returns CPS procedure body
getLProcBody :: LProc -> M
getLProcBody (LPROC _ _m) =m

-- Returns LA procedure reference
getProcRef :: Proc -> Label
getProcRef (PROC 1 _ _) =1

-- Returns CPS procedure reference

getLProcRef :: LProc -> Label
getLProcRef (LPROC 1 _ _) =1

A.3 MODULO DE CONVERSOES

{-

Module Converter

Description: module that define language convertions

-}

module Converter(la2cps, cps2la) where

import Languages

-- LA -> CPS
la2cps :: Proc -> LProc

la2cps (PROC 1 vec s) = (LPROC 1 vec (la2cpsS s))

la2cpsS :: S -> M
la2cpsS s = case s of
(RET e) -> LRET (la2cpsE e)

(ATRB 1 e s) -> BNDR 1 (la2cpskE e) (la2cpsS s)
(INV L f vec s) -> LINV L f (map la2cpsE vec) (la2cpsS s)

(IF e sl s2) -> LIF (la2cpsE e)

la2cpskE :: E -> B

la2cpsk e = case e of
(VAR 1) ->1ID 1
(CNST x) =-> LCNST x

(la2cpsS sl1) (la2cpsS s2)
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cps2la (LPROC 1 vec m) = PROC 1 vec (cps2laM m)

cps2laM :: M -> S

cps2laM m = case m o
(LRET b) ->
(BNDR 1 b m) ->
(LINV 1T f vec m) ->
(LIF b ml m2) ->

cps2laB :: B -> E
cps2laB b = case b o
(ID 1) -> VAR 1
(LCNST x) -> CNST x

f

f

RET (cps2laB b)

ATRB 1 (cps2laB b) (cps2laM m)

INV L f (map cps2laB vec) (cps2laM m)

IF (cps2laB b) (cps2laM ml) (cps2laM m2)

A.4 MODULO DE COMPILAGAO

{_

Module Compiler

Description: Module that defines compiler functions

-}

module Compiler(compile, compilelL) where

import Languages
import Utilities

-- Imperative Compiler

invPara :: [Label] -
invPara [] []1 s = s
invPara [] (e:es) s
invPara (l:1s) [] s
invPara (l:1s) (e:es

subs :: S -> Label -
subs (RET e) x s

>

)

>

[E] ->S -> 'S
s -- Malformed invocation
s -- Malformed invocation

s = (ATRB 1 e (invPara 1s es s))

S

subs (ATRB y e sp) x s

subs (INV y f vec sp) x s

subs (IF e sl s2) x

subsF :: Label -> S
subsF _ _ (RET e) v

S

-> S

-> S

->

= RET e

ATRB x e s

ATRB y e (subs sp x s)

INV y f vec (subs sp x s)

IF e (subs sl x s) (subs s2 x s)

[Label] -> S

89
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subsF f s (ATRB x e sp) v = ATRB x e (subsF f s sp v)
subsF f s (INV x g vec sp) v
| f==g-=
invPara v vec (subs s x (subsF f s sp v))
| otherwise = INV x g vec (subsF f s sp v)
subsF f s (IF e s1 s2) v = IF e (subsF f s sl v) (subsF f s s2 v)

compile :: Program -> Program
compile p = compileAux ( getProgramRefList p ) p

compileAux :: [Label] -> Program -> Program
compileAux [l p =p
compileAux (l:1s) p = let

replaceIn (Just x) =

map (\(PROC 1p vec s)
-> PROC 1p vec (subsF 1 (getProcBody x) s (getProcPara x))) p
replaceIn Nothing = p
in compileAux ls (replaceIln (findProc p 1))

-- Functional Compiler
invLPara :: [Label] -> [B] -> M -> M

invLPara [] [1 m =m
invLPara [] (b:bs) m =m -- Malformed invocation
invLPara (l:1ls) [1 m =m -- Malformed invocation

invLPara (l:1ls) (b:bs) m (BNDR 1 b (invLPara 1s bs m))

subsL :: M -> Label -> M -> M
subsL (LRET b) x m

subsL (BNDR y b mp) x m

subsL (LINV y f vec mp) x m
subsL (LIF b ml m2) x m

BNDR x b m

BNDR y b (subsL mp x m)

LINV y f vec (subsL mp x m)

LIF b (subsL ml x m) (subsL m2 x m)

subsLF :: Label -> M -> M -> [Label] -> M

subsLF _ _ (LRET b) v = LRET b
subsLF f m (BNDR x b mp) v = BNDR x b (subsLF f m mp v)
subsLF f m (LINV x g vec mp) v

|f==g=

invLPara v vec (subsL m x (subsLF f m mp v))
| otherwise = LINV x g vec (subsLF f m mp v)
subsLF f m (LIF b ml1 m2) v = LIF b (subsLF f m ml v) (subsLF f m m2 v)

compilelL:: LProgram -> LProgram
compileL p = compileLAux ( getLProgramRefList p ) p
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compilelLAux :: [Label] -> LProgram -> LProgram
compileLAux [1 p =0p
compileLAux (l:1s) p = let
replaceIn (Just x) =
map (\(LPROC 1p vec s) ->
LPROC 1p vec (subsLF 1 (getLProcBody x) s (getLProcPara x))) p
replaceIn Nothing = compilelLAux 1s p
in compilelLAux ls (replaceIn (findLProc p 1))

A.5 MODULO DE EXECUGAO

module VM (
-- Imperative Execution
runProgram,
-- Functional Execution
runLProgram
) where

import Data.list

import Languages

type Assoc = [(Label,Int)]

Assoc
Assoc

type State
type Closure

type Config = (S,State)
type LConfig = (M,Closure)

evalInState :: E -> State -> Int

evalInState (CNST c) — = c

evalInState (VAR 1) s = case (find ((==1).fst) s) of
Nothing -> 0
(Just x) -> snd X

evalInClosure :: B -> Closure -> Maybe Int

evalInClosure (LCNST c) — = Just c
evalInClosure (ID 1) ¢ = fmap snd (find ((==1).fst) c)

updateState :: Label -> Int -> State -> State
updateState = updateAssoc

updateClosure :: Label -> Int -> Closure -> Closure
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updateClosure = updateAssoc

updateAssoc :: Label -> Int -> Assoc -> Assoc
updateAssoc 1 ¢ []1 = [(1,c)]
updateAssoc 1 ¢ ((x,v):xs) | x==1 = (x,c):Xxs
| otherwise = (x,v):(updateAssoc 1 c xs)

isFinalConfig :: Config -> Bool
isFinalConfig (RET _, _) = True
isFinalConfig (—,—) = False

isFinalLConfig :: LConfig -> Bool
isFinalLConfig (LRET _, _) = True
isFinalLConfig (—,—) = False

step :: Config -> Config
step (RET e, st) = (RET e, st)
step (ATRB x e s, st) = (s,updateState x (evalInState e st) st)
-- step (INV x 1 vec s, st) = no specific semantics
step (IF e sl s2, st) = case (evallnState e st) of
0 -> (s2, st)
— -> (s1, st)

stepL :: LConfig -> LConfig
stepL (LRET b, cl) = (LRET b, cl)
stepL (BNDR x b m, cl) =
case evalInClosure b cl of
(Just bl) -> (m,updateClosure x bl cl)
-- Special Config representing error in closure
Nothing -> (LRET (ID "error"),[])
-- stepL (LINV x 1 vec m, cl) = no specific semantics
stepL (LIF b ml m2, cl) =
case (evalInClosure b cl) of
(Just 0) -> (m2, cl)
(Just x) -> (ml, cl)
Nothing -> (LRET (ID "error"), [1)

runProgram :: Config -> IO0 ()
runProgram ¢ = do
let x = step ¢
putStrLn ("###Command###\n"
++show (fst x)
++"\n####S tate####\N"
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++show (snd x)
++ "\ N#H#AAHEEE A\ N

if (isFinalConfig x)
then putStrLn "Computation Ended"

else runProgram x

runLProgram :: LConfig -> I0 ()

runLProgram ¢ = do
let x = stepL ¢
putStrLn ("###Command###\n"
++show (fst x)
++"\n####Closure#### \n"
++show (snd Xx)
++ " \ n###SHAEA D "

if (isFinalLConfig x)
then putStrLn "Computation Ended"
else runLProgram x

93



	Página 1
	Resumo
	Conteúdo
	Lista de Figuras
	Acrónimos
	1 Introdução
	1.1 Linguagens de programação
	1.2 Single Assignment
	1.3 Continuation-Passing Style
	1.4 Relação entre sa e cps
	1.5 Contribuições
	1.6 Estrutura da dissertação

	2 Single Assignment vs Continuation-Passing Style
	2.1 Single Assignment
	2.1.1 Linguagens LA e SA
	2.1.2 Semântica de Transições/Estados
	2.1.3 Conversão para o formato SA

	2.2 Continuation-Passing Style
	2.2.1 -Calculus
	2.2.2 -Calculus e o formato CPS
	2.2.3 Linguagem CPS
	2.2.4 Redução de programas CPS

	2.3 Relação entre LA e CPS
	2.3.1 Funções de conversão
	2.3.2 Bijecção ao nível sintático
	2.3.3 Preservação da semântica pelas traduções


	3 Extensões
	3.1 Condicionais
	3.1.1 Construção If
	3.1.2 Semântica

	3.2 Procedimentos
	3.2.1 Procedimentos em LA
	3.2.2 Procedimentos em CPS

	3.3 Estendendo a relação entre LA e CPS
	3.3.1 Relação sintática entre programas
	3.3.2 Peservação da semântica para a extensão da linguagem


	4 Implementação
	4.1 Módulos
	4.2 Exemplos

	5 Conclusão
	Bibliografia
	Anexos
	A Código da Implementação
	A.1 Módulo de Linguagens
	A.2 Módulo de Ferramentas
	A.3 Módulo de Conversões
	A.4 Módulo de Compilação
	A.5 Módulo de Execução



