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Resumo

Os modelos de regressao para dados de contagem sao niiziaolas nas mais varia-
das areas de estudo para a modelacao de fenomenosnigstelos integram um quadro
especial de metodologias devido ao facto de a variavebstapomar apenas valores in-
teiros ndo negativos. A distribuicao de Poisson & a maidecida, e a mais utilizada
para modelar dados de contagem, no entanto sempre quesabstgelispersao, torna-se
necessario recorrer a outras distribuicdes, nomeaudtanaedistribuicao Binomial Nega-
tiva. Outro problema comum nos dados de contagem & o exdesgeros na variavel
resposta. Os modelos de regressao de zeros inflacionad@srgllamente usados para
modelar esse tipo de dados. Estes modelos modelam as amtageo uma mistura
de duas distribuicdes com dois processos subjacentequartrata do excesso de zeros
modelado por uma massa pontual, e um outro que trata daggeostaendo modelado
por uma distribuicao de Poisson ou Binomial Negativa.

Neste trabalho pretendeu-se estudar os modelos de regmst dados de contagem
e a sua aplicacao a dados bancarios relativos a cliegasra foi garantido crédito de
consumo por um banco. Tem como principal objetivo estudelag#o do nUmero de nao
pagamento da prestacao do empréstimo de um cliente egadulas caracteristicas do
cliente e do contrato. Em particular, foram ajustados osatosdde regressao de Poisson,
modelos de regressao Binomial Negativa, modelos de ist@pede Poisson de zeros in-
flacionados e modelos de regressao binomial negativa de rélacionados utilizando o
algoritmo EM para obter as estimativas de maxima verokaniga dos parametros.

Os resultados obtidos mostraram que os modelos de regrdssZeros inflaciona-
dos apresentam um melhor ajustamento, quando comparasioesmodelos que nao
tém em consideragao o excesso de zeros. Mostraram airedasgnodelos baseados na
distribuicao Binomial Negativa, sao os mais adequadoa podelar estes dados, em vez
dos modelos baseados na distribuicao de Poisson.

Palavras-chave: Modelo de regressao de Poisson; Modelo de regressaoniihNegativa; Mo-

delo de regressao de zeros inflacionados
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Abstract

Regression models for count data are highly used in severas @f study for modela-
tion of phenomena. These models feature a special methgidal®woard that comes from
the fact that the response variable just takes non-negatager values. The Poisson dis-
tribution is the most recognized and most widely used to rhoolent data, however when
there is overdispersion, it becomes necessary the usedgtigbutions, as so, including
negative binomial distribution. Another common problentaunt data, is the excess of
zeros in the response variable. Zero inflated regressiorelmade widely used to model
this type of data. These models model the counts as a mixtureoadistributions with
two underlying processes, one that deals with excess of reodleled by a pontual mass,
and another one that handles the counts by being modelatadPmysson or Negative
Binomial distributions.

In this work we intended to study regression models for colaté and its application
on bank data clients to whom it was granted consumption tlgda bank. Its main
objective is to study the relationship of the number of noynpant of the installment of a
client depending on the characteristics of client and therect. In particular, we fit the
Poisson regression models, negative binomial regressumdels, zero inflated Poisson
regression models and negative binomial regression mddelzero inflated using the
EM algorithm to obtain maximum likelihood estimates of tlagmeters.

The results showed that zero inflated regression models &édedter fit compared
with models that do not take into account the extra zeroso st®wed that models based
on the negative binomial distribution, are more suitabteni@deling this data instead of
models based on Poisson distribution.

Palavras-chave: Poisson Regression; Negative Binomial Regression; Zdtatéd Model
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Capitulo 1

Introduc ao

A Andlise de Regressao € hoje uma das técnicas estasisbais usadas em todas as
areas da Ciéncia. Na Analise de Regressao pretendesetear uma relacao estocastica
entre duas ou mais variaveis com o objetivo de explicaragtado fenbmeno em estudo
e nomeadamente prever a evolucao desse fenbmeno.

As bases para o0 aparecimento dos modelos de regressadrancsee nos estudos
realizados por Legendre e Gauss, no inicio do século Xbfeso método dos minimos
guadrados, aplicados a observacdes astronomicas.n® teegressao” foi introduzido
s6 mais tarde por Galton em 1885 e teve origem na obsernadgadue filhos de pais
mais altos do que a média tendiam a ser mais baixos do queigsepilhos de pais
mais baixos do que a média tendiam a ser mais altos do quesphaeendo assim uma
tendéncia geral para "regressar” aos valores médios jpialgRo.

Os modelos de regressao, podem ser usados para modelac@orélncional en-
tre duas ou mais variaveis. Mais precisamente, analisafii&&ncia que uma ou mais
variaveis (designadas por variaveis independentesplicakvas) tém sobre uma variavel
de interesse (designada por variavel resposta ou depehdé&istes modelos permitem
ainda predizer o valor de uma variavel dependente a partima conjunto de variaveis
independentes.

Para dar resposta as situacdes em que a variavel rasgassegue uma distribuicao
normal, os modelos lineares generalizados, que sao ureas&d dos modelos de re-
gressao linear, permitem incluir outras distribuicdesvariavel dependente, desde que
pertencentes a familia exponencial.

Os dados de contagem sao um tipo de dados muito frequerstesaimdiversas areas
de estudo. A natureza deste tipo de dados que assume apkmas wraeiros nao nega-
tivos, correspondentes a ocorréncia de um dado nUmegweatgos durante um intervalo
de tempo ou espaco, levaram ao aparecimento dos modelegmssao para dados de
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contagem.

O modelo de regressao de Poisson, que é construido cemmbasstribuicao de Pois-
son & o modelo mais utilizado para este tipo de dados, magaislepma comum neste
modelo surge quando a variancia da resposta & superia@uagator medio, fenobmeno
designado por sobredispersao. Quando se verifica sopeesi® torna-se necessario
recorrer-se ao modelo de regressao binomial negativa.

Nos dados de contagem & também muito comum existir excdesseros, o que pode
levar a problemas de ajustamento no modelo de regressaois&oR. O modelo de
regressao binomial negativa, permite resolver o probldmaobredispersao, mas nao
resolve o problema do excesso de zeros. Para resolver ebtema, surgem os modelos
de regressao de zeros inflacionados e os modelos de @goesabarreira (que nao serao
aplicados neste trabalho), que foram desenvolvidos paeate&onta o0 excesso de zeros
nos dados.

A gestao do risco de crédito & uma actividade fundamerite@rente a intermediacao
financeira. Para minimizar os riscos, as instituicoesfieaas analizam o crédito a ser
concedido ao tomador de forma antecedente a operacibr@gio do contrato). Ao
conceder o crédito, uma preocupacao importante estiasla & possibilidade de que o
cliente nao cumpra com 0S compromissos assumidos.

Neste trabalho, sera estudado uma amostra sobre dad@sibamelativos a clientes
a quem foi garantido crédito de consumo por um banco tendwqwincipal objetivo
estudar arelacdo do numero de nao pagamentos da j@i@gmempréstimo de um cliente
em funcao das caracteristicas do cliente e do contralicaagdo os modelos de regressao
para dados de contagem.

1.1 Estrutura do Trabalho

Este trabalho encontra-se dividido em cinco capitulos.

No Capitulo 2 &€ apresentada toda a base teorica relats/Madelos Lineares Gene-
ralizados, que fundamenta as metodologias utilizadas tredtalho.

O Capitulo 3 tem por objetivo apresentar em detalhe os roedid regressao para
dados de contagem, nomeadamente o0 modelo de regressaissenR®» 0 modelo de
regressao Binomial Negativa. Este capitulo introdudaios modelos de regressao para
dados de contagem com excesso de zeros, 0 modelo de regdesPaisson de zeros
inflacionados e o modelo de regressao binomial negativams mflacionados.

No Capitulo 4 apresentam-se os resultados da aplicagesimodelos a dados reais.
Inicia-se 0 estudo com uma analise descritiva dos dadetjagfdo-se seguidamente a
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aplicacao dos modelos de regressao para dados de conpaega selecionar o modelo

gue melhor se ajusta aos dados.
No Capitulo 5 sao apresentadas as conclusdes e algugest®es para trabalho fu-

turo.
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Capitulo 2

Modelos Lineares Generalizados

Um modelo estatistico € uma representacao simplifidaddguns aspectos do mundo
real, tomando a forma de uma equacao, para descrevercaosedatre varias variaveis.
O modelo linear geral pretende modelar o efeito que uma os waaiaveis (variaveis
explicativas), medidas em individuos ou objectos, tébresama variavel de interesse
(variavel resposta) e surgiu no inicio do século XIX pegkendre e Gauss. Este modelo
exprime a média da variavel resposta como combinag&aiidas variaveis explicativas
e € aplicado quando a variavel resposta segue uma dig&tboormal.

Apesar dos modelos lineares serem bastante Uteis, sonpeeteaplicados num de-
terminado conjunto de situacdes. Assim, os modelosrasegeneralizados surgem em
1972, por Nelder and Wedderburn [Nelder and Wedderburrg]18ara dar resposta a
situacdes em que a resposta € nao normal. Por exem@agdquos valores possiveis
para a variavel resposta toma valores binarios, ou quaadovalores provenientes de
contagens, ou ainda, quando a variancia da variavel sespepende da média, faz mais
sentido usar-se este tipo de modelos.

Estes modelos apresentam uma estrutura linear nas vargyicativas, e assumem
gue a distribuicao condicional da variavel respostdagpee a familia exponencial, po-
dendo eventualmente relacionar, de forma nao linear aangiadresposta com a estrutura
linear das variaveis explicativas.

2.1 Famlia Exponencial

A variavel aleatoriaY tem distribuicao pertencente a familia exponencial de
distribuicbes se a sua funcao de densidade de prothatddi(f.d.p.) ou fungcdo massa de
probabilidade (f.m.p.) & da forma
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y6 —b(6)

fM&@:w% ()

-Wm@} (2.1)

onde 6 & o parametro de localizaca@, &€ o parametro de dispersao ou parametro de
escala ea(.), b(.) e ¢(.) sao fungdes reais conhecidas. A fungo depende apenas
do parametro de dispersao e é geralmente da fa(mpa= V%, ondew & uma constante
conhecida, a funcéo(.) depende apenas do paramdire a funcaa(.) depende apenas
da variavel aleatorid e do parametro de dispers@o

Pode ser demostrado [McCullagh and Nelder, 1989] que sea@vebaleatorial com
uma distribuicao pertencente a familia exponenciab@

E(Y)=pu=10b'(6) (2.2)
Var(Y) = a2 = a(@)b”(6) (2.3)

ondeb/(0) eb”(6) sdo a primeira e a segunda derivadab(@, respectivamente. Assim,

a variancia de¥ & o produto de duas fun¢dds)(6) que depende apenas do parametro
canonicol que se designa péungdo de varénciae que se representa paf (), e outra,
a() que depende apenas do parametro de disperfbarkman and Silva, 2000].

Sao exemplos de distribuicbes que pertencem a fami@onencial, as seguintes
distribuicOes:

e Distribuicao Normal

SeY segue uma distribuico Normal, com valor espemadovariancias?,
Y ~ N(u,d?), afungao densidade de probabilidaderdedada por

2
f(ylu0?) = ﬁexp[—”zg‘;)] (2.4)
2 2
— exp[“ya2 2 —% <%+Iog(2n02)>]

N

paray € R. Tem-se entdo que esta fungao & do tipo (2.1), ém u, b() = £,
2
a(@) = 02 ec(y.¢) = —3 (% +log(2m0?))
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A média e a variancia dé sao,

A funcao de variancia¥(u) = 1.

e Distribuicao Binomial

SeY ~ B(n, m), onden & o nimero de experiéncias de Bernoulli de um determinado
acontecimento @é a probabilidade de sucesso desse acontecimento em gelipgia.
A funcao de probabilidade & dada por

fyln,m) — <;) (1 m"Y (2.5)

_ exp{y log (%T) +nlog(1—mm+log CN

Obtém-sep = log (%), b(6) = n log(1+exp(6)), a(@) = 1 ec(y, @) = log(}).

A média e a variancia d¢é sao representadas por,
E(Y)=b'(0) =nm
Var(Y) = a(@)b”(6) = nm(1—n)

A funcao de variancia¥(u) = nm(1— m)

e Distribuicao Poisson

Considerando qu¥ segue uma distribuicdo de Poisson, com parameti®(u), a
funcao de probabilidade deé dada por

—H Y
fiylu) = ey!” (2.6)

= explylog(y) — 1 —log(y!)]

Neste casod =log(u), b(0) = exp0), a(@) = 1 ec(y, ) = —log(y!).

A média e a variancia deé sao, respectivamente
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E(Y)=b(0) =exp8)=u
Var(Y) = a(p)b”(6) = exp(6) = u
A funcao de varianci® (1) = u
e Distribuicao Binomial Negativa

SejaY uma variavel aleatbria que segue uma distribuicao miabNegativa com
parametrok e p, Y ~ BN(k, p). A variavelY representa o nimero de insucessos an-
teriores ak sucessos, num conjunto de acontecimentos independentes a mesma
probabilidade de sucessm, A funcao densidade de probabilidadeYdé dada por

foikp) = (V) ey @7)
— exp[ylog(l—p)+k|og(p)+log<y-ik_511)}

Neste caso, a distribuicdo Binomial Negativa esta #scr@ forma canonica, onde
6 =log(1— p), b(6) = —k log(p), () = 1, ec(y, @) = log ("} ).

A média e a variancia sao expressas, respectivamenmte, po

E(Y)=0(6) = k(lgp)
Var(Y) = a(p)b’(8) = k(lpfp)

k(1-p)

A funcao de variancia¥(u) = 7

2.2 Componentes do Modelo Linear Generalizado
Os modelos lineares generalizados sao caracterizadus gggjuintes componentes:

e Componente aleatoria - que identifica a variavel aléat@spostay e especifica
uma distribuicao par# pertencente a familia exponencial;

e Componente estrutural ou sistematica - especifica aawasi explicativas, ou co-
variaveis do modelo, e considera uma combinacao linessas variaveis;

e Funcao de ligacao - estabelece a ligacao entre asaoenpes aleatoria e estrutural
[Agresti, 2007], [McCullagh and Nelder, 1989].
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2.2.1 Componente aledtria

Defina-se o vetor das covariaveis pot (Xy, ..., Xp). Para uma amostra aleatoria de
dimensam, designamos pax;| = (Xi1,--.,%p) a observacao do individuo A compo-
nente aleatéria de um modelo linear generalizado refezeaglistribuicao d& condici-
onada poiX pertence a familia exponencial e portanto satisfaz

E(Yi|xi)=u=b(6), i=1,...n.

2.2.2 Componente estrutural ou sistemtica

As covariaveisy, ..., X, produzem uma estrutura lineqrcom carater preditivo dada
por

p
n=Fo+ S XiB (2.8)
=1

ondef3 = (Bo,Bl,...,Bp)T € 0 vetor que consiste dos coeficientes de regressaouhabit
almente desconhecidos. De igual modo, a componente sistentlo modelo pode ser
escrita, na forma:

r’i:ZiTB7 i:17"'7n7

ondef & o vector dos coeficientes de regressao e
T
4 = (17Xi )

Em notacao matricial,
n =128,

ondeZ é a matriz de especificagdo de dimensao(p+ 1), ou seja, & a matriz cuja
primeira coluna & formada apenas por 1‘s e cujas restaoli@sas sao constituidas pelos
vetores coluna(iT e 3 é o vetor dos parametros de regressao de dimempsad).
2.2.3 Fun@o de liga@o

A funcao de ligacao & uma funcgpmonotona e diferenciavel, que relaciona o predi-

tor linearn, com o valor esperado da variavel resposta,

n=9(u)

A funcao de ligacag(.) estabelece a ligagao entre a componente aleatoria e a com
ponente estrutural do modelo. Quando a funcao de lmeyaa o preditor linean igual
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ao parametro canonidd, diz-se que a funcao de ligacao é a funcao de ligag&@onica.

2.3 Inferéncia

Nos modelos lineares generalizados, ap6s a formulag@wodelo que se pensa apro-
priado ha necessidade de proceder a realizacao dé&mefas sobre esse modelo. Os
métodos de inferéncia sao fundamentalmente baseadorg#o de verosimilhanca.

2.3.1 Fun@o de Log-Verosimilhanca

Assumindo que a variavel aleatofidem distribui¢cao da familia exponencial, a funcao
de verosimilhanca do modelo, em funcaole dada por [Turkman and Silva, 2000],

LB) = []10i8.0 29)
0 yi6 —b(6)

= ﬂe’(p{ia(fm +C(ya,<p>}
= ex p{ i A Gaz(;(m + :i c(yi, ) }

O logaritmo da funcdo de verosimilhanca (que passaremadesignar por log-
verosimilhancga) é dado por

In(L(B)) = £(B) (2.10)
- [Yi6 —b(6)

= i;{w"‘c(%,@}
= i:i«?i(ﬁ)

onde/; & a contribuicao de cada observaggoara a verosimilhanca [Turkman and Silva, 2000].
Os estimadores de maxima verosimilhanca ghsfio obtidos como solu¢ao do sis-
tema de equacdes de verosimilhanca:

0l(B) < dt(B)
2B _i; B

-0, j=0,1,...,p. (2.11)
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Para obtermos estas equacdes, escrevemos [McCullagtedohet, 1989],

Li(B) _ 94i(6) 06 () Ipi(mi) Oni(B)
3B, 06 Jw oni  9B;

j=0,1,...,p. (2.12)

Tendo em conta a funcao log-verosimilhanca, e sabendbd'¢fl) = 1 vem

06i(8) _yi—b(8) _yi—H
26, a() a(o)

e como VarY;) = a(@)b”’(6) entao

oy Var(Y)
b// 6' [
=56 = "al)
e comon; = z' B vem
oni(B) _ .
dBj J
esim o6(B) _ (yi—p) alg) 0
i Yi—Hi) alQ) oL
= ——7; 2.13
0B~ alg) Var(¥)on” 19
e as equacOes de verosimilhanca gasfo dadas por
0u. A
Z var(y, 0'7| =0 j=1,...,p. (2.14)

A primeira derivada da func¢ao log-verosimilhanca emeonda8 € designada por
funcaoscoree & obtida por

8) = 25"~ 3 (B (215)

ondes(f3) é o vetor de component ;(3[,3) obtidas na equacao (2.13) .

A matriz de covariancia da func&gore

(2.16)

8- |- 58]

B

€ conhecida commatriz de informa&o de Fishere para ser obtida &€ necessario considerar-
se o0 valor esperado das segundas derivadas da funcaeragjrailnanca em ordem/®
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6\ _ (9404
—E (0Bj 0Bk) = IE<5BJ' 0Bk> (2.17)

(Var(Y;))?2

ani
2
_ ZjZk (Oui
Var(Y;) \ 9ni
conclui-se que o elemento genérico de ordé¢rk) da matriz de informacgao de Fisher &

n 2. n - - O\ 2

Na forma matricial temos

= [E

1(B)=2TWZ (2.19)

ondeW é a matriz diagonal de ordencujoi-ésimo elemento é

d—“f ’ Wi 0—”? ’
Wi

o0(6) (32)°

oV (i)

2.3.2 Estima@o dos Paametros

Os estimadores de maxima verosimilhanca @lesao obtidos como solugdes
das equacdes de verosimilhanca, no entanto, esta®eslpodem nao corresponder ne-
cessariamente a um maximo global da funcado log-vertisim¢a,/(3). Contudo, em
muitos modelos a func&q ) é concava, e por isso, o Unico méaximo local coincide com
0 maximo global, tornando Unico o estimador de maximasienilhanca.

Partindo do principio que existe solucao e que ela éd)piersiste ainda um problema
com o calculo das estimativas de maxima verosimilhaAsaquacoes de verosimilhanca
geralmente nao tém solug¢ado analitica, uma vez quesq@ilacdes nao lineares, o que
implica que sejam usados para a sua resolucao métodazricosr O método numerico
mais utilizado para resolver estas equacoes € o métecivo dos minimos quadrados
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ponderados.

2.3.2.1 Metodo iterativo de minimos quadrados ponderados

O método iterativo de minimos quadrados ponderadosdéaddasio método decores
de Fisher.

Sejaﬁ(o) uma estimativa inicial parf. O método descoresde Fisher define sucessi-
vas iteracOes através da relacao

-~

B =5+ [1B%)] B, k=0,1.2... @21

ondel (.)71, & a inversa da matriz de informagao de Fisher (que seesexistir), es(.) o
vetor descorescalculados enfs — B

Escrevendo a expressao (2.21) na seguinte forma

[1(B%)| BUrD = [1(B%)] BY +s(BY), k=0,1.... (2.22)
e como o lado direito da equacao (2.22) &€ um vector comezxiemgenérico de ordem
dado por
p n
Z|]Z|| o; — i)z d“l
Z Var (Y ([m.) BJ * Z Var(Y)) an; (2.23)
obtém-se na forma matricial
1(BM B+ = ZTw KTk (2.24)

ondeZ & a matriz do modelo em questdd,e a matriz diagonal dos pesos com entradas
dadas por

W-
wl(k) _ i — 5 (2.25)
N
b’ (6;) (W)
eT & o vetor com as entradas
N N a’\_(k)
9 = G0k ”u(k) (2.26)
O l;
k
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sendo a expressao final para a estimativgBdea (k + 1)-ésima iterac¢ao dada por
[Turkman and Silva, 2000],

E(k+1) = (Z"'wkz)-1ZTwRT K, (2.27)

Este método & conhecido como o "algoritmo iterativo deimos quadrados pondera-
dos”uma vez que a equacao (2.27) € idéntica a que sei@lpi@ra os estimadores de
minimos quadrados ponderados se se aplicasse em cadagesg@ssao linear de res-
postasT ¥ emZ ondew® & uma matriz de pesos.

O procedimento repete-se até que as estimativas se akliar@mos de uma constante
pré-especificada.

Um critério de paragem, por exemplo, & dado por [Fahrnrmalrfautz, 2001],

A(k+1) o A(k)
1B BH ||
| B® ||

para um valor de > 0 previamente definido.

<, (2.28)

Resumidamente, o calculo das estimativas de maximaiwghoanca de processa-
se, iterativamente, da seguinte forma:

1. DadoB™ k=0,1,2,..., calcula—seti(k) usando a expressao (2.26Y\&) através
da expressao (2.25).

2. A novaiteraca@ 1) & calculada através da expressao (2.27).

O parametro de dispersap, pode ser estimado por [McCullagh and Nelder, 1989]

~ 1 N owi(yi — )2

P4 VR (229
X2
~ on—(p+1)

sendong um estimador consistente gee X2 & a estatistica de Pearson generalizada, que
sera definida na Secc¢ao (2.4) .

2.3.3 Testes de Hipteses

Os testes de hipbteses sao uma ferramenta (til para iiafs&ncias sobre uma
populacdo com base numa amostra. Neste caso, preteradedss se cada um dos
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parametros & significativamente diferente de zero, e acan@ qualidade do ajustamento
de varios modelos.

2.3.3.1 Teste de Wald

Se pretendermos testar a hipotese

Ho:Bj=0, versus H:Bj#0, j=0,..,p

que indica que o coeficiente independefige= 0 & irrelevante para o mode(g = 0)
ou que se a variavel explicativg nao é estatisticamente significativa para o modelo de
regressagj # 0).

A estatistica de teste, para grandes amostras, & dada por,

~

_ B
se(Bj)

O teste de Wald encontra-se implementado no packatgstdo softwareR através

W, ~N(0,1)

da funcaowaldtest( )

2.3.3.2 Teste de ra@o de verosimilhancas

O teste de razao de verosimilhancas & utilizado para amanp qualidade do ajusta-
mento de dois modelos encaixados, isto &€, modelos em quesuinmodelo do outro.

Como a fungéo de verosimilhanda,3) € inferior a 1, e geralmente muito pequena
(uma vez que é o produto de varias probabilidades do ltef0; 1)), & usual usar o
In(L(B)), que & um nUmero negativo, pelo que se multiplicapdpara torna-lo positivo,
maior e com distribuicao conhecida, a distribuicao-Quadrado [Mardco, 2010].

Considere-se dois modelos encaixadilg, e M, com um namero de parametros
p1 € p2 respectivamente, tal qum < po.

Para comparar a qualidade do ajustamento de dois modeioa-aplo teste de razao
de verosimilhancas, sob a hipotese nula,

Ho: Os dois modelos tém a mesma qualidade de ajustamento.

A estatistica de teste & dada por

G = —20u,(B)— (~2m,(B)) (2.30)
. ng(B)
Z(eW(B))
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em quely, (B) & a funcao log-verosimilhanga do modélig e /v,(B) a funcéo log-
verosimilhanca do modelbl,. Repare-se que a estatistica de teste se obtém a partir
da razao de verosimilhancas dos dois modelos, dai ardesgig de "Teste de razao de
Verosimilhancas”.

A estatistica de teste segue uma distribuicao Qui-gdcom(p, — p1) graus de
liberdade.
G~ Xy (2.31)

O teste de razao de verosimilhancas encontra-se imptad®no packagbntestdo
softwareR através da funcdatest( ).

2.4 Seleéo e Valida@o de Modelos

2.4.1 Qualidade do Ajustamento

Nesta Seccao serao apresentadas duas medidas pasa avglialidade do ajusta-
mento de um determinado modelo em estudo. Essas medidasis@iances Estatistica
de Pearson generalizada.

2.4.1.1 Deviance

Comecemos por definir o modelo nulo que &€ o modelo mais ssmpide somente
0 parametro constante €& estimado, apresentando pornssoamor valor da funcao de
verosimilhanca. Por sua vez o modelo completo ou satueamlanodelo que estima um
parametro para cada observacao, isto €, as estimdgvasaxima verosimilhanca sao as
proprias observacoeg; = ;.

O modelo saturado ou completo & Gtil para avaliar a quadiadho ajustamento de um
determinado modelo ajustado aos dados, através da igitodle medida de distancia
dos valores ajustad@scom esse modelo e dos correspondentes valores obsegvados

Se assumirmos que nao existem pesos associados as gbssiva razao de
verosimilhangas entre o modelo ajustdtity) e o modelo completMc) é dada por
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~2(t(B)~ tclB)) — —ZIZL;’(”H(M,@—@L(:’(G'Hc(yi,w))]
_ ZZy. (6 - é)+b(§)
_ D(y.;@)
@

onde,/p corresponde ao logaritmo da funcao de verosimilhangaddelo ajustado
(Ma), ¢c ao logaritmo da funcao de verosimilhanca do modelo cetogMc), yi € 0
valor ajustado da observacBdada pelo modelOMc) , 6 os parametros estimados pelo
modelo(Ma), 8 os parametros do mode(Mc).

A gquantidadeD(y, 1), também conhecida pdeviancee dada por

D(y, ) = —2fP( A(B ) c(B)) (2.32)
= ZZM CE é)—l—b(/é,)

A deviancede um modelo avalia, portanto, a discrepancia entre osesbjustados
pelo modelo completo e os valores ajustados pelo modelo ardaesO valor deD é
sempre maior ou igual a zero e sera tanto maior, quanto faaiardiscrepancia entre o
modelo ajustado e os valores observados.

Para se avaliar se um determinado modélo se ajusta bem aos dados, considera-se
o teste de hipbteses com a seguinte hipotese nula:

Ho: O ajustamento do modeMp € igual ao ajustamento do modéditg.

SobHy, e para amostras grand&sapresenta distribuicao assimptética Qui-quadrado
comJ— p— 1 graus de liberdade,
D~ X{a-(pr1)

ondeJ & o nimero total de covariaveis existentes nos dguéx numero de parametros
do modeloMa a menos da constante.
2.4.1.2 Percentagem dBPeviance Explicada

Para os modelos GLM, nomeadamente para os modelos de Begas$oisson e
Binomial Negativo & possivel calcular a percentagerdaeléanceexplicada (Y%oDevEXp)
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pelo modelo através da seguinte expressao [Zuur et @]200

. Dwo — D,

100
Do

(2.33)

ondeDy, & adeviancedo modelo nulo &y, & adeviancedo modelo ajustado.

Dobson [Dobson, 2002] chamou-lhe aumento proporcionallenaanceexplicada,
considerada similar ao coeficiente de determind®Zdos modelos lineares.

2.4.1.3 Estatstica de Pearson generalizada

A Estatistica de Pearson generalizada € outra medidaedgiabilidade de modelos,

N wi(yi — )2

2
=2 V@)

(2.34)
ondeV (L) & a fungdo de variancia estimada para a distribuigaosnddelo em estudo.
No caso da distribuicio Normal, a estatistiacoincide com a soma dos quadrados dos
residuos, enquanto que para os modelos de Poisson e Bimomicide com a estatistica
X2 original de Pearson.

Uma vez que nao é conhecida a distribuicdo para a difarentre estatisticas de
Pearson, a comparacao entre modelos encaixados nas@ofigta usando a diferenca
entre estatisticas de Pearson, contrariamente ao quaestme a funcao desvio.

2.4.2 Analise de Regluos

A analise de residuos é (til, para avaliar a qualidadejdstamento de um modelo
no que diz respeito a escolha da distribuicao, da forgaligacao, do preditor linear e
também para identificar observagdes mal ajustados, payusso sao mal explicadas pelo
modelo [McCullagh and Nelder, 1989].

Os residuos medem a diferenca entre os valores obseryadass valores ajusta-
dosi. No caso dos modelos lineares generalizados & necess@gar esta definicdo
para que possam ser aplicados, nao sb6 a distribuicBmahomas também as outras
distribuicdes.
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2.4.2.1 Rerluos de Pearson
O residuo de Pearson para uma dada observacao & dado por

R = Bl (2.35)

—

Var (Y;)
(¥i — Hi )i
oV (i)

O residuoR!” corresponde & contribuigio de cada observagao pagdcole da es-
tatistica de Pearson generalizada.

O residuo de Pearson padronizado & dado por

VoV () 1—hy)
uma vez qu&/ar(Y; — ) =~ Var(Y;)(1— h;), [Turkman and Silva, 2000] ond®g sao os
valores da diagonal da matriz de projec¢he- Zg (Z} Zo) =123, em quez] = WzZ.

2.4.2.2 Resluo Deviance

O residuadeviancee dado por

Ro = sinal(y; — i)/

onded; é a contribuicdo de cada observacpara a medida de discrepandiviance
O residualevianceestandardizado & dado por

Ro

R;':‘)Zi
@(1—hj)

2.4.3 Selego de modelos

Quando dois modelos nao sao encaixados nao é posslizlrw teste de razao de
verosimilhancas pelo que se torna aconselhavel outéricri Akaike introduziu dAkaike
Information Criterion (AlC)para a selecao de modelos [Akaike, 1974]. A formulagéo d
AIC para selecionar um modelo enlvemodelos pode ser expressa por

AIC = —20(B) +2p (2.36)
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onde/ & o logaritmo da funcao de maxima verosimilhanca do etmeé p € o nUmero
de parametros a estimar do modelo. Um valor baix@\to é considerado como repre-
sentativo de um melhor ajustamento, por isso na selecacodelos devemos ter como
objetivo a minimizacao dalIC.

Um outro critério foi proposto por Schwarz Bayesian Information Criterion (BIC)
[Schwarz, 1978], sendo expresso por

BIC =—-2/()+ pIn(n) (2.37)

onde/ & o logaritmo da fungdao de maxima verosimilhanca do efméscolhidop & o
namero de parametros a ser estimado do modele e nUmero de observacgoes.

De igual forma, um valor baixo dBIC & considerado como representativo de um
melhor ajustamento.

Bozdogan, prop0s a seguinte corre¢ao para o AlC, [BaandlotP87]

p(p+1)
1

AICc = —2((B) +2p+2- (2.38)

Alguns autores recomendam o usoAl€; quando o tamanho da amostnagé relati-
vamente pequeno e o0 nUmero de paramepos,muito elevado.

2.4.4 Sobredisperao

Um fenbmeno que ocorre com frequéncia nas aplicac@eadmeno de sobredis-
persao. Sobredispersao surge quando a variancia @aehnesposta € superior ao valor
da média. Designando pgro parametro de sobredispersao, tal gagY) = @IE(Y) =
ou, quando ocorre sobredispersao na estimacao dos paodrde modelo as estimativas
pontuais, sao iguais, caso nao exista sobredispersg®amariancia dos estimadores &
inflacionada pelo parametro de sobredispergao

Para identificar sobredispersao nos dados, podemosautdideviance estatistica
também utilizada para testar a qualidade do ajustamentoadzlo. O calculo & base-
ado na aproximacap?® do desvio residual. Se existir sobredispersao, eﬁtéegue uma
distribuicao qui-quadrado com- p graus de liberdade, e isso leva ao seguinte estimador
parag [Zuur et al, 2009]

-~ D
A (2.39)

Quando este racio &€ proximo de um, pode-se assumir axi§t@recia de sobredis-
persao, prosseguindo-se com o processo de validacaamdelon Caso seja maior que
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um, pode haver alguma indicacao da presenca de sobeeshspnos dados. Alguns au-
tores no entanto apenas recomendam verificar a presenghmelispersao caso o racio
seja superior a dois [Lindsey, 1999].

Uma ferramenta grafica adicional para determinar se o ra@kstiequado ou se existe
sobredispersao nos dados@welope plotEste grafico & parte do grafico normal quantil-
guantil (ou seja, o Q-Q plot), para o qual os residuos obtitbomodelo ajustado, contra
os residuos teoricos obtidos da distribuicao norn&ad, @wojetados. Se o grafico for sig-
nificativamente diferente de uma linha reta, ha indiciasos de que os residuos nao
seguem a distribuicao normal, o que implica que o modeistaflo nao &€ adequado para
os dados.

O envelope plosimula intervalos de confiangca empiricos para determsimas residuos
diferem significativamente da linha recta. O calculo desteervalos baseiam-se na
simulacao de varias amostras para a variavel de respdsssas amostras sao gera-
das a partir de estimativas obtidas no modelo que foi ajostaido em consideragao
a distribuicao assumida para a variavel de respostao®eh sobredispersao, a projecao
dos residuos caira fora dos intervalos.

2.4.4.1 Quasi-verosimilhanca

Em muitos casos devido a existéncia de sobredispersfidamos, &€ necessario in-
troduzir um parametro de sobredispers@ojesconhecido, isto &, admitir que se tem
Var(yi) = ¢V (ui). Com esta alteracdo o modelo deixa de estar especificadmdia
familia exponencial, uma vez que deixa de existir umaitlisgao com estes valores de
média e variancia, impossibilitando o uso da funcaoatesimilhanca.

No entanto & possivel fazer inferéncias sobre este modehsiderando modelos de
quasi-verosimilhanca. Contudo estes modelos nao sé@ualados nesta dissertagao.
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Capitulo 3

Modelos de Regresso para Dados de
Contagem

Os dados de contagem sao um tipo de dados muito frequestesaimadiversas areas
de estudo, como por exemplo, nas Ciéncias Sociais, Gi&mta Salde, Engenharia,
Ciéncias Economicas, Ciéncias Politicas, etc.

A contagem de dados € definida como o niUmero de eventos guemmuma mesma
unidade de observacao durante um intervalo de tempo @g@sp

Dados de contagem surgem de varias formas, podendo sexgraplo, o nUmero de
defeitos, o nUmero de acidentes, o nimero de ligacGegias ou 0 nUmero de vezes que
uma tarefa foi concluida.

Para modelar este tipo de dados, habitualmente & usado elome regressao de
Poisson, que & construido com base na distribuicao idsdo Um possivel problema no
modelo de regressao de Poisson surge quando a variasaiespestas & superior ao seu
valor médio, designando-se a este fenomeno de sobreskgpeD excesso de zeros nos
dados pode também levar a problemas de ajustamento nooteledgressao de Poisson.

O modelo de regressao Binomial Negativa, que & uma géreggab do modelo de
regressao de Poisson, permite resolver o problema dadigipeesao, mas nao resolve o
problema do excesso de zeros.

Os modelos de regressao de zeros inflacionados, foramvidsdos para ter em
conta o excesso de zeros nos dados. O modelo de regressasstenRle zeros inflaci-
onados (ZIP) e o modelo de regressao Binomial Negativa s neflacionados (ZINB)
modelam as contagens como uma mistura de duas distrésuogiim dois processos sub-
jacentes, um processo que trata do excesso de zeros, nm@geladma massa pontual
em zero e assumindo que com probabilidade Unica observacao possivel & zero, e um
outro que trata das contagens, modelado por uma distaiibule Poisson ou Binomial

23
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Negativa, com probabilidade-11t.

Considere-se que as variaveis resposta; (Y1,...,Y,)T sao independentes, onde
€ o numero de observacdes. Para cada varéyvekistem dois processos possiveis para
cada modelo considerado. Resumindo,

v 0 com probabilidadet
i Y

Poissoriy;) ou Binomial Negativéu,a) com probabilidadd — 73,

ondert corresponde a probabilidade de existir um zero que naeedde uma conta-
gem de Poisson ou binomial negativa [Zuur et al, 2009].

A funcéo de probabilidade de uma variavel de Poisson deszaflacionados pode
ser visualizado para diferentes valoresti®@a Figura 3.1.

=0 m™=0.5 m™=0.9

Pr(Y)

Figura 3.1: Funcao de probabilidade de uma variavel desBo com zeros inflacionados para diferentes

valores parar.
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Figura 3.2: Funcao de probabilidade de uma variavel Biab Negativa com zeros inflacionados para
diferentes valores para

3.1 Modelo de Regresso de Poisson

Suponhamos qu¥, ..., Y, sao variaveis aleatorias independentes taisygueP (L ),
a funcao de probabilidade dgé dada por

uxe*M

fyilui) = i (3.1)

7yi:O717"'

ondey; representa o nimero médio de ocorréncias de um detedoat@ntecimento,

Y > 0.
A média e a variancia sao dadas por,

E(Y)=Var(Y)=pu

Considere a variavel aleatoNagque representa o0 niumero de ocorréncias de um acon-
tecimento num determinado espago ou periodo de tempo. RaddXy,...,Xp) um
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vetor de covariaveis® = (X, ..,Xp) Uma observacao do individicassume-se

Y|X = xi ~ P(u(xi))
ondep; = U(Xij) € o nUmero médio de ocorréncias de um dado acontecintzaa a

observacaw;.

Para se modelar [E|X = x;] poderia escrever-se um modelo linear da forma

Ui =2 B = Po+PiXi1+-..+ BpXip

ondep & o vetor dos coeficientes de regressao-e(1,x;)T.

No entanto, este modelo nao pode ser usado, uma vez que itoplagtar pode
assumir qualquer valor real, enquanto gueb assume valores nao negativos.

Para ultrapassar-se este problema, pode usar-se a traag&w logaritmica como
funcao de ligacao do modelo linear generalizado e tem-s

In(u(xi)) =27 B =Po+BrXi1+...+ BpXip

Assim, o modelo de regressao de Poisson & dado por

YIX =X~ P(H(Xi)) (3.2)

In(u(xi)) = Bo+ BrXis + - . . + BpXip (3.3)

Os coeficientes de regresso j =0,..., p representam a variagao esperada no lo-
garitmo da média por unidade de variagao na covarigyel

Conforme apresentado na Seccao (2.3), a estimacacadg@dsetros do modelo pode
ser realizada usando o método da maxima verosimilhdaya. o modelo de regressao de
Poisson o logaritmo da funcao de maxima verosimilha@angada por

n

tB) = .Z\(Yi In(u(xi)) — p(xi) —In(yi!)) (3.4)

ondeln(u(x;)) &€ dado pela equacgao (3.3),.éx;) depende do vetor de covariaveis
eln(y;!) € uma constante. Derivando em orderfd a igualando a zero o lado direito da
equacao (3.4), prova-se que as estimativas de maximaima'lhangaﬁ de 3 satisfazem

XTy=xXTq (3.5)
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ondefi & o vetor dos valores previstos pelo modelo.

Para calcular a estimativa de cada parametro de regréssgaoessario recorrer ao
método iterativo dos minimos quadrados ponderadospomefdescrito na Secgao (2.3.2).

Considerando qug sao os valores observados, e gujeséo os valores previstos pelo
modelo de regressao de Poissodesiancee dada por

D 25 (Iny) -~y —Iny) ~y @)+ A+GY) @

— 22 (yi In (%) — (¥ —Ai)) -

A deviancaeduz-se a .
Vi
D=2 n [ = 3.7
i; (yl (Hi )) (3.7)

para modelos com termo constarfig porque neste caso

n
(Yi—%)=0
2
A estatistica de Pearson generalizada & dada por
X2 — . (yl _ﬁl>2
i=1 Ui

O modelo de regressao de Poisson encontra-se implemembagackagestatsdo
softwareR recorrendo a funcagim( ).

Quando nos modelos de regressao de Poisson existe splersdis pode-se recorrer
ao modelo de regressao Binomial Negativa.

3.2 Modelo de Regres&o Binomial Negativa

Suponhamos entao gifg ..., Y, sao variaveis aleatorias independentes taisygue
BN(ui, a), a funcao de probabilidade deé dada por



28 CAPITULO 3. MODELOS DE REGRESA0 PARA DADOS DE CONTAGEM

QU

(M(}r/il—‘)_(}r <1+au.) (146—7?;4)“ (3.8)

Yi+z—1 o L )yi
- V=012 ..
( 11 )(Haui) (1+aui 4

ondea & denominado por parametro de heterogenidade e fazle&d§ ep= (%aui)

obtém-se a expressao (2.7) apresentada na Seccao fédia e a variancia sao dadas

f(yilui,a)

pora
E(Y) = u

Var(Y) = p+ ap?
Repare-se que a variancia da distribuicao Binomial egéem um termo adicional
positivo au?, comparativamente com a variancia da distribuicio deslo, que, em
muitos casos, ajuda a ajustar melhor um conjunto de dadaseste sobredispersao.

A distribuicao Binomial Negativa aproxima-se a distiitdo de Poisson quandotende
para O [Cameron and Trivedi, 1998].

SejaY uma variavel aleatéria, representando o nimero de &uocias de um deter-
minado acontecimento comobservagdesX = (Xg,...,Xp) um vetor de covariaveis e
= (Xi1,...,%p) Uma observagao do individioe assume-se

Y|X =xi ~BN(u(Xi),a)

ondey; = U(x;) & igual ao nUmero médio de ocorréncias de um dado adorgsto dada
a observacam;.

O modelo de regressao Binomial Negativa, &€ entao dadfHilbe, 2001]

Y|X =xi ~BN(u(Xi), o) (3.9)

In(u(xi)) = Bo+ BrXia + - .. + BpXip

Na estimacao dos parametros aplica-se o método damaaserosimilhanca e para o
modelo de regressao Binomial Negativa o logaritmo dadorde maxima verosimilhancga
e dado por
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I " 1 | r(vi+3a)
B) = i; <y| In (1+aui) — (5) In(1+ap)+In <F(y.+—1)r(al)>> (3.10)

As estimativas de maxima verosimilhanca pama sao obtidas através do algoritmo
de minimos quadrados ponderados conforme descrito Nna&2ack. 2.
No modelo de regressao Binomial Negativagdevianceé dada pela seguinte ex-

D:2é<yiln<§)—<%+yi)ln<iig£)) (3.11)

A estatistica de Pearson generalizada & dada por

n _
2 (Vi — i)
2=y ==
i Hi o

pressao,

O modelo de regressao Binomial Negativa encontra-se mmiéado no package
MASSdo softwareR recorrendo a funcagim.nb( )

3.3 Modelo de Regres®o para Dados Inflacionados

Os modelos de regressao de zeros inflacionados que seegemiados terao em conta
a distribuicao de Poisson e a distribuicao Binomial &te@, uma vez que sao estas as
distribuicbes mais utilizadas em dados de contagem [@amend Trivedi, 1998]. Na
literatura existem trabalhos recentes sobre o modelo ZIFmdelo ZINB, nas mais
diversas areas.

Na producao [Lambert, 1992] faz analise do nUmero deittef num processo de
fabricacao industrial, propondo uma mistura finita dasriiuicdes de Bernoulli e Pois-
son para modelar o excesso de zeros em dados de contagemdiNiman¢Bohning, 1999]
apresenta um estudo sobre a analise do nUmero de criemigasaries dentarias recor-
rendo ao modelo de regressao ZIP; [Lewsey and Thomson] 266¥param os modelos
ZIP e ZINB fazendo também um estudo relativo a dentes cams;gYau et al, 2003]
ajustam modelo ZINB para estudar a recuperacao de dogogegfectuaram cirurgia
no figado; [Lee et al, 2001] utilizam o modelo ZIP para madelados provenientes fe-
rimentos ocupacionais. Na epidemologia, [Cheung, 2002ufa estudo sobre o cres-
cimento e o desenvolvimento de crian¢cas modelando os detees da utilizacao de
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modelos de regressao de zeros inflacionados. Em ecol®gitis and Elith, 2006] efec-
tua estudo sobre a abundancia de especies de plantasauglisee [Martin et al, 1989]
estuda a presenca de determinada espécie num deternhiabidat utilizando modelos
de contagem com excesso de zeros. Em Ciéncias Sociaispyeand Singh, 2006]
estuda um conjunto de dados sobre violéncia domésticalo(iRet al, 2001] abordam
testescorepara testar se 0 modelo correcto € o modelo ZIP contra o madtelrnativo
ZINB; [Yau et al, 2003] efectuam estudo de dados com soljpets&o e excesso de ze-
ros, usando uma mistura do modelo de ZINB; [Broek, 1995] ssr& uma estatistica
escore para testar se 0 modelo ZIP se ajusta melhor que adistiguicao de Poisson.
[Hall, 2000] estuda os modelos ZIP e ZINB incluindo efeittesagbrios, e outros autores
utilizam estes modelos nos mais variados contextos.

Os modelos ZIP e ZINB encontram-se implementados no pagkagdo softwareR
recorrendo a funcareroinfl( )

3.3.1 Modelo de Regres® de Poisson de zeros inflacionados (ZIP)

Suponhamos entao qyg. . ., y, sao realizacdes da variavel respogta=1,2,...,n,
o0 modelo de zeros inflacionado de Poisson & dado por,

m+(1-meH, y=0

e Hi “|y|

(1-m)=r~  ¥%i>0.

P(Yi =vilxi) =

emquem<ley >0.
A média e a variancia da distribuicao sao dadas por,

E(Y) = (1— 1)L

Var (Yi) = pi(1—75)(1+ 1)

O modelo de regressao de Poisson de zeros inflacionados|aretédigu de uma
variavel de Poisson através de uma regressao de Poissprobabilidade der atravées
de uma regressao logistica com fungéo de ligag&eologit(7z), ou seja,

log(ki) = XiB (3.12)

logit(73) = log (%) =Gy (3.13)

em queX; e G; sao as matrizes de covariaveis. Nestas duas equacieErdssao, as duas
matrizes de covariaveis podem ou nao coincidir [Lamid&€92]; [Ridout et al, 2001].
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Os parametros do modelo podem ser estimados aplicanddadmnée maxima
verosimilhanca.

Como o ajustamento de um modelo de regressao de Poissoroderfacionados é
feito a custa de duas regressoes, a funcao de veroaimgahe dada por

_ e My
L=T] [m+@-me ] I] [(1 M) ,”' } (3.14)
ityi=0 ityi>0 Yit
e logaritmo da fungao de verosimilhanca
& P d
(= z In(eSY +e ¢ ")+ + 5 nX{B- B _In(yi!) Z GlYvy (3.15)

iyi= iyi>0 i=1

Os estimadores de maxima verosimilhancayaef3 podem ser obtidos aplicando o
meétodo descoresde Fisher ou o algoritm&M, [Dempster et al, 1977][Lambert, 1992].
Neste trabalho vamos aplicar o algoritia. Este algoritmo consiste basicamente, em
um processo iterativo de dois passos, o p&sdExpectatiofque calcula o valor esperado
do logaritmo da funcao de verosimilhanca, e o padgdlaximizatior) que € a etapa da
maximizacao na qual utiliza os dados observados e osadbismo passk. Os passos
sao repetidos iterativamente até se atingir a convergén

Considere-se a variavel nao observda (wy,...,w,)" com
1 sey=0
W =
0 sey>0
A funcao de log-verosimilhanc¢a dos dados completos é

n
le = |n_|_!Pr(Yi =Vi, W =w;)

B -iwi In 7+ (1—wi)In(1—75)(1—wj) In (e“ilua“)

Vit

_ Ziw. In (166;2 y) +(1—w)In (171&&') (1—w) In (e_;i!uiyi)

= Zi[w.GTv—ln(lJr )] +le W) (yiX[ B—€7F) — 5 (1—w)In(y!)

= Le(y)+4e(B) (3.16)

=)
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em que
n
lely) = Zwica?v—ln<1+e6”>
i=

n

eB)= 3 (1-w)(yX]p — €' —In(y!))

O passce do algoritmoEM consiste em substituw; pela sua esperanca condicional
dadoy, y, g

5K
N ~ (1-|—eGiV(k)‘ex'B ) sey=0
W = E(wi|yi, Y9, B%) {o

sey>0

e tem-se

n

E(to) = 3 6] y—In(L+eT) +_i<l—wi><yixrﬁ 7By

n

(1—wy)In(y;!)

I; | |
(3.17)

No passaM a funcao log-verosimilhanca completa pode ser facibmemaximizada

porque a funcad.(y) e /() podem ser maximizadas separadamente. O pdssara
estimarB consiste em encontr@**1) maximizando/c(8) o que & o mesmo que maxi-
mizar a funcao log-verosimilhanca ponderada para o fod@gsson utilizando os pesos
1—vT/i(k), y; como variavel resposta e uma funcao de ligacao. O pelspara estimar
y consiste em encontraf<*Y maximizando/¢(y) o que & o mesmo que maximizar a
funcao log-verosimilhanca para a regressao logist&aponderada d&®) em G.

No modelo de regressao de Poisson de zeros inflacionadesiance & calculada
como a diferenca entre o logaritmo da funcao de maximasimilhanca dos dois mode-
los multiplicada por-2. Para amostras grandes a distribuicadedancesegue aproxi-
madamente uma distribuicdo qui-quadrado comp graus de liberdade, em quee o

numero de observacdepe o nUmero de parametros estimados.

3.3.2 Modelo de Regres® Binomial Negativo de zeros inflacionados
(ZINB)

O modelo de regressao Binomial Negativo com zeros inflaclos & dado por,

75+ (1—75) (ﬁ)al yi =0

-1

P(Yi = yilxi) = _
r i -1 i y| a
(1-m) yi(?/rygfl)) (125;4) <1+}Jui) yi >0




3.3. MODELO DE REGRES&0 PARA DADOS INFLACIONADOS 33

em que < 15 < 1, 1 > 0. A média e a variancia sao dadas por,

E(Y) = (1— 1)1
Var (Yi) = pi(1—75)(1+ 5 + a )

A funcao de verosimilhanca & dada por

1t+ap
[ Tura ) am V1 N\
i:)lli_|>0 _(1—71) wll (a1 <1+0’Hi) <1+0’Hi) ]

e logaritmo da funcao de verosimilhanca & dado por

L= .F[-m+%1—n)( : )al] (3.18)

T w1\
¢ = —In _1+eG v]+|n et +<1+aexiT/3) ]
“In _1+eGiTV] +In {F (%Hﬁﬂ —In[(yi+1)]

_m:r<§)]+mm[ Ll ] (3.19)

1+aeXiP
Considerando a variavel nao observiida: (wy,...,w,)T com
1 sey=0
W =
0 sey>0
A funcao de log-verosimilhanca dos dados completos é

le = In_ﬁPr(Yi:yi,W.:Wi)
= ilwiln T+ (1—w)In(A—71)+(1—w) Ing(y;;B,a™ 1)

- 3 wGy—In(+ )+ (1-wngyip.a

= Le(y)+4c(B) (3.20)
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onde

-1

ooipe )=ty () ()

O passcE do algoritmoEM consiste em substituw pela sua esperanca condicional
dadoy, yt, B4

Q-

_Givk 1 -1
R K A (K <1+e GIV( = ) se y:O
Wi = |E(Wi|Yi,Vi< )7Bi( )) Lexiﬁnq]

0 se y>0

O passoM a funcgao log-verosimilhanca pode ser facilmente maza@aa porque a
funcaolc(y) e lc(B) podem ser maximizadas separadamente. O pdsgara calcular
B consiste em encontrg@ <t maximizando/c(3) o que & o mesmo que maximizar
a funcao log-verosimilhanca ponderada para o modelorBial Negativa utilizando os
pesos ].—vT/i(k) , Yi como variavel resposta e uma funcao de ligacao. O pdgsra calcular
y consiste em encontraf“*Y maximizando/¢(y) o que & o mesmo que maximizar a
funcao log-verosimilhanca para a regressao logist&zaponderada d&®) em G.

3.3.3 Re#&duos

Os residuos de Pearson para os modelos de regressao siénflamonados, ZIP e
ZINB, podem ser obtidos pela seguinte expressao [Zuut 208P],

2 Yi—(A-m)y
X2 = Vo e (3.21)

3.3.4 Teste Vuong

Vuong [Vuong, 1989] introduziu um teste que &€ um métodaaddo para comparar
modelos aninhados. Em particular utiliza-se este testanuakelos ZIP e Poisson bem
como nos modelos Binomial Negativa.

SejaPy(Yi|x) a probabilidade prevista de uma contagem observada pasoo da
um dado model®N e m; & definido da seguinte forma:

e (22)

Para testar &l : IE(m;) = 0 a estatistica de teste & dada por




3.3. MODELO DE REGRES&0 PARA DADOS INFLACIONADOS 35

\/% Sty (m —m)?

em guen € a dimensao da amostra.

(3.22)

Sob a hip6tese nula, a estatistica de teste € assim@ita normalmente distribuida.
Para um nivel de significancia de 5%, o primeiro modelo&epivel seV > 1.96, no
entanto s&/ < —1.96 entdo o segundo modelo & o melhor modelo, ¢dsec 1.96 os
dois modelos sao equivalentes.

O teste de Vuong encontra-se implementado no pagksg/eo softwareR.
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Capitulo 4

Aplicacao a dados reais

Neste capitulo, a metodologia dos modelos lineares giizaatas para dados de con-
tagem e dos modelos de regressao com excessos de zeossed@dos a dados reais. As
analises estatisticas destes modelos foram efectuadadtwarelivre R versao (2.13.2).

4.1 Base de Dados

Neste trabalho, os dados utilizados dizem respeito a umateasradeatoria de clientes
a quem foi garantido crédito de consumo por um banco. Gtordd consumo, também
conhecido como crédito pessoal, € um tipo de créditbw@tio a pessoas individuais
para propositos pessoais, familiares ou relacionadosasodespesas da casa. Este tipo
de empréstimo normalmente tem um curto periodo de satdda divida, ndo tém um
propo6sito especifico e ndo sao necessariamente cslpentgarantias.

A amostra foi tirada a 31 de Dezembro de 2011 e contém 536G6\a@rHes.

Todos os dados correspondem a clientes que lhes foi gavarrédito e em que o
contrato ainda nao foi finalizado. Para cada cliente foolfeda informacao sobre as
varias caracteristicas no inicio do contrato, assim commoimero total consecutivo de
meses sem pagamento da prestacao.

Empréstimos com um nUmero superior a 12 meses de incumptdmforam ex-
cluidos porque, nestes casos, ac¢ao judicial e custcisaalis ocorrem.

Na Tabela 4.1 sao apresentadas as variaveis que secadeadstudo.

Algumas das variaveis categoricas da amostra apreaentalores em falta, como
uma das categorias ja existente era uma categoria desumita desconhecida, estes va-
lores em falta foram incluidos neste categoria.

O principal objetivo da analise & aplicar a metodologia dwdelos de regressao
para dados de contagem, para explicar o nUmero de nao pagsifincumprimento) da

37
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prestacao do crédito pelo cliente em funcao das cenatitas do cliente e do contrato.

Tabela 4.1: Informacao sobre os dados.

Variavel Descricao

IdadeContrato NUmero de meses desde a data do contrato a data da amostra.
MontanteContratado Montante contratado pelo cliente (euros).

CapitalVincendo Capital liquidado até 31 Dezembro de 2011 (euros).

NMesesLC NUmero de meses até liqguida¢cao do montante contratado.
PrestacaoMensal Valor da prestacao mensal do empréstimo (euros).

Idade Idade do cliente (anos).

SldMdSem.cat Saldo médio semestral do cliente (euros).

NAnosCliente NUmero de anos que & cliente do banco.

Sexo Sexo do cliente.

EstadoCivil Estado civil do cliente.

Habilitacoes HabilitacBes literarias do cliente.

Profissao Profissao do cliente.

Ordenado Indicador se o cliente recebe o ordenado através do banco.
Regiao Regiao de residéncia do cliente.

MesessemPagar NUmero consecutivo de meses sem pagamento da prestacao .

(variavel dependente)

A variavel nUmero consecutivo de meses sem pagamilesgssemPagie a variavel
dependente, e as suas frequéncias podem ser observadabeta 4.2. A média e a
variancia desta variavel € 0.853 e 3.378, respetivamenigerindo sobredispersao dos
dados. O grafico de barras pode ser visualizado na Figura 4.1

Tabela 4.2: Tabela de frequéncias do nilmero de meses gEmpAto.

MesessemPagar Frequéncia Frequéncia Frequéncia eREgu
Absoluta Relativa  Absoluta Acumulada Relativa Acumulada
0 3779 70.42 3779 70.42
1 669 12.47 4448 82.89
2 248 4.62 4696 87.51
3 199 3.71 4895 91.22
4 120 2.24 5015 93.46
5 130 2.42 5145 95.88
6 59 1.10 5204 96.98
7 70 1.30 5274 98.28
8 42 0.78 5316 99.06
9 21 0.39 5337 99.45
10 11 0.20 5348 99.65
11 10 0.20 5358 99.84

12 8 0.15 5366 100.00
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Figura 4.1: Grafico de Barras da variaigsessemPagar

4.2 Analise descritiva

O principal objetivo desta seccao &€ sumariar e descraverariaveis explicativas
usadas neste trabalho. Para as variaveis quantitatiaameésentadas as medidas de
tendéncia central, medidas de dispersao, de assimedchagamento, assim como cai-
xas com bigodes, histogramas e graficos de barras. Paraiageisqualitativas, sao
apresentados tabelas de frequéncias.

4.2.1 Variaveis Explicativas Quantitativas

Com o objetivo da visualizacao de caracteristicas dagweis em estudo de forma
simples e de facil interpretacao, a caixa com bigodené das representacdes mais uti-
lizadas. Da Figura 4.2 até a Figura 4.8, as caixas com bigyab histogramas e graficos
de barras apresentados, sugerem que as variMeeisanteContrataddCapitalVincendo
PrestacaoMensakém distribuicOes enviesadas a direita, ou envies&naositivo, uma
vez que se apresentam concentradas no lado esquerdo corongaachuda para a di-
reita. A variaveINAnosClienteem distribuicdo moderadamente enviesada a direita. As
variaveisldade ldadeContratoe NMesesLCapresentam uma distribuicao aproximada-
mente simétrica.

De entre as varias formas de caraterizar amostras tomasniakipnportancia as me-
didas de tendéncia central, as medidas de dispersao edidasiele assimetria e acha-
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Figura 4.3: Caixa com bigodes e grafico de barras para awalifadeContrato

Das medidas de tendéncia central as estatisti@s utilizadas sao a média,

a mediana e a moda. As medidas de dispersao mais utilizadas\sariancia, o desvio

padrao e o coeficiente de variacao que caracterizam ardépdas observacdes em torno

das estatisticas de tendéncia central. As medidas deetssi e achatamento, que ca-

racterizam a forma da distribuicao dos elementos da aeest torno da média, mais

utilizadas sao o coeficiente de assimetria e o coeficienéelEtamento ou kurtose.

Na Tabela 4.3, o minimo, a mediana, a média, 0 maximo e walpadrao de cada

variavel sao apresentadas, assim como o coeficiente idgdar

A idade dos clientes a quem foi concedido crédito variacea 18 e os 89 anos,

respectivamente, sendo a média das idades dos clientesrapdamente igual a 41 anos.



4.2.

Montante Contratado

Capital Vincendo

A variavelMontanteContratadapresenta um minimo de 1000 e um méaximo de 100000
euros, sendo a média do valor do montante contratado peltelde 10800 euros. O
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Figura 4.4: Caixa com bigodes e histograma para a varleatanteContratado

Frequéncia aboluta

1000 1500

500

I T T T T 1
0Oe+00 2e+04 4e+04 6e+04 8e+04 1le+05

CapitalVincendo

Figura 4.5: Caixa com bigodes e histograma para a var@agitalVincendo

valor médio da mensalidade foi de 192 euros.

As variaveisMontanteContratade PrestacaoMensapresentam uma dispersao se-

melhante, enquanto que a variadlesesL & a variavelCapitalVincend@apresentam a

menor e a maior dispersao, respetivamente.

Os valores apresentados na Tabela 4.4, confirmam a des¢igfectuada no inicio

da Seccao 4.2.1 relativamente a assimetria das vaiguantitativas.



42 CAPITULO 4. APLICACAO A DADOS REAIS
o 8 g
3 o | 3 E g N
| o ||‘HH‘HH‘ ‘ o ””. . I||
3\(\5\\\\‘\1\3\\\\\\5\(\)\\\\\5\7\\\\\(\52\1\\\\\7\1\\\\\7\;\\\\ 8\;\\\ ;‘:H T 1(\)7 11\7\
NMesesLC
Figura 4.6: Caixa com bigodes e grafico de barras para avedNMesesLC
° ‘ °° [ T T T T 1
0 200 400 600 800 1000
PrestacaoMensal
Figura 4.7: Caixa com bigodes e histograma para a varizrestacaoMensal
Tabela 4.3: Tabela das medidas de tendéncia central eshsp#as variaveis quantitativas
Variavel Minimo Mediana Meédia Maximo Desvio Coeficient
Padrao Variagao
IdadeContrato 1 15 15.89 36 9.122 0.574
MontanteContratado 1000 8756 10863.50 100000 7458.938 0.687
CapitalVincendo 500.4 7351.3 9189.60 98205.5 6467.464 0.704
NMesesLC 36 63 63.19 119 13.438 0.213

PrestacaoMensal 12.15 155.15 192.09 1052.64 124.027 0.646

Idade

18 41 41.41 89 11.248 0.272

NAnosCliente 3 9 10.19 30 5.181 0.509
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Figura 4.8: Caixa com bigodes e grafico de barras para awdNAnosCliente

Tabela 4.4: Tabela das medidas de assimetria e achatanssntarifiveis quantitativas

Variavel Coeficiente  Coeficiente
Assimetria Achatamento
IdadeContrato 0.271 -0.895
MontanteContratado  1.510 4,772
CapitalVincendo 1.764 8.026
NMesesLC 0.241 0.184
PrestacaoMensal 1.320 1.676
Idade 0.123 -0.723
NAnosCliente 0.567 -0.284

4.2.2 Variaveis Explicativas Qualitativas

Da Tabela 4.5 a Tabela 4.9 sao apresentadas as fregeiédasiaariaveis categoricas.

Tabela 4.5: Tabela de frequéncias da vari8elo

Codigo Descricao Frequéncia Frequéncia Frequéndtaequéncia

Absoluta Relativa Absoluta Relativa
Acumulada Acumulada
1 Feminino 1807 33.7 1807 33.7
2 Masculino 3559 66.3 5366 100.0

Das Tabelas 4.5 e 4.6 podemos verificar que aproximadamergdeicos dos in-
dividuos na amostra sao do sexo masculino, e que aproaimeate dois tercos dos cli-
entes nao recebem o ordenado através do banco.

Das Tabelas 4.7 e 4.8 podemos verificar que a categoria 'Gaparh a variavel
EstadoCivile a mais frequente, com mais de metade dos clientes da aroatgorizados
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Tabela 4.6: Tabela de frequéncias da vari&elenado

Codigo Descricao Frequéncia Frequéncia Frequéndtaequéncia

Absoluta Relativa Absoluta Relativa
Acumulada Acumulada
1 Nao 3474 64.7 3474 64.7
2 Sim 1892 35.3 5366 100.0

Tabela 4.7: Tabela de frequéncias da vari&@stadoCivil

Cadigo Descricao Frequéncia Frequéncia Frequéndtaequéncia

Absoluta Relativa Absoluta Relativa
Acumulada Acumulada
1 Desconhecido 665 12.4 665 12.4
2 Casado 2780 51.8 3445 64.2
3 Divorciado 513 9.6 3958 73.8
4 Solteiro 1311 24.4 5269 98.2
5 Vilvo 97 1.8 5366 100.0
Tabela 4.8: Tabela de frequéncias da vari&iadilitacoes
Cadigo Descricao Frequéncia Frequéncia Frequéndiaequéncia
Absoluta Relativa Absoluta Relativa
Acumulada Acumulada
1 Ensino Secundario 1632 30.4 1632 30.4
2 Ensino Superior 319 5.9 1951 36.4
3 Escolaridade Obrigatoria 2027 37.8 3978 74.1
4 Formacao Profissional 182 3.4 4160 77.5
5 Desconhecidas 1206 225 5366 100.0

desta forma, enquanto que as categorias 'Vilvo' e 'Diaatoi apresentam as menores
frequéncias. Relativamente a variamMabilitacoes & possivel verificar-se que a categoria
'Escolaridade Obrigatéria’ € a mais frequente com apnaxiamente 38% dos clientes
classificados desta forma.

Quanto a variaveRegiaopela Tabela 4.9 podemos observar que a categoria mais
frequente € os 'Acores’ enquanto que a categoria mengsdree € 'Alentejo e Algarve’.
Repare-se que aproximadamente 50% dos clientes resideitnass Pela Tabela 4.10
para a variaveProfissaoverifica-se que as categorias mais frequentes sao 'Owros’
'Emp. Escrit./Comer./Serv. e que aproximadamente 28%adliestes nao se conhece
a profissao.

Por Gltimo, para a variav8lldMdSem.cattravés da Tabela 4.11 verifica-se que clien-
tes com saldo médio inferior a 11.5 e clientes com saldaarggperior a 325 sao os mais
frequentes, com 35% e 40% classificados desta forma, emgaatos outros clientes
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Tabela 4.9: Tabela de frequéncias da variRegiao

Cadigo Descricao Frequéncia Frequéncia Frequéndtaequéncia
Absoluta Relativa Absoluta Relativa
Acumulada Acumulada
1 Acores 1952 36.4 1952 36.4
2 Alentejo e Algarve 329 6.1 2281 42.5
3 Centro 469 8.7 2750 51.2
4 Lisboa e Vale do Tejo 933 17.4 3683 44.7
5 Madeira 689 12.8 4372 81.5
6 Norte 994 18.5 5366 100.0
Tabela 4.10: Tabela de frequéncias da vari®vefissao
Cadigo Descricao Frequéncia Frequéncia Frequéndtaequéncia
Absoluta Relativa Absoluta Relativa
Acumulada Acumulada
1 Desconhecida 1476 27.5 1476 27.5
2 Emp. Escrit./Comer./Serv. 1534 28.6 3010 56.1
3 Estudante ou Domeéstica 268 5.0 3278 61.1
4 Pequeno / Médio Empresario 347 6.5 3625 67.6
5 Quadro Médio 80 15 3705 69.1
6 Outros 1661 31.0 5336 100.0

Tabela 4.11: Tabela de frequéncias da vari®éMdSem.cat

Codigo Descricao  Frequéncia Frequéncia Frequéndtaequéncia

Absoluta Relativa Absoluta Relativa

Acumulada Acumulada
1 —c0all5 1882 35.1 1882 35.1
2 115a1365 705 13.1 2587 48.2
3 1365 a 325 605 11.3 3192 59.5
4 325 ato 2174 40.5 5366 100.0

correspondem a menos de 25% dos observados.

4.2.3 Associago entre a variavel dependente e as vaaveis explicati-

vas

As medidas de associagao, quantificam a intensidade e&do da associagao entre
variaveis. Nesta secc¢ao pretende-se estudar a peesarguséncia de correlacao entre a
variavel dependentdesessemPagar cada uma das variaveis explicativas. O coeficiente
utilizado foi o coeficiente de correlagao de Spearman.

Na Tabela 4.12 & apresentado o coeficiente de correlac8&pehrman entre a variavel
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dependentd/esessemPagae cada uma das variaveis explicativas quantitativasmassi
como o p-valor associado ao teste de hipbtese do coefidertderrelacao ser zero entre
as variaveis, com o objetivo de medir a associacao estvargaveis.

Para um nivel de significancia de 5%, as variaveéadeContratoe MontanteCon-
tratado apresentam uma correlacao significativa positiva, éstexiste uma tendéncia
para o numero de meses sem pagar crescer a medida que res \dstas variaveis au-
mentam. Enquanto as variavéig\nosCliente NMesesLCe CapitalVincendaapresen-
tam uma correlacao significativa negativa. Relativamest variaveifrestacaoMensal
e ldade estas apresentam uma correlacao nao significativacaimdo a nao associacao
destas variaveis com a variavel dependente.

Na Tabela 4.13 & apresentado o coeficiente de correla@pahrman entre as variaveis
guantitativas. Coeficientes superiores.@xestao destacados em negrito. Morrison
[Morrison, 2004] sugere apenas incluir covariaveis no ehode regressao que tém uma
correlacao entre si que & inferior &8 em valor absoluto. Na presenca de covariaveis
gue sao altamente correlacionadas uma com a outra, o horéselanter a covariavel que
€ a mais altamente correlacionada com a variavel dependeteixar cair a outra.

Neste caso as variaveMontanteContratadoCapitalVincendoe PrestacaoMensal
apresentam correlacdes bastante altas. Tendo em cootefidentes nas Tabelas 4.12
e 4.13, optou-se por manter a variabBeestacaoMensaho estudo uma vez que parece
fazer mais sentido do ponto de vista empresarial, retirdhalatanteContratade Capi-
talVincendo

4.2.4 Teste Kruskal-Wallis

Nesta seccao pretende-se comparar a distribuicaordavebdependentblesessem-
Pagarnas varias categorias das variaveis qualitativas.
Na Tabela 4.14, & apresentada a estatistica de teste alormo teste de Kruskal-

Tabela 4.12: Coeficiente de CorrelacaoSpearmardas covariaveis quantitativas e a variavielsessem-
Pagar.

Variavel Coeficiente  p-valor
MontanteContratado 0.03199 0.0191
CapitalVincendo -0.04599 0.0008
PrestacaoMensal 0.01998 0.1433
Idade 0.00682 0.6173
IdadeContrato 0.47462 < 2e-16
NAnosCliente -0.04474 0.0010

NMesesLC -0.31298 < 2e-16
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Tabela 4.13: Coeficiente de Correlacadsearmarntas covariaveis quantitativas.

Variavel

MontanteContratado 1
CapitalVincendo 0.968 1
PrestacaoMensal 0.956 0.962 1

Idade 0.139 0.131 0.136 1

ldadeContrato 0.147 -0.011 0.096 0.066 1

NAnosCliente 0.099 0.078 0.093 0.248 0.116 1
NMesesLC 0.277 0.392 0.177 -0.018 -0.539 -0.026 1

Wallis entre a variavel dependerntéesessemPagas cada uma das variaveis qualitati-
vas. Como se pode verificar, ao rejeitar-se a hipotese m@ugudldade das distribuicdes,
pode-se afirmar que existe evidéncia estatistica de que & categorias das variaveis
EstadoCivi| Habilitacoes Profissag Ordenadg Regéo, SiIdMdSem.cat a variaveMe-
sessemPagascorrem diferencgas significativas em termos do nUmero egesiconsecu-
tivos sem pagamento da prestacao mensal. O que nao eeaum a variavebexo o
gue significa que nao existe diferenca entre os clientsgxio masculino e do sexo femi-
nimo em termos do nimero de meses consecutivos sem pageti@eptestacao mensal
ao banco.

Tabela 4.14: Teste Kruskal-Wallis para as covariaveiditgtizas e a variaveMesessemPagar

Variavel Estatistica  p-valor
Sexo 2.4100 0.1206

EstadoCivil 22.9060 0.0001
Habilitacoes 33.0434 1.17e-06

Profissao 35.7661 1.058e-06
Ordenado 111.016 < 2e-16
Regiao 185.6490 < 2e-16

SldMdSem.cat 322.3587 < 2e-16

4.3 Seleao de Modelos

Uma vez que o principal objetivo deste trabalho & analisadeios de regressao para
dados de contagem, para explicar o numero de nao pagamantiuncao de determina-
das caracteristicas dos clientes e do contrato, inicicesseestudo estimando o modelo
de regressao de Poisson com apenas uma variavel exg@idaticada vez. Os resultados
podem ser visualizados na Tabela 6.1 que se encontra em.anexo

Da Tabela 6.1 verifica-se que, quando modeladas individeratkn com excecao das
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variaveisldadee Sexgtodas as outras sao estatisticamente significativas.

O método de selec&@iepwisee um método de sele¢cao em que a escolha das variaveis
preditivas é realizada por um procedimento automatic@nanto decidiu-se nao utilizar
este método devido ao facto de que alguns autores refegjiernem sempre esse método
deve ser o método preferencial [Kleinbaum and Klein, 2002]

Para avaliar a multicolineariedade das variaveis exjpligs utilizou-se oFator de
Inflacdo de Varia@o (VIF), que mede o quanto a variancia de um coeficiente de regress”
estimado & maior devido a colinearidade entre as vas@plicativas.

Os valores d&IF obtidos, foram valores elevaddslE > 10) para as variaveon-
tanteContratadp CapitalVincendo PrestacaoMensalsignificando que estas variaveis
estao linearmente dependentes, decidiu-se retirar ddaesis variaveidlontanteCon-
tratado CapitalVincendoEste facto ja tinha sido observado na Tabela 4.13.

e Modelo de regressao Poisson

Resolvido o problema da multicolinearidade, comecoueseajustar o modelo se-
guinte,

Modelo Inicial:

log(MesessemPagarf3s + (1 * Sexo + [ * EstadoCivil + 33 * PrestacaoMen-
sal + (4 * Profissao + 35 * Idade + [ * NMesesLC + [3; * Habilitacoes + f3g
* NAnosCliente + g * Regiao + 10 * Ordenado + 311 * IdadeContrato +f15 *
SldMdSem.cat

De seguida foram retiradas do modelo as variaveis estatisente nao significativas,
sucessivamente, até se obter o modelo final em que todas@ageigrestantes sao signi-
ficativas. O modelo selecionado foi o seguinte modelo,

Modelo Final:

log(MesessemPagarfs + (1 * Profissao + [, * Idade + [3* NMesesLC + 34
* Habilitacoes + 5 * NAnosCliente +B;* Regiao + 3; * Ordenado + f3g*
IdadeContrato +@3o* SIdMdSem.cat

Na Tabela 4.15, representa-se 0s valores das estattitiegsstamento desses mode-
los.
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Tabela 4.15: Estatisticas de ajustamento dos modelogoessfio de Poisson

Estatisticas Modelo Inicial Modelo Final
% Dev.Exp. 41.95 41.86
AIC 12345.90 12346.33
BIC 12536.95 12497.85

l -6143.95 -6150.17
X2 11694.40 11662.49
Parametros Estimados 29 23

Aplicou-se o teste de razao de verosimilhancas e conskigue nao existem diferencas
entre os modelos na qualidade do ajustameptea{or = 0.0530). Assim o0 modelo es-
colhido, apesar do valor do AIC ser ligeiramente supermrpfmodelo Final com um
menor numero de variaveis explicativas pois as resta#idisticas de ajustamento su-
gerem que o modelo melhorou, podendo os seus coeficientessalizados na Tabela
4.16.

Tabela 4.16: Modelo de regressao de Poisson

Variavel Coeficiente Erro Padrao p-valor
constante -0.3024 0.1405 0.0314
ProfissaoEscritComercServicos 0.0256 0.0455 0.5741
ProfissaoEstudanteDomestica  -0.0653 0.0803 0.4160
ProfissaoOutros 0.0924 0.0428 0.0307
ProfissaoPeqMedEmpresario 0.1028 0.0600 0.0869
ProfissaoQuadroMedio -0.2812 0.1389 0.0430
Idade -0.0045 0.0014 0.0018
NMesesLC -0.0054 0.0016 0.0009
HabilitacoesEnsinoSuperior -0.2058 0.0844 0.0148
HabilitacoesEscolaridadeObrig. 0.0967 0.0392 0.0137
HabilitacoesFormacaoProfiss. -0.0262 0.0884 0.7672
HabilitacoesDesconhecidas -0.0316 0.0431 0.4634
NAnosCliente -0.0267 0.0040 1.45e-11
RegiaoAlentejoAlgarve 0.7209 0.0673 < 2e-16
RegiaoCentro 0.5419 0.0607 < 2e-16
RegiaoLisboaValeTejo 0.5496 0.0548 < 2e-16
RegiaoMadeira 0.6088 0.0525 < 2e-16
RegiaoNorte 0.5666 0.0507 < 2e-16
OrdenadoSim -1.2036 0.0421 < 2e-16
IdadeContrato 0.0770 0.0021 < 2e-16
SldMdSem.cat2 -0.7937 0.0411 < 2e-16
SldMdSem.cat3 -1.2469 0.0534 < 2e-16
SldMdSem.cat4 -1.8408 0.0449 < 2e-16

Analisando os valores apresentados na Tabela 4.16, o &e¥%tald, para um nivel de
significancia de 5%, indica-nos que todas as variaveiestatisticamente significativas.
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Este modelo contudo evidencia problemas de sobredisparsta vez que apresenta um
valor detﬁ = 1.5008 [Zuur et al, 2009]. A sobredispersao no modelo, éipesambém

ser visualizada nenvelope plotla Figura 4.9, em que uma grande parte dos residuos nao
pertence ao intervalo de confianca.

10
|

Residuos

Percentil da N(0,1)

Figura 4.9:Envelope plotios residuos de Pearson do modelo Poisson

Na Tabela 4.17, sao apresentados os valores estimadostpanedelo, assim como
a diferenca entre estes valores e os valores observada$ica/se que cerca 30% dos
valores estimados pelo modelo sao diferentes dos obsevad

Tabela 4.17: Valores estimados pelo modelo de regress@oigson.

MesessemPagar 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Observado 3779 669 248 199 120 130 59 70 42 21 11 10 8
Estimado 3141 1197 494 233 121 68 41 25 16 11 7 5 3
Diferenca -638 528 246 34 1 -62 -18 -45 -26 -10 -4 -5 -5

Comparando as frequéncias estimadas pelo modelo de Raisso as frequéncias
observadas, constata-se que o modelo de Poisson € clasaskesajustado, ja que se ob-
serva subestimacao do nUmero de incumprimentos igusicareeses e maior que cinco
meses. Enquanto se verifica sobrestimacao do nUmerca®primentos entre 1 e 4 me-
ses. Repare-se ainda, que o valor ajustado pelo modelo paraero de incumprimentos
igual a zero difere 17% dos casos.

Na Figura 4.10, sao apresentados os residuos de Pearson,casno os residuos
Deviancedo modelo de regressao de Poisson.
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Relativamente a percentagem de residuos de Pearson-2mr2, o modelo de re-
gressao de Poisson apresenta cerca de 90% de residuasdieittervalo, valor muito
semelhante ao apresentado pelos residesgancecom cerca de 91% dos residuos no
intervalo.
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Figura 4.10: Graficos dos residuos do modelo de regreksRoisson

Visto que o modelo de regressao de Poisson apresenta sparsdo, decidiu-se ajus-
tar aos dados um modelo de regressao Binomial Negativa cobjetivo de modelar a
sobredispersao presente.

e Modelo de regressao Binomial Negativa

Comecou-se por ajustar o modelo inicial, com as mesmaawasi explicativas do
modelo de Poisson, retirando-se do modelo todas varia@eisignificativas, utilizando
0 método passo a passo. O modelo finalmente selecionadorfodelo,

Modelo Final:
log(MesessemPagars + [1* ldade +[>* SldMdSem.cat #33* Ordenado +[4*
Regiao +f5* IdadeContrato +fs* NAnosCliente +f3; * NMesesLC

Na Tabela 4.18, apresentam-se 0s valores das estati#icgsstamento desses mo-
delos.

Com aplicacao do teste de razao de verosimilhancaglwarse que nao existem
diferencas entre os modelos na qualidade do ajustampntal¢r = 0.4237). As es-
tatisticas de ajustamento indicam que o modelo que methmjusta ao dados € o modelo
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Tabela 4.18: Estatisticas de ajustamento dos modelogoessfio Binomial Negativos

Estatisticas

Modelo Inicial Modelo Final

% Dev.Exp. 41.51
AIC 10625.44
BIC 10823.08
l -5282.72
X2 6775.34
Parametros Estimados 30

41.25
10610.83
10709.65
-5290.42

6851.39
15

Final com o menor numero de variaveis explicativas, pdderss seus coeficientes ser

visualizados na Tabela 4.19.

Tabela 4.19: Modelo de regressao Binomial Negativa

Variavel Coeficiente Erro Padrao p-valor
constante -0.0820 0.2216 0.7113
Idade -0.0065 0.0025 0.0096
SldMdSem.cat2 -0.8600 0.0783 < 2e-16
SldMdSem.cat3 -1.3262 0.0897 < 2e-16
SldMdSem.cat4 -1.9983 0.0718 < 2e-16
OrdenadoSim -1.2255 0.0677 < 2e-16
RegiaoAlentejoAlgarve 0.8271 0.1135 3.13e-13
RegiaoCentro 0.5485 0.1008 5.20e-08
RegiaoLisboaValeTejo  0.5780 0.0854 1.29e-11
RegiaoMadeira 0.7900 0.0882 < 2e-16
RegiaoNorte 0.6327 0.0820 1.19e-14
IdadeContrato 0.0884 0.0035 < 2e-16
NAnosCliente -0.0345 0.0064 8.19e-08
NMesesLC -0.0094 0.0026 0.0002

Os valores apresentados na Tabela 4.19, para um niveldiécsigcia de 5%, indicam-

nos que todas as variaveis sao estatisticamente sajivifis no modelo. Comparando este

modelo com o modelo de Poisson, deixaram de ser signifisadivaariaveifrestacao-

Mensa) Profissaq EstadoCivile Habilitacoes sugerindo que estas variaveis eram as que

provocavam sobredispersao no modelo.
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Figura 4.11:Envelope plotios residuos de Pearson do modelo Binomial Negativa

Analisando a Figura 4.11, nenvelope plodos residuos de Pearson € evidente que
o modelo Binomial Negativa efectua um melhor ajuste, ja gua grande parte dos
residuos se encontra no intervalo.

Na Tabela 4.20, sdo apresentados os valores estimadostpanedelo, assim como
a diferenca entre estes valores e os valores observadafica/se que apenas 9% dos
valores estimados pelo modelo sao diferentes dos obsErvadjue a diferenca do valor
observado com o valor previsto pelo modelo para o nUmero@earprimentos igual a
zero é de apenas 1.80%.

Tabela 4.20: Valores estimados pelo modelo de regressemial Negativa.

MesessemPagar 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Observado 3779 669 248 199 120 130 59 70 42 21 11 10 8
Estimado 3711 806 322 166 98 64 44 31 23 18 14 11 9
Diferenca -68 137 74 -33 -22 66 -15 -39 -19 -3 3 1 1

Na Figura 4.12, sao apresentados os residuos de PearsaescgDeviancedo
modelo de Binomial Negativa.

Relativamente a percentagem de residuos de Pearson gtodedegressao Binomial
Negativa apresenta cerca de 94% de residuos dentro deailate? e 2, enquanto que 0s
residuogievianceaumentam para cerca de 98% dentro do intervalo. Reparedz e,
guer no modelo Binomial Negativa quer no modelo de Poissisteexma certa tendéncia
para os valores dos residuos fora deste intervalo sereivpss
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Figura 4.12: Graficos dos residuos do modelo de regré&isamial Negativa.

Para comparar a qualidade do ajustamento dos dois modelosodelo de Poisson
e do modelo Binomial Negativa, efectuou-se o teste de rdeagerosimilhancas, como
sugerido em [Zuur et al, 2009] na pagina 238. Os resultaddsm ser visualizados na
Tabela 4.21, indicando que o modelo Binomial Negativa éepinel ao modelo de Pois-
son.

Tabela 4.21: Teste de razdo de verosimilhancas entre @lmde regressao de Poisson e o modelo de
regressao Binomial Negativa.

Modelo Gl L Estatistica  p-valor
Binomial Negativa 15 -5290.4
Poisson 23 -6150.2 1719.5 <2.2e-16

De seguida, consideramos 0s modelos com excesso de zem@sgegarque os dados
apresentam um grande namero de zeros.

e Modelo de regressao de Poisson de zeros inflacionados

Comecou-se por ajustar o modelo inicial, com as mesmaaweasi explicativas do
modelo de Poisson e do modelo binomial negativa, na partecdielm de contagem e na
parte do modelo de zeros.

Modelo Inicial

Modelo de Contagem: log(MesessemPag@g)=+ [B1 * Sexo + [,* EstadoCivil +
Bs* PrestacaoMensal #4 * Profissao +035* Idade + Bg* NMesesLC +[3;* Habilita-
coes + 3g* NAnosCliente + Bo* Regiao + [10* Ordenado + [31;* IdadeContrato +
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B12 * SldMdSem.cat

Modelo de zeros: logit(MesessemPagan= y1 * Sexo + y * EstadoCivil + y5*
PrestacaoMensal ;4 * Profissao + y* Idade +y * NMesesLC + y»* Habilitacoes
+ y8* NAnosCliente +y * Regiao + yio * Ordenado +y1; * IdadeContrato +y;»
* SldMdSem.cat

de seguida retirou-se do modelo as variaveis estatistiote nao significativas, su-
cessivamente, até se obter o modelo final,

Modelo Final

Modelo de Contagem: log(MesessemPag@y)=* (1 * SldMdSem.cat +[>* Esta-
doCivil + B3* Ordenado + f34 * IdadeContrato +fs5* NAnosCliente + 35 * NMe-
sesLC

Modelo de zeros: logit(MesessemPagapn=+ y1 * SldMdSem.cat #» * Esta-
doCivil + y3* Ordenado +y,;* Regiao + * IdadeContrato +y; * NMesesLC

Na Tabela 4.22, apresentam-se 0s valores das estati#icgsstamento desses mo-
delos.

Tabela 4.22: Estatisticas de ajustamento dos modelos ZIP

Estatisticas Modelo Inicial Modelo Final
AIC 10106.12 10100.02
BIC 10488.22 10284.48

l -4995.06 -5022.01
X2 7440.87 7542.09
Parametros Estimados 58 28

Aplicou-se o teste de razao de verosimilhancas e conskiigue existem diferencas
entre os modelos na qualidade do ajustamepea{or = 0.0047). Assim, pelo resultado
do teste de razao de verosimilhancas e também pelas@statde ajustamento, o modelo
escolhido foi o0 modelo Final, podendo os seus coeficientegisgalizados na Tabela
4.23.

Os valores apresentados na Tabela 4.23, para um nivelrdicdigcia de 5%, confir-
mam que todas as variaveis sao estatisticamente sajivifis.

Na Tabela 4.24, sao apresentados os valores estimadostpanedelo, assim como
a diferenca entre estes valores e os valores observadofica‘se que 13% dos valo-
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Tabela 4.23: Modelo de regressao de Poisson de zeros anféatns

Modelo de Contagem Coeficiente Erro Padrao p-valor
constante 1.0123 0.1519 2.65e-11
SldMdSem.cat2 -0.4127 0.0437 < 2e-16
SldMdSem.cat3 -0.7315 0.0604 < 2e-16
SldMdSem.cat4 -1.0958 0.0535 < 2e-16
EstadoCivilDesconhecido 0.0070 0.0483 0.8849
EstadoCivilDivorciado -0.1810 0.0613 0.0032
EstadoCivilSolteiro -0.0387 0.0401 0.3337
EstadoCivilViuvo -0.0806 0.1358 0.5526
OrdenadoSim -0.8223 0.0485 < 2e-16
IdadeContrato 0.0157 0.0023 1.51e-11
NAnosCliente -0.0194 0.0038 2.70e-07
NMesesLC 0.0060 0.0019 0.0019
Modelo de Zeros Coeficiente Erro Padrao p-valor
constante 1.9805 0.3400 5.68e-09
SldMdSem.cat2 0.9423 0.1341 2.12e-12
SldMdSem.cat3 1.2404 0.1518 3.11e-16
SldMdSem.cat4 1.6507 0.1223 < 2e-16
EstadoCivilDesconhecido 0.0371 0.1418 0.7934
EstadoCivilDivorciado -0.2126 0.1601 0.1842
EstadoCivilSolteiro -0.2663 0.1079 0.0135
EstadoCivilViuvo -0.1231 0.3552 0.7290
OrdenadoSim 0.8397 0.1115 5.06e-14
RegiaoAlentejoAlgarve -1.1390 0.1857 8.49e-10
RegiaoCentro -1.2645 0.1624 6.91e-15
RegiaoLisboaValeTejo -1.1257 0.1343 < 2e-16
RegiaoMadeira -1.2705 0.1510 < 2e-16
RegiaoNorte -1.3371 0.1311 < 2e-16
IdadeContrato -0.1602 0.0062 < 2e-16
NMesesLC 0.0217 0.0043 4.44e-07

res estimados pelo modelo sao diferentes dos observaaosbastante inferior quando

comparado com o modelo de regressao de Poisson. Verifmads®que o valor estimado

do nimero de incumprimentos igual a zero apenas difere 2¢ dos casos.

Tabela 4.24: Valores estimados pelo modelo ZIP.

MesessemPagar 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Observado 3779 669 248 199 120 130 59 70 42 21 11 10 8
Estimado 3824 398 382 288 193 122 74 42 22 11 5 2 1
Diferenca 45 -271 134 89 73 -8 15 -28 -20 -10 -6 -8 -7

No envelope plgtapresentado na Figura 4.13, & possivel verificar-se ap@stos

residuos pertencem ao intervalo de confianca revelandoammajustamento deste mo-
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delo.
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Figura 4.13:Envelope plotos residuos de Pearson do modelo ZIP

Na Figura 4.14 sao representados os residuos de Pearsoodéto ZIP. A percenta-
gem de residuos de Pearson dentro do intervalo -2 e 2, &de 94

Residuos de Pearson

Valores ajustados

Figura 4.14: Grafico dos residuos de Pearson do modelo ZIP

Realizou-se também o teste de Vuong, cujos resultadogassespam na Tabela 4.25,
entre este modelo e o0 modelo de regressao de Poisson, icalicke que o modelo de
Poisson de zeros inflacionados & preferivel ao modeloylessao de Poisson, como seria
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de esperar.

Tabela 4.25: Teste Vuong entre modelo de regressao deoR@ssmodelo ZIP.

Modelo ZIP

Poisson Estatistica = 18.1836
p-valor=< 2e-16
modelo ZIP preferivel ao modelo Poisson

e Modelo de regressao Binomial Negativa de zeros inflaciosad

A semelhanca dos modelos anteriores comecou-se poarjustodelo inicial, com
as mesmas variaveis explicativas, retirando-se sueassivte do modelo as variaveis es-
tatisticamente nao significativas, até se obter o séguindelo,

Modelo Final
Modelo de Contagem: log(MesessemPag#y)=t (1 * SlIdMdSem.cat +f * Or-
denado +f33*Regiao + [3;* IdadeContrato +835* NAnosCliente + 36 * NMesesLC

Modelo de zeros: logit(MesessemPagags=+ yi * SldMdSem.cat +y * Or-
denado +y; * Regiao +y, * IdadeContrato 45 * NMesesLC

Na Tabela 4.26 sao apresentados os valores das esaatiajustamento dos mode-
los.

Tabela 4.26: Estatisticas de ajustamento dos modelos ZINB

Estatisticas Modelo Inicial Modelo Final
AIC 9919.43 9900.34
BIC 10308.11 10097.98

l 4900.72 -4920.17
X2 6530.14 6498.42
Parametros Estimados 59 26

Pelo teste de razao de verosimilhangas concluiu-se go@exiStem diferencas entre
0s modelos relativamente a qualidade do ajustamgrt@lor = 0.1034). Analisando as
estatisticas da Tabela 4.26 escolheu-se 0 modelo Finabeuenor nUmero de variaveis
explicativas, como o0 modelo que melhor se ajusta aos dago$abela 4.27 apresentam-
se os coeficientes do modelo selecionado. Repare-se questongledzeros utiliza menos
variaveis explicativas do que o modelo de contagem.
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Tabela 4.27: Modelo de regressao Binomial Negativa deszaefacionados

Modelo de Contagem Coeficiente Erro Padrao  p-valor

constante 0.8132 0.2126 0.0001
SldMdSem.cat2 -0.4347 0.0610 1.0le-12
SldMdSem.cat3 -0.7852 0.0790 < 2e-16
SldMdSem.cat4 -1.1505 0.0670 < 2e-16
OrdenadoSim -0.8530 0.0608 < 2e-16
RegiaoAlentejoAlgarve  0.2125 0.0936 0.0232
RegiaoCentro -0.0642 0.0820 0.4335
RegiaoLisboaValeTejo  -0.0008 0.0704 0.9913
RegiaoMadeira 0.0846 0.0767 0.2700
RegiaoNorte 0.0105 0.0671 0.8756
IdadeContrato 0.0203 0.0032 3.56e-10
NAnosCliente -0.0215 0.0052 3.09e-05
NMesesLC 0.0063 0.0027 0.0191
Log (theta) 1.3276 0.1131 < 2e-16
Modelo de Zeros Coeficiente Erro Padrao p-valor
constante 1.5690 0.3954 7.25e-05
SldMdSem.cat2 0.9463 0.1492 2.27e-10
SldMdSem.cat3 1.2123 0.1721 1.85e-12
SldMdSem.cat4 1.6595 0.1361 < 2e-16
OrdenadoSim 0.7819 0.1248 3.78e-10
RegiaoAlentejoAlgarve -1.1091 0.2093 1.16e-06
RegiaoCentro -1.4172 0.1996 1.24e-11
RegiaoLisboaVvaleTejo  -1.2179 0.1689 5.49e-11
RegiaoMadeira -1.3094 0.1710 1.92e-14
RegiaoNorte -1.4124 0.1574 < 2e-16
IdadeContrato -0.1595 0.0068 < 2e-16
NMesesLC 0.0242 0.0050 1.07e-06

Os valores estimados pelo modelo ZINB, sao apresentadiaeda 4.28, verificando-
se que aproximadamente 10% dos valores estimados diferevatioes observados, e
gue o valor estimado do niumero de incumprimentos igual@diéere apenas 1.80% dos
valores observados.

Tabela 4.28: Valores estimados pelo modelo ZINB.

MesessemPagar 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Observado 3779 669 248 199 120 130 59 70 42 21 11 10 8
Estimado 3848 465 360 246 160 102 65 42 27 18 11 7 5
Diferenca 69 -204 112 47 40 -28 6 -28 -15 -3 0 -3 -3

O envelope plotla Figura 4.15 sugere-nos um bom ajustamento do modelogjas
residuos de Pearson, se encontram dentro de intervalo.
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Figura 4.15Envelope plotlos residuos de Pearson do modelo ZINB

Na Figura 4.16 sao representados os residuos de Pearsoodédo ZINB. Podendo
observar-se que a maior parte dos residuos de Pearsorjnagdamente de 94%, se
encontram entre os valores -2 e 2.

Residuos de Pearson

Valores ajustados

Figura 4.16: Grafico dos residuos de Pearson do modelo ZINB

O teste de Vuong foi realizado para se comparar os modelo 2IBBiomial Nega-
tivo, o resultado & apresentado na Tabela 4.29, concltsedpie o modelo de Binomial
Negativo de zeros inflacionados € preferivel ao modelomial Negativo.
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Tabela 4.29: Teste Vuong entre modelo Binomial Negativa @deato ZINB.

Modelo ZINB
Binomial Negativa Estatistica = 16.3695
p-valor= 2e-16
modelo ZINB preferivel ao modelo Binomial Negativa

Na Tabela 4.30 encontram-se resumidas as estatisticqissti@naento dos quatro di-
ferentes modelos anteriormente selecionados.

A analise dos indicadores de qualidade de ajustamentoamdcomo sendo 0s mo-
delos que melhor se ajustam aos dados, os modelos de egsgeros inflaciona-
dos, os menores valores de AIC (ZIP:10100.02 e ZINB:99QCG3IC (ZIP:10284.48
e ZINB:10097.98) e os maiores valores da funcao log-weritisanca (ZIP:-5022.01 e
ZINB:-4920.17) correspondem aos modelos ZIP e ZINB, resmeoente.

Tabela 4.30: Estatisticas de ajustamento dos modelokh &k

Estatisticas Modelo Modelo Modelo Modelo
Poisson  Binomial Negativa ZIP ZINB
AlC 12346.33 10610.83 10100.02 9900.34
BIC 12497.85 10709.65 10284.48 10097.98
14 -6150.17 -5290.42 -5022.01 -4920.17
X2 11662.49 6851.39 7542.09 6498.42
Parametros Estimados 23 15 28 26

A Tabela 4.31, com os resultados do teste Vuong entre os omdelra se perceber
se existe diferencas significativas relativamente adajusnto, permite-nos reforcar a
conclusao anterior, de que os modelos de regressao deinflecionados efectuam um
melhor ajustamento. Em ambos os testes a hipotese nulejéitada, optando-se pela
hipotese alternativa de que um dos modelos tem um melhstaajento aos dados. O
modelo selecionado como modelo que melhor se ajusta, foideln&@INB.

Tabela 4.31: Teste Vuong entre os modelos de regressao.

Teste Vuong B.Negativa vs Poisson ZINB vs ZIP
Estatistica 14.8557 6.5998
p-valor < 2e-16 2.06e-011
Ajustamento preferivel Binomial Negativa ZINB

A variavelRegiaono modelo de contagem, apenas a categoria 'Alentejo e Adgarv
significativa.
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O modelo fica entao definido por,

Modelo de Contagem: log(MesessemPagar)= 0.8132 - 0.433ldMdSem.cat2
0.7852 *SldMdSem.cat31.1505 *SldMdSem.cat40.8530 *OrdenadoSim+ 0.2125
* RegiaoAlentejoAlgarve 0.0642 * RegiaoCentro 0.0008 * RegiaoLisboaValeTejo
0.0846 *RegiaoMadeira+ 0.0105 *RegiaoNorter 0.0203 *IdadeContrato- 0.0215 *
NAnosCliente+ 0.0063 *NMesesLC

Modelo de zeros: logit(MesessemPagar)=1.5690 + 0.9838MdSem.cat.2 1.2123
* SldMdSem.cat.3 1.6595 *SldMdSem.cat.4 0.7819 *OrdenadoSim1.1091*Regi-
aoAlentejoAlgarve 1.4172 *RegiaoCentre 1.2179 *RegiaolLisboaValeTejol.3094 *
RegiaoMadeira 1.4124 *RegiaoNorte 0.1595 *IdadeContratot+ 0.0242 *NMesesLC

Para se perceber qual o efeito das variaveis no nUmeroaelspgeMesessemPagar
comecamos por analisar as variaveis que apresentamieontfgcom sinal positivo no
modelo de contagem. Se um cliente for da regiao 'Alentejtgaiye’ o nUmero esperado
de meses de incumprimento aumenta cerca de 24% em relag@&bemtes dos 'Acores’,
sendo esta variavel a que apresenta um maior efeito dermergo no nUmero consecu-
tivo de meses sem pagamento da prestacao. Por sua veln qais elevada for a idade
do contrato maior sera também o niumero de incumprimejtapie esta variavel sofre
um aumento de 2% por cada més que se aumente na idade ddaacddgagual modo o
numero esperado de incumprimentos aumenta cerca de 1%gen@s que se aumente
o0 nimero de meses até liquidacdo do montante contratado

Quanto as variaveis que apresentam coeficientes comr&gativo, conclui-se que
um cliente que receba o ordenado através do banco diminca o 57% o nUmero
esperado de incumprimentos em relacao aos que nao recklme cliente que pertenca a
categorieSldMdSem.cat4sto &€, um cliente com um saldo médio semestral nuncaanfe
a 325 euros, diminui 0 nUmero esperado de nao pagamemtasd®=68% em relacao aos
gue pertencem a categofddMdSem.catfjue tém um saldo médo semestral que nunca
ultrapassa os 11.5 euros. Repare-se que a medida que anwan¢goria do saldo médio
semestral, aumenta também a probabilidade de o nUmeredeprimentos ser zero, 0
gue faz todo o sentido, porque quanto maior for o saldo n&atiwestral do cliente menor
€ o risco de este falhar no pagamento da mensalidade ao.b@nmuomero esperado de
incumprimentos decresce também cerca de 2% por cada arse guegnente ao numero
de anos que é cliente do banco.

No modelo de zeros, a medida que aumenta o saldo médiotsahemsmenta também
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a probabilidade de ocorrer um zero no valor esperado no ridegemeses de incumpri-
mento. Ja se o cliente receber o ordenado pelo banco, ayiidade de pagar a mensali-
dade também aumenta, o que significa que o valor esperadowaprimentos diminui.
A medida que aumenta também o nUmero de meses desde a datatddo diminui a
probabilidade de ocorrer um zero no valor esperado do rauchemeses de incumpri-
mento.

O parametro de dispersao do modetm(theta = 1.3276 é significativamente dife-
rente de zero, sugerindo que existe sobredispersao ngeas, confirmando mais uma
vez que o modelo binomial negativa & mais apropriado do quedelo de Poisson para
modelar os dados.

Estes modelos permitem ainda, determinar a probabilidaddéiehte do banco cum-
prir com o pagamento da mensalidade do crédito. Por exempl@liente que resida na
regiao do Alentejo ou do Algarve, que nao receba o ordeattrdwés do banco, que o seu
saldo médio semestral nao ultrapasse os 11.5 euros, atnattocelebrado ha 24 meses,
faltando 64 meses para liquidar o empréstimo e sendo el@atnstituicao bancaria a
6 anos, a probabilidade de este cliente cumprir com pagantdentodas as mensalida-
des & de 0.164, o que significa que o mais provavel é estietelnao cumprir com os
compromissos assumidos com o banco.

Por outro lado, um cliente da regiao da Madeira, que tami@Bmreceba o ordenado
pelo banco, mas que tenha um saldo médio semestral sup8&6éreuros, que seja cliente
do banco a 16 anos, com contrato celebrado ha 7 meses, efaligub4 meses para
liquidacao do contrato, a probabilidade deste clieaté fde 0.940, o que significa que
este cliente tem uma grande probabilidade de cumprir comecdf@juacordado com o
banco.
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Capitulo 5

Concluoes e trabalho futuro

Neste trabalho foram estudados modelos para dados de eontagmodelo de re-
gressao de Poisson e 0 modelo de regressao binomialvegathodelo de regressao de
Poisson de zeros inflacionados e o0 modelo de regressaoibimeygativa de zeros infla-
cionados. Foi ainda aplicada a metodologia desses modeladas sobre empréstimos
bancéarios, com o objetivo de se explicar o nUimero de ngarpantos da prestagao do
crédito de um cliente em funcao das caracteristicasidatel e do contrato.

O modelo inicialmente ajustado, o modelo de regressao dsdtorevelou-se inapro-
priado, uma vez que apresentava sobredispersao. Nes&dawedca de 30% dos valores
ajustados sao diferentes dos observados, e o valor ajystdaimodelo para o numero de
nao incumprimentos difere em 17% dos casos.

Ajustou-se entdao o modelo de regressao binomial negatardficando-se que este
modelo é preferivel ao modelo de regressao de Poissmnsd porque se corrigiu a
sobredispersao do modelo anterior, mas também porquenseguiu um modelo mais
parcimonioso. Para este modelo, a diferenca entre osegadgustados e os valores ob-
servados é bastante menor, com apenas 9% de diferengalséeo valor ajustado pelo
modelo para o numero de incumprimentos igual a zero descpega 2%, relativamente
ao modelo de regressao de Poisson.

Como os dados apresentam um grande numero de zeros neeldegendente, ou
seja 70% dos clientes nao tém incumprimentos da sua paestaensal do crédito pes-
soal, ajustou-se modelos de regressao de zeros inflacen&endo-se concluido que os
modelos de regressao de zeros inflacionados apresentaneitior @justamento, quando
comparados com 0s modelos que nao tém em considerag@esse de zeros.

Para o modelo de regressao de Poisson de zeros inflacioreedeslores ajustados
diferem 13% dos observados e o valor ajustado para o nUreeéncdmprimentos igual a
zero & aproximadamente igual a 1%, revelando uma melhigrnidisativa em comparacao
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com o modelo de regressao de Poisson.

Por sua vez, o modelo de regressao binomial negativa de dlacionados & o que
melhor se ajusta aos dados, apresentando apenas 10% daghfeentre os valores ajus-
tados e os valores observados. O valor estimado para o adee@o incumprimentos é
de aproximadamente 2% dos casos.

Os modelos baseados na distribuicao Binomial Negatexeelaram-se mais adequa-
dos a modelacao dos dados, comparando com os modelalbasea distribuicao de
Poisson.

Segundo este modelo, o nUmero esperado de incumprimemb@Enéa com 0 aumento
da idade do contrato e com 0 aumento do nimero de meses gadaiam para liquidar
o0 empréstimo. Se o cliente for da regiao 'Alentejo e Algary nUmero esperado de
meses de incumprimento aumenta em relacao aos clierséadares’. Enquanto que,
se o cliente for um cliente antigo, se receber o ordenaddyaglco e se o seu saldo médio
semestral for positivo, o nUmero esperado de incumprioseam banco, diminui.

Para trabalho futuro, pretendemos estudar e aplicar oslosodie barreira a esta base
de dados. Gostariamos ainda alargar este estudo a modelegrdssao inflacionados de
zeros com efeitos aleatorios e aplica-los a dados solhpeastimos bancarios.
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ANnexos

67



68 CAPITULO 6. ANEXOS
Tabela 6.1: Modelos de Regressao de Poisson com apenastitnaelexplicativa.
Variavel Coeficiente Erro Padrao p-valor
Modelo 1 Constante -2.15e-01 2.61e-06 < 2e-16
MontanteContratado 5.08e-06 1.92e-06 0.0083
Modelo 2 Constante -5.45e-02 2.59e-02 0.0351
CapitalVincendo -1.17e-05 2.43e-06 1.55e-06
Modelo 3 Constante -0.2177 0.0273 1.34e-15
PrestacaoMensal 0.0003 0.0001 0.0094
Modelo 4 Constante -0.0715 0.0561 0.2030
Idade -0.0021 0.0013 0.1070
Modelo 5 Constante 0.3362 0.0195 <« 2e-16
SldMdSem.cat2 -0.1503 0.0395 0.0001
SldMdSem.cat3 -0.6917 0.0523 < 2e-16
SldMdSem.cat4 -1.5132 0.0433 < 2e-16
Modelo 6 Constante -0.1969 0.0260 3.29¢e-14
SexoM 0.0566 0.0316 0.0731
Modelo 7 Constante -0.2009 0.0210 <« 2e-16
EstadoCivilDesconhecido 0.2393 0.0434 3.63e-08
EstadoCivilDivorciado -0.0681 0.0547 0.2130
EstadoCivilSolteiro 0.0716 0.0362 0.0477
EstadoCivilViuvo -0.1543 0.1231 0.2099
Modelo 8 Constante -0.1266 0.0264 1.59e-06
HabilitacoesEnsinoSup. -0.5572 0.0831 2.0le-11
HabilitacoesEscolaridadeObrig. -0.0811 0.0361 0.0247
HabilitacoesFormacaoProf. -0.1077 0.0874 0.2181
HabilitacoesDesconhecidas 0.1107 0.0392 0.0048
Modelo 9 Constante -0.0027 0.0261 0.9171
ProfissaoEmp.EscritComerc.Serv. -0.3226 0.0398 5.01le-16
ProfissaoEstudanteDomestica -0.3256 0.0766 2.11e-05
ProfissaoOutros -0.1276 0.0376 2.35e-07
ProfissaoPegqMedEmpresario 0.1040 0.0573 0.0695
ProfissaoQuadroMedio -0.353961 0.1361 0.0093
Modelo 10 Constante 0.0834 0.0163 3.02e-07
OrdenadoSim -0.9429 0.0389 <« 2e-16
Modelo 11 Constante -0.6144 0.0308 < 2e-16
RegiaoAlentejoAlgarve 0.7291 0.0605 < 2e-16
RegiaoCentro 0.6883 0.0541 < 2e-16
RegiaolLisboaValeTejo 0.5872 0.0453 < 2e-16
RegiaoMadeira 0.5468 0.0500 < 2e-16
RegiaoNorte 0.7111 0.0431 < 2e-16
Modelo 12 Constante -1.7569 0.0412 < 2e-16
IdadeContrato 0.0824 0.0017 < 2e-16
Modelo 13 Constante 0.2045 0.0317 1.08e-10
NAnosCliente -0.0375 0.0030 <« 2e-16
Modelo 14 Constante 1.8174 0.0688 < 2e-16
NMesesLC -0.0328 0.0012 < 2e-16
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