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RESUMO

Os rimeros e$to presentes em situ@Es naturais do nosso dia-a-dia e o conceitoloearo
é fundamental no nosso modo de vida. Criancas de tenra idt®rizam muito naturalmente
0 conceito de amero natural com a contagem de brinquedos e demais obje@sqodeiam. O
conceito de frago chega-lhes de modo taérh muito natural, basta pensarmos, por exemplo, na
precisio que os paideventer no cortar de um bolo em fatias. Osmeros negativos aparecem-
Ihes mais tarde, mas rapidamente se apercebem da difezatrgaperder e ganhar ou entre
cedo e tarde ou, ainda, entre os andares da cave e os restadéess do seu @dio. E em
conceitos como estes que dsmeros negativos encontram um lugar natural. (meros reais
sa0, contudo, bastante mais sofisticados! Se, por um kdwmtural eitil associar fimeros
inteiros positivos a comprimentoateas e volumes, como fizeram os antigos gregos, por outro
lado, percebeu-seamuito, muito tempo alis, que esta assoc@rnos leva a uma dificuldade
séria,  que nem todo o comprimento se pode exprimir como umécﬁrﬁ;claro gue um sistema
de rumeros, que, se pretende, se relacionem com aongeongtrica de comprimento, tem que
ser suficientemente rico para conter todos@seros que &o 0 fracPes!

O objetivo desta teseprocedea construgo e ordendgip dos seguintes conjuntos demeros:
nimeros naturais,inmeros inteiros, iimeros racionais eimeros reais. Neste sentido, procede-
mosa defini@o dos imeros naturais atrég de um conjunto de axiomas,agomas de Peano
gue permitem obter as propriedades agiicas conhecidas, e fazemos a congtouglgbrica
dos rumeros inteiros e dosimeros racionaisgparecendastes ameros, em ambos 0s casos,
como classes de equiggicia de pares deimeros naturais, 0s primeiros, e de paresidaaros
inteiros, os segundos. A constag;dos ameros reai€ feita com neétodos da Aalise, via
suces8es de Cauchy.
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ABSTRACT

Numbers are present in many natural situations of our dajatolife and the concept of
number is fundamental to our lifestyle. From early age chitdabsorb very naturally the concept
of number by counting their toys and other objects that sumdadhem. The concept of fraction
also arises naturally - one just has to think, for exampléhefprecision that parents must have
when slicing a cake! They meet negative numbers later bytsben understand the difference
between loosing and winning or between soon and late or leetwee basement and the upper
floors of a building. It is in situations like these that négatnumbers have a natural place.
Real numbers are, however, more sophisticated! While, on and,ht is natural and useful to
associate positive integers to lengths, areas and volusgeancient greeks did, on the other
hand it was understood long ago that this association leesisrious difficulties since not every
length can be expressed as a fraction. Clearly, a numbemsyktd is intended to be related
to the geometric notion of length has to be sufficiently riclcontain all numbers that are not
fractions.

The objective of this thesis is to construct and order thiepfohg systems of numbers: na-
tural numbers, integer numbers, rational numbers and r@abers. In accordance with this
objective, we define the natural numbers using a set of axiBeeno axiomsthat allow us to
obtain the well known arithmetic properties, and we perftihe algebraic construction of both
integers and rationals, as equivalence classes of pairatofal numbers and pairs of integer
numbers, respectively. The construction of real numbedsimn® using methods of Analysis, via
Cauchy sequences.
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Capitulo 1

Introduc ao

Tudoé nimero
Pitagbricos

1.1 Introducao

Os riumeros egto presentes em situ@Es naturais do nosso dia-a-dia e o0 conceitoldaaroé
fundamental no nosso modo de vida. @sneros &€m sido usados pela humanidade desde sem-
pre, para contar, para ordenar, para medir. O conceit@iaero foi, muito provavelmente, um
dos primeiros conceitos mataticos assimilados pela humanidade. Os primeitoaeros que
surgiram foram osimeros naturais. Rigoras, fibssofo e mater&tico grego (570 a.C. - 495 a.C.)
desenvolveu uma teoria tendo por base uinalsia: a de que o mundo e tudo o que nos rodeia
pode ser explicado pelosimeros naturais. Desse modo, todo o comprimear&a ou volume,
diziam, era dado porimimeros naturais ou pela @z entre dois iimeros naturais - 0os chama-
dosnumeros racionaisNo entanto, ao tentar encontrar o valor da diagonal de umirgda de
lado com medida igual a uma unidade, surgiraedidasque rao podiam ser expressas como
guociente entre doisimeros naturais. Rigjoras e os Pité@gicos descobriram, deste modo, es-
tes novos aimeros mas essa descoberta punha em causa todo o seu tebatioutrina dos
nimeros que tinham criado pelo que a salugue encontraram foi ignorar tal descoberta!

A ideia de que todos os comprimentos podiam ser dados [pmeros naturais ou pela

razo entre dois iimeros naturais estava, assim, errada, uma vez que exisbiaprimentos

1



2 Introdugao

gue rao podiam ser dados dessa forma. Os valores desses contpsrfiearam conhecidos
comonUmeros irracionais Era, enfio, neces®io conceber um sistema démeros suficiente-
mente rico para conter osiImeros naturais, os racionais e désneros que #io .0 fracpes. Os

nimeros reais surgiram para responder a essa necessidade.

No Captulo 2 procedemoa defini@o dos mmeros naturais atrég de um conjunto de axi-
omas, osaxiomas de Peanajue permitem definir duas opetes birarias no conjuntdN dos
nimeros naturais e obter as propriedades &tittas conhecidas. Recorrendo a uma destas
opera@es, definimos uma ordem total e analisamos como esta ordem se comporta em
rela@o as operages birarias definidas. Mostramos ainda que, com esta ordem, ortorjué
bem ordenado e provamos a equévalia doPrincipio da Boa Ordem d& com oPrincipio de
Indugdo Naturale oPrincipio de Indu@o Completa.

Tal como os conhecemos, o8meros naturais constituem um sistema de contagem perfeito
No entanto, com o progresso das sociedades, comecou adsmteva necessidade de um sis-
tema que permitisse fazer mais do que contar - por exempioadmplementa&o do conércio,
surgiu o conceito ddividae com ele a possibilidade tiear mais do que aquilo que se tem. Ora
nem sempré possvel usar os elementos d&para representar o estado de uma tal s#tadipan-
ceira.E, assim, preciso construir um conjunto demeros que contenha, paraml dos naturais,
Nnovos rumeros que traduzam a sit@acdedivida referida. Mais precisamente, o8meros in-
teiros surgem para resolver um problema de érish de solugo para certas equaEs: nem
todas as equégsa+ x = b, de coeficientes naturaigrh solu@o emN. Pretendendo ampliar o
conjunto dos imeros naturais comimerosgue resolvam a dificuldade apresentada, definimos,
no Captulo 3, os umeros inteiros como classes de equ@nala de pares de&imeros naturais. A
algebrizago do correspondente conjunto quocieréiends o anel comutativo, com identidiade,
Z, dos mumeros inteiros. Neste caplo, tamkem definimos e estudamos uma ordem total que
estende a ordem no$§imeros naturais, obtendo, deste modo, o anel ordeffade x, <).

O anel(Z,+, x) tem ainda érias limitages. Tal como &o se pode subtrair el, tamkem
nao de se pode dividir ef: nao ha, emZ, elementos suficientes para acomodar mecanismos
de divisao. Mais formalmente, a equag & = 3, de coeficientes inteiros, por exempl&on
tem solu@o emZ. Seguindo um procedimento semelhante ao tido na co@strdgs fimeros

inteiros, definimos, no céjplo 4, Mimero racional e construimos um novo sistema @aeros,
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gue representamos p@Qre designamos por conjunto do8meros racionais, que esteridale
tal modo que a divso seja possel emQ. E claro que no novo sistema&a vai ser possel
dividir por 0 o que, do ponto de vista intuitivo, se comprezndividir por menogoisasda uma
maior quantidade a cada um; se dividirmos por nada, 0 quenoisteed, necessariamente, algo
infinitamente grande - um talementanao pertenceér aQ! Ainda assim, este novo sistema de
nimeros constitui um melhoramento significativo relativateeZ: por um ladoé um corpo é
nele poserel dividir por qualquer imero diferente de zero), o quamacontece coi, e, por
outro lado, qualquer equag linear de coeficientes racionais tem satuemaQ.

Apesar das vantagens qQeapresenta em relag aZ, Q naoé, ainda, um sistema nu@rco
adequado. Apontamos duas@asg: (i) embora toda a sucéssde imeros racionais conver-
gente seja uma sucéssde Cauchy, dsucesdes de Cauchy delmeros racionais quean .0
convergentes erf); (ii) uma equa&o &0 simples quanto a equsrx? = 2 ndoé solivel emQ.
Resolver estas falhas exige que se proceda a nova aaptiacsistema delimeros existente, de
modo a incluir o limite de qualquer sucéssde Cauchy aimeroscomo, por exemplaxy/2. E
deste modo que surgem osmeros reais. A constraig dos fimeros reais que apresentamos no
Captulo 5 & devida a Georg Cantor (1845-1918) e tem como objetivo arugastde um corpo
ordenado que estenda e no qual toda a sucess de Cauchy seja convergente. Definiremos
nimero real como sendo uma classe de eqgén@h de certa sucess de Cauchy(a,)n, mais
precisamente, olmmero realla,] & o conjunto das sucdsss de Cauchy deimeros racionais,
(bn)n, tais quea, — by — 0.

1.2 Conceitos lasicos

No decurso deste trabalho assumiremos como conhecidositamne resultados de teoria de
conjuntos e dé\lgebra gue se estudam nos primeiros anos de uma licereiatuiMateratica.
Estes incluem os conceitos de rélagle equivancia, relago de ordem, operag biraria, grupo,
anel, corpo, isomorfismo e resultados a eles associadostivRglante ao conceito de rekg
de ordem, estabelecemos, desaleg seguinte nota@: num conjunto parcialmente ordenado
(X, <), dadosx,y € X escreveremos, por vezes e por congania,x > y para significay < x.
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Nesta sed@o destacamos resultados sobreisiordenados que $&r especialmentigteis no
Cagtulo 5.

Definicdo 1.1. Um grupo ordenade@ um triplo (G, +, <) formado por um conjunto G, uma
operag@o biraria + definida em G e uma ordem totalem G tais que:

1. (G,+) & um grupo abeliano;
2. < & compatvel com a adigo , istog,

X<y=x+4+z<y+z

para quaisquer ¥,z < G.

Como veremos no cépilo 3, o grupo aditivo dosnmeros inteiro€ um exemplo claro de
um grupo ordenado.

Dadosx ey elementos de um grupo ordengda +, <), escrevemog < y para significar que
x <yex#Yy. Observamos que, para qualquer ratade ordem parciat, se tem

X<y&X=YyVX<Y.

Proposicdo 1.1. (Proposiéo 4.1.3 [2]) Num grupo ordenado G, as desigualdades y e
X+ z < y+z €0 equivalentes.

Corolério 1.1. (Corolario da Proposi¢ao 4.1.3 [2])Num grupo ordenado G, as quatro refss
seguintes&o equivalentes:

X<y, X—y<0; 0O<y—X -y<-—-X
Num grupo ordenad&, um elemento diz-sositivo (respetivament@egativd sex > 0

(respetivamentex < 0). O conjunto dos elementos positivos @erepresenta-se pds™ e o
conjunto dos elementos negativos@eepresenta-se p&.
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Do Corofrio 1.1 e do facto da relag < ser tricobmica resulta que qualquer elemerto
de G verifica uma e umadsdas seguintes condigs: x & positivo,x & negativox = 0. Ora isto
equivale a afirmar qué™*, G~ e {0} constituem uma partip deG.

Proposigao 1.2. Para qualquer grupo ordenad@s, +, <), tem-se
G=G"UG U{0}.
Reciprocamente, pode definir-se um grupo ordenado a partimdgrupo abelian& e de
um subconjunto d& que satisfaz as condies anteriores.

Proposigao 1.3. (Proposi@o 4.2.2 [2])Seja P uma parte de um grupo abeliano G obedecendo
as seguintes condigs:
[P1] P & fechada em G, iste, xe P e ye P implica x+Yy € P;
[P2] a parte—P, formada pelos siétricos dos elementos de P, constitui com P uma gutic
de G\ {0}:
PU(-P)=G\{0} A PN(—-P)=0.

Entdo, a relago x<y em G tal que
X<y&y—xeP

€ uma relagéo de ordem total em G compatl com a estrutura de grupo. No grupo ordenado
assim obtido, B o conjunto dos elementos positivos (e, portant® £ o conjunto dos elementos

negativos).

Definicdo 1.2. Um anel ordenad@ um qédruplo (A, +, x, <) formado por um conjunto A,
duas operages birarias + e x definidas em A e uma ordem totalem A tais que:

1. (A,+, x) & um anel comutativo;

2. < & compadtvel com a adigo, istoé, para quaisquer ¥,z A,

X<y=x+z<y+z

3. para quaisquer ) € A tais que x> 0 e y> 0 tem-se xy> 0.
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Num anel ordenad@, +, x, <), um elemento diz-spositivo(resp.negativg sex & positivo
(resp.negativd no grupo ordenad@A, +). O conjunto dos elementos positivos ([@e+, x, <)
representa-se pét" e o conjunto dos elementos negativogAet, x, <) representa-se péyr .

O seguinte cor@rio &€ conseg@ncia imediata das defiries de grupo ordenado e de anel
ordenado.

Corolario 1.2. Um guadruplo (A, +, x,<) & um anel ordenado se é se(A,+) & um grupo
ordenado e se verifica, para qualquere A,

x>0 A y>0=xy>0.

Um conjunto totalmente ordenadadiz-sedenscse tiver mais do que um elemento e se, para
quaisquer dois elementasb € X tais quea < b existir um elementea € X tal quea < c < h.

Um anel ordenad@A, +, x, <) diz-sedensose (A, <) for um conjunto denso.
Proposigao 1.4. Todo o corpo ordenadé denso.

Demonstrago SejaK um corpo. EroK tem, pelo menos dois elementog,® 1k, e 21y #~ O,
i.e., 0 elemento 2y € inverfvel. Sejam, erdto,a, b € K tais quea < b. Procuramos € K tal que
a<c<b Temos:

a<b <at+a<a+b<b+b
=a(lk +1k) <a+b<b(lk +1k)
=(2-1k)a<a+b< (2-1)b
=a< (a+b)(2-1k)t<h

Assim,c = (a+b) (2- 1) ! satisfaz a condo pretendida.
]

Um anel ordenad@A, +, x, <) diz-se umanel arquimedianse verifica 0 chamado axioma
de Arquimedes:
VabeAT:a<b, In€Z: b<na



Capitulo 2

Definicao axiomatica e ordena@o do
conjunto dos numeros naturais

2.1 Defini@@o axiomatica dos nMimeros naturais

Os riumeros egto presentes em situ@s naturais do nosso dia-a-dia e o conceito {deero

é fundamental no nosso modo de vida. @sneros &ém sido usados pela humanidade desde
sempre, para contar, para ordenar, para medir. O conceitordero foi, muito provavelmente,
um dos primeiros conceitos matatitos assimilados pela humanidade. Os primeifoaaros
gue surgiram foram osimeros naturais. Neste dago procedemos definigio dos eimeros
naturais atra@s de um conjunto de axiomas designadosagamas de Pean@m homenagem
ao materatico italiano G. Peano d@s XIX (1858-1932) que os desenvolveu.

Comecgamos por considerar um conjunto, que representamds paima aplicagos: N — N
gue satisfazem os seguintes axiomas:

A]_: leN;
Az 1¢ s(N);
Az: sé uma aplicago injetiva;

Ay: SeZ” & um subconjunto dN tal que 1€ Z es(n) € & Vne &, enfio & =N.

v
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Os elementos di designam-se partumeros naturais

Observages:
1. Para cada € N, s(n) designa-se por sucessorrile
2. O mumero 1 @oé sucessor de qualquermero natural.

3. O axioma A € conhecido por Prinpio de Indu@o Natural.

A proposi@o seguinte mostra que @mero 1& o Unico rimero natural queao € sucessor de
qualquer imero natural.

Proposicdo 2.1.1Todo o rumero natural diferente de 1 pertence ao contradimnaes.

Demonstragio. SejaA = {1} U s(N). E claro que I A e que, para qualquerc N, se tem
s(n) € s(N) C A. Entao, pelo Prinipio de Indu@o Natural, obtemo8 = N pelo que todos os
numeros naturais diferentes de 1 pertencesfiNg. [

2.2 Opera@es emN

Em N vamos definir duasperagdes birérias, a adi@o e a multiplicago e umaoperagao
unaria, a potenciago

2.2.1 Adi@o

Definicao 2.1. A opera@o de adigo & uma aplicago deN x N emN, que se representa per
e se define de forma recursiva por:

a;:vneN, n+1=s(n);

az:vnmeN, n4+s(m) =s(n+m).
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Observamos que o Prifmo de Indu@o Natural garante qus e a, definem uma operag
binaria emN, i.e., que a cada par démeros naturais eperago de adi@ofaz corresponder um
e um $ nimero natural. De facto, sejec N e consideremos o conjunto

X ={me N:n+m esta definidg.

Comon+1 = s(n) esh definido pora;, temos que & X. Além disso, supondo qua € X,
enfion + m esh definido e, poly, tamkem n+ s(m) = s(n+ m) esé definido para quaisquer
naturaismen.

Propriedades da adi@o

A opera@o que acabamos de definir verifica as seguintes propriedades

2.2.1.1. Propriedade Associativa
vn,mpeN, (n+m)+p=n-+(m+p).

2.2.1.2. Propriedade Comutativa
vn,me N, n+m=m+n.

Demonstragio.Seja?” = {ne N:Yme N, m+n=n+m}. Ento, & C N. Pretendemos
mostrar que? = N. Comecemos por ver quedl . Seja/ = {meN:m+1=1+m}.
Comol+1=1+1, 1€ /. Alemdisso, s& € &/ enBos(x) € <. De facto,

1+s(x) =s(1+Xx) (a2)
=s(x+1) (xe )
=s(s(x)) (a1)
=s(x)+1. (a1)

Entos(x) € &7 e, pelo axioma A 7 =N. Logo 1€ Z.
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Mostremos agora que, ye= & enfos(y) € &. Sejaa € N. Temos, sucessivamente,

a+s(y) =s(a+y) (a2)
=(a+y)+1 (a1)
=1+ (a+y) (1e &)
=1+(y+a) (ye 2)
=(14+y)+a (a adi@oé associativa)
=(y+1+a (ye 2)
=s(y)+a (a1)

Assim,s(y) € & e, pelo axioma A & = N. [

2.2.1.3. Lei do corte
vynmpeN, n+p=m+p=n=m

Demonstrago. Sejamn,m, p € N tais quen+ p=m+p. Sep=1, enbon+1=m+1, isto
é, s(n) = s(m) e, como a aplicap s € injetiva (axioma A), segue-se que=m. Sep # 1,
enfiop=s(q1), para algung; € N. Den+ p=m-+ p obtemos+s(q1) = m+5s(q1) e, poray,
s(n+q1) =s(m+q1). A injetividade des garante que+ g; = m+q;. Tal como anteriormente,
seq; = 1, obtemosn=m. Seq; # 1, enBoq; = s(qp), para alguny, € N. Aplicando este
raciodnio um rimero finito de vezes (a cadeia<l12 < - - - g2 < (1 < p € finita), encontra-
mosgq; tal queqi = s(1) e, den+ g = m+ g obtemos, sucessivamente} s(1) = m+s(1) e
s(n+1) =s(m+1). A injetividade des assegura que+1=m+1, i.e., ques(n) = s(m) e,
consequentemente, qone= m.

[ |

2.2.2 Multiplicacao

Definicao 2.2. A operag@o de multiplicaéo & uma aplicago deN x N emN, que se representa
por x e se define de forma recursiva por:

m:vneN, nx1=n;

my:vVn,me N, nx s(m) = (nxm)+n.
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Para simplificar a escrita, escreveremaspara representarx m.

Um argumento semelhante ao apresentado para acadigstra que o Prigio de Indu@o
Natural garante quey e m, definem, de facto, uma opeéagbiraria emN.

A adicao e a multiplicago ficam relacionadas pela chamadapriedade distributiva

2.2.2.1. Propriedade Distributiva

Para quaisquer M, p € N,

(i) m(n+p)=mn+mp
(i) (m+n)p=mp+np.

Demonstra@o. Seja” = {peN:¥YmneN, m(n+p)=mn+mp}. Enio & C N. Veja-
mos que k &. Tem-se,

m(n+1) = ms(n) (aq)
=mn+m (mp)
=mn+ml. (my)

Mostremos agora que, e« & enfios(Xx) € <. Sejax € &. Tem-se,sucessivamente,

m(n+s(x)) = m(s(n+Xx)) (a2)
=m(n+x)+m (Mg)
= (mMn+mx) +m (xe 2)
= mn+ (Mx+m) (a adi@oé associativa)
=mn+ms(x). (mp)

Logos(x) € & e, pelo axioma 4, & = N.
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Propriedades da Multiplicacao
A opera@o multiplica@o verifica as seguintes propriedades:

2.2.2.2. Propriedade Associativa
vmn,peN m(np)=(mn)p.

Demonstrago.Seja?? = {pe N:VYmne N, m(np) = (mn)p} CN. Temos que E &. De
facto,

m(nl) =mn (M)

— (mn)1. (my)

Vejamos agora que, se= & enfios(x) € . Sejax € &. Temos,sucessivamente,

m(ns(x)) = m(nx+n) (mp)
=m(nx)+mn (propriedade distributiva)
= (mn) x+mn (xe 2)
= (mn)s(x). (my)
Assims(x) € & e, pelo axioma A, & = N. |

2.2.2.3. Propriedade Comutativa

vymne N, mn=nm
2.2.2.4. Elemento neutro
YmeN, 1xm=m.
2.2.3 Potenciago

Definicio 2.3. Sejam nk € N. Chama-se péncia k de n e representa-se pdt ao nimero
natural definido de forma recursiva por:
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Propriedades da potenciaéo
A opera@o que acabamos de definir verifica as seguintes propriedades
2.2.3.1.Yymn,pe N, m*P=m"mP
2.2.3.2.ymn,peN, (mP=m,
2.2.3.3.Yymn pcN, (mnP=mPnP.

Demonstrag@o. Seja# o subconjunto d& definido porZ = {pc N: ymne N, (mn)P=mPnP},
1€ Z pois,(mn)* = mtnl. De facto,

(mn*=mn (P1)

Vejamos agora que, sec & enfios(x) € &. Sejax € &. Tem-se, sucessivamente,

(M= = (mn)* (mn) (p2)
=m‘n* (mn) (xe 2)
=m‘(mn) n* (a multiplicago & comutativa)
= (m*m) (NN (a multiplicago & associativa)
= m™ (nn) (p2 e propriedade 2.2.2.3)
— M ps) (p2)

Assim,s(X) € & e, pelo axioma 4, & = N.

2.3 Umarelag@o de ordem emN

Nesta sec@o estabelecemos uma reélagle ordem no conjunto dog§meros naturais.

Definicdo 2.4. Dados mn € N, diz-se que n@ menor ou igual a n e escreve-se<nm, se e 6 se
m=noudke N:n=m+Kk.
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Notacdo: Param,n € N, escrevemom < n para significam<nem= n.

Proposi¢ao 2.1. Para todo mn € N, m# m+n.

Demonstra@o. Seja.f 0 subconjunto d& definido por«” = {me N: Vne N, m# m+ n}.
Como 1 réo é sucessor de qualqueiimero natural, ¥ n+ 1, para qualquer natural Logo
le o.

Sejak € 7. Mostremos qus(k) € <7. Temos, sucessivamente,

ke o =K#£K+n

= s(k) # s(k+n) (sé injetiva)
= s(k) # n+s(k) ((az)e a adi@oé comutativa)
= s(k) # ( K)+n (a adi@oé comutativa)
= s(k) €
Pelo Pringpio de Indu@o Natural podemos concluir qué = N. |

Proposicao 2.2. A relacdo binaria < & uma relaéo de ordem parcial.
Demonstra@o.

(i) < é reflexiva. Para qualquerc N é claro quen = n e, portanto, pela defirip de<
n<n.

(i) < é anti-singtrica, i.e., para quaisquetne N, se m<nen<men@om=n.
Sejamm,n € N. Sem=nen=mclaramentan=n.

Sem=nem=n+kparaalgunk € N, enhon = n+Kk, o que o que contraria a Propdsi¢
2.1

Sen=m+t,t € N,en=men@on=n+t, o que contraria a Propo&ig 2.1.

Sen=m+p, peN,em=n+q,geN, enflon= (n+q) + p, ou sejan=n+ (p+q),
0 que, de novo, contraria a Prop@sic2.1.

Concluimos, assim, que, dadosne N, m<nen<m= m=n.
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(iii) < é transitiva: para quaisquet,n,t € N, se m<nen<tenfiom <t.
Sejamm,n,t e N. Sem=nen=t,i.e.,m=tenBom<t.
Sem=net=n+Kk, keN, enfot=m+kpeloquem<t.
Sen=m+2z z€ N, et =ntemost = m+ze, portantom < t.

Sen=m+p, peN,et=n+q,qeN, temost = (m+ p)+qg=m+(p+q), pelo que
m<t.

A proposi@o anterior permite-nos dizer qUi, <) & um conjunto parcialmente ordenado.
EscrevemogN, <) & um c.p.o..

Teorema 2.1.Dados mn € N, ocorre um e um®dos seguintes casos4m; m=n; n< m.

Demonstra@o.

SejaeZ = {meN: ¥YneN, m=noum<noun<m}. Enfio.&Z C N. Mostremos que
o/ =N. Sejan € N. Entao, oun=1oun=# 1. Sen+# 1, enfion = s(t), para algunt € N, e,
portanto, 1< n. Em qualquer dos casos=ley .

Sejak € «7. Mostremos qus(k) € «7. Sejan € N. Comok € <7, temos que ok = n ou
n<kouk<n.
Sek = ntemoss(k) = s(n) =n+1 e, portanton < s(k).
Sek=n+ ptemoss(k) =s(n+p)=(n+p)+1=n+(p+1) e, logon < s(k).
Sen=k+qgen&o ouq=1ouq# 1.

-Seq=1, n=k+1=s(k) e, portantos(k) < n.

- Seq # 1, q € sucessor de algum natutalou seja,q=1t+ 1, para algunt € N. Assim,
n=k+(t+1) = (k+1)+t=s(k)+t, istoe,s(k) < n.
Podemos efdb concluir ques(k) € <7. Pelo Pringpio de Induéo Natural,es’ = N.

|

Por satisfazer a propriedade expressa no teorema anteriglg@o biraria< emN diz-se
uma rela@otricotbmica Uma relago de ordem parcial queetricobmica designa-se poelacao
de ordem total
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O proximo resultado mostra, em particular, que a r@&eg &€ compatel com as operdges
binarias definidas em. Recordemos, antes de mais, que, um elemed®um c.p.d.«/, <) se
diz elemento ninimo de <7 se, para qualquére <7, a < b. Claramente, & o elemento fimimo
deN.

Teorema 2.2.Para todo mn, p,q € N tem-se:

() m<nep<g=m+p<n+q;
(i) m<nep<g=mp<ng
@iilf) mp=np=m=n;

(iv) mp=1=m=p=1

Demonstra@o.

() Sejamm,n,p,qe Ntaisquem<nep<gqg Enion=m+keq= p+t, para certos
k,t € N. Tendo em conta as propriedades associativa e comutatadig@a, temos:

n+qg=(m+k)+(p+t) = (Mm+p)+ (k+t) = (Mm+p) +r,
onder =k+t € N. Logo,m+ p<n-+q.

(i) Sejamm,n,p,ge Ntaisquem<nep<qg EnBon=m+keq= p+t, para certos
k,t € N. Assim temos, sucessivamente,

ng= (m+Kk) (p+t) = mp+ (kp+kt+mt) = mp+r,
onder = kp+kt+mt € N. Logomp< ng.

(i) Suponhamos quenp=np. Sem< n, enBlon=m+Kk, para algunk € N. Demp=np
tefiamos, erdio,mp=np= mp+Kkp, 0 que contraria a Proposig 2.1. Analogamente,
n < mleva-nos a uma contrado semelhante. Assim, e dada a tricotomia<geéemos

que teMm=n.
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(iv) Sejamm,p € N tais quemp=1. Sel<mel<p,enBom=1+kep=1+t, para
certosk,t € N. Assim,

1=mp=(1+Kk)(1+t) =1+t +k+kt,

i.e., 1= 1+ (t+k+kt), o que contraria a Propo&ig 2.1. Como X min N, concluimos
gqueoul=moul=p. Comomp=1,sel=menBop=1esel=penbom=1

Para o que se segue precisamos de recordar o seguinte:

Definicao 2.5.Um c.p.o«” diz-se bem ordenado se qualquer subconjurdo,vazio, dev tiver

elemento Amimo.

Teorema 2.3.Todo o subconjuntodo vazio deN tem elemento mimo.

Demonstra@o. Seja</ C N tal que«/ # 0. Suponhamos que’ nao tem elemento mimo.
SejaZ = N\ «/ e seja?? o subconjunto d& assim definido:

P ={neN:¥YmeN, m<n=me %A}.

Temos que k % pois se 1€ &/ ele seria 0 seu elementoimmo, 0 que contraria a nossa
suposi@o de quez nao tem elemento mimo. Logo 1€ &.

Sejak € . Enfo, para qualqgueme Nym< k= me #. Portanto,k+ 1 ¢ </ pois,
caso confrio, k+ 1 seria o elemento mimo de.«7, 0 que contraria a higese. Deste modo,
k+1e %A, logok+1e &, ie.s(k) € 2.

Assim, o Pringpio de Indu@o Natural permite concluir que” = N. Portanto

VneN,a<n=a¢ «.

Logo .« = 0 o0 que contrataria a hipese de se ter/ # 0. A contradi@o veio de termos suposto

gue.« nao tem elemento mimo. Assim sendag’ tem elemento fimimo.
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Como consegencia imediata do Teorema 2.3, temos:

Corolario 2.1. (Principio da Boa Ordena&o deN)
(N, <) & um conjunto bem ordenado.

Teorema 2.4.(Principio de Indu@o Completa)
Seja«Z C N tal que

(VneN), Im<n=med] = ne .

Entto.«¥ = N.

Demonstrago.SejaZ = N\ 7. Suponhamos qu& # 0. Pelo Pringio da Boa Orden&p
deN, £ tem elemento minimo. Sejaesse elemento. Mostremos que todo o elemento menor
do quex estem./. De facto, senc N é tal quem < X, comox = min %, segue-se que ¢ 4,
i.e.,me . Enfo, por hiptese, obtemos € «7. Dada a definigo de4, isto contraria o facto
de x ser ninimo 4. Esta contrad@o resultou de termos suposto q@#e£ 0. Logo % = 0 e,
portanto,oZ = N. |

Na demonstrego do Teorema 2.4, @mos o Prinipio da Boa Ordendp deN. Terminamos
este cafiulo provando que osés pringpios, Principio de Indu@o Natural Principio da Boa
Ordenago deN e Principio de Indu@o Completasao equivalentes.

Teorema 2.5.0 Principio de Induéo Natural, o Pringpio da Boa Ordena&o deN e o Prindpio
de Indu@o Completa, &0 equivalentes entre si.

Demonstrago. Prindpio de Indu@o Natural= Prindpio da Boa Ordenap deN

Demonstrado anteriormente, no Teorema 2.3.

Prindpio da Boa Ordendp deN = Prindpio de Indu@o Completa

Demonstrado anteriormente, no Teorema 2.4.

Prindpio de Indu@o Completa= Prindpio de Indu@o Natural
Suponhamos alido o Prinédpio de Indug@o Completa. Comecemos por provar que todo o
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numero diferente de & sucessor de algunumero natural. Seja7 = {1} Us(N). Mostremos
gque.«/ satifaz

(VneN), Im<n=me ] = nec .

Sejan € N en# 1. Suponhamos que, para qualgomes N, m< n = me 7, i.e., que sen< n

enfio ,m=1 oume s(N). Se rao existisse qualqueamero naturam menor do quen enfio
teiamosn = 1, 0 que &o acontece. Seja, portantoe N tal guem < n. Enion = m+k, para
algumk € N. Sek=1, enBon=m+1, i.e.,n=s(m). Sek # 1, como, por hipteseme <7, ou
m=1 e, portanto, da = m+k obtemosn = 1+ Kk, i.e.,n = s(k, ) pelo quen € <7, oum = s(t),

para algunt € N, e temosn = m+k = s(t) + k= s(t + k) € 7. Assim,

(vneN, n#1) (3ke N): n=s(k).

Seja agorxX C Ntal que 1€ X es(n) € X, para qualquen € N. Vejamos que se tem tarain
N C X e, portantoX = N. De facto, dadm € N, oun=1 e, portanton € X, oun= 1 e, como
acalamos de provan = s(k) para algunk € N, pelo que, por hiptesen € X. |
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Capitulo 3

Construcao e ordena@o do conjunto dos
numeros inteiros

Por queé que se criaram osiumeros inteiros? Uma equig como, por exemplox+7 = 3
deveria ter solu@o "3— 7” em N mas tal imero natural &o existe porque nem sempre se pode
subtrairemN. Pretendemos, assim, construir um sistemaldaaros ampliado que contenha
umarespostapara "3— 7” e, mais geralmente, para todos @m®blemas de subtraép com
guaisquer doisimeros naturais.

No prindpio, os materaticos limitaram-se a representar @smeros novos porl, —2, --- e
aregulamentar o seu modo de funcionamento, e-g/ 3 —4; —3—7=—10;---. Neste cafulo,
0 NOSso objetiveé mostrar como definir esteéimeros, usandobjectosque jp conhecemos: 0s

nimeros naturais.
3.1 Definicao dos mumeros inteiros

A partida, a ideia de considerar um inteiro como um par ordertke rumeros naturais parece
apropriada. No entanto, @p alguma reflexo, apercebemo-nos de que isso produzigma-
siadosinteiros e &0 acautelaria 0 que pretendemos: que pares ¢ém6o, (7,8),(32,33), - - -
sejam inteiros que representamrasposta$ — 6,7 —8,32— 33, - - -, ou seja, pretendemos que
todos esses pares ordenados diferentes representem o Imesneoe sejam, por isso, com ele
identificados.

Mais geralmente, s&— b = c—d pretendemos qug@, b), (c,d) representem o mesmo inteiro,

21
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i.e. pretendemos qu@,b) e (c,d) representem o mesmo inteiro 8e-d = b+ c. Ora isto
consegue-se definindo uma reélacde equivdncia quecolocaesses pares na mesma classe
de equivakéncia. Temos, assim, a seguinte ralagle equivdncia para a definép formal dos

nimeros inteiros:

Definicao 3.1. Seja R uma rele@p biraria definida enN x N da seguinte forma:
Va,b,c,d € N, (a,b)R(c,d) < a+d=b+c.
Proposicao 3.1. A relacgo Ré uma relago de equiva@ncia enN x N.

Demonstragio.Sejam(a,b), (c,d), (e, f) € N2. Comoa, b € N e a adi§ioé comutativa eni,

a+b=Db+a LogoReé reflexiva. Dada a defiri@ deR e a comutatividade da adig, temos:
(a,b)R(c,d) =a+d=b+c=d+a=c+b=c+b=d+a= (c,d)R(ab). Logo Ré

simétrica. Para concluir a demonstaagprovemos que R transitiva. Tem-se, sucessivamente,

(a,b)R(c,d) <a+d=Db+c

(c,d)R(e,f)=<c+f=d+e

Logo,
(a+d)+f+b+(c+f)=(b+c)+f+b+(d+e)
istoé,
(a+f)+(b+d)+(c+f)=(b+e)+(c+ )+ (b+d).
As propriedades comutativa e lei do corte da adicem N permitem concluir que
(a+ f) = (b+e) e, portanto(a,b)R(e, ).
]

Dado(a,b) € N? representamos a classe de eqémala de(a,b), determinada poR, por

[a,b]. Assim,
[a,b] = {(c,d) e N?: (a,b)R(c,d)}.

O conjunto quociente determinado pela ra@®, N?/R, & formado por todas as classes de

equivaéncia determinadas p8&
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Representamos o conjurt¥ /R por Z. Assim, por definiéo
Z={[ab] : (ab) e N?}.

Aos elementos d& chamamosimeros inteiros
3.2 Operag@es birarias emZ

Nesta sec@o vamos ver como efetuar opedag com 0s iimeros inteiros.
Definicdo 3.2. Sejam[a, b], [c,d] € Z. Define-sda,b] + [c,d] = [a+c,b+d].

Mostremos que a adaQ, definida desta formaan depende da escolha dos representantes

das classes de equigalcia envolvidas.

Proposiggo 3.2. Para quaisquer &, c,d,e f,g,h € N tais quea,b] = [c,d] e[e, f] = [g,h],
enfo
[a,b] + [e f] = [c,d] +[g,h].

Demonstragio.Como [a,b] = [c,d], (a,b)R(c,d) e, portantoa+d = b+ c. Analogamente,
e+h="f+g.
Logo, dada a comutatividade e associatividadeNerfa+e) + (d+h) = (c+g) + (b+ f)
donde,
la+eb+ f]=[c+g,d+h].

Proposicao 3.3. A adicao definida en¥ goza das seguintes propriedades:
1. Va,b,c,d € N, [a,b] + [c,d] = [c,d] + [a,b];
2. Va,b,c,d,e f e N, ([a,b] +[c,d]) +[e, f] = [a,b] + ([c,d] + [e f]);
3.Vabe N, [a,b]+[1,1] =[a,b];

4. Va,be N, [a,b] + [b,a] = [1,1].
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Demonstra@o. Para demonstrar 1) e 2) basta aplicar a defimige adigo e utilizar as proprie-
dades aalogas & demonstradas el

3) O inteiro [1,1] & o elemento neutro da adig. De facto, para quaisquar b € N,
[a,b]+[1,1] =[a+1,b+1] e, como(a+1)+b=(b+1)+a, temos quda+1,b+1)R(a,b),
pelo quefa+1,b+1] = [a,b].

4) Mostremos que, para quaisqaeib € N, [a,b] + [b,a] = [1,1]. Temos:
[a,b] + [b,a] = [a+b,b+a] = [a+b,a+b] =[1,1], uma vez que(l,1)R(a+b,a+b).

|

Observemos que, conta,b)R(1,1) < a+1=b+1<a=b,seteml, 1] ={(aa):ac N}.

O elemento neutro d&Z, +), i.e.,[1,1], & representado por O.

Dado o inteiro[a, b], a classgb, a] representa-se por [a,b] e designa-se por “o elemento
simétrico deja, b]”.

Defini¢do 3.3.Sejam a, b, ¢, & N. Define-sda, b - [c,d] = [ac+ bd,ad + bd.

Vejamos que a operag assim definidado depende da escolha dos representantes das classes
de equivaéncia envolvidas.

Proposicgdo 3.4.Dados ab,c,d,e, f,g,h € N tais que[a,b| = [c,d] e[e, f] = [g,h]. Ento
[a,b]- [e, f] = [c,d] - [g,h].
Demonstra@o. Sejama,b,c,d,e f,g,he Nela b] =[c,d| e[e f] =[g,h]. Temos:
[a,b]- [e, f] = [ae+bf,af+be e |[c,d]-[g,h] =[cg+dhch+dg.
Como (a,b)R(c,d) <a+d=b+ce(e f)R(g,h) < e+h= f+g, obtemos, sucessivamente,
e(a+d)=e(b+c); c(e+h)=c(f+g); f(b+c)=f(a+d); d(f+g)=d(e+h).
Pela propriedade distributiva da multipli@mxem relagoa adi§o de rtumeros naturais, obtemos,

eat+ed=eb+ec ce+ch=cf+cg fb+ fc=fa+ fd; df+dg=de+dh
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Assim,

ea+ed+ce+ch+ fb+ fc+df+dg=eb+ec+cf+cg+ fa+ fd+de+dh
ea+ fb+ch+dg=-eb+cg+ fa+dh

(ae+bf)+ (ch+dg) = (be+af)+ (cg+dh)

[ae+bf,af +beg = [cg+ dh,ch+dg]

[a,b]- [e, f] = [c,d] - [g,h].

Proposicao 3.5. A multiplica¢go definida en¥ goza das seguintes propriedades:
1. Va,b,c,d € N, [a,b]-[c,d] = [c,d] - [a,b];
2. Va,b,c,de f e N, ([a,b]-[c,d])-[e f]=[ab]-([c,d]-[e f]);
3. Va,be N, [2,1]-[a,b] = [a,b];
4. Va,b,c,d,e, f € N, [a,b]- ([c,d]+ [e f]) =[a,b]-[c,d] + [a,b] - [e, f].
Demonstra@o. Para demonstrar 1), 2) e 4) basta aplicar a dé&fomde multiplicago e utilizar

as propriedades aftogas § demonstradas e

3) Para quaisquer naturash, [2,1] - [a,b] = [a,b], pois,[2,1] - [a,b] = [2a+ 1b,2b+ 1a] e,
comoa+ (2b+1a) = b+ (2a+1b), (a,b) € [2a+ 1b,2b+ 14a].
|
Tendo em conta as propriedades da aolie da multiplica§o emZ, expressas nas proposes
3.3 e 3.5, temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.6. O triplo (Z,+, x) & um anel comutativo com identidade.
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3.3 Relag@oentreNeZ

Sendo os ameros inteiros classes de equératia de pares deimeros naturais claro que
N ¢ Z. No entanto, como mostramos nesta &ec@ grupo(Z,+) coném um subsemigrupo
H = {[n+1,1] : n e N}, isomorfo a(N,+), sendo o modide comutativo(Z, x) tamkem iso-
morfo ao momlide (H, x). IdentificanddY comH, podemos considerar qi¥é um subconjunto
deZ.

Com esta identificéip em mente, estabelecemos e provamos o seguinte teorema:

Teorema 3.1.A aplicago 6 : N — Z, definida por@ (n) = [n+1,1], para qualquer re N, &
injetiva e satisfaz

vmneN, 6(m+n)=08(m)+6(n) e 8(mn)=0(m)-6(n).

Demonstrago. Verifiguemos qué é injetiva. Sejamm,n € N tais quef (n) = 6 (m). En&o
n+1,1] = [m+1,1] e, portanto,(n+1,1)R(m+1,1), pelo quen = m. Vejamos agora que,
para quaisquem,n € N se tem,

B(m+6(n)=m+n+11 A 6(m)-8(n)=[mn+11].
Como 6(m)=[m+11 e 6(n)=[n+1,1] tem-se,

B(m+ 6(n)=[m+11+[n+1,1]

m+1+n+11+1]

[
=1
=[M+n+1+1,1+1]
= [m+n+1,1+[1,1]
=

m-+n+1,1]
=60(m+n).
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B(m)-8(n)=[m+1,1]-[n+1,1]
=[(m+1)(n+1)+1,(m+1)1+1-(n+1)]
=[mn+m+n+1+1m+n+1+1]
=[(mn+1)+(m+n+1),14+ (M+n+1)]
= [mn+1,1] + [m+n+1,m+n+1]
= [mn+1,1], poisim+n+1 m+n+1] = [1,1]
=0 (mn).

Corolario 3.1. (N,+) ~ 8((N,+)) e (N, x) ~ 6((N, x)).

O Corokfrio 3.1 permite-nos identificar casec N com o inteirojn+ 1, 1]. Para cada € N,

o inteiro [1,n+ 1], por ser o elemento si#trico de[n+ 1,1}, representa-se pefn.
Teorema 3.2.Qualquer inteiroé, exatamente, de uma das forrfas ou —n, para algum re N.

Demonstrago. Sejam,n| € Z.

Sem< nenBodk e N:m+k=n. Temos:

m+k=n< (M+k)+1=n+1lem+(k+1)=n+1< (mn)R(1,k+1).

Portanto[m,n] = [1,k+1] = —k.
Sem=neniom+1=n+1,ie.,(mn)R(1,1). Portanto/m,n] = [1,1] = 0.

Sem>nenBodke N :n+k=m. Temos:

n+k=mem=n+kem+l=(n+k)+1<m+l=n+(k+1)< (mn)Rk+1,1).

Portanto/m,n] = [k+1,1] = k.
|

Observag@o: Dadosx,y € Z, nao havendo ambiguidade, escreveremgsara significax.y.
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3.4 Uma ordem parcial emZ

EmN definimos uma reldp biraria que pro@mos ser uma ordem total. Sendo os inteiros clas-
ses de equivahcia de pares de&imeros naturais, faz sentido interrogarmo-nos em que medid
se pode definir e uma ordem parcial que estenda a ordem doseros naturais. Em caso
afirmativo, sed essa ordem tricomica?

Definicao 3.4. Dados os aimeros inteiroga, b| e [c,d], dizemos quéa, b] € menor ou igual que
[c,d], e escrevemds, b] <z [c,d] se a+d <y b+ c, onde<y & a ordem parcial env.

Antes de estabelecermos propriedades daaplag, provamos o seguinte lema.

Lema 3.1Sejama,b,c € N. Enfao
at+b <yatc=b<yc

Demonstragio. Dea+b <y a+ c obtemosa+c = (a+b) +k, para algumk € N. Tendo
em conta o Cord@rio 3.1, os fimeros naturaig, b, c,k podem ser identificados com os intei-
ros [a+1,1],[b+1,1],[c+1,1] e [k+ 1,1], respetivamente. Deste modo, tomando o inteiro
[1,a+ 1] (= —a), obtemos, da igualdade+ c = a+ (b+k),

—a+a+c=-a+a+ (b+k)
i.e.,c=b+k. Logo,b<c. |
Teorema 3.3. (@) Arelag@o <z & uma relagéo de ordem parcial erfd.
(b) Para quaisquer ) € N tem-se,
—XZzY, X<zy&X<nYy, X<zy=-y<z-X -y<z;0<zv.

Demonstra@o.

(a) Para qualquejx,y] € Z & claro quelx,y|] = [x,y] e, portanto,[x,y] <z [x,y], i.e., <z &

reflexiva.
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Sejam agorax,y] e [a,b] dois rimeros inteiros tais qui,y] <z [a,b] e [a,b] <z [X,Y].
Entio,x+b <yy+aea+y<yb-+Xx pelo quex+b=y+a, ou seja,a b] = [xy].
Portanto, a relaéo <y € anti-singétrica.

Finalmente vejamos que a refaxe transitiva, i.e., que, para quaisqaeb,c,d,x,y € N,
se [a7 b] SZ [C7 d] € [Ca d] SZ [X7y] en@o [aa b] SZ [Xa y] Como

[a,b] <z [c,d] & a+d<yb+c e [c,d <z[xy < ct+y<yd+X
temos, dadas as propriedades da@alemN e (ii) do Teorema 2.2,

a+d+y<b+c+y e c+y+b<d+x+b

isto e,
a+y+d<b+4+c+y<b+x+d

Da transitividade deCy e do Lema 3.1 segue-se agora quey < b+ X, i.e., quela,b] <z
[%,Y].

(b) Sejanx,y € N. E evidente que—x <7y pois,

[1,x+1] <z [y+1,1]
S1+1<y(x+1)+(y+1)
S 1+1<y1+1+(x+Yy)
& 1<y1+(X+Yy).

E tamtem claro que, para quaisquery € N se temx <y y < x <y Y. De facto,

X<zy< [X+17 1] <N [y+17 1]
& (X+1)+1<y1+(y+1)
S X+(1+1) <yy+(1+1)

< X<nV.
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Mostremos agora que <7y = —y <7 —X, Vx,y € N. De facto,

x<zy& [x+1,1 <z [y+1,1]
S X+ +1<y1+(y+1)
S 1+ (X+1) <y1+(y+1)
< [1Ly+1] <z [1,x+1]

& —-y<z X

Para completar a demonstéagprovemos que, para qualquet N, se tem—x <70 <z x.
Comecemos por ver quex <z0.

[L,x+1] <z [X,X < 1+ X<y (X+1)+X

S 1<yx+1.
Vejamos agora que €7 x, Vx € N. Temos:

OSZX<:> [X,X] <z [X+171]
<X+ 1<y (X+1)+X
S 14+ x<y (X+1)+x

S 1<yx+1

No inicio desta demonstrag mostamos que, para quaisquely € N, se tem —x <y Y,
logo tamkem se tem—x <y X.

Observa@o: Nao havendo ambiguidade, representarerdgs por <.

Como consedggncia do Teorema 2.1 e da def@éic3.4 prova-se facilmente que arélac<,, €
uma ordem total enZ. De facto, dadoga, b|, [c,d] € Z, comoa+d e Neb+ce N, temos
a+d<b+coua+d=b+coub+c<a+d,i.e., [ab] <]cd oulab]=]|c,d] oulcd] < [ab].
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Temos, assim, o0 seguinte resultado:

Proposigao 3.7.(Z,<) & um conjunto totalmente ordenado.

Proposicao 3.8. Para quaisquer ¥y, z € Z, tem-se

1. O0x=0;

2. =(xy)=(=x) y=x(-y);

3. (X—y)z=x2z-YyzZ

4. Xxz=yzNz#0=Xx=Y,

5. xy=0=x=0Vvy=0;

6. X<y=X+z<y+z

7. X< YyNO0<z=x2<YyZ

8. 0<xAN0<y=0<x4+y A 0<xYy,

9. 0<xAy<0=xy<O0;

10. x<O0AYy<0=0<xy.

Demonstra@o.

1. Para qualquer= [a,b] € Z e c € N tem-se, sucessivamente,

0x=[c,c] [a,b] = [ca+cb,cb+ cal = [ca+ cb,ca+ch] = 0.

31
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2. Sejamx,y tais quex = [a,b] e y=[c,d] coma,b,c,d € N. Tem-se:

—(xy) =—([a,b] [c,d]) = —([ac+bd,ad +cb])
= [ad+ cb,ac+ bd]
= [bc+ad,bd+cal
= [b.a] [c,d]

= [bc+ad,bd+cal

= [ad+bc,ac+db|
a,b] [d, ]

=X (=y)-

Se—(xy) = (—x) ye(—x) y=x (-y) enfio— (xy) = x (-y).

3. Sejamx,y,z tais quex = [a,b], y=[c,d] ez= [e, f] coma,b,c,d,e f € N. Tem-se,
sucessivamente,

xz—yz=lab] [e f]-[c,d] [ f]

&,
[ae+bf,af +bg —[ce+df,cf+d€

[ae+bf,af+bg+[cf+decetdf]

[ae+Dbf+cf+deaf+be+ce+df]

(a+d)e+ (b+c)f,(a+d)f+(b+c)e

[
[a+d,b+c| [e f]
([a,b]+[d,c]) [e f]
([a,b]—[c,d]) [e f]
=(x-y)z
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4. Sejamx,y,z€ Z ew € N tais quex = [a,b] ,y=[c,d] ez=[w+1,1] ouz=[1,w+1].
Mostremos qu& z=y zA 0 < z=- x =Y. De facto,

Xz=yz= [a,b] w+1,1] = [c,d] [w+1,1]

= law+1)+blal+bw+1)]=[c(w+1)+dl,cl+d(w+1)]
= (a(w+1)+b,a+b(w+1))R(c(w+1)+d,c+d(w+1)
=a(w+1)+b+c+d(w+1)=a+b(w+1)+c(w+1)+d

= aw+a+b+c+dw+d=a+bw+b+cw+c+d

= aw+ dw= cw+ bw

= w(a+d) =w(c+Db)

=a+d=c+Db

= (a,b)R(c,d)

= [a,b] = [c,d]

= X=Y.

Paraz < 0 a demonstraipé aréloga.

5. Sejamx,y € Z. Provemos quay= 0= x=0Vy= 0. Suponhamos que+# 0. Engo,
por (1), por (4) e propriedade comutativa:

Xy=0=xy=x0=y=0.

6. Sejamx = [a,b] ,y=[c,d] ez=[e, f]. Sendaa,b,c,d,e f € Ntem-se,

[a,b] <[c,d]=a+d<b+c
=a+d+e+f<b+c+e+f
=at+e+d+f<b+f4c+e
= [a+eb+f] <[c+ed+ f]
= [a,b] + [e, f] < [c,d]+[e, f]

=>X+z<y+z



34

7.

10.

Construéio e ordenago do conjunto dostnmeros inteiros

Sejamx = [a,b],y = [c,d] e z= [e f] nUmeros inteiros tais quéab] < [c,d] e
[1,1) < [e f]. Enthioa+d <y b+xe 1+ f <y 1+e Por b) do Teorema 3.3 e por 6.

obtemos:
1+ f<yl+escl+f<yl+e=0<e-f.

Assim,e— f € N e, por ii) do Teorema 2.2 e pela reflexividade dg, segue-se de
a+d<yb+xque
(a+d)(e—f) <y (b+x)(e—f),

i.e., quexz < yz

Sejanx,y € Z tais quex = [a,b] ey=c,d], a,b,c,d € N.

Mostremos que: & XxA0 <y=-0< x+Y. Tem-se, sucessivamente,
0<x=b<ae O0<y=d<c,dondeb+d<a+c,ie., 0<x+YV.

Vejamos agora que @ xA0<y=-0<xy. De facto, se X xA0<y, por7., 0y <xy,
por 1., 0<xy.

. Sejamx,y € Z tais que 0< x ey < 0. Enfo, por b) do Teorema 3.3,<0 —y, pelo que

se segue, por 8., que<0x(—y). Por 2., obtemos eab 0< —(xy) e, de novo de b) do

Teorema 3.3, resulta qug < 0.

Sejamx,y € Z tais que 0< —x ey < 0. Enfo, por 9.,(—x)y < 0, pelo que, por 2.,
(—xy) < 0. Por b) do Teorema 3.3 obtemos o pretendidg: >g.

Como consecgncia imediata de (6) e (8) da Prop@si¢3.8 obtemos:

Proposicgdo 3.9. 0 anel(Z,+, x,<) & um anel ordenado.

Proposicao 3.10.Para quaisquer ¥y € Z tem-se x<p y < X—Yy <7 0.

Demonstra@o. Sejamx,y € Z tais quex <z y. Comox <z ye—-y <z -y, temox—y <z y-Y,

istoe,x—y <z 0.

Reciprocamente, suponhamos quey <7 0. Comoy <z Yy, temosx—y+y <z 0+yi.e.,

X<z V. [ |
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Proposicgdo 3.11.0 anel(Z,+, x,<) & um anel arquimediano.
Demonstra@o Sejama e b dois inteiros positivos tais que< b. Enfo,

a<b =b=a+k keZ
=b((b+1) =a(b+1)+k(b+1)
=a(b+1) =Db+ (b?—bk—Kk).

Portanto, para qualquer inteino> b+ 1, temosha > b. |

Definicao 3.5. Para cada x€ Z, chama-se i@dulo ou valor absoluto de X, e representa-se por

, ao elemento &ximo do conjuntdx, —x}, istoé,

x| = X sex>0
] —xsex<DO.

X

Proposicao 3.12.Para quaisquer ¥y € Z, tem-se
1. |x| >0;
2. X =0<x=0;
3. [xyl =[x [yl
4. [x+y| < X +yl.
Demonstra@o. Sejamx,y € Z.

1. Se O< xen@o|x| =xlogo |x| > 0.
Sex < 0enfio|x| = —xlogo |x| > 0, pois—x > 0.

Sex =0 enfo|x| = 0 pela definigo 3.5 .
2. Consegancia imediata da defirap 3.5.

3. Se 0< xe 0< y enfio 0< xy pela proposigo 3.8 (8) e, portantdxy| = xy= |X||y|, por
definicdo.
Se 0<xey<0endo|x =xelyl = -y, istog, |x |yl = x(-y), i.e,, [X||y]| = —(xy) pela
proposi@o 3.8(2).
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Mas|xy| = —xy, poisxy < 0 e, portanto|xy| = || |y] .
Sex<0ey<O0,endo|x =—xe |y = -y, istog,|x||y| = (—x)(-Y), isto&,
IX| |y| = xy pela proposigo 3.8(10).
Como 0< xy tem-se|xy| = xy e, portanto|xy| = [X||y] .
Sex=0Vy=0 pela proposi&o 3.8 (1) e propos#p 3.12 (2) tem-sexy| = |X| |y|.
Como consedggncia de 2 e de 1 da proposigo 38 é claro que s& =0 ouy = 0 enfio
Xyl =[x |yl-

4. Se 0< xe O< yenfo|x =xely| =y, pelo que)x|+ |y| = X+Y.
Por outro lado, 6 x+Y, peloque |X+Y| = x+Y e, portanto|x+y| < |x| + |y
Sex< 0 eO<y enfo |x| = —xel|y| =Y, pelo que x|+ |y| = —X+Y.
Se|x| < |y| enio 0< x+VY, pelo que)x+y| = x+Yy e, portanto|x+y| < |x| + |y|.
Sely| < |x| eniox+Yy < 0 pelo quex+y| = —(x+Y), e portanto|x+Yy| < [x|+|y].
Se O< xey < 0 enfio|x| = xe |y| = —y, pelo que|x| + |y| = x—V.
Se|x| < |y| eniox+y < 0, pelo que|x+Yy| = —(X+Y) e, portanto/x+Yy| < [x| + |y|.
Sely| < |x| enio 0< x+Y, pelo que)x+y| = x+Yy e, portanto|x+Yy| < |x| + |y|.
Sex< 0ey<0,enBolx =—xely| = -y, pelo que|x|+|y| = —x—y.
Por outro ladox+y < 0O, pelo que|x+Yy| = —(Xx+Y) e, portanto/x+y| < x| +y| .

Sex=0Vvy=0E&obvio quelx+y| <|x|+1y|.

Observemos que o conjun{@, <) nao & um conjunto bem ordenado pois 0 subconjunto
dos rumeros inteiros menores que zeraontem elemento mimo. No entanto o conjunto

{n€Z:0<n} &um subconjunto bem ordenadoZecujo o elemento mMmimoé 1(= [2,1]).



Capitulo 4

Construcao e ordena@o do conjunto dos
ndmeros racionais

O sistema de imeros que constimos no Cafiulo 3,7, tem ainda érias limita@es. Tal como
nao se pode subtrair eNy tamkem riio se pode dividir eti: ndao Ha, emZ, elementos suficientes
para acomodar mecanismos de dias Mais formalmente, a equiag 4& = 3, por exemplo, de
coeficientes inteiros,ao tem solugo emZ. Veremos, neste céplo, como ultrapassar este tipo
de dificuldade.

4.1 Definicao dos mimeros racionais

Definicao 4.1. Seja R a relago biraria definida en# x Z\ {0} da seguinte forma:
(Va,ce ZAb,d € Z\ {0}) (a,b)R(c,d) < ad = bc.

Proposicdo 4.1. A relagdo Ré uma relaéo de equiva@ncia entZ x Z\ {0}.

Demonstrago. Sejama,c,ec Z eb,d, f € Z\ {0}. Como a multiplicago & comutativa em
Z, ab=ba. LogoR é reflexiva.

Suponhamos qu@, b) R(c,d). Enioad = bc e, como a mutiplicaéo emZ & comutativa,
temosda= cb, ou sejach=da Logo, (c,d)R(a,b) e, portantoR & sinetrica.

37
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Provemos agora quR é transitiva. Suponhamos qua,b)R(c,d)e(c,d)R(e, f). Ento
ad=bcecf=de Temos:ad=bc=adf=bcf= adf=bde= af =be= (a,b)R(g,f).

Dado(a,b) € Z x Z\ {0} representamos a classe de eqéimala de(a,b), determinada por
R, por[a,b]. Assim,
[a,b] = {(c,d) € Zx Z\{0} : (a,b)R(c,d)}.

Representamos o conjuntd x Z\ {0}) /R por Q. Assim, por definigo,
Q={lab]:(ab) € Z xZ\{0}}.

Aos elementos d& chamamosimeros racionais

4.2 Operag@es birarias emQ

EmQ vamos definir a ad&po e a multiplicago de fumeros racionais.
Definicdo 4.2. Sejam[a, b], [c,d] € Q. Define-sda,b] + [c,d] = [ad+ cb,bd].

Na proposi@o seguinte mostramos que a adigdefinida desta formaan depende da esco-
Iha dos representantes das classes de eguisial envolvidas.

Proposiggo 4.2. Para quaisquer[a,b],[c,d],[e f],[g,h] € Q, tais que [a,b] = [c,d] e
e, f] = [g,h], tem-sefa, b] + [e, f] = [c,d] +[g, h].

Demonstrago. Sejam[a,bl,[c,d],[e f],[g,h] € Q. Comola,b] = [c,d] e [e, f] = [g,h] temos
(a,b)R(c,d) e (e, f)R(g,h) e, portantoad = cbeeh= fg.

Como adfh = cbfh e ehbd = fgbd temos, adfh+ ehbd = cbfh+ fgbd, i.e.,
(af+ebjhd = fb(ch+gd) e, portanto, [af+eb fb)j = [ch+gdhd], e,
[a,b] + [e f] = [c,d] +[g,h].

]
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Proposicao 4.3. Se ce Z\ {0} e [a,b] € Q en&o|a,b] = [ac,bd = [ca,ch].

Demonstrago. [a,b] = [ac,bc] < (a,b)R(ac,bc) < abc= bac«< abc= abc

Proposigio 4.4. A adigio definida en) goza das seguintes propriedades:
1. V[a,b],[c,d] € Q, [a,b]+[c,d]=[c,d]+][abl;
2. V[a,b],[c,d,[e f] € Q, [ab]+([c,d]+[e f]) = ([ab]+[c,d])+][e f];
3. Vne Z\{0},V [a,b] € Q, [0,n] + [a,b] = [a,b] + [0,n] = [a,b];
4. Y[a,bl € Q, [a,b]+[-ab] =[0,n], ne Z\ {0}

Demonstrago. Sejam[a,b],[c,d] e [e, f] € Q

1) Temos:
[a,b] +[c,d] = [ad+ bc, bd] ( por defini¢o)

= [cb+ da, db] (pela propriedade comutativa da &itice multiplicaéo emZ)
= [c,d] + [a,b] (por definigo)

2) Temos:

[a,b] + ([c,d] +[e, f]) = [a,b] + [cf+dedf]
=[adf+ (cf+de)b,bd f]
= [adf+cfb+dehbd f]
= [ad+bc,bd] + [e, ]

([a,b] + [c,d]) +[e, f].

3) O nimero racional0,n], Vn e Z\ {0}, & o elemento neutro para a &atic
De facto, tem-se

[a,b] 4 [0,n] =[an+b-0,bn|
= [an,bn|

= [a,b]. Proposi@o 4.3
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4) Sejan € Z\ {0}. Temos:

[a,b] + [—a,b] = [ab+b(—a),bb]

= [ab—ab, bb|

= [0, bb]

=[0,n], sendon = bb.

|
Em virtude da propriedade 3), @mero racionalO, n], para qualquen € Z\ {0}, designa-se
por elemento neutro da adig e representa-se paf.0A propriedade 4) estabelece que qualquer
nbmero racionala, b] tem sinétrico, a saber, olimero racional—a, b|. Este rumero representa-
se por—|[a,b.

Defini¢do 4.3. Sejam[a, b] , [c,d] € Q. Define-sda,b] - [c,d] = [ac,bd].

Tal como aconteceu com a ada; a operago definida desta forman depende da escolha
dos representantes das classes envolvidas, como podenficanpela proposi@o seguinte.

Proposido 4.5. Para quaisquer[a,b],[c,d],[e f], [g9,h] € Q, tais que [a,b] = [c,d] e
[e7 f] = [97 h]’ tem_se[a7 b] ’ [ev f] = [Ca d] ’ [97 h] .

Demonstrago. Sejam[a,b],[c,d],[e, f],[g,h] € Q. Como[a,b] = [c,d] e [e, f] = [g,h] temos:
(a,b)R(c,d) e(e, f)R(g,h), i.e.,ad=bceeh= fg. Comoehad= fgad< ehad= fgbc tem-se
aedh=cgbf, i.e., (agbf)R(cg,dh),i.e.,[aebf] =[cgdh.i.e.[ab]-[e f] =[c,d]-[g,h].

|

Proposicao 4.6. A multiplicagio definida end) goza das seguintes propriedades:
1. V[a, b] ) [C7d] €Q, [aa b] ’ [07 d] = [Cu d] ) [au b] :

2. V[a,b] ) [C7d] ) [e7 f] €Q, [aa b] ’ ([Cvd] ’ [ev f]) = ([a7b] ’ [C’d]) ’ [e’ f];

w

. VnezZ\{0} V[abl €Q, [ab]-[n,n =[nn|-[ab] =[abl;

»

Para qualquera,b] # [0,n], [a,b] - [b,a] = [n,n], ¥n € Z\ {0};

5. V[a,b],[c,d],[e fle Q, [ab]-([c,d]+][e f])=][ab] [c,d]+[ab]-[e f].
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Demonstra@o. Para demonstrar 1) e 2) basta usar a d&fmaa multiplicago e as propriedades
aralogas alidas entZ.

3) Sejamn € Z\ {0} e [a,b] € Q. Ento[a,b]- [n,n] = [an,bn|] = [a,b], pela proposigo 4.3.
Logo, o racionaln,n] &€ o elemento neutro da multiplicég.

4) Sejaja,b] € Q tal que[a, b} # [0,n], n € Z\ {0}. Temos:

[a,b] - [b,a] = [ab,bd
= [ab,ab)

= [n,n].
5) Sejam[a,b], [c,d],[e, f] € Q. Temos:

[a,b] - [c,d] +[a,b] - [e, f{] = [ac,bd] + [ae bf]
= [acbf+ bdagbdbf]
= [b(acf+dae),bdbf]
= [bb] - [acf+daedbf], pela proposigo 4.6.3
= [acf+ daedbf]
=[a(cf+de),bdf]
=[a,b]-[cf+dedf]
= [ab]- ([c,d] +[e f]).

|
Observemos que, por 3), a multipliécdefinida en@) admite elemento neutro. Representa-
se este elemento neutro pag.1Além disso, por 4), qualquerimero racional &o nulor &
invertivel. O inverso de € Q) {0} representa-se por.

Tendo em conta as propriedades da aolie da multiplicago em(@Q, tem-se a seguinte
proposi@o.

Proposiggo 4.7. O terno(Q, +, x) & um corpo.
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4.3 Uma ordem parcial emQ

Os rumeros racionaisa®, como vimos, classes de equaratia de pares delmeros inteiros,
pelo que definiremos uma rekgc de ordem parcial ef@ a partir da ordem parcial definida em
7.

Definicao 4.4. Dados os ameros racionaiga, b] e [c,d], dizemos quéa,b] & menor ou igual
que(c,d], e escrevemas, b] <q [c,d] se(ad—bc) (bd) <z 0, onde<y & a ordem total erd.

Teorema 4.1.A relagdo <gp € uma relaéo de ordem total erf.

Demonstrago. Para qualquefia, b] € Q & claro quéa,b] = [a, b] e, portanto[a,b] < [a,b], i.e.,
<g € reflexiva.

Sejam agorda,b] e [c,d] dois rimeros racionais. Mostremos que, [agh] <q [c,d] e
[c,d] <q [a,b] enfoa,b] = [c,d]. Como

[a,b] <g [c,d] & (ad— bc) (bd) <7 0 < adbd—bcbd <z 0 < adbd <z bcbd (1)
c,d] <p [a,b] & (cb—da) (db) <z 0« cbdb—dadb<; 0« cbdb<; dadb (2).
Q

podemos concluir quaddb= cbdh i.e.,ad = cb, pelo que(a,b)R(c,d), i.e.,[a,b] = [c,d].
Mostremos agora que para qualgigb], [c,d], (e, f] € Q, se[a,b] <g [c,d] e[c,d] <g [& f],
ento|a,b] <q [e, f]. Como,

[a,b] <Q [c.d] A [c,d] <Q e f]

temos:
[af,bf] <g [c,d] A [c,d] <g [bebf],
i.e.,
(afd—bfc)(bfd) <z 0 A (cbf—dbe) (dbf) <z 0.
Mas,
(afd—bfc)(bfd)+ (cbf—dbe (dbf) <z 0,
ie.,

(afd—cbf+cbf—dbe (dbf) <z 0,
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ie.,
(afd—dbe) (dbf) <5 0.
Assim, [a,b] <g [e, f].

Finalmente, mostremos qu& € tricobmica. Sejama, b, [c,d] € Q tais que[a, b] # [c,d].
Entoad # bc pelo quead — bc # 0. Como<y & tricobmica, temos e@b que ouad—bc< 0
ou 0< ad—bc. Combd# 0 (b,d € Z\ {0}), temos, tamém bd < 0 ou 0< bd. Assim,
(ad — bc) (bd) < 0 ou 0< (ad — bc) (bd), pelas propriedades (8), (9) e (10) da Profsic
3.8. Comoad — bc# 0 ebd # 0, segue-se, pela propaaa; 3.8(5), quéad — bc) (bd) < 0 ou
0 < (ad—bc) (bd).

|

As propriedades enunciadas e demonstradaZ €Rroposi@o 3.8) verificam-se er). De
seguida destacamo&$rdessas propriedades e provamos duas delas.

Proposigio 4.8. Para quaisquefa, b, [c,d], [e, f] € Q tem-se,
1. [ab] < [c.d] = [ab]+[e f] < [c.d]+[e f];
2. [a,b] < [c.d]A[0,X < [e f],xe Z\{0} = [ab] e f] < [c,d]-[e f];
3. [0,X <[a,b],[0,X] <[c,d],xe Z\{0} = [0,X] < [a,b]-[c,d] A[0,X] < [a,b] +[c,d].

Demonstra@o.

1) Sejam[a, b}, [c,d],[e, f] € Q. Tem-se, sucessivamente,

[a,b] < [c,d] = (ad—bc) (bd) <0
(adf—cbf)(bdf) <O

(ad f+bed—cfb—bed) (bfd) <0
[(af+be)d— (cf+ed)b] (bfd) <0
[af+bebf] <[cf+eddf]
&,

.
N
.
.
N
= [ab]+[e f] < [c,d] +[e T].
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2) Sejam[a,b], [c,d], [e, f] € Q tais quela,b] < [c,d] A [0,X] < [e, f], x € Z\ {0}. Temos:

[a,b] <[c,d] = (ad—bc) (bd) <0
= e(ad—bc) f (bd) <0
= (ade—bce) (fbd) <0
= [ade fbd] < [bce fbd]
= [ag fb] < [ce fd]
= [a,b]- [e f] <[c,d]-[e f].

|
A proposi@o seguinté& consegéncia imediata da Propo&ig 4.7 e de (1) e (3) da Propdaa;
4.8.

Proposicgo 4.9. O triplo (Q,+, <) & um grupo ordenado @, +, x,<) & um corpo ordenado.

Proposicao 4.10.0 corpo(Q, +, x, <) & arquimediano.

Demonstrag@io. Sejama,b € Q" tais quea<b. Enfioa= [p,q e b=1r, 5|, para certos
inteiros positivosp, g,r,s. Dea= [p, q] < b = [r, 5 obtemos, por (8), (9) e (10) da Propdsi¢
3.8, uma das duas seguintes sifieg; (i)ps—qgr < 0eqgs> 0; (i) ps—qr > 0eqgs< 0.
No caso de se dar (i), temgs < qr e, comoZ & arquimediano, existe um inteirotal que
nps> gr, i.e.,gqr —nps< 0. Deste modo, comgs> 0, segue-se, por (9) da Prop@si¢3.8, que
(gr—np9(gs) <0, i.e.,[r, g < n[p, g]. Portantop < na. Analogamente, a situag (ii) leva-nos
afr, sl <K[p, g] e, portanto, ab < ka, para algum inteirdx.

|

4.4 Relag@oentreQeZ

Nesta sego mostramos que o angl, +, x ) pode ser considerado um subane(@e+, x).

Teorema 4.2.A aplicag@o 6 : Z — Q , definida porf (z) = [z, 1] , para qualquer £ Z, € um

monomorfismo de anel.
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Demonstragio. Comecemos por verificar queé injetiva. Sejanx,y € Z tais qued(x) = 6(y).
Entio[x,1] = [y, 1] pelo que(x,1)R(y,1), i.e.,x1=1y. Logo,x =Y. Vejamos agora que, para

quaisqueK,y € Z, se tem
6(x)+6(y)=Xx+y1 A B(x)-6(y)=[xy1].

Como,0 (xX) = [x,1] e O6(y)=1y,1], tem-se,
6(X)+ 0(y) =[x1+[y.1]=[x1+y1,1] = [x+y,1] = 6 (x+Y)

6(x) 8(y)=[x1 [y, 1] = [xy1] = 8(xy).

Tendo em conta o teorema anterior, vemos Gue 6(Z), ondeO(Z) & um subanel d&.
Deste modo, cada elemento Agode ser identificado com o elemeritpl] de Q. O racional
[1,Z] € o elemento inverso de 1] e representa-se par?.

Observemos que, para quaisqads € Q e a# 0, como existea ! € Q, a equagoax=b
tem solu@o emQ: x = a b, ficando, deste modo, ultrapassada a dificuldade existerdaed
7, relativamente solubilidade de equéaes do ? grau, apresentada no inicio desteitap.

Observemos, finalmente, que o conju@d = {[a,b] € Q: [0,1] < [a,b]} ndo & bem or-
denado. De facto, o subconjunfo= {[a,b] € Q" : [a,b] < [a,a]} de Q" ndo tem elemento
minimo, pois, para qualqudrc Z/{0} e 0< b, [1,b] € A e, para qualquek € Z tal que
b<k, [1,kle Ae [1K <g[1,b], umavez qu¢l-b—k-1)(kb) <O.
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Capitulo 5

Construcao e ordena@o do conjunto dos
nameros reais

Apesar das vantagens g@apresenta em relag aZ, Q nao €, ainda, um sistema nurco
adequado. Por exemplo, a eqiiax? = 2 ndoé solivel emQ.

Outra dificuldade com o corpo dosimeros racionai&€ que, embora toda a sucassde
nimeros racionais convergente seja uma s@weds Cauchy,dsucesses de Cauchy deimeros
racionais que & f0 convergentes e (veremos um exemplo de uma tal su@essnaisa
frente).

E assim necessio proceder a uma ampliag deQ) que acomode a soléio dasfalhasindi-
cadas. Deste modo surgem @smeros reais. A constréig dos ameros reais que apresentamos
neste capulo & devida a Georg Cantor (1845-1918) e tem como objetivo aregastde um
corpo ordenado que esten@ee no qual toda a sucessde Cauchy seja convergente.

Comecamos com uma breve apreseiage conceitosdsicos.
5.1 Conceitos lasicos

SejaG um grupo ordenado.

Definicao 5.1. Diz-se que uma sucess(x,),,, N € N, de elementos de @&, convergente para
xeGseVe e G, dpe N: Vn> p [X, —X| < €. Escrevemospt— X ou limxy = X.

a7
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Definicao 5.2. Uma suces#o (xn),, N € N, de elementos de G, diz-se limitada se
dJabeG:a<x<b,

para qualquer rne N.
Proposicado 5.1. Toda a suces® convergente em &limitada em G.

Demonstrago. Seja(xn),, N € N, uma suces® de elementos d8, convergente pamac G.
Assim,
VeeGh, Ipe N, Vn>p, [Xn—X| < €, i.8.,X— € < Xp < X+ €
e, portanto(x,)n € uma suceé® limitada enG.
|
No estudo do Exemplo 5.1, que apresentamos adiariteportante o conceito de sucass
decimal de imeros racionais.

Definicao 5.3. Uma suces#o (xn),, N € N, de rimeros racionais, da forma

X0 =80, X1 = B0+ ki ..y = B0k
y AL 10,-.., 10 e 10,],...

onde @ € um rumero inteiro € < a, < 9 para qualquer n> 1, diz-se uma sucess decimal.

Definicao 5.4. Uma suces®o (xn),,, N € N, de elementos de G, diz-se uma su@est Cauchy
em G se
Vee Gt, dpeN, Vn,m> p [Xn — Xm| < €,

istog, se
Vec Gt dpeN, Yn> p, VK> 0 [Xp ik — Xn| < €.

Proposigao 5.2. Toda a suces® decimal enf) &€ uma suceé® de Cauchy.

Demonstrago. Para mostrar que a sucaéss

X0 =80, X1 = B0+ k... ¥ = B0+ ke
- y AL — 10,..., — 10 10,],

€ uma suceé® de Cauchy determinemos, para cada0, uma ordenp que verifica a condgo
[Xnik — Xn| < €, para cada > p e para cad& > 0.
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ComO Xk —Xn| = 1o + -+ + 1 tOMOS, [Xn ik —Xn| < %(1+1—10+...+1—mlq> :
1

. 1 1 _ ik o1
pois 0< a, < 9, para qualquen > 1. Mas 1+ ot tTgFT=11 <%

1- 10
Xk — Y| < 1o - % = 10- COMO1gn — 0, & SUCESHD (¥n)n & Uma suced® de Cauchy.

e, portanto,

Proposicao 5.3. Toda a suces® de Cauchy de elementos de&Gmitada.

Demonstragio. Consideremosx,),,, n € N, uma suces®o de Cauchy de elementos @e To-
memos umee G*. Enfio existep € N tal quexp — € < Xn < Xp+ €&, N> p. Isto significa que a
sucesaoé limitada.

|

Proposicao 5.4. Toda a suces® (xn),, n € N, de elementos de G convergeigtsucesio de
Cauchyem G.

Demonstragio. Seja(xn),, N € N uma suces® de elementos de convergente parac G, i.e.,
Vee G, dpe N, Vn>pxn—X < §
Tomandom,n € N tais quem,n > p tem-se

£ ¢
Xm —Xn| = [Xm—X—Xn+ X < [Xm—X| +[Xn — X| < §+—:£.

Logo (Xn)n € uma suce$® de Cauchy.

|
Observamos que existem grupos ordenados nos qaaadesses de Cauchy quean si0
convergentes. O seguinte exemplo apresenta uma desgdesfua

Exemplo 5.1:Sejax € Q. A equa@ox? = 2 réo tem solugo emQ. E, no entanto, possl
definir sucesdes de Cauchy delimeros racionaisian)n, € (by)n, tais que a2 <2 < b2 e
(bn)n — (@n)n — O.

Comecemos por verificar que a eqéiag?® = 2 n&o tem solu@o no conjunto dosirmeros
racionais. Para tal vamos supor que tal sdtuexiste. Seja el = [a,b], ondea,b € Z sao
primos entre si & # 1. Enfio tem-se
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[a7 b] ’ [aa b] = [27 1] g [aa, bb] = [2, 1] < aa= 2bb, isto e, a2 = 22

Logoa? & par e, portanta & tamiem par, i.e.a = 2k, para algunk € Z. Assim,
a® = 2b% & 4k? = 2b% & b? = 2k,

pelo queb? & par e, portantd) & par. Deste modo,&um divisor comum a eb, o que contraria
o facto destes doisimeros serem primos entre si.

Embora, como vimos,do seja possel encontrar en) solugio para a equapx® = 2, pode-
mos definir duas suce®ss de Cauchy deUmeros racionais,(a,)n € (bn)n, tais que
aZ<2<b e (bp)n — (a))n — 0. Estas sucedss r@o &m limite emQ pois, se(a )n — &,
ac Q, tamkem (by)n — a porque (by)n — (an)n — 0, logo ter-se-iaa? = 2, 0 queé ab-
surdo como vimos anteriormente. Definamos@entais suceées. Para cadac Ny, sejapn
0 maior inteiro tal quepﬁ < 2-10?" e sejam(an)n = 7 € (bn)n = (an)n + 1g- E claro que
(&) <2< (DL}}) e que(bn )n— (an)n = 75 — 0. Mostremos agora qu@@n)n € uma su-
ces§io de Cauchy. Pela Propo&a;5.2, basta verificar que,)n se pode escrever como uma
sucesao decimal, iste,

X2
o 6" [T A X0+1o+ +1o“’

ondexg, X1, ...,X, SA0 inteiros tais que & x, < 9, paran > 1. De facto, definindo

ap = Xo, 31=X0+ 32_X0+

Xo = ao

x1 =10(a; — ap)

Xn = 10"(an —an_1)

obtemos, para> 1, x, = pn— 10p,_1 pelo que KX pr—10pp_1 <9,n> 1.

A constru@o dos fimeros reais que aqui apresentamos $eita a partir de sucedss de
Cauchy. O nosso objetiv@ construir um corpo ordenado que seja uma egedeQ e no qual
toda a suce$® de Cauchy delimeros racionais seja convergente.
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5.2 A construcao de uma extengo deQ

Como vimos no exemplo 5.1 existem su@essde Cauchy ddimeros racionais quen conver-
gem em(Q). Vamos agora construir um corpo ordenado, que seja umasagrtee(Q, mas onde
as sucesses de Cauchy sejam convergentes.

SejaC o conjunto das sucedss de Cauchy deUmeros racionais, com as opedas
(%n)n + (Yn)n = Xn+Yn)p € n)n - (Yn)n = (XaYn), - O triplo (C,+, x) & um anel comutativo
com identidade. O elemento nudoa suces® cujos termosa® todos iguais a 0 e 0 elemento
identidadeé a suces® constante com os termos todos iguais a 1. Bejgaubconjunto d€
formado pelas suce®ss que convergem para zero.

Proposicao 5.5.1 é ideal de C.

Demonstrago. (I,+) & um subgrupo do grupdC,+), pois, dadas(an)n,(bn)n € |
se(an)n — 0e(by)n — 0 enBo(ay)n— (bn)n — 0. Além disso, séa,)n € | e (by)n € C enfio
(@n)n- (bn)n — 0, uma vez queian)n — 0 e(bp)n & limitada, por ser suces de Cauchy.

[ |

Sendad um ideal deC, | determina en€ a seguinte reldp de congréncia:

V(@n)n, (bn)n € C, (an)n = (bn)n(mod ) < (an)n— (bn)n €1,

i.e., (@)n = (bn)n(modl) < (an)n — (bn)n — O, para quaisquetan)n, (bn)n € C. Em con-
sequencia, as igualdades

[(@)n] + [(bn)n] = [(@n + bn)n]
[(@n)n] - [(bn)n] = [(@n - bn)n],

para quaisquef(an)n], [(bn)n] € C/I, definem operdies birarias emC/I, sendo que o triplo
(C/l,+,-) € um anel comutativo com identidade. Neste anel, o @er@onjunto das sucesss
de Cauchy que convergem para 0 e a identidageconjunto das sucdsss de Cauchy que

convergem para zero 1.
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Representamos o ar@/ | porR e aos elementos d&chamamosimeros reaisUm nimero
realé, assim, uma classe de equératia de certa sucessde Cauchyay),, mais precisamente,
o nimero real(an)n]|, que representaremos fef|, € o conjunto das sucdsss de Cauchgbp ),

tais que(an)n — (bn)n — O.

Proposicao 5.6. (R, 4, x) & um corpo.

Demonstra@o.

Como p obseramos,R € um anel comutativo com identidade. Para mostrarRj@éeum corpo
resta provar que todo o elementomnulo deR & inverfvel. Sejax € R\ {Ogr } e seja(x,)n uma
sucesao de Cauchy geradora 8eEnto (xn)n - 0 e, portanto,

JeeQ: VpeN, In>p: x| > €.

Como a suces® (xn)n € de Cauchy, temos que, para o racional posgiyo

JteN: Vn>t, Vk> 0, [Xpik—Xn| < &o-

. - - L sen>t , ~
Sejay, a sucesdo definida poy, = {3” serct - Mostremos queyn € uma sucedé® de Cauchy.

De facto, para,m >t tem-se,

1i_1
Xn Xm

[Yn—Ym| = = ) < L —Xml <a

1
. . ~ . Xn - sen>t
i.e.,Yn € uma suce$® de Cauchy. Am disso[xn] - [yn] = {0 -t = {(1) sen-t,

Assim, (XnYn)n converge para 1 e, portania| - [yn| = 1g. L0go, [, & inverivel.

Teorema 5.1.A aplica@o ¢ : Q — R, que associa a cadaimero racional r o imero real[r]

gerado pela suceés constante de termos todos iguais @ ym monomorfismo.
Demonstra@o. ¢ € injetiva pois dadogs < Q temos

p(r)=¢(S)<=m=[me<m-—s—-0sr—-s=0cr=s
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Além disso, para quaisques € Q tem-sep (r +s) = ¢ (r)+¢(s)ed(r-s) = ¢(r) - ¢(s). De
facto,
¢ (r+s)=[rn+sn] =[rn] +[so] = &(r) + &(s)

¢ (r-s)=[rn-sa] =1[rn] - [sn] = &(r)- &(s).

|
Como vimos no Teorema 5.1, a apliéagh : Q — R & um monomorfismo. Assin{) &
isomorfo ao subandl(Q) de R. ComoQ & corpo, segue-se q@g&Q) tamkemé corpo. Temos,
portanto, o seguinte resultado:

Corolério 5.1. O corpo(Q, +, x) & isomorfo a um subcorpo d&, +, x).

Observemos que, em virtude deste cariol, Q pode ser identificado com(Q), i.e., cada
elementa deQ pode ser identificado cog(r), i.e., com o fimero realr] =r.

Proposiggo 5.7. Um numero realé racional se e® seé gerado por uma sucess(x,), conver-
gente enf).

Demonstrago. Seja (X,)n uma suces® de mimeros racionais convergente e@) i.e.,

(Xn)n — 1, Onder é a suces® constante de termos iguais.aReciprocamente, s = [r],

enfo (xn)n—r — 0 e, portanto(xn)n — .

Definicdo 5.5. Um namero real diz-se umimero irracional se &o é racional.

A proposi@o seguint& conseqgéncia imediata da proposig 5.7.

Proposi¢ao 5.8. Um nimero reale irracional se e 8 seé definido por uma sucess de Cauchy
de rimeros racionais quedo converge erf.

Observag@o: Observemos que o exemplo 5.1 nos permite concluirfju@ # 0.
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5.3 Uma ordena@o deR

Como vimos no cdulo 4, o corpo dos racionaésum corpo ordenado. Nesta seéggnostramos
queé possvel estender esta ordem totaRade modo queR, +, x, <) seja tambm um corpo
ordenado.

Proposicao 5.9. Seja x£ 0 um rimero real. Verifica-se uma e umadas seguintes condies:

1. existe uma suce®s geradora de x que tem, a partir de certa ordem, todos osderm
positivos;

2. existe uma suce®s geradora de x que tem, a partir de certa ordem, todos osdsrm
negativos.

Demonstrago. Sejamx € R{ 0} e (X,)n uma suces®o de Cauchy delmeros racionais que
definex. Enio existes racional positivo e, um inteirp tais que|x,| > € para qualquer ordem
n > p. Supondo quéxm—X,| < € param,n > p, todos os termos déxn)n a partir da ordem
p sdo do mesmo sinal. De facto, se existissemn > p tais quexm > 0 e X, < O teriamos
Xm > € €Xp < —&, I.8.,Xm— Xy > 2€ 0 queé, absurdo poism — Xn| < €.

Se duas suce8ss, (Xy)n € (Yn)n, definem o mesmolmerox, (X,)n € (Yn)n, ttm que ser do

mesmo sinal a partir de certa ordem, pois a SWE®SS Y1, X2, Y2, ..., Xn, Yn definex.

|
Se o rumero realx £ 0 satisfaz 1. [respetivamente 2.], @otqualquer outra suceéssque
definex tem os termos positivos [respetivamente, negativos], t@r jpiarcerta ordem.
Designamos poR™ o subconjunto d&R formado pelos ameros reais diferentes de zero
que verificam (1) e poR~ os rimerosx € R\ {0} que verificam (2). Chamamos aos primeiros
nimeros reais positivos aos segundogimeros reais negativos
Os conceitos delrmero real positivo e delimero real negativo permitem definir énuma

relag@o de ordem total.

Definicao 5.6. Sejam s € R, diz-se que ré menor que S e escreve-se<rs se e 8 se
s—r e RY, i.e., se e8 se res S0 definidos por suce8ss de Ameros racionaisirn)n € (Sh)n .
respetivamente, tais que, — rn)n N@o tende para zero e, a partir de certa ordem<lgy S.
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Definicao 5.7. EmR definimos a seguinte relag biraria:
VX, YER, X<y& X=youx<y.

A proxima proposigo estabelece que a redac< € uma ordem total e qQU&R, +, x, <) & um
corpo ordenado.

Proposicgdo 5.10. (R, +, x, <) & um corpo ordenado.

Demonstrago. Pela Proposi#o 5.6(R,+, x) & um corpo. Tendo em conta a Propasid..3 e
o Corofrio 1.2, temos agora de provar que:

1) R* & fechado para a adig e para a multiplic&p;

2)R=RtU{0}UR".

Vejamos queR™ é fechado para a adig e para a multiplic&p. Sejanx,y € R* tais que
X = [Xn] €y = [yn]. Como, a partir de certa ordemx, > 0 ey, > 0, taml&m se tem, a partir da
ordemp, X, +Yyn > 0 e, comox, + y, nao tende para zerx{+ yn > Xn, paran > p), segue-se
guex+y € R". Analogamente, a partir da ordgmtamkem se tenx, y, > 0 e, cComaX, Yn NA0
tende para zerosy € RY.

Falta mostrar qu& = RTU {0} UR ™. Sejax = [xy] € R\ {0}. Pela Propos#po 5.9, existe
tal quex, > 0, paran > p, ou existeq tal quex, < 0, paran > ¢. No primeiro casox € R* e, no
segundo case;x € R*. Para aém disso, obtemos, tarétn da Proposip 5.9 Rt NR™ = 0.

|

Proposicao 5.11.A ordem< deR estende a orderd deQ , i.e.,(<g) [o=<0 -

Demonstra@o. Observamos que, para caxla Q, se temx > 0 emQ se e § sex > 0 emR,
poisx & definido, como amero real, por uma sucéssde termos constantes e iguais Assim,
dadosx,y € Q, tem-se

X<pY& 0<ry—-X&0<gy—X&x<gYV.
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Proposicggo 5.12.0 corpo(R, +, x, <) & arquimediano.

Demonstrag@io. Sejama = [ay], b= [b,] € R™ tais quea < b. Pretendemos mostrar que existe
p € Z tal queb < pa. Por um lado, com@, nao converge para 0, temos que, a partir de certa
ordem,h < a,, para certdh € Q" e, portantoh < a. Por outro lado, comb, &€ uma suceé® de
Cauchyp, & majorada por um determinado raciokgbelo que, a partir de certa ordebns k e,
portanto, déh < a < b obtemosh < k. ComoQ@Q & arquimediano (Propo&ig 4.10), existe € Z

tal queh < ph. Assim, dado qu&® & um anel ordenado, obtemos

b<k< ph<pa

e, portantopa > b.

Proposicdo 5.13.(Va,beR: a<b) 3ceQ; a<c<h.

Demonstragio. Sejama,b € R tais quea < b. Entio a suces® ((bn — an)/2)n, geradora
do nimero real(b — a)/2, ndo tende para zero. Como vimos na demonatrada Proposépo
5.12, existe um iimero racional positivin tal queh < (b—a)/2. Logo,h < b e, comoR &
arquimediano, existec Z tal queb < th. Dea < b, obtemogh > a, pelo que, d&a < b obtemos
a < th. Consideremos agora a sucasujos termosa os niltiplo deh: 0, + h, + 2h, - -
-, nh, - - -. Como vimos acimaa < th, para certd € 7Z, logo existem termos desta su@ss
que &0 maiores do qua. O facto deN ser bem ordenado, permite-nos fixar animo do
conjunto{k € N : a < kh}. Sejamp esse rmimo ec = ph.Temos, er#o,

c=(p—1)h+h<a+(1/2)(b—a) <a+(b—a)=b
e, portantoa< c< b.

Observa@o: A Proposi@o 5.13 afirma que, para quaisquéanreros reais, b tais quea < b, o
intervalo]a, b deR coném uma infinidade deimeros racionais. Exprime-se esta propriedade
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dizendo queQ é denso eniR. Prova-se, de modo afogo, que o conjunt® \ Q & igualmente
denso enR, i.e., que, entre doisimeros reais quaisquer, existe sempre amero irracional.

5.4 Convergncia das sucesmws de Cauchy

Ja vimos queR & um corpo ordenado gue uma exterio do corpo ordenado dosimeros
racionais. Nesta se&Q mostramos que com o0 corpo dasmeros reais atingimos o objetivo
apresentado no icio do cafitulo: o de construir um corpo, extés deQ , no qual toda a
sucesdo de Cauchy converge. Comecamos com o seguinte resultado:

Proposicgdo 5.14.Uma suces® de rimeros racionaigxn)n converge para & Q emQsee 6
se(xn)n converge para a erR.

Demonstrag@o. Seja(xn,)n uma suces® de limeros racionais, convergente &rparaa € Q.
Mostremos quéx,)n — a emR. Sejae > 0 um rimero real. Pela Propos§ig 5.13, existe um
nimeror € Q™ tal quer < €; como(xn)n converge para € Q emQ, temos que, a partir de certa
ordem,|x, —a| < r. Assim,|x, — a| < € e, portanto(x,), converge paraemIRR.

Reciprocamente, suponhamos dqug) —+aemR e sejad € Q. Enfio,d € R™ e, como
(Xn)n cOnverge paraemR, temos que, a partir de certa ordema,— a < d. Portanto(xp)n — a
emQ@Q.

|
De novo com base na Propdaic5.13, prova-se, de modo&ango, a seguinte proposig:

Proposicao 5.15.Uma suces#o (xp), de rimeros racionai€ sucesso de Cauchy ef) se e §
se(Xn)n € suces®o de Cauchy erR.

Proposicgdo 5.16.Toda a suceg® de Cauchyxy), de rimeros racionais converge eknpara o
namero real que define, i.e.; %> [Xn].

Demonstrago. Seja(x,)n uma suces®o de Cauchy & o nimero real por ela definido. Quere-
mMOos mostrar que

Ve eRY, 3peN: Vk>p, [x—X <€.
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Sejag € R" e sejar € QT tal quer < ¢ (a exiséncia deste racion&l garantida pela Proposgig
5.13). Uma vez quexp)n € uma suce$® de Cauchy, existg € N tal que, para quais-
quer,nk > p, [Xp—X«| <1, i.e, Xn—r < X« < Xn +r. Entho, para cad& > p, temos
[Xn—n < X]n < [Xn+T]n, €, cOMor e x, sAo rimeros racionais, obtemas-r < xg < X+,
ie.,|x—X|<Ee.

Proposic¢do 5.17.Toda a suce$® de Cauchy delnimeros reai€ convergente efR.

Demonstra@o.

Seja(Xn)n uma suceso de Cauchy delmeros reais. Para cada> 1, os rumeros reais, e
Xn+ 1/n sAo tais quey < X+ 1/n. Eno, existec € Q tal quex, < ¢ < Xp+ 1/n (Proposi@o
5.13). Para cada> 1, seja erdoy, um numero racional tal que

Xn < Yn < Xn+1/n.

Calculos simples mostram que a su@s§/n)n € uma suced® de Cauchy. Pela Propdsi;
5.16, (yn)n converge enR para um fimero reak. Enio, como(Xn)n = (Yn)n+ ((Xn)n — (Yn)n)
e (Xn)n— (Yn)n — 0O, segue-se quen)n = (Yn)n €, portanto(Xn)n — X.

Como consedgncia imediata das propodis 5.4, 5.10 e 5.17, temos 0 seguinte coiol

Corolario 5.2. E condi@o necesaria e suficiente para que uma suc&gssle rumeros reais seja
convergente, que ela seja uma suéosde Cauchy.

O corofrio 5.2é conhecido com o nome dRrincipio de Cauchy-Bolzane pode ser enun-
ciado do seguinte modo:

Principio de Cauchy-Bolzano E condigo necesaria e suficiente para que uma su&esé)n,
de riumeros reais tenha limite finito que, para qualguemaro reak > 0, exista um inteirg tal
que|xnik — Xn| < €, para qualquen > p e qualquek > 0.
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