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À professora Rosalina Pinheiro, Diretora da minha escola, pelo exemplo e determinação com
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RESUMO

Os ńumeros est̃ao presentes em situações naturais do nosso dia-a-dia e o conceito de número

é fundamental no nosso modo de vida. Crianças de tenra idade interiorizam muito naturalmente

o conceito de ńumero natural com a contagem de brinquedos e demais objetos que as rodeiam. O

conceito de fraç̃ao chega-lhes de modo também muito natural, basta pensarmos, por exemplo, na

precis̃ao que os paisdevemter no cortar de um bolo em fatias. Os números negativos aparecem-

lhes mais tarde, mas rapidamente se apercebem da diferençaentre perder e ganhar ou entre

cedo e tarde ou, ainda, entre os andares da cave e os restantesandares do seu prédio. É em

conceitos como estes que os números negativos encontram um lugar natural. Os números reais

são, contudo, bastante mais sofisticados! Se, por um lado,é natural eútil associar ńumeros

inteiros positivos a comprimentos,áreas e volumes, como fizeram os antigos gregos, por outro

lado, percebeu-se, há muito, muito tempo atrás, que esta associação nos leva a uma dificuldade

séria, j́a que nem todo o comprimento se pode exprimir como uma fração.É claro que um sistema

de ńumeros, que, se pretende, se relacionem com a noção geoḿetrica de comprimento, tem que

ser suficientemente rico para conter todos os números que ñao s̃ao fracç̃oes!

O objetivo desta tesée proceder̀a construç̃ao e ordenaç̃ao dos seguintes conjuntos de números:

números naturais, ńumeros inteiros, ńumeros racionais e números reais. Neste sentido, procede-

mosà definiç̃ao dos ńumeros naturais através de um conjunto de axiomas, osaxiomas de Peano,

que permitem obter as propriedades aritméticas conhecidas, e fazemos a construção alǵebrica

dos ńumeros inteiros e dos números racionais,aparecendoestes ńumeros, em ambos os casos,

como classes de equivalência de pares de números naturais, os primeiros, e de pares de números

inteiros, os segundos. A construção dos ńumeros reaiśe feita com ḿetodos da Ańalise, via

sucess̃oes de Cauchy.
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ABSTRACT

Numbers are present in many natural situations of our day-to-day life and the concept of

number is fundamental to our lifestyle. From early age children absorb very naturally the concept

of number by counting their toys and other objects that surround them. The concept of fraction

also arises naturally - one just has to think, for example, ofthe precision that parents must have

when slicing a cake! They meet negative numbers later but they soon understand the difference

between loosing and winning or between soon and late or between the basement and the upper

floors of a building. It is in situations like these that negative numbers have a natural place.

Real numbers are, however, more sophisticated! While, on one hand, it is natural and useful to

associate positive integers to lengths, areas and volumes as the ancient greeks did, on the other

hand it was understood long ago that this association leeds to serious difficulties since not every

length can be expressed as a fraction. Clearly, a number system that is intended to be related

to the geometric notion of length has to be sufficiently rich to contain all numbers that are not

fractions.

The objective of this thesis is to construct and order the following systems of numbers: na-

tural numbers, integer numbers, rational numbers and real numbers. In accordance with this

objective, we define the natural numbers using a set of axioms, Peano axioms, that allow us to

obtain the well known arithmetic properties, and we performthe algebraic construction of both

integers and rationals, as equivalence classes of pairs of natural numbers and pairs of integer

numbers, respectively. The construction of real numbers isdone using methods of Analysis, via

Cauchy sequences.
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5.2 A construç̃ao de uma extensão deQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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5.4 Converĝencia das sucessões de Cauchy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

Bibliografia 59



Caṕıtulo 1

Introduç ão

Tudoé ńumero

Pitaǵoricos

1.1 Introdução

Os ńumeros est̃ao presentes em situações naturais do nosso dia-a-dia e o conceito de númeroé

fundamental no nosso modo de vida. Os números t̂em sido usados pela humanidade desde sem-

pre, para contar, para ordenar, para medir. O conceito de número foi, muito provavelmente, um

dos primeiros conceitos matemáticos assimilados pela humanidade. Os primeiros números que

surgiram foram os ńumeros naturais. Pitágoras, fiĺosofo e mateḿatico grego (570 a.C. - 495 a.C.)

desenvolveu uma teoria tendo por base uma só ideia: a de que o mundo e tudo o que nos rodeia

pode ser explicado pelos números naturais. Desse modo, todo o comprimento,área ou volume,

diziam, era dado por ńumeros naturais ou pela razão entre dois ńumeros naturais - os chama-

dosnúmeros racionais. No entanto, ao tentar encontrar o valor da diagonal de um quadrado de

lado com medida igual a uma unidade, surgirammedidasque ñao podiam ser expressas como

quociente entre dois números naturais. Pitágoras e os Pitagóricos descobriram, deste modo, es-

tes novos ńumeros mas essa descoberta punha em causa todo o seu trabalhoe a doutrina dos

números que tinham criado pelo que a solução que encontraram foi ignorar tal descoberta!

A ideia de que todos os comprimentos podiam ser dados por números naturais ou pela

raz̃ao entre dois ńumeros naturais estava, assim, errada, uma vez que existiamcomprimentos
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2 Introduç̃ao

que ñao podiam ser dados dessa forma. Os valores desses comprimentos ficaram conhecidos

comonúmeros irracionais. Era, ent̃ao, necesśario conceber um sistema de números suficiente-

mente rico para conter os números naturais, os racionais e os números que ñao s̃ao fracç̃oes. Os

números reais surgiram para responder a essa necessidade.

No Caṕıtulo 2 procedemos̀a definiç̃ao dos ńumeros naturais através de um conjunto de axi-

omas, osaxiomas de Peano, que permitem definir duas operações bińarias no conjuntoN dos

números naturais e obter as propriedades aritméticas conhecidas. Recorrendo a uma destas

operaç̃oes, definimos uma ordem total emN e analisamos como esta ordem se comporta em

relaç̃aoàs operaç̃oes bińarias definidas. Mostramos ainda que, com esta ordem, o conjuntoN é

bem ordenado e provamos a equivalência doPrinćıpio da Boa Ordem deN com oPrinćıpio de

Induç̃ao Naturale oPrinćıpio de Induç̃ao Completa.

Tal como os conhecemos, os números naturais constituem um sistema de contagem perfeito.

No entanto, com o progresso das sociedades, começou a ser evidente a necessidade de um sis-

tema que permitisse fazer mais do que contar - por exemplo, com a implementaç̃ao do coḿercio,

surgiu o conceito ded́ıvidae com ele a possibilidade detirar mais do que aquilo que se tem. Ora

nem semprée posśıvel usar os elementos deN para representar o estado de uma tal situação finan-

ceira.É, assim, preciso construir um conjunto de números que contenha, para além dos naturais,

novos ńumeros que traduzam a situação ded́ıvida referida. Mais precisamente, os números in-

teiros surgem para resolver um problema de existência de soluç̃ao para certas equações: nem

todas as equaçõesa+x= b, de coeficientes naturais, têm soluç̃ao emN. Pretendendo ampliar o

conjunto dos ńumeros naturais comnúmerosque resolvam a dificuldade apresentada, definimos,

no Caṕıtulo 3, os ńumeros inteiros como classes de equivalência de pares de números naturais. A

algebrizaç̃ao do correspondente conjunto quociente dá-nos o anel comutativo, com identidiade,

Z, dos ńumeros inteiros. Neste capı́tulo, tamb́em definimos e estudamos uma ordem total que

estende a ordem nos números naturais, obtendo, deste modo, o anel ordenado(Z,+,×,≤).

O anel(Z,+,×) tem ainda śerias limitaç̃oes. Tal como ñao se pode subtrair emN, tamb́em

não de se pode dividir emZ: não h́a, emZ, elementos suficientes para acomodar mecanismos

de divis̃ao. Mais formalmente, a equação 4x = 3, de coeficientes inteiros, por exemplo, não

tem soluç̃ao emZ. Seguindo um procedimento semelhante ao tido na construção dos ńumeros

inteiros, definimos, no capı́tulo 4, ńumero racional e construimos um novo sistema de números,
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que representamos porQ e designamos por conjunto dos números racionais, que estendeZ de

tal modo que a divis̃ao seja possı́vel emQ. É claro que no novo sistema não vai ser possı́vel

dividir por 0 o que, do ponto de vista intuitivo, se compreende: dividir por menoscoisasdá uma

maior quantidade a cada um; se dividirmos por nada, o que obtemos seŕa, necessariamente, algo

infinitamente grande - um talelementonão pertencerá aQ! Ainda assim, este novo sistema de

números constitui um melhoramento significativo relativamente aZ: por um ladoé um corpo (́e

nele posśıvel dividir por qualquer ńumero diferente de zero), o que não acontece comZ, e, por

outro lado, qualquer equação linear de coeficientes racionais tem solução emQ.

Apesar das vantagens queQ apresenta em relação aZ, Q nãoé, ainda, um sistema numérico

adequado. Apontamos duas razões: (i) embora toda a sucessão de ńumeros racionais conver-

gente seja uma sucessão de Cauchy, h́a sucess̃oes de Cauchy de números racionais que não s̃ao

convergentes emQ; (ii) uma equaç̃ao t̃ao simples quanto a equaçãox2 = 2 nãoé soĺuvel emQ.

Resolver estas falhas exige que se proceda a nova ampliação do sistema de números existente, de

modo a incluir o limite de qualquer sucessão de Cauchy enúmeroscomo, por exemplo,±
√

2. É

deste modo que surgem os números reais. A construção dos ńumeros reais que apresentamos no

Caṕıtulo 5 é devida a Georg Cantor (1845-1918) e tem como objetivo a construção de um corpo

ordenado que estendaQ e no qual toda a sucessão de Cauchy seja convergente. Definiremos

número real como sendo uma classe de equivalência de certa sucessão de Cauchy,(an)n, mais

precisamente, o ńumero real[an] é o conjunto das sucessões de Cauchy de números racionais,

(bn)n, tais quean−bn → 0.

1.2 Conceitos b́asicos

No decurso deste trabalho assumiremos como conhecidos conceitos e resultados de teoria de

conjuntos e déAlgebra que se estudam nos primeiros anos de uma licenciatura em Mateḿatica.

Estes incluem os conceitos de relação de equival̂encia, relaç̃ao de ordem, operação bińaria, grupo,

anel, corpo, isomorfismo e resultados a eles associados. Relativamente ao conceito de relação

de ordem, estabelecemos, desde já, a seguinte notação: num conjunto parcialmente ordenado

(X,≤), dadosx,y∈ X escreveremos, por vezes e por conveniência,x≥ y para significary≤ x.
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Nesta secç̃ao destacamos resultados sobre anéis ordenados que serão especialmentéuteis no

Caṕıtulo 5.

Definição 1.1. Um grupo ordenadóe um triplo (G,+,≤) formado por um conjunto G, uma

operaç̃ao bińaria + definida em G e uma ordem total≤ em G tais que:

1. (G,+) é um grupo abeliano;

2. ≤ é compat́ıvel com a adiç̃ao , istoé,

x≤ y⇒ x+z≤ y+z,

para quaisquer x,y,z∈ G.

Como veremos no capı́tulo 3, o grupo aditivo dos ńumeros inteirośe um exemplo claro de

um grupo ordenado.

Dadosx ey elementos de um grupo ordenado(G,+,≤), escrevemosx< y para significar que

x≤ y ex 6= y. Observamos que, para qualquer relação de ordem parcial≤, se tem

x≤ y⇔ x= y ∨ x< y.

Proposiç̃ao 1.1. (Proposiç̃ao 4.1.3 [2]) Num grupo ordenado G, as desigualdades x< y e

x+z< y+z s̃ao equivalentes.

Corolário 1.1. (Corolário da Proposiç̃ao 4.1.3 [2])Num grupo ordenado G, as quatro relações

seguintes s̃ao equivalentes:

x< y; x−y< 0; 0< y−x; −y<−x.

Num grupo ordenadoG, um elemento diz-sepositivo (respetivamentenegativo) se x > 0

(respetivamente,x < 0). O conjunto dos elementos positivos deG representa-se porG+ e o

conjunto dos elementos negativos deG representa-se porG−.
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Do Coroĺario 1.1 e do facto da relação≤ ser tricot́omica resulta que qualquer elementox

deG verifica uma e uma śo das seguintes condições:x é positivo,x é negativo,x= 0. Ora isto

equivale a afirmar queG+, G− e{0} constituem uma partição deG.

Proposiç̃ao 1.2.Para qualquer grupo ordenado(G,+,≤), tem-se

G= G+ ∪̇G− ∪̇{0}.

Reciprocamente, pode definir-se um grupo ordenado a partir deum grupo abelianoG e de

um subconjunto deG que satisfaz as condições anteriores.

Proposiç̃ao 1.3. (Proposiç̃ao 4.2.2 [2])Seja P uma parte de um grupo abeliano G obedecendo

às seguintes condições:

[P1] P é fechada em G, istóe, x∈ P e y∈ P implica x+y∈ P;

[P2] a parte−P, formada pelos siḿetricos dos elementos de P, constitui com P uma partição

de G\{0}:

P∪ (−P) = G\{0} ∧ P∩ (−P) = /0.

Então, a relaç̃ao x≤ y em G tal que

x< y ⇔ y−x∈ P

é uma relaç̃ao de ordem total em G compatı́vel com a estrutura de grupo. No grupo ordenado

assim obtido, Ṕe o conjunto dos elementos positivos (e, portanto,−P é o conjunto dos elementos

negativos).

Definição 1.2. Um anel ordenadóe um qúadruplo (A,+,×,≤) formado por um conjunto A,

duas operaç̃oes bińarias+ e× definidas em A e uma ordem total≤ em A tais que:

1. (A,+,×) é um anel comutativo;

2. ≤ é compat́ıvel com a adiç̃ao, istoé, para quaisquer x,y,z∈ A,

x≤ y⇒ x+z≤ y+z;

3. para quaisquer x,y∈ A tais que x> 0 e y> 0 tem-se xy> 0.
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Num anel ordenado(A,+,×,≤), um elemento diz-sepositivo(resp.negativo) sex é positivo

(resp.negativo) no grupo ordenado(A,+). O conjunto dos elementos positivos de(A,+,×,≤)

representa-se porA+ e o conjunto dos elementos negativos de(A,+,×,≤) representa-se porA−.

O seguinte corolário é conseqûencia imediata das definições de grupo ordenado e de anel

ordenado.

Corolário 1.2. Um qúadruplo (A,+,×,≤) é um anel ordenado se e só se(A,+) é um grupo

ordenado e se verifica, para qualquer x,y∈ A,

x> 0 ∧ y> 0⇒ xy> 0.

Um conjunto totalmente ordenadoX diz-sedensose tiver mais do que um elemento e se, para

quaisquer dois elementosa,b∈ X tais quea< b existir um elementoc∈ X tal quea< c< b.

Um anel ordenado(A,+,×,≤) diz-sedensose(A,≤) for um conjunto denso.

Proposiç̃ao 1.4.Todo o corpo ordenadóe denso.

Demonstraç̃aoSejaK um corpo. Ent̃aoK tem, pelo menos dois elementos, 0K e 1K, e 2.1k 6= 0k,

i.e., o elemento 2.1k é invert́ıvel. Sejam, ent̃ao,a,b∈ K tais quea< b. Procuramosc∈ K tal que

a< c< b. Temos:

a< b ⇔ a+a< a+b< b+b

⇒ a(1K +1K)< a+b< b(1K +1K)

⇒ (2·1K)a< a+b< (2·1K)b

⇒ a< (a+b)(2·1K)
−1 < b.

Assim,c= (a+b)(2·1K)
−1 satisfaz a condiç̃ao pretendida.

�

Um anel ordenado(A,+,×,≤) diz-se umanel arquimedianose verifica o chamado axioma

de Arquimedes:

∀a,b∈ A+ : a< b, ∃n∈ Z : b< na.



Caṕıtulo 2

Definição axiomática e ordenaç̃ao do

conjunto dos números naturais

2.1 Definiç̃ao axiomática dos ńumeros naturais

Os ńumeros est̃ao presentes em situações naturais do nosso dia-a-dia e o conceito de número

é fundamental no nosso modo de vida. Os números t̂em sido usados pela humanidade desde

sempre, para contar, para ordenar, para medir. O conceito denúmero foi, muito provavelmente,

um dos primeiros conceitos matemáticos assimilados pela humanidade. Os primeiros números

que surgiram foram os números naturais. Neste capı́tulo procedemos̀a definiç̃ao dos ńumeros

naturais atrav́es de um conjunto de axiomas designados poraxiomas de Peano, em homenagem

ao mateḿatico italiano G. Peano do séc XIX (1858-1932) que os desenvolveu.

Começamos por considerar um conjunto, que representamos por N, e uma aplicaç̃aos : N−→N

que satisfazem os seguintes axiomas:

A1: 1∈ N;

A2: 1 /∈ s(N);

A3: s é uma aplicaç̃ao injetiva;

A4: SeP é um subconjunto deN tal que 1∈ P es(n) ∈ P ∀n∈ P, ent̃aoP = N.

7



8 Definição axioḿatica e ordenaç̃ao do conjunto dos ńumeros naturais

Os elementos deN designam-se pornúmeros naturais.

Observaç̃oes:

1. Para cadan∈ N, s(n) designa-se por sucessor den.

2. O ńumero 1 ñaoé sucessor de qualquer número natural.

3. O axioma A4 é conhecido por Princı́pio de Induç̃ao Natural.

A proposiç̃ao seguinte mostra que o número 1é o único ńumero natural que ñao é sucessor de

qualquer ńumero natural.

Proposiç̃ao 2.1.1Todo o ńumero natural diferente de 1 pertence ao contradomı́nio des.

Demonstraç̃ao. SejaA = {1}∪ s(N). É claro que 1∈ A e que, para qualquern ∈ N, se tem

s(n) ∈ s(N) ⊆ A. Ent̃ao, pelo Prinćıpio de Induç̃ao Natural, obtemosA = N pelo que todos os

números naturais diferentes de 1 pertencem as(N). �

2.2 Operaç̃oes emN

Em N vamos definir duasoperaç̃oes bińarias, a adiç̃ao e a multiplicaç̃ao e umaoperaç̃ao

unária, a potenciaç̃ao

2.2.1 Adiç̃ao

Definição 2.1. A operaç̃ao de adiç̃ao é uma aplicaç̃ao deN×N emN, que se representa por+

e se define de forma recursiva por:

a1 : ∀n∈ N, n+1= s(n) ;

a2 : ∀n,m∈ N, n+s(m) = s(n+m) .
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Observamos que o Princı́pio de Induç̃ao Natural garante quea1 e a2 definem uma operação

binária emN, i.e., que a cada par de números naturais aoperaç̃ao de adiç̃ao faz corresponder um

e um śo número natural. De facto, sejan∈ N e consideremos o conjunto

X = {m∈ N : n+m est́a definido}.

Comon+ 1 = s(n) est́a definido pora1, temos que 1∈ X. Além disso, supondo quem∈ X,

ent̃aon+m est́a definido e, pora2, tamb́em n+ s(m) = s(n+m) est́a definido para quaisquer

naturaismen.

Propriedades da adiç̃ao

A operaç̃ao que acabamos de definir verifica as seguintes propriedades:

2.2.1.1. Propriedade Associativa

∀n,m, p∈ N, (n+m)+ p= n+(m+ p).

2.2.1.2. Propriedade Comutativa

∀n,m∈ N, n+m= m+n.

Demonstraç̃ao.SejaP = {n∈ N : ∀m∈ N, m+n= n+m}. Ent̃ao, P ⊆ N. Pretendemos

mostrar queP = N. Comecemos por ver que 1∈ P. SejaA = {m∈ N : m+1= 1+m}.

Como 1+1= 1+1, 1∈ A . Além disso, sex∈ A ent̃aos(x) ∈ A . De facto,

1+s(x) = s(1+x) (a2)

= s(x+1) (x∈ A )

= s(s(x)) (a1)

= s(x)+1. (a1)

Ent̃aos(x) ∈ A e, pelo axioma A4, A = N. Logo 1∈ P.
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Mostremos agora que, sey∈ P ent̃aos(y) ∈ P. Sejaa∈ N. Temos, sucessivamente,

a+s(y) = s(a+y) (a2)

= (a+y)+1 (a1)

= 1+(a+y) (1∈ P)

= 1+(y+a) (y∈ P)

= (1+y)+a (a adiç̃aoé associativa)

= (y+1)+a (y∈ P)

= s(y)+a. (a1)

Assim,s(y) ∈ P e, pelo axioma A4, P = N. �

2.2.1.3. Lei do corte

∀n,m, p∈ N, n+ p= m+ p ⇒ n= m.

Demonstraç̃ao. Sejamn,m, p∈ N tais quen+ p= m+ p. Sep= 1, ent̃aon+1= m+1, isto

é, s(n) = s(m) e, como a aplicaç̃ao s é injetiva (axioma A3), segue-se quen = m. Se p 6= 1,

ent̃ao p= s(q1), para algumq1 ∈ N. Den+ p= m+ p obtemosn+s(q1) = m+s(q1) e, pora2,

s(n+q1) = s(m+q1). A injetividade desgarante quen+q1 = m+q1. Tal como anteriormente,

seq1 = 1, obtemosn = m. Seq1 6= 1, ent̃ao q1 = s(q2), para algumq2 ∈ N. Aplicando este

racioćınio um ńumero finito de vezes (a cadeia 1< 2 < · · · q2 < q1 < p é finita), encontra-

mosqi tal queqi = s(1) e, den+qi = m+qi obtemos, sucessivamente,n+ s(1) = m+ s(1) e

s(n+ 1) = s(m+ 1). A injetividade des assegura quen+ 1 = m+ 1, i.e., ques(n) = s(m) e,

consequentemente, quen= m.

�

2.2.2 Multiplicação

Definição 2.2.A operaç̃ao de multiplicaç̃ao é uma aplicaç̃ao deN×N emN, que se representa

por× e se define de forma recursiva por:

m1 : ∀n∈ N, n×1= n;

m2 : ∀n,m∈ N, n×s(m) = (n×m)+n.
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Para simplificar a escrita, escreveremosnmpara representarn×m.

Um argumento semelhante ao apresentado para a adição mostra que o Princı́pio de Induç̃ao

Natural garante quem1 em2 definem, de facto, uma operação bińaria emN.

A adição e a multiplicaç̃ao ficam relacionadas pela chamadapropriedade distributiva:

2.2.2.1. Propriedade Distributiva

Para quaisquer m,n, p∈ N,

(i) m(n+ p) = mn+m p;

(ii) (m+n) p= m p+n p.

Demonstraç̃ao. SejaP = {p∈ N : ∀m,n∈ N, m(n+ p) = mn+m p}. Ent̃aoP ⊆ N. Veja-

mos que 1∈ P. Tem-se,

m(n+1) = ms(n) (a1)

= mn+m (m2)

= mn+m1. (m1)

Mostremos agora que, sex∈ P ent̃aos(x) ∈ P. Sejax∈ P. Tem-se,sucessivamente,

m(n+s(x)) = m(s(n+x)) (a2)

= m(n+x)+m (m2)

= (mn+mx)+m (x∈ P)

= mn+(mx+m) (a adiç̃aoé associativa)

= mn+ms(x) . (m2)

Logos(x) ∈ P e, pelo axioma A4, P = N.

�
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Propriedades da Multiplicação

A operaç̃ao multiplicaç̃ao verifica as seguintes propriedades:

2.2.2.2. Propriedade Associativa

∀m,n, p∈ N m(n p)= (mn) p.

Demonstraç̃ao.SejaP = {p∈ N : ∀m,n∈ N, m(n p) = (mn) p} ⊆ N. Temos que 1∈ P. De

facto,

m(n1) = mn (m1)

= (mn)1. (m1)

Vejamos agora que, sex∈ P ent̃aos(x) ∈ P. Sejax∈ P. Temos,sucessivamente,

m(ns(x)) = m(nx+n) (m2)

= m(nx)+mn (propriedade distributiva)

= (mn) x+mn (x∈ P)

= (mn)s(x). (m2)

Assims(x) ∈ P e, pelo axioma A4, P = N. �

2.2.2.3. Propriedade Comutativa

∀m,n∈ N, mn= nm.

2.2.2.4. Elemento neutro

∀m∈ N, 1×m= m.

2.2.3 Potenciaç̃ao

Definição 2.3. Sejam n,k ∈ N. Chama-se potência k de n e representa-se por nK ao ńumero

natural definido de forma recursiva por:

p1 : n1 = n;

p2 : ∀k∈ N, ns(k) = nk n.
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Propriedades da potenciaç̃ao

A operaç̃ao que acabamos de definir verifica as seguintes propriedades:

2.2.3.1.∀m,n, p∈ N, mn+p = mnmp.

2.2.3.2.∀m,n, p∈ N, (mn)p = mnp.

2.2.3.3.∀m,n, p∈ N, (mn)p = mpnp.

Demonstraç̃ao. SejaP o subconjunto deN definido porP = {p∈ N : ∀m,n∈ N, (mn)p = mpnp}.

1∈ P pois,(mn)1 = m1n1. De facto,

(mn)1 = mn (p1)

= m1n1. (p1)

Vejamos agora que, sex∈ P ent̃aos(x) ∈ P. Sejax∈ P. Tem-se, sucessivamente,

(mn)s(x) = (mn)x (mn) (p2)

= mxnx (mn) (x∈ P)

= mx (mn) nx (a multiplicaç̃aoé comutativa)

= (mxm) (nnx) (a multiplicaç̃aoé associativa)

= ms(x) (nxn) (p2 e propriedade 2.2.2.3)

= ms(x)ns(x). (p2)

Assim,s(x) ∈ P e, pelo axioma A4, P = N.

�

2.3 Uma relaç̃ao de ordem emN

Nesta secç̃ao estabelecemos uma relação de ordem no conjunto dos números naturais.

Definição 2.4.Dados m,n∈ N, diz-se que ḿe menor ou igual a n e escreve-se m≤ n, se e śo se

m= n ou∃k∈ N : n= m+k.
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Notação: Param,n∈ N, escrevemosm< n para significarm≤ n em 6= n.

Proposiç̃ao 2.1.Para todo m,n∈ N, m 6= m+n.

Demonstraç̃ao. SejaA o subconjunto deN definido porA = {m∈ N : ∀n∈ N, m 6= m+n}.

Como 1 ñao é sucessor de qualquer número natural, 16= n+1, para qualquer naturaln. Logo

1∈ A .

Sejak∈ A . Mostremos ques(k) ∈ A . Temos, sucessivamente,

k∈ A ⇒ k 6= k+n

⇒ s(k) 6= s(k+n) (s é injetiva)

⇒ s(k) 6= n+s(k) ((a2)e a adiç̃aoé comutativa)

⇒ s(k) 6= s(k)+n (a adiç̃aoé comutativa)

⇒ s(k) ∈ A .

Pelo Prinćıpio de Induç̃ao Natural podemos concluir queA = N. �

Proposiç̃ao 2.2.A relaç̃ao bińaria ≤ é uma relaç̃ao de ordem parcial.

Demonstraç̃ao.

(i) ≤ é reflexiva. Para qualquern ∈ N é claro quen = n e, portanto, pela definição de≤ ,

n≤ n.

(ii) ≤ é anti-siḿetrica, i.e., para quaisquerm,n∈ N, se m≤ n en≤ ment̃aom= n.

Sejamm,n∈ N. Sem= n en= m claramentem= n.

Sem= n em= n+k para algumk∈N, ent̃aon= n+k, o que o que contraria a Proposição

2.1.

Sen= m+ t, t ∈ N, en= ment̃aon= n+ t, o que contraria a Proposição 2.1.

Sen= m+ p, p∈ N, em= n+q, q∈ N, ent̃aon= (n+q)+ p, ou seja,n= n+(p+q),

o que, de novo, contraria a Proposição 2.1.

Concluimos, assim, que, dadosm,n∈ N, m≤ n en≤ m⇒ m= n.
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(iii) ≤ é transitiva: para quaisquerm,n, t ∈ N, se m≤ n en≤ t ent̃aom ≤ t.

Sejamm,n, t ∈ N. Sem= n en= t, i.e.,m= t ent̃aom≤ t.

Sem= n e t = n+k, k∈ N, ent̃aot = m+k pelo quem≤ t.

Sen= m+z, z∈ N, e t = n temost = m+z e, portanto,m≤ t.

Sen= m+ p, p∈ N, e t = n+q, q∈ N, temost = (m+ p)+q= m+(p+q), pelo que

m≤ t.

�

A proposiç̃ao anterior permite-nos dizer que(N,≤) é um conjunto parcialmente ordenado.

Escrevemos(N,≤) é um c.p.o..

Teorema 2.1.Dados m,n∈ N, ocorre um e um śo dos seguintes casos m< n; m= n; n< m.

Demonstraç̃ao.

SejaA = {m∈ N : ∀n∈ N, m= n ou m< n ou n< m}. Ent̃aoA ⊆ N. Mostremos que

A = N. Sejan∈ N. Ent̃ao, oun= 1 oun 6= 1. Sen 6= 1, ent̃aon= s(t), para algumt ∈ N, e,

portanto, 1< n. Em qualquer dos casos 1∈ A .

Sejak ∈ A . Mostremos ques(k) ∈ A . Sejan∈ N. Comok ∈ A , temos que ouk = n ou

n< k ouk< n.

Sek= n temoss(k) = s(n) = n+1 e, portanto,n< s(k).

Sek= n+ p temoss(k) = s(n+ p) = (n+ p)+1= n+(p+1) e, logon< s(k).

Sen= k+q ent̃ao ouq= 1 ouq 6= 1.

- Seq= 1, n= k+1= s(k) e, portanto,s(k)< n.

- Seq 6= 1, q é sucessor de algum naturalt, ou seja,q = t + 1, para algumt ∈ N. Assim,

n= k+(t +1) = (k+1)+ t = s(k)+ t, isto é,s(k)< n.

Podemos então concluir ques(k) ∈ A . Pelo Prinćıpio de Induç̃ao Natural,A = N.

�

Por satisfazer a propriedade expressa no teorema anterior,a relaç̃ao bińaria≤ emN diz-se

uma relaç̃aotricotómica. Uma relaç̃ao de ordem parcial quée tricot́omica designa-se porrelação

de ordem total.
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O próximo resultado mostra, em particular, que a relação≤ é compat́vel com as operaç̃oes

binárias definidas emN. Recordemos, antes de mais, que, um elementoa de um c.p.o(A ,≤) se

diz elemento ḿınimo deA se, para qualquerb∈A , a≤ b. Claramente, 1́e o elemento ḿınimo

deN.

Teorema 2.2.Para todo m,n, p,q∈ N tem-se:

(i) m≤ n e p≤ q⇒ m+ p≤ n+q;

(ii) m≤ n e p≤ q⇒ m p≤ nq;

(iii) m p= n p⇒ m= n;

(iv) m p= 1⇒ m= p= 1.

Demonstraç̃ao.

(i) Sejamm,n, p,q ∈ N tais quem≤ n e p ≤ q. Ent̃ao n = m+ k e q = p+ t, para certos

k, t ∈ N. Tendo em conta as propriedades associativa e comutativa daadiç̃ao, temos:

n+q= (m+k)+(p+ t) = (m+ p)+(k+ t) = (m+ p)+ r,

onder = k+ t ∈ N. Logo,m+ p≤ n+q.

(ii) Sejamm,n, p,q ∈ N tais quem≤ n e p ≤ q. Ent̃ao n = m+ k e q = p+ t, para certos

k, t ∈ N. Assim temos, sucessivamente,

nq= (m+k) (p+ t) = m p+(kp+kt+mt) = m p+ r,

onder = kp+kt+mt ∈ N. Logom p≤ nq.

(iii) Suponhamos quem p= n p. Sem< n, ent̃aon= m+ k, para algumk ∈ N. De m p= n p

teŕıamos, ent̃ao,m p= n p= m p+ k p, o que contraria a Proposição 2.1. Analogamente,

n < m leva-nos a uma contradição semelhante. Assim, e dada a tricotomia de≤, temos

que term= n.
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(iv) Sejamm, p ∈ N tais quem p= 1. Se 1< m e 1< p, ent̃ao m= 1+ k e p = 1+ t, para

certosk, t ∈ N. Assim,

1= m p= (1+k)(1+ t) = 1+ t +k+kt,

i.e., 1= 1+(t +k+kt), o que contraria a Proposição 2.1. Como 1= min N, concluimos

que ou 1= mou 1= p. Comom p= 1, se 1= ment̃ao p= 1 e se 1= p ent̃aom= 1.

�

Para o que se segue precisamos de recordar o seguinte:

Definição 2.5.Um c.p.oA diz-se bem ordenado se qualquer subconjunto, não vazio, deA tiver

elemento ḿınimo.

Teorema 2.3.Todo o subconjunto ñao vazio deN tem elemento ḿınimo.

Demonstraç̃ao. SejaA ⊆ N tal queA 6= /0. Suponhamos queA não tem elemento ḿınimo.

SejaB = N\A e sejaP o subconjunto deN assim definido:

P = {n∈ N : ∀m∈ N, m≤ n⇒ m∈ B} .

Temos que 1∈ B pois se 1∈ A ele seria o seu elemento mı́nimo, o que contraria a nossa

suposiç̃ao de queA não tem elemento ḿınimo. Logo 1∈ P.

Sejak ∈ P. Ent̃ao, para qualquerm∈ N, m≤ k ⇒ m∈ B. Portanto,k+ 1 /∈ A pois,

caso contŕario, k+1 seria o elemento ḿınimo deA , o que contraria a hiṕotese. Deste modo,

k+1∈ B, logok+1∈ P, i.e.,s(k) ∈ P.

Assim, o Prinćıpio de Induç̃ao Natural permite concluir queP = N. Portanto

∀n∈ N, a≤ n⇒ a /∈ A .

LogoA = /0 o que contrataria a hipótese de se terA 6= /0. A contradiç̃ao veio de termos suposto

queA não tem elemento ḿınimo. Assim sendo,A tem elemento ḿınimo.

�
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Como conseqûencia imediata do Teorema 2.3, temos:

Corolário 2.1. (Prinćıpio da Boa Ordenaç̃ao deN)

(N,≤) é um conjunto bem ordenado.

Teorema 2.4.(Prinćıpio de Induç̃ao Completa)

SejaA ⊆ N tal que

(∀n∈ N), [m< n ⇒ m∈ A ] ⇒ n∈ A .

EntãoA = N.

Demonstraç̃ao.SejaB = N \A . Suponhamos queB 6= /0. Pelo Prinćıpio da Boa Ordenação

deN, B tem elemento minimo. Sejax esse elemento. Mostremos que todo o elemento menor

do quex est́a emA . De facto, sem∈N é tal quem< x, comox= min B, segue-se quem /∈ B,

i.e.,m∈ A . Ent̃ao, por hiṕotese, obtemosx∈ A . Dada a definiç̃ao deB, isto contraria o facto

de x ser ḿınimo B. Esta contradiç̃ao resultou de termos suposto queB 6= /0. LogoB = /0 e,

portanto,A = N. �

Na demonstraç̃ao do Teorema 2.4, usámos o Prinćıpio da Boa Ordenação deN. Terminamos

este caṕıtulo provando que os três prinćıpios,Prinćıpio de Induç̃ao Natural, Prinćıpio da Boa

Ordenaç̃ao deN ePrinćıpio de Induç̃ao Completa, s̃ao equivalentes.

Teorema 2.5.O Prinćıpio de Induç̃ao Natural, o Prinćıpio da Boa Ordenaç̃ao deN e o Prinćıpio

de Induç̃ao Completa, s̃ao equivalentes entre si.

Demonstraç̃ao. Prinćıpio de Induç̃ao Natural⇒ Prinćıpio da Boa Ordenação deN

Demonstrado anteriormente, no Teorema 2.3.

Prinćıpio da Boa Ordenação deN ⇒ Prinćıpio de Induç̃ao Completa

Demonstrado anteriormente, no Teorema 2.4.

Prinćıpio de Induç̃ao Completa⇒ Prinćıpio de Induç̃ao Natural

Suponhamos v́alido o Prinćıpio de Induç̃ao Completa. Comecemos por provar que todo o
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número diferente de 1́e sucessor de algum número natural. SejaA = {1}∪ s(N). Mostremos

queA satifaz

(∀n∈ N), [m< n ⇒ m∈ A ] ⇒ n∈ A .

Sejan∈N en 6= 1. Suponhamos que, para qualquerm∈N, m< n ⇒ m∈ A , i.e., que sem< n

ent̃ao ,m= 1 ou m∈ s(N). Se ñao existisse qualque número naturalm menor do quen ent̃ao

teŕıamosn= 1, o que ñao acontece. Seja, portanto,m∈ N tal quem< n. Ent̃aon= m+k, para

algumk∈N. Sek= 1, ent̃aon= m+1, i.e.,n= s(m). Sek 6= 1, como, por hiṕotese,m∈A , ou

m= 1 e, portanto, den= m+k obtemosn= 1+k, i.e.,n= s(k,) pelo quen∈ A , oum= s(t),

para algumt ∈ N, e temosn= m+k= s(t)+k= s(t +k) ∈ A . Assim,

(∀n∈ N, n 6= 1) (∃k∈ N) : n= s(k).

Seja agoraX ⊆N tal que 1∈X es(n)∈X, para qualquern∈N. Vejamos que se tem também

N⊆ X e, portanto,X = N. De facto, dadon∈ N, oun= 1 e, portanto,n∈ X, oun 6= 1 e, como

acab́amos de provar,n= s(k) para algumk∈ N, pelo que, por hiṕotese,n∈ X. �
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Caṕıtulo 3

Construção e ordenaç̃ao do conjunto dos

números inteiros

Por queé que se criaram os números inteiros? Uma equação como, por exemplo,x+ 7 = 3

deveria ter soluç̃ao ”3−7” emN mas tal ńumero natural ñao existe porque nem sempre se pode

subtrair emN. Pretendemos, assim, construir um sistema de números ampliado que contenha

uma respostapara ”3− 7” e, mais geralmente, para todos osproblemas de subtracção com

quaisquer dois ńumeros naturais.

No prinćıpio, os mateḿaticos limitaram-se a representar os números novos por−1,−2, · · · e

a regulamentar o seu modo de funcionamento, e.g. 3−7=−4;−3−7=−10; · · ·. Neste caṕtulo,

o nosso objetivóe mostrar como definir estes números, usandoobjectosque j́a conhecemos: os

números naturais.

3.1 Definiç̃ao dos ńumeros inteiros

À partida, a ideia de considerar um inteiro como um par ordenado de ńumeros naturais parece

apropriada. No entanto, após alguma reflex̃ao, apercebemo-nos de que isso produziriadema-

siadosinteiros e ñao acautelaria o que pretendemos: que pares como(5,6),(7,8),(32,33), · · ·
sejam inteiros que representam asrespostas5−6,7−8,32−33, · · ·, ou seja, pretendemos que

todos esses pares ordenados diferentes representem o mesmointeiro e sejam, por isso, com ele

identificados.

Mais geralmente, sea−b= c−d pretendemos que(a,b),(c,d) representem o mesmo inteiro,

21
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i.e. pretendemos que(a,b) e (c,d) representem o mesmo inteiro sea+ d = b+ c. Ora isto

consegue-se definindo uma relação de equival̂encia quecoloca esses pares na mesma classe

de equival̂encia. Temos, assim, a seguinte relação de equival̂encia para a definição formal dos

números inteiros:

Definição 3.1.Seja R uma relaç̃ao bińaria definida emN×N da seguinte forma:

∀a,b,c,d ∈ N, (a,b)R(c,d)⇔ a+d = b+c.

Proposiç̃ao 3.1.A relaç̃ao Ré uma relaç̃ao de equival̂encia emN×N.

Demonstraç̃ao.Sejam(a,b), (c,d) , (e, f ) ∈ N2. Comoa, b∈ N e a adiç̃aoé comutativa emN,

a+b= b+a. LogoR é reflexiva. Dada a definição deR e a comutatividade da adição, temos:

(a,b)R(c,d)⇒ a+d = b+ c⇒ d+a= c+b⇒ c+b= d+a⇒ (c,d)R(a,b) . Logo Ré

simétrica. Para concluir a demonstração provemos que Ŕe transitiva. Tem-se, sucessivamente,

(a,b)R(c,d)⇔ a+d = b+c

(c,d)R(e, f )⇔ c+ f = d+e

Logo,

(a+d)+ f + b+(c+ f ) = (b+c)+ f + b+(d+e)

isto é,

(a+ f )+(b+d)+(c+ f ) = (b+e)+(c+ f )+(b+d) .

As propriedades comutativa e lei do corte da adição em N permitem concluir que

(a+ f ) = (b+e) e, portanto,(a,b)R(e, f ) .

�

Dado(a,b) ∈ N2 representamos a classe de equivalência de(a,b), determinada porR, por

[a,b]. Assim,

[a,b] =
{

(c,d) ∈ N2 : (a,b)R(c,d)
}

.

O conjunto quociente determinado pela relação R, N2/R, é formado por todas as classes de

equival̂encia determinadas porR.
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Representamos o conjuntoN2/RporZ. Assim, por definiç̃ao

Z=
{

[a,b] : (a,b) ∈ N2} .

Aos elementos deZ chamamosnúmeros inteiros.

3.2 Operaç̃oes bińarias emZ

Nesta secç̃ao vamos ver como efetuar operações com os ńumeros inteiros.

Definição 3.2.Sejam[a,b], [c,d] ∈ Z. Define-se[a,b]+ [c,d] = [a+c,b+d].

Mostremos que a adição, definida desta forma, não depende da escolha dos representantes

das classes de equivalência envolvidas.

Proposiç̃ao 3.2. Para quaisquer a,b,c,d,e, f ,g,h ∈ N tais que[a,b] = [c,d] e [e, f ] = [g,h],

ent̃ao

[a,b]+ [e, f ] = [c,d]+ [g,h] .

Demonstraç̃ao.Como [a,b] = [c,d] , (a,b)R(c,d) e, portanto,a+ d = b+ c. Analogamente,

e+h= f +g.

Logo, dada a comutatividade e associatividade emN, (a+e)+ (d+h) = (c+g)+ (b+ f )

donde,

[a+e,b+ f ] = [c+g,d+h] .

�

Proposiç̃ao 3.3.A adiç̃ao definida emZ goza das seguintes propriedades:

1. ∀a,b,c,d ∈ N, [a,b]+ [c,d] = [c,d]+ [a,b] ;

2. ∀a,b,c,d,e, f ∈ N, ([a,b]+ [c,d])+ [e, f ] = [a,b]+ ([c,d]+ [e, f ]);

3. ∀a,b∈ N, [a,b]+ [1,1] = [a,b] ;

4. ∀a,b∈ N, [a,b]+ [b,a] = [1,1] .
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Demonstraç̃ao. Para demonstrar 1) e 2) basta aplicar a definição de adiç̃ao e utilizar as proprie-

dades ańalogas j́a demonstradas emN.

3) O inteiro [1,1] é o elemento neutro da adição. De facto, para quaisquera, b ∈ N,

[a,b]+ [1,1] = [a+1,b+1] e, como(a+1)+b= (b+1)+a, temos que(a+1,b+1)R(a,b),

pelo que[a+1,b+1] = [a,b].

4) Mostremos que, para quaisquera, b∈ N, [a,b]+ [b,a] = [1,1]. Temos:

[a,b]+ [b,a] = [a+b,b+a] = [a+b,a+b] = [1,1] , uma vez que,(1,1)R(a+b,a+b) .

�

Observemos que, como(a,b)R(1,1)⇔a+1= b+1⇔a= b, se tem[1,1] = {(a,a) : a∈ N}.

O elemento neutro de(Z,+), i.e.,[1,1], é representado por 0.

Dado o inteiro[a,b], a classe[b,a] representa-se por− [a,b] e designa-se por “o elemento

simétrico de[a,b]”.

Definição 3.3.Sejam a, b, c, d∈ N. Define-se[a,b] · [c,d] = [ac+bd,ad+bc].

Vejamos que a operação assim definida ñao depende da escolha dos representantes das classes

de equival̂encia envolvidas.

Proposiç̃ao 3.4.Dados a,b,c,d,e, f ,g,h∈ N tais que[a,b] = [c,d] e [e, f ] = [g,h]. Ent̃ao

[a,b] · [e, f ] = [c,d] · [g,h] .

Demonstraç̃ao. Sejama,b,c,d,e, f ,g,h∈ N e [a,b] = [c,d] e [e, f ] = [g,h] . Temos:

[a,b] · [e, f ] = [ae+b f,a f +be] e [c,d] · [g,h] = [cg+dh,ch+dg] .

Como (a,b)R(c,d)⇔ a+d = b+c e (e, f )R(g,h)⇔ e+h= f +g, obtemos, sucessivamente,

e(a+d) = e(b+c) ; c(e+h) = c( f +g); f (b+c) = f (a+d) ; d( f +g) = d(e+h) .

Pela propriedade distributiva da multiplicação em relaç̃aoà adiç̃ao de ńumeros naturais, obtemos,

ea+ed= eb+ec; ce+ch= c f +cg; f b+ f c= f a+ f d; d f +dg= de+dh.
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Assim,

ea+ed+ce+ch+ f b+ f c+d f +dg= eb+ec+c f +cg+ f a+ f d+de+dh

ea+ f b+ch+dg= eb+cg+ f a+dh

(ae+b f)+(ch+dg) = (be+a f)+(cg+dh)

[ae+b f,a f +be] = [cg+dh,ch+dg]

[a,b] · [e, f ] = [c,d] · [g,h] .

�

Proposiç̃ao 3.5.A multiplicaç̃ao definida emZ goza das seguintes propriedades:

1. ∀a,b,c,d ∈ N, [a,b] · [c,d] = [c,d] · [a,b] ;

2. ∀a,b,c,d,e, f ∈ N, ([a,b] · [c,d]) · [e, f ] = [a,b] · ([c,d] · [e, f ]);

3. ∀a,b∈ N, [2,1] · [a,b] = [a,b] ;

4. ∀a,b,c,d,e, f ∈ N, [a,b] · ([c,d]+ [e, f ]) = [a,b] · [c,d]+ [a,b] · [e, f ] .

Demonstraç̃ao. Para demonstrar 1), 2) e 4) basta aplicar a definição de multiplicaç̃ao e utilizar

as propriedades análogas j́a demonstradas emN.

3) Para quaisquer naturaisa,b, [2,1] · [a,b] = [a,b] , pois, [2,1] · [a,b] = [2a+1b,2b+1a] e,

comoa+(2b+1a) = b+(2a+1b), (a,b) ∈ [2a+1b,2b+1a] .

�

Tendo em conta as propriedades da adição e da multiplicaç̃ao emZ, expressas nas proposições

3.3 e 3.5, temos o seguinte resultado:

Proposiç̃ao 3.6.O triplo (Z,+,×) é um anel comutativo com identidade.
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3.3 Relaç̃ao entreN eZ

Sendo os ńumeros inteiros classes de equivalência de pares de números naturais,́e claro que

N * Z. No entanto, como mostramos nesta secção, o grupo(Z,+) cont́em um subsemigrupo

H = {[n+1,1] : n ∈ N}, isomorfo a(N,+), sendo o mońoide comutativo(Z,×) tamb́em iso-

morfo ao mońoide(H,×). IdentificandoN comH, podemos considerar queN é um subconjunto

deZ.

Com esta identificaç̃ao em mente, estabelecemos e provamos o seguinte teorema:

Teorema 3.1.A aplicaç̃ao θ : N→ Z, definida porθ (n) = [n+1,1] , para qualquer n∈ N , é

injetiva e satisfaz

∀m,n∈ N, θ (m+n) = θ (m)+θ (n) e θ (mn) = θ (m) ·θ (n) .

Demonstraç̃ao. Verifiquemos queθ é injetiva. Sejamm,n∈ N tais queθ (n) = θ (m). Ent̃ao

[n+1,1] = [m+1,1] e, portanto,(n+1,1)R(m+1,1), pelo quen = m. Vejamos agora que,

para quaisquerm,n∈ N se tem,

θ (m)+θ (n) = [m+n+1,1] ∧ θ (m) ·θ (n) = [mn+1,1] .

Como θ (m) = [m+1,1] e θ (n) = [n+1,1] tem-se,

θ (m)+ θ (n) = [m+1,1]+ [n+1,1]

= [m+1+n+1,1+1]

= [m+n+1+1,1+1]

= [m+n+1,1]+ [1,1]

= [m+n+1,1]

= θ (m+n) .
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θ (m) · θ (n) = [m+1,1] · [n+1,1]

= [(m+1)(n+1)+1,(m+1)1+1· (n+1)]

= [mn+m+n+1+1,m+n+1+1]

= [(mn+1)+(m+n+1) ,1+(m+n+1)]

= [mn+1,1]+ [m+n+1,m+n+1]

= [mn+1,1] , pois[m+n+1,m+n+1] = [1,1]

= θ (mn) .

�

Corolário 3.1. (N,+) ≃ θ ((N,+)) e (N,×) ≃ θ ((N,×)) .

O Coroĺario 3.1 permite-nos identificar cadan∈ N com o inteiro[n+1,1]. Para cadan∈ N,

o inteiro [1,n+1], por ser o elemento siḿetrico de[n+1,1], representa-se por−n.

Teorema 3.2.Qualquer inteiroé, exatamente, de uma das formas0, n ou−n, para algum n∈ N.

Demonstraç̃ao. Seja[m,n] ∈ Z.

Sem< n ent̃ao∃ k∈ N : m+k= n. Temos:

m+k= n⇔ (m+k)+1= n+1⇔ m+(k+1) = n+1⇔ (m,n)R(1,k+1).

Portanto,[m,n] = [1,k+1]≡−k.

Sem= n ent̃aom+1= n+1, i.e.,(m,n)R(1,1). Portanto,[m,n] = [1,1]≡ 0.

Sem> n ent̃ao∃ k∈ N : n+k= m. Temos:

n+k= m⇔ m= n+k⇔ m+1= (n+k)+1⇔ m+1= n+(k+1)⇔ (m,n)R(k+1,1) .

Portanto,[m,n] = [k+1,1]≡ k.

�

Observaç̃ao: Dadosx,y∈ Z, não havendo ambiguidade, escreveremosxypara significarx.y.
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3.4 Uma ordem parcial emZ

EmN definimos uma relaç̃ao bińaria que prov́amos ser uma ordem total. Sendo os inteiros clas-

ses de equivalência de pares de números naturais, faz sentido interrogarmo-nos em que medida

se pode definir emZ uma ordem parcial que estenda a ordem dos números naturais. Em caso

afirmativo, seŕa essa ordem tricotómica?

Definição 3.4. Dados os ńumeros inteiros[a,b] e [c,d], dizemos que[a,b] é menor ou igual que

[c,d], e escrevemos[a,b]≤Z [c,d] se a+d ≤N b+c, onde≤N é a ordem parcial emN.

Antes de estabelecermos propriedades da relaçãp≤Z, provamos o seguinte lema.

Lema 3.1Sejama,b,c∈ N. Ent̃ao

a+b ≤N a+c ⇒ b ≤N c.

Demonstraç̃ao. De a+ b ≤N a+ c obtemosa+ c = (a+ b) + k, para algumk ∈ N. Tendo

em conta o Corolário 3.1, os ńumeros naturaisa,b,c,k podem ser identificados com os intei-

ros [a+ 1,1], [b+ 1,1], [c+ 1,1] e [k+ 1,1], respetivamente. Deste modo, tomando o inteiro

[1,a+1] (=−a), obtemos, da igualdadea+c= a+(b+k),

−a+a+c=−a+a+(b+k)

i.e.,c= b+k. Logo,b≤ c. �

Teorema 3.3. (a) A relaç̃ao≤Z é uma relaç̃ao de ordem parcial emZ.

(b) Para quaisquer x,y ∈ N tem-se,

−x≤Z y; x≤Z y⇔ x≤N y; x≤Z y⇒−y≤Z −x; −y≤Z0≤Z y.

Demonstraç̃ao.

(a) Para qualquer[x,y] ∈ Z é claro que[x,y] = [x,y] e, portanto,[x,y] ≤Z [x,y], i.e., ≤Z é

reflexiva.
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Sejam agora[x,y] e [a,b] dois ńumeros inteiros tais que[x,y] ≤Z [a,b] e [a,b] ≤Z [x,y] .

Ent̃ao, x+ b ≤N y+ a e a+ y ≤N b+ x, pelo quex+ b = y+ a, ou seja,[a,b] = [x,y].

Portanto, a relaç̃ao≤Z é anti-siḿetrica.

Finalmente vejamos que a relação é transitiva, i.e., que, para quaisquera,b,c,d,x,y∈ N,

se[a,b]≤Z [c,d] e [c,d]≤Z [x,y] ent̃ao[a,b]≤Z [x,y]. Como

[a,b]≤Z [c,d]⇔ a+d ≤N b+c e [c,d]≤Z [x,y]⇔ c+y≤N d+x

temos, dadas as propriedades da adição emN e (ii) do Teorema 2.2,

a+d+y≤ b+c+y e c+y+b≤ d+x+b

isto é,

a+y+d ≤ b+c+y≤ b+x+d

Da transitividade de≤N e do Lema 3.1 segue-se agora quea+y≤ b+x, i.e., que[a,b]≤Z

[x,y].

(b) Sejamx,y∈ N. É evidente que−x≤Z y pois,

[1,x+1]≤Z [y+1,1]

⇔ 1+1≤N (x+1)+(y+1)

⇔ 1+1≤N 1+1+(x+y)

⇔ 1≤N 1+(x+y).

É tamb́em claro que, para quaisquerx,y∈ N se temx≤Z y⇔ x≤N y. De facto,

x≤Z y⇔ [x+1,1]≤N [y+1,1]

⇔ (x+1)+1≤N 1+(y+1)

⇔ x+(1+1)≤N y+(1+1)

⇔ x≤N y.
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Mostremos agora quex≤Z y⇒−y≤Z −x, ∀x,y∈ N. De facto,

x≤Z y⇔ [x+1,1]≤Z [y+1,1]

⇔ (x+1)+1≤N 1+(y+1)

⇔ 1+(x+1)≤N 1+(y+1)

⇔ [1,y+1]≤Z [1,x+1]

⇔−y≤Z −x.

Para completar a demonstração provemos que, para qualquerx∈N, se tem−x≤Z0≤Z x.

Comecemos por ver que−x≤Z0.

[1,x+1]≤Z [x,x]⇔ 1+x≤N (x+1)+x

⇔ 1≤N x+1.

Vejamos agora que 0≤Z x, ∀x∈ N. Temos:

0≤Z x⇔ [x,x]≤Z [x+1,1]

⇔ x+1≤N (x+1)+x

⇔ 1+x≤N (x+1)+x

⇔ 1≤N x+1.

No ińıcio desta demonstração mostŕamos que, para quaisquerx,y∈ N, se tem−x ≤Z y,

logo tamb́em se tem−x≤Z x.

�

Observaç̃ao: Não havendo ambiguidade, representaremos≤Z por ≤.

Como conseqûencia do Teorema 2.1 e da definição 3.4 prova-se facilmente que a relação ≤Z é

uma ordem total emZ. De facto, dados[a,b] , [c,d] ∈ Z, comoa+d ∈ N e b+ c∈ N, temos

a+d< b+coua+d= b+coub+c< a+d , i.e., [a,b]< [c,d] ou[a,b] = [c,d] ou[c,d]< [a,b].
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Temos, assim, o seguinte resultado:

Proposiç̃ao 3.7. (Z,≤) é um conjunto totalmente ordenado.

Proposiç̃ao 3.8.Para quaisquer x,y,z∈ Z, tem-se

1. 0 x= 0;

2. −(x y) = (−x) y= x (−y) ;

3. (x−y) z= x z−y z;

4. x z= y z∧z 6= 0⇒ x= y;

5. x y= 0⇒ x= 0∨y= 0;

6. x≤ y⇒ x+z≤ y+z;

7. x≤ y∧0< z⇒ x z≤ y z;

8. 0≤ x ∧ 0≤ y⇒ 0≤ x+y ∧ 0≤ x y;

9. 0≤ x ∧ y≤ 0⇒ x y≤ 0;

10. x≤ 0 ∧ y≤ 0⇒ 0≤ x y.

Demonstraç̃ao.

1. Para qualquerx= [a,b] ∈ Z e c∈ N tem-se, sucessivamente,

0 x= [c,c] [a,b] = [ca+cb,cb+ca] = [ca+cb,ca+cb] = 0.
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2. Sejamx,y tais quex= [a,b] e y= [c,d] coma,b,c,d ∈ N. Tem-se:

−(x y) =−([a,b] [c,d]) =−([ac+bd,ad+cb])

= [ad+cb,ac+bd]

= [bc+ad,bd+ca]

= [b,a] [c,d]

= (−x) y

e

(−x) y= [b,a] [c,d]

= [bc+ad,bd+ca]

= [ad+bc,ac+db]

= [a,b] [d,c]

= x (−y).

Se−(x y) = (−x) y e (−x) y= x (−y) ent̃ao−(x y) = x (−y) .

3. Sejamx,y,z tais quex = [a,b] , y = [c,d] e z= [e, f ] com a,b,c,d,e, f ∈ N. Tem-se,

sucessivamente,

x z−y z= [a,b] [e, f ]− [c,d] [e, f ]

= [ae+b f,a f +be]− [ce+d f,c f +de]

= [ae+b f,a f +be]+ [c f +de,ce+d f ]

= [ae+b f +c f +de,a f +be+ce+d f ]

= [(a+d)e+(b+c) f ,(a+d) f +(b+c)e]

= [a+d,b+c] [e, f ]

= ([a,b]+ [d,c]) [e, f ]

= ([a,b]− [c,d]) [e, f ]

= (x−y) z.
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4. Sejamx,y,z∈ Z ew ∈ N tais quex = [a,b] ,y = [c,d] e z= [w+1,1] ou z= [1,w+1].

Mostremos quex z= y z∧0< z⇒ x= y. De facto,

xz= y z⇒ [a,b] [w+1,1] = [c,d] [w+1,1]

⇒ [a(w+1)+b 1,a 1+b(w+1)] = [c(w+1)+d 1,c 1+d(w+1)]

⇒ (a(w+1)+b, a+b(w+1))R(c(w+1)+d, c+d(w+1)

⇒ a(w+1)+b+ c+d(w+1) = a+b(w+1)+ c(w+1)+d

⇒ aw+a+b+c+dw+d = a+bw+b+cw+c+d

⇒ aw+dw= cw+bw

⇒ w(a+d) = w(c+b)

⇒ a+d = c+b

⇒ (a,b)R(c,d)

⇒ [a,b] = [c,d]

⇒ x= y.

Paraz< 0 a demonstraç̃aoé ańaloga.

5. Sejamx,y ∈ Z. Provemos quex y= 0 ⇒ x = 0∨ y = 0. Suponhamos quex 6= 0. Ent̃ao,

por (1), por (4) e propriedade comutativa:

x y= 0⇒ x y= x 0⇒ y= 0.

6. Sejamx= [a,b] ,y= [c,d] ez= [e, f ]. Sendoa,b,c,d,e, f ∈ N tem-se,

[a,b]≤ [c,d]⇒ a+d ≤ b+c

⇒ a+d+e+ f ≤ b+c+e+ f

⇒ a+e+d+ f ≤ b+ f +c+e

⇒ [a+e,b+ f ]≤ [c+e,d+ f ]

⇒ [a,b]+ [e, f ]≤ [c,d]+ [e, f ]

⇒ x+z≤ y+z.
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7. Sejamx = [a,b], y = [c,d] e z = [e, f ] números inteiros tais que[a,b] ≤ [c,d] e

[1,1] ≤ [e, f ]. Ent̃ao a+ d ≤N b+ x e 1+ f ≤N 1+ e. Por b) do Teorema 3.3 e por 6.

obtemos:

1+ f ≤N 1+e⇔ 1+ f ≤Z 1+e⇒ 0≤ e− f .

Assim, e− f ∈ N e, por ii) do Teorema 2.2 e pela reflexividade de≤N, segue-se de

a+d ≤N b+x que

(a+d)(e− f ) ≤N (b+x)(e− f ),

i.e., quexz≤ yz.

8. Sejamx,y∈ Z tais quex= [a,b] ey= [c,d] , a,b,c,d ∈ N.

Mostremos que: 0≤ x∧0≤ y⇒ 0≤ x+y. Tem-se, sucessivamente,

0≤ x⇒ b≤ a e 0≤ y⇒ d ≤ c, donde,b+d ≤ a+c, i.e., 0≤ x+y.

Vejamos agora que 0≤ x∧0≤ y⇒ 0≤ x y. De facto, se 0≤ x∧0≤ y, por 7., 0y≤ x y,

por 1., 0≤ x y.

9. Sejamx,y ∈ Z tais que 0≤ x e y ≤ 0. Ent̃ao, por b) do Teorema 3.3, 0≤ −y, pelo que

se segue, por 8., que 0≤ x(−y). Por 2., obtemos então 0≤ −(xy) e, de novo de b) do

Teorema 3.3, resulta quexy≤ 0.

10. Sejamx,y ∈ Z tais que 0≤ −x e y ≤ 0. Ent̃ao, por 9.,(−x)y ≤ 0, pelo que, por 2.,

(−xy)≤ 0. Por b) do Teorema 3.3 obtemos o pretendido: 0≤ xy.

�

Como conseqûencia imediata de (6) e (8) da Proposição 3.8 obtemos:

Proposiç̃ao 3.9.O anel(Z,+,×,≤) é um anel ordenado.

Proposiç̃ao 3.10.Para quaisquer x,y∈ Z tem-se x≤Z y⇔ x−y≤Z 0.

Demonstraç̃ao. Sejamx,y∈Z tais quex≤Z y. Comox≤Z y e−y≤Z −y, temosx−y≤Z y−y,

isto é,x−y≤Z 0.

Reciprocamente, suponhamos quex− y≤Z 0. Comoy≤Z y, temosx− y+ y≤Z 0+ y i.e.,

x≤Z y. �
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Proposiç̃ao 3.11.O anel(Z,+,×,≤) é um anel arquimediano.

Demonstraç̃aoSejama eb dois inteiros positivos tais quea< b. Ent̃ao,

a< b ⇒ b= a+k, k∈ Z

⇒ b (b+1) = a (b+1)+k (b+1)

⇒ a (b+1) = b+(b2−bk−k).

Portanto, para qualquer inteiron≥ b+1, temosna> b. �

Definição 3.5. Para cada x∈ Z, chama-se ḿodulo ou valor absoluto de x, e representa-se por

|x|, ao elemento ḿaximo do conjunto{x,−x}, isto é,

|x|=
{

x se x≥ 0

−x se x< 0.

Proposiç̃ao 3.12.Para quaisquer x,y∈ Z, tem-se

1. |x| ≥ 0;

2. |x|= 0⇔ x= 0;

3. |x y|= |x| |y| ;

4. |x+y| ≤ |x|+ |y| .

Demonstraç̃ao. Sejamx,y∈ Z.

1. Se 0< x ent̃ao|x|= x logo |x|> 0.

Sex< 0ent̃ao|x|=−x logo |x|> 0, pois−x> 0.

Sex= 0 ent̃ao|x|= 0 pela definiç̃ao 3.5 .

2. Conseqûencia imediata da definição 3.5.

3. Se 0< x e 0< y ent̃ao 0< xy pela proposiç̃ao 3.8 (8) e, portanto,|xy| = xy= |x| |y|, por

definiç̃ao.

Se 0< x e y< 0 ent̃ao |x| = x e |y| = −y, isto é, |x| |y| = x(−y), i.e., |x| |y| = −(xy) pela

proposiç̃ao 3.8(2).
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Mas|xy|=−xy , poisxy< 0 e, portanto,|xy|= |x| |y| .

Sex< 0 ey< 0, ent̃ao|x|=−x e |y|=−y, isto é, |x| |y|= (−x)(−y), isto é,

|x| |y|= xy pela proposiç̃ao 3.8(10).

Como 0< xy tem-se|xy|= xye, portanto,|xy|= |x| |y| .

Sex= 0∨y= 0 pela proposiç̃ao 3.8 (1) e proposiç̃ao 3.12 (2) tem-se|x y|= |x| |y| .
Como conseqûencia de 2) e de 1) da proposiç̃ao 3.8 é claro que sex = 0 ouy= 0 ent̃ao

|xy|= |x| |y|.

4. Se 0< x e 0< y ent̃ao|x|= x e |y|= y, pelo que,|x|+ |y|= x+y.

Por outro lado, 0< x+y, peloque, |x+y|= x+y e, portanto,|x+y| ≤ |x|+ |y|.

Sex< 0 e 0< y ent̃ao |x|=−x e |y|= y, pelo que,|x|+ |y|=−x+y.

Se|x|< |y| ent̃ao 0< x+y, pelo que,|x+y|= x+y e, portanto,|x+y| ≤ |x|+ |y|.

Se|y|< |x| ent̃aox+y< 0 pelo que|x+y|=−(x+y), e portanto,|x+y| ≤ |x|+ |y|.

Se 0< x ey< 0 ent̃ao|x|= x e |y|=−y, pelo que,|x|+ |y|= x−y.

Se|x|< |y| ent̃aox+y< 0, pelo que,|x+y|=−(x+y) e, portanto,|x+y| ≤ |x|+ |y|.

Se|y|< |x| ent̃ao 0< x+y, pelo que,|x+y|= x+y e, portanto,|x+y| ≤ |x|+ |y|.

Sex< 0 ey< 0, ent̃ao|x|=−x e |y|=−y, pelo que,|x|+ |y|=−x−y.

Por outro lado,x+y< 0, pelo que,|x+y|=−(x+y) e, portanto,|x+y| ≤ |x|+ |y| .

Sex= 0∨y= 0 é óbvio que|x+y| ≤ |x|+ |y| .

�

Observemos que o conjunto(Z,≤) não é um conjunto bem ordenado pois o subconjunto

dos ńumeros inteiros menores que zero não tem elemento ḿınimo. No entanto o conjunto

{n∈ Z : 0< n} é um subconjunto bem ordenado deZ, cujo o elemento ḿınimo é 1(≡ [2,1]).



Caṕıtulo 4

Construção e ordenaç̃ao do conjunto dos

números racionais

O sistema de ńumeros que construı́mos no Caṕıtulo 3,Z, tem ainda śerias limitaç̃oes. Tal como

não se pode subtrair emN, tamb́em ñao se pode dividir emZ: não h́a, emZ, elementos suficientes

para acomodar mecanismos de divisão. Mais formalmente, a equação 4x = 3, por exemplo, de

coeficientes inteiros, não tem soluç̃ao emZ. Veremos, neste capı́tulo, como ultrapassar este tipo

de dificuldade.

4.1 Definiç̃ao dos ńumeros racionais

Definição 4.1.Seja R a relaç̃ao bińaria definida emZ×Z\{0} da seguinte forma:

(∀a,c∈ Z∧b,d ∈ Z\{0})(a,b)R(c,d)⇔ ad= bc.

Proposiç̃ao 4.1.A relaç̃ao Ré uma relaç̃ao de equival̂encia emZ×Z\{0}.

Demonstraç̃ao. Sejama,c,e∈ Z e b,d, f ∈ Z\{0}. Como a multiplicaç̃ao é comutativa em

Z, ab= ba. LogoR é reflexiva.

Suponhamos que(a,b)R(c,d). Ent̃aoad= bc e, como a mutiplicaç̃ao emZ é comutativa,

temosda= cb, ou seja,cb= da. Logo,(c,d)R(a,b) e, portanto,R é siḿetrica.

37
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Provemos agora queR é transitiva. Suponhamos que(a,b)R(c,d)e(c,d)R(e, f ). Ent̃ao

ad= bcec f = de. Temos:ad= bc⇒ ad f = bc f ⇒ ad f = bde⇒ a f = be⇒ (a,b)R(e, f ) .

�

Dado(a,b) ∈ Z×Z\{0} representamos a classe de equivalência de(a,b), determinada por

R, por [a,b]. Assim,

[a,b] = {(c,d) ∈ Z×Z\{0} : (a,b)R(c,d)} .

Representamos o conjunto(Z×Z\{0})/R porQ. Assim, por definiç̃ao,

Q= {[a,b] : (a,b) ∈ Z×Z\{0}}.

Aos elementos deQ chamamosnúmeros racionais.

4.2 Operaç̃oes bińarias emQ

EmQ vamos definir a adiç̃ao e a multiplicaç̃ao de ńumeros racionais.

Definição 4.2.Sejam[a,b] , [c,d] ∈Q. Define-se[a,b]+ [c,d] = [ad+cb,bd] .

Na proposiç̃ao seguinte mostramos que a adição, definida desta forma, não depende da esco-

lha dos representantes das classes de equivalência envolvidas.

Proposiç̃ao 4.2. Para quaisquer [a,b] , [c,d] , [e, f ] , [g,h] ∈ Q, tais que [a,b] = [c,d] e

[e, f ] = [g,h], tem-se[a,b]+ [e, f ] = [c,d]+ [g,h] .

Demonstraç̃ao. Sejam[a,b] , [c,d] , [e, f ] , [g,h] ∈ Q. Como[a,b] = [c,d] e [e, f ] = [g,h] temos

(a,b)R(c,d) e (e, f )R(g,h) e, portanto,ad= cbeeh= f g.

Como ad f h = cb f h e ehbd = f gbd temos, ad f h+ ehbd = cb f h+ f gbd, i.e.,

(a f +eb)hd = f b(ch+gd) e, portanto, [a f +eb, f b] = [ch+gd,hd] , i.e.,

[a,b]+ [e, f ] = [c,d]+ [g,h] .

�
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Proposiç̃ao 4.3.Se c∈ Z\{0} e [a,b] ∈Q ent̃ao [a,b] = [ac,bc] = [ca,cb].

Demonstraç̃ao. [a,b] = [ac,bc]⇔ (a,b)R(ac,bc)⇔ abc= bac⇔ abc= abc.

�

Proposiç̃ao 4.4.A adiç̃ao definida emQ goza das seguintes propriedades:

1. ∀ [a,b] , [c,d] ∈Q, [a,b]+ [c,d] = [c,d]+ [a,b] ;

2. ∀ [a,b] , [c,d] , [e, f ] ∈Q, [a,b]+ ([c,d]+ [e, f ]) = ([a,b]+ [c,d])+ [e, f ] ;

3. ∀n∈ Z\{0} ,∀ [a,b] ∈Q, [0,n]+ [a,b] = [a,b]+ [0,n] = [a,b] ;

4. ∀ [a,b] ∈Q , [a,b]+ [−a,b] = [0,n] , n∈ Z\{0} .

Demonstraç̃ao. Sejam[a,b] , [c,d] e [e, f ] ∈Q

1) Temos:

[a,b]+ [c,d] = [ad+bc,bd] ( por definiç̃ao)

= [cb+da,db] (pela propriedade comutativa da adição e multiplicaç̃ao emZ)

= [c,d]+ [a,b] (por definiç̃ao).

2) Temos:

[a,b]+ ([c,d]+ [e, f ]) = [a,b]+ [c f +de,d f ]

= [ad f+(c f +de)b,bd f]

= [ad f+c f b+deb,bd f]

= [ad+bc,bd]+ [e, f ]

= ([a,b]+ [c,d])+ [e, f ] .

3) O ńumero racional[0,n] , ∀n∈ Z\{0}, é o elemento neutro para a adição.

De facto, tem-se

[a,b]+ [0,n] =[an+b·0,bn]

= [an,bn]

= [a,b] . Proposiç̃ao 4.3
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4) Sejan∈ Z\{0}. Temos:

[a,b]+ [−a,b] = [ab+b(−a) ,bb]

= [ab−ab,bb]

= [0,bb]

= [0,n] , sendon= bb.

�

Em virtude da propriedade 3), o número racional[0,n], para qualquern∈ Z\{0}, designa-se

por elemento neutro da adição e representa-se por 0Q. A propriedade 4) estabelece que qualquer

número racional[a,b] tem siḿetrico, a saber, o ńumero racional[−a,b]. Este ńumero representa-

se por−[a,b].

Definição 4.3.Sejam[a,b] , [c,d] ∈Q. Define-se[a,b] · [c,d] = [ac,bd].

Tal como aconteceu com a adição, a operaç̃ao definida desta forma não depende da escolha

dos representantes das classes envolvidas, como podemos verificar pela proposiç̃ao seguinte.

Proposiç̃ao 4.5. Para quaisquer [a,b] , [c,d] , [e, f ] , [g,h] ∈ Q, tais que [a,b] = [c,d] e

[e, f ] = [g,h], tem-se[a,b] · [e, f ] = [c,d] · [g,h] .

Demonstraç̃ao. Sejam[a,b] , [c,d] , [e, f ] , [g,h] ∈ Q. Como[a,b] = [c,d] e [e, f ] = [g,h] temos:

(a,b)R(c,d) e(e, f )R(g,h), i.e.,ad= bceeh= f g. Comoehad= f gad⇔ ehad= f gbc, tem-se

aedh= cgb f, i.e.,(ae,b f)R(cg,dh), i.e., [ae,b f ] = [cg,dh] . i.e.,[a,b] · [e, f ] = [c,d] · [g,h] .
�

Proposiç̃ao 4.6.A multiplicaç̃ao definida emQ goza das seguintes propriedades:

1. ∀ [a,b] , [c,d] ∈Q, [a,b] · [c,d] = [c,d] · [a,b] ;

2. ∀ [a,b] , [c,d] , [e, f ] ∈Q, [a,b] · ([c,d] · [e, f ]) = ([a,b] · [c,d]) · [e, f ] ;

3. ∀n∈ Z\{0} ∀ [a,b] ∈Q, [a,b] · [n,n] = [n,n] · [a,b] = [a,b] ;

4. Para qualquer[a,b] 6= [0,n] , [a,b] · [b,a] = [n,n] , ∀n∈ Z\{0};

5. ∀ [a,b] , [c,d] , [e, f ] ∈Q, [a,b] · ([c,d]+ [e, f ]) = [a,b] · [c,d]+ [a,b] · [e, f ] .
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Demonstraç̃ao. Para demonstrar 1) e 2) basta usar a definição da multiplicaç̃ao e as propriedades

ańalogas v́alidas emZ.

3) Sejamn∈ Z\{0} e [a,b] ∈Q. Ent̃ao [a,b] · [n,n] = [an,bn] = [a,b] , pela proposiç̃ao 4.3.

Logo, o racional[n,n] é o elemento neutro da multiplicação.

4) Seja[a,b] ∈Q tal que[a,b] 6= [0,n] , n∈ Z\{0}. Temos:

[a,b] · [b,a] = [ab,ba]

= [ab,ab]

= [n,n] .

5) Sejam[a,b] , [c,d] , [e, f ] ∈Q. Temos:

[a,b] · [c,d]+ [a,b] · [e, f ] = [ac,bd]+ [ae,b f ]

= [acb f+bdae,bdb f]

= [b(ac f+dae) ,bdb f]

= [bb] · [ac f+dae,db f] , pela proposiç̃ao 4.6.3

= [ac f+dae,db f]

= [a(c f +de) ,bd f]

= [a,b] · [c f +de,d f ]

= [a,b] · ([c,d]+ [e, f ]).

�

Observemos que, por 3), a multiplicação definida emQ admite elemento neutro. Representa-

se este elemento neutro por 1Q. Além disso, por 4), qualquer número racional ñao nulor é

invert́ıvel. O inverso der ∈Q\{0} representa-se porr−1.

Tendo em conta as propriedades da adição e da multiplicaç̃ao emQ, tem-se a seguinte

proposiç̃ao.

Proposiç̃ao 4.7.O terno(Q,+,×) é um corpo.
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4.3 Uma ordem parcial emQ

Os ńumeros racionais são, como vimos, classes de equivalência de pares de números inteiros,

pelo que definiremos uma relação de ordem parcial emQ a partir da ordem parcial definida em

Z.

Definição 4.4. Dados os ńumeros racionais[a,b] e [c,d], dizemos que[a,b] é menor ou igual

que[c,d], e escrevemos[a,b] ≤Q [c,d] se(ad−bc)(bd)≤Z 0, onde≤Z é a ordem total emZ.

Teorema 4.1.A relaç̃ao≤Q é uma relaç̃ao de ordem total emQ.

Demonstraç̃ao. Para qualquer[a,b] ∈Q é claro que[a,b] = [a,b] e, portanto,[a,b]≤ [a,b], i.e.,

≤Q é reflexiva.

Sejam agora[a,b] e [c,d] dois ńumeros racionais. Mostremos que, se[a,b] ≤Q [c,d] e

[c,d]≤Q [a,b] ent̃ao[a,b] = [c,d] . Como

[a,b]≤Q [c,d]⇔ (ad−bc)(bd)≤Z 0⇔ adbd−bcbd≤Z 0⇔ adbd≤Z bcbd (1)

[c,d]≤Q [a,b]⇔ (cb−da)(db)≤Z. 0⇔ cbdb−dadb≤Z. 0⇔ cbdb≤Z dadb (2).

podemos concluir queaddb= cbdb, i.e.,ad= cb, pelo que,(a,b)R(c,d), i.e.,[a,b] = [c,d].

Mostremos agora que para qualquer[a,b] , [c,d] , [e, f ]∈Q, se[a,b]≤Q [c,d] e [c,d]≤Q [e, f ],

ent̃ao[a,b]≤Q [e, f ]. Como,

[a,b]≤Q [c,d] ∧ [c,d]≤Q [e, f ]

temos:

[a f,b f ]≤Q [c,d] ∧ [c,d]≤Q [be,b f ] ,

i.e.,

(a f d−b f c)(b f d)≤Z 0 ∧ (cb f−dbe)(db f)≤Z 0.

Mas,

(a f d−b f c)(b f d)+(cb f−dbe)(db f)≤Z 0,

i.e.,

(a f d−cb f+cb f−dbe)(db f)≤Z 0,
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i.e.,

(a f d−dbe)(db f)≤Z 0.

Assim,[a,b]≤Q [e, f ] .

Finalmente, mostremos que≤Q é tricot́omica. Sejam[a,b] , [c,d] ∈Q tais que[a,b] 6= [c,d].

Ent̃aoad 6= bc pelo quead−bc 6= 0. Como≤Z é tricot́omica, temos então que ouad−bc< 0

ou 0< ad− bc. Com bd 6= 0 (b,d ∈ Z \ {0}), temos, tamb́em bd < 0 ou 0< bd. Assim,

(ad− bc) (bd) ≤ 0 ou 0≤ (ad− bc) (bd), pelas propriedades (8), (9) e (10) da Proposição

3.8. Comoad−bc 6= 0 ebd 6= 0, segue-se, pela proposição 3.8(5), que(ad−bc) (bd) < 0 ou

0< (ad−bc) (bd).

�

As propriedades enunciadas e demonstradas emZ (Proposiç̃ao 3.8) verificam-se emQ. De

seguida destacamos três dessas propriedades e provamos duas delas.

Proposiç̃ao 4.8.Para quaisquer[a,b] , [c,d] , [e, f ] ∈Q tem-se,

1. [a,b]≤ [c,d]⇒ [a,b]+ [e, f ]≤ [c,d]+ [e, f ] ;

2. [a,b]≤ [c,d]∧ [0,x]< [e, f ] , x∈ Z\{0}⇒ [a,b] · [e, f ]≤ [c,d] · [e, f ] ;

3. [0,x]≤ [a,b] , [0,x]≤ [c,d] , x∈ Z\{0}⇒ [0,x]≤ [a,b] · [c,d]∧ [0,x]≤ [a,b]+ [c,d] .

Demonstraç̃ao.

1) Sejam[a,b] , [c,d] , [e, f ] ∈Q. Tem-se, sucessivamente,

[a,b]≤ [c,d]⇒ (ad−bc)(bd)≤ 0

⇒ (ad f−cb f)(bd f)≤ 0

⇒ (ad f+bed−c f b−bed)(b f d)≤ 0

⇒ [(a f+be)d−(cf+ed)b] (b f d)≤ 0

⇒ [a f +be,b f ]≤ [c f +ed,d f ]

⇒ [a,b]+ [e, f ]≤ [c,d]+ [e, f ] .
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2) Sejam[a,b] , [c,d] , [e, f ] ∈Q tais que[a,b]≤ [c,d]∧ [0,x]< [e, f ] , x∈ Z\{0}. Temos:

[a,b]≤ [c,d]⇒ (ad−bc)(bd)≤ 0

⇒ e(ad−bc) f (bd)≤ 0

⇒ (ade−bce)( f bd)≤ 0

⇒ [ade, f bd]≤ [bce, f bd]

⇒ [ae, f b]≤ [ce, f d]

⇒ [a,b] · [e, f ]≤ [c,d] · [e, f ] .

�

A proposiç̃ao seguintée conseqûencia imediata da Proposição 4.7 e de (1) e (3) da Proposição

4.8.

Proposiç̃ao 4.9.O triplo (Q,+,≤) é um grupo ordenado e(Q,+,×,≤) é um corpo ordenado.

Proposiç̃ao 4.10.O corpo(Q,+,×,≤) é arquimediano.

Demonstraç̃ao. Sejama,b ∈ Q+ tais quea < b. Ent̃ao a = [p, q] e b = [r, s], para certos

inteiros positivosp,q, r,s. De a= [p, q] < b= [r, s] obtemos, por (8), (9) e (10) da Proposição

3.8, uma das duas seguintes situações: (i) ps− qr < 0 e qs > 0; (ii) ps− qr > 0 e qs < 0.

No caso de se dar (i), temosps< qr e, comoZ é arquimediano, existe um inteiron tal que

nps> qr, i.e.,qr−nps< 0. Deste modo, comoqs> 0, segue-se, por (9) da Proposição 3.8, que

(qr−nps)(qs)< 0, i.e.,[r, s]< n[p, q]. Portanto,b< na. Analogamente, a situação (ii) leva-nos

a [r, s]< k[p, q] e, portanto, ab< ka, para algum inteirok.

�

4.4 Relaç̃ao entreQ eZ

Nesta seç̃ao mostramos que o anel(Z,+,×) pode ser considerado um subanel de(Q,+,×).

Teorema 4.2.A aplicaç̃ao θ : Z→ Q , definida porθ (z) = [z,1] , para qualquer z∈ Z, é um

monomorfismo de anel.



Relaç̃ao entreQ eZ 45

Demonstraç̃ao. Comecemos por verificar queθ é injetiva. Sejamx,y∈ Z tais queθ(x) = θ(y).

Ent̃ao [x,1] = [y,1] pelo que(x,1)R(y,1), i.e.,x 1= 1 y. Logo,x= y. Vejamos agora que, para

quaisquerx,y∈ Z , se tem

θ (x)+θ (y) = [x+y,1] ∧ θ (x) ·θ (y) = [x y,1] .

Como,θ (x) = [x,1] e θ (y) = [y,1] , tem-se,

θ (x)+ θ (y) = [x,1]+ [y,1] = [x 1+y 1,1] = [x+y,1] = θ (x+y)

θ (x) θ (y) = [x,1] [y,1] = [x y,1] = θ (x y) .

�

Tendo em conta o teorema anterior, vemos queZ ≃ θ(Z), ondeθ(Z) é um subanel deQ.

Deste modo, cada elemento deZ pode ser identificado com o elemento[z,1] deQ. O racional

[1,z] é o elemento inverso de[z,1] e representa-se porz−1.

Observemos que, para quaisquera,b∈ Q e a 6= 0, como existea−1 ∈ Q, a equaç̃aoax= b

tem soluç̃ao emQ: x= a−1b, ficando, deste modo, ultrapassada a dificuldade existente no anel

Z, relativamentèa solubilidade de equações do 1o grau, apresentada no inicio deste capı́tulo.

Observemos, finalmente, que o conjuntoQ+ = {[a,b] ∈Q : [0,1]< [a,b]} não é bem or-

denado. De facto, o subconjuntoA = {[a,b] ∈Q+ : [a,b]< [a,a]} deQ+ não tem elemento

mı́nimo, pois, para qualquerb ∈ Z/{0} e 0< b, [1,b] ∈ A e, para qualquerk ∈ Z tal que

b< k, [1,k] ∈ A e [1,k]<Q [1,b], uma vez que(1·b−k ·1)(kb)≤ 0.
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Caṕıtulo 5

Construção e ordenaç̃ao do conjunto dos

números reais

Apesar das vantagens queQ apresenta em relação aZ, Q não é, ainda, um sistema numérico

adequado. Por exemplo, a equaçãox2 = 2 nãoé soĺuvel emQ.

Outra dificuldade com o corpo dos números racionaiśe que, embora toda a sucessão de

números racionais convergente seja uma sucessão de Cauchy, h́a sucess̃oes de Cauchy de números

racionais que ñao s̃ao convergentes emQ (veremos um exemplo de uma tal sucessão maisà

frente).

É assim necessário proceder a uma ampliação deQ que acomode a solução dasfalhasindi-

cadas. Deste modo surgem os números reais. A construção dos ńumeros reais que apresentamos

neste caṕıtulo é devida a Georg Cantor (1845-1918) e tem como objetivo a construção de um

corpo ordenado que estendaQ e no qual toda a sucessão de Cauchy seja convergente.

Começamos com uma breve apresentação de conceitos b́asicos.

5.1 Conceitos b́asicos

SejaG um grupo ordenado.

Definição 5.1. Diz-se que uma sucessão (xn)n , n ∈ N, de elementos de G,é convergente para

x∈ G se∀ε ∈ G+, ∃p∈ N : ∀n≥ p |xn−x|< ε. Escrevemos xn → x ou limxn = x.

47
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Definição 5.2.Uma sucess̃ao (xn)n , n∈ N, de elementos de G, diz-se limitada se

∃a,b∈ G : a≤ xn ≤ b ,

para qualquer n∈ N.

Proposiç̃ao 5.1.Toda a sucess̃ao convergente em Ǵe limitada em G.

Demonstraç̃ao. Seja(xn)n , n∈ N, uma sucess̃ao de elementos deG, convergente parax∈ G.

Assim,

∀ε ∈ G+, ∃p∈ N, ∀n≥ p, |xn−x|< ε, i.e.,x− ε < xn < x+ ε

e, portanto,(xn)n é uma sucessão limitada emG.

�

No estudo do Exemplo 5.1, que apresentamos adiante,é importante o conceito de sucessão

decimal de ńumeros racionais.

Definição 5.3.Uma sucess̃ao (xn)n , n∈ N, de ńumeros racionais, da forma

x0 = a0; x1 = a0+
a1

10
; . . . ;xn = a0+

a1

10
+ . . .+

an

10n ; . . .

onde a0 é um ńumero inteiro e0≤ an ≤ 9 para qualquer n≥ 1, diz-se uma sucessão decimal.

Definição 5.4. Uma sucess̃ao (xn)n , n∈ N, de elementos de G, diz-se uma sucessão de Cauchy

em G se

∀ε ∈ G+, ∃p∈ N, ∀n,m≥ p |xn−xm|< ε,

isto é, se

∀ε ∈ G+, ∃p∈ N, ∀n≥ p, ∀k> 0 |xn+k−xn|< ε.

Proposiç̃ao 5.2.Toda a sucess̃ao decimal emQ é uma sucessão de Cauchy.

Demonstraç̃ao. Para mostrar que a sucessão

x0 = a0; x1 = a0+
a1

10
; . . . ;xn = a0+

a1

10
+ . . .+

an

10n ; . . .

é uma sucessão de Cauchy determinemos, para cadaε > 0, uma ordemp que verifica a condiç̃ao

|xn+k−xn|< ε, para cadan≥ p e para cadak> 0.
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Como |xn+k−xn| = an+1

10n+1 + . . .+
an+k

10n+k temos, |xn+k−xn| ≤ 9
10n+1

(

1+ 1
10+ . . .+ 1

10k−1

)

,

pois 0≤ an ≤ 9, para qualquern ≥ 1. Mas 1+ 1
10 + . . .+ 1

10k−1 =
1− 1

10k

1− 1
10

< 10
9 e, portanto,

|xn+k−xn|< 9
10n+1 · 10

9 = 1
10n . Como 1

10n → 0, a sucess̃ao(xn)n é uma sucessão de Cauchy.

�

Proposiç̃ao 5.3.Toda a sucess̃ao de Cauchy de elementos de Gé limitada.

Demonstraç̃ao. Consideremos(xn)n , n∈ N, uma sucess̃ao de Cauchy de elementos deG. To-

memos umε∈ G+. Ent̃ao existep∈ N tal quexp− ε < xn < xp+ ε, n≥ p. Isto significa que a

sucess̃aoé limitada.

�

Proposiç̃ao 5.4. Toda a sucess̃ao (xn)n , n ∈ N, de elementos de G convergenteé sucess̃ao de

Cauchy em G .

Demonstraç̃ao. Seja(xn)n , n∈N uma sucess̃ao de elementos deG convergente parax∈ G, i.e.,

∀ε ∈ G+, ∃p∈ N, ∀n≥ p |xn−x|< ε
2 .

Tomandom,n∈ N tais quem,n≥ p tem-se

|xm−xn|= |xm−x−xn+x| ≤ |xm−x|+ |xn−x|< ε
2
+

ε
2
= ε.

Logo (xn)n é uma sucessão de Cauchy.

�

Observamos que existem grupos ordenados nos quais há sucess̃oes de Cauchy que não s̃ao

convergentes. O seguinte exemplo apresenta uma dessa situações.

Exemplo 5.1:Sejax∈ Q. A equaç̃aox2 = 2 não tem soluç̃ao emQ. É, no entanto, possı́vel

definir sucess̃oes de Cauchy de números racionais,(an)n e (bn)n, tais que a2
n < 2 < b2

n e

(bn)n − (an)n → 0.

Comecemos por verificar que a equação x2 = 2 não tem soluç̃ao no conjunto dos ńumeros

racionais. Para tal vamos supor que tal solução existe. Seja elax0 = [a,b], ondea,b ∈ Z são

primos entre si eb 6= 1. Ent̃ao tem-se
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[a,b] · [a,b] = [2,1]⇔ [aa,bb] = [2,1]⇔ aa= 2bb, isto é,a2 = 2b2

Logoa2 é par e, portanto,a é tamb́em par, i.e.,a= 2k, para algumk∈ Z. Assim,

a2 = 2b2 ⇔ 4k2 = 2b2 ⇔ b2 = 2k2,

pelo queb2 é par e, portanto,b é par. Deste modo, 2́e um divisor comum aa eb, o que contraria

o facto destes dois números serem primos entre si.

Embora, como vimos, ñao seja possı́vel encontrar emQ soluç̃ao para a equaçãox2 = 2, pode-

mos definir duas sucessões de Cauchy de números racionais,(an)n e (bn)n, tais que

a2
n < 2 < b2

n e (bn)n − (an)n → 0. Estas sucessões ñao t̂em limite emQ pois, se(an )n → a,

a ∈ Q , tamb́em (bn )n → a porque (bn)n − (an)n → 0, logo ter-se-iaa2 = 2, o queé ab-

surdo como vimos anteriormente. Definamos, então, tais sucessões. Para cadan∈ N0, sejapn

o maior inteiro tal quep2
n < 2 · 102n e sejam(an)n = pn

10n e (bn)n = (an)n +
1

10n . É claro que
( pn

10n

)2
< 2 <

(

pn+1
10n

)2
e que(bn )n− (an)n =

1
10n → 0. Mostremos agora que(an)n é uma su-

cess̃ao de Cauchy. Pela Proposição 5.2, basta verificar que(an)n se pode escrever como uma

sucess̃ao decimal, istóe,

a0 = x0, a1 = x0+
x1

10
, a2 = x0+

x1

10
+

x2

102 , . . . , an = x0+
x1

10
+ . . .+

xn

10n ,

ondex0, x1, . . . ,xn são inteiros tais que 0≤ xn ≤ 9, paran≥ 1. De facto, definindo

x0 = a0

x1 = 10(a1−a0)

. . .

xn = 10n(an−an−1)

obtemos, paran≥ 1, xn = pn−10pn−1 pelo que 0≤ pn−10pn−1 ≤ 9, n≥ 1.

A construç̃ao dos ńumeros reais que aqui apresentamos será feita a partir de sucessões de

Cauchy. O nosso objetivóe construir um corpo ordenado que seja uma extensão deQ e no qual

toda a sucessão de Cauchy de números racionais seja convergente.
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5.2 A construç̃ao de uma extens̃ao deQ

Como vimos no exemplo 5.1 existem sucessões de Cauchy de números racionais que não conver-

gem emQ. Vamos agora construir um corpo ordenado, que seja uma extensão deQ, mas onde

as sucess̃oes de Cauchy sejam convergentes.

Seja C o conjunto das sucessões de Cauchy de números racionais, com as operações

(xn)n + (yn)n = (xn+yn)n e (xn)n · (yn)n = (xn·yn)n . O triplo (C,+,×) é um anel comutativo

com identidade. O elemento nuloé a sucess̃ao cujos termos são todos iguais a 0 e o elemento

identidadeé a sucess̃ao constante com os termos todos iguais a 1. SejaI o subconjunto deC

formado pelas sucessões que convergem para zero.

Proposiç̃ao 5.5. I é ideal de C.

Demonstraç̃ao. (I ,+) é um subgrupo do grupo(C,+), pois, dadas(an)n,(bn)n ∈ I

se(an)n → 0 e(bn)n → 0 ent̃ao(an)n− (bn)n → 0 . Al ém disso, se(an)n ∈ I e (bn)n ∈C ent̃ao

(an)n · (bn)n → 0, uma vez que,(an)n → 0 e(bn)n é limitada, por ser sucessão de Cauchy.

�

SendoI um ideal deC, I determina emC a seguinte relaç̃ao de congrûencia:

∀(an)n,(bn)n ∈ C, (an)n ≡ (bn)n(mod I)⇔ (an)n− (bn)n ∈ I ,

i.e., (an)n ≡ (bn)n(mod I) ⇔ (an)n − (bn)n → 0, para quaisquer(an)n,(bn)n ∈ C. Em con-

seqûencia, as igualdades

[(an)n]+ [(bn)n] = [(an+bn)n]

[(an)n] · [(bn)n] = [(an ·bn)n],

para quaisquer[(an)n], [(bn)n] ∈ C/I , definem operaç̃oes bińarias emC/I , sendo que o triplo

(C/I ,+, ·) é um anel comutativo com identidade. Neste anel, o zeroé o conjunto das sucessões

de Cauchy que convergem para 0 e a identidadeé o conjunto das sucessões de Cauchy que

convergem para zero 1.
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Representamos o anelC/ I porR e aos elementos deR chamamosnúmeros reais. Um número

realé, assim, uma classe de equivalência de certa sucessão de Cauchy(an)n, mais precisamente,

o número real[(an)n]I , que representaremos por[an], é o conjunto das sucessões de Cauchy(bn)n

tais que(an)n− (bn)n → 0.

Proposiç̃ao 5.6. (R,+,×) é um corpo.

Demonstraç̃ao.

Como j́a observ́amos,R é um anel comutativo com identidade. Para mostrar queR é um corpo

resta provar que todo o elemento não nulo deR é invert́ıvel. Sejax∈ R\{0R} e seja(xn)n uma

sucess̃ao de Cauchy geradora dex. Ent̃ao(xn)n 9 0 e, portanto,

∃ε0 ∈Q+ : ∀p∈ N, ∃n≥ p : |xn| ≥ ε.

Como a sucessão(xn)n é de Cauchy, temos que, para o racional positivoε0,

∃ t ∈ N : ∀n≥ t, ∀k> 0, |xn+k−xn|< ε0.

Sejayn a sucess̃ao definida poryn =

{

1
xn

sen>t
0 se n≤t . Mostremos queyn é uma sucessão de Cauchy.

De facto, paran,m≥ t tem-se,

|yn−ym|=
∣

∣

∣

1
xn
− 1

xm

∣

∣

∣
=
∣

∣

∣

xm−xn
xn·xm

∣

∣

∣
< 1

α2 |xn−xm|< α ,

i.e.,yn é uma sucessão de Cauchy. Além disso,[xn] · [yn] =

{

xn
1
xn

sen>t
0 se n≤t =

{

1 sen>t
0 se n≤t .

Assim,(xnyn)n converge para 1 e, portanto,[xn] · [yn] = 1R. Logo,[xn] é invert́ıvel.

�

Teorema 5.1.A aplicaç̃ao ϕ : Q→ R, que associa a cada número racional r o ńumero real[r]

gerado pela sucessão constante de termos todos iguais a r,é um monomorfismo.

Demonstraç̃ao. ϕ é injetiva pois dadosr,s∈ Q temos

ϕ (r) = ϕ (s)⇔ [rn] = [sn]⇔ rn−sn → 0⇔ r −s= 0⇔ r = s.
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Al ém disso, para quaisquerr,s∈ Q tem-se,ϕ (r +s) = ϕ (r)+ϕ(s) e ϕ(r · s) = ϕ(r) ·ϕ(s). De

facto,

ϕ (r +s) = [rn+sn] = [rn]+ [sn] = ϕ(r)+ϕ(s)

e

ϕ (r ·s) = [rn ·sn] = [rn] · [sn] = ϕ(r) ·ϕ(s).

�

Como vimos no Teorema 5.1, a aplicação ϕ : Q → R é um monomorfismo. Assim,Q é

isomorfo ao subanelϕ(Q) deR. ComoQ é corpo, segue-se queϕ(Q) tamb́emé corpo. Temos,

portanto, o seguinte resultado:

Corolário 5.1. O corpo(Q,+,×) é isomorfo a um subcorpo de(R,+,×).

Observemos que, em virtude deste corolário,Q pode ser identificado comϕ(Q), i.e., cada

elementor deQ pode ser identificado comϕ(r), i.e., com o ńumero real[r] = r.

Proposiç̃ao 5.7.Um ńumero reaĺe racional se e śo seé gerado por uma sucessão (xn)n conver-

gente emQ.

Demonstraç̃ao. Seja (xn)n uma sucess̃ao de ńumeros racionais convergente emQ, i.e.,

(xn)n → r, onder é a sucess̃ao constante de termos iguais ar. Reciprocamente, se[xn] = [r],

ent̃ao(xn)n− r → 0 e, portanto,(xn)n → r.

�

Definição 5.5.Um ńumero real diz-se um número irracional se ñao é racional.

A proposiç̃ao seguintée conseqûencia imediata da proposição 5.7.

Proposiç̃ao 5.8.Um ńumero reaĺe irracional se e śo seé definido por uma sucessão de Cauchy

de ńumeros racionais que não converge emQ.

Observaç̃ao: Observemos que o exemplo 5.1 nos permite concluir queR\Q 6= /0.
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5.3 Uma ordenaç̃ao deR

Como vimos no caṕıtulo 4, o corpo dos racionaiśe um corpo ordenado. Nesta secção mostramos

queé posśıvel estender esta ordem total aR de modo que(R,+,×,≤) seja tamb́em um corpo

ordenado.

Proposiç̃ao 5.9.Seja x6= 0 um ńumero real. Verifica-se uma e uma só das seguintes condições:

1. existe uma sucessão geradora de x que tem, a partir de certa ordem, todos os termos

positivos;

2. existe uma sucessão geradora de x que tem, a partir de certa ordem, todos os termos

negativos.

Demonstraç̃ao. Sejamx ∈ R{ 0} e (xn)n uma sucess̃ao de Cauchy de números racionais que

definex. Ent̃ao existeε racional positivo e, um inteirop tais que|xn| > ε para qualquer ordem

n ≥ p. Supondo que|xm−xn| < ε param,n ≥ p, todos os termos de(xn)n a partir da ordem

p são do mesmo sinal. De facto, se existissemm,n ≥ p tais quexm > 0 e xn < 0 teriamos

xm > ε exn <−ε, i.e.,xm−xn > 2ε o queé, absurdo pois|xm−xn|< ε.

Se duas sucessões,(xn)n e(yn)n, definem o mesmo ńumerox, (xn)n e(yn)n, têm que ser do

mesmo sinal a partir de certa ordem, pois a sucessãox1, y1, x2, y2, ..., xn, yn definex.

�

Se o ńumero realx 6= 0 satisfaz 1. [respetivamente 2.], então qualquer outra sucessão que

definex tem os termos positivos [respetivamente, negativos], a partir de certa ordem.

Designamos porR+ o subconjunto deR formado pelos ńumeros reais diferentes de zero

que verificam (1) e porR− os ńumerosx∈ R\{0} que verificam (2). Chamamos aos primeiros

números reais positivose aos segundosnúmeros reais negativos.

Os conceitos de ńumero real positivo e de número real negativo permitem definir emR uma

relaç̃ao de ordem total.

Definição 5.6. Sejam r,s ∈ R, diz-se que ré menor que s e escreve-se r< s se e śo se

s− r ∈ R+, i.e., se e śo se res s̃ao definidos por sucessões de ńumeros racionais,(rn)n e (sn)n ,

respetivamente, tais que(sn− rn)n não tende para zero e, a partir de certa ordem, rn <Q sn.
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Definição 5.7.EmR definimos a seguinte relação bińaria:

∀x,y∈ R, x≤ y⇔ x= y ou x< y.

A próxima proposiç̃ao estabelece que a relação≤ é uma ordem total e que(R,+,×,≤) é um

corpo ordenado.

Proposiç̃ao 5.10.(R,+,×,≤) é um corpo ordenado.

Demonstraç̃ao. Pela Proposiç̃ao 5.6(R,+,×) é um corpo. Tendo em conta a Proposição 1.3 e

o Coroĺario 1.2, temos agora de provar que:

1)R+ é fechado para a adição e para a multiplicação;

2)R= R+∪̇{0}∪̇R−.

Vejamos queR+ é fechado para a adição e para a multiplicação. Sejamx,y ∈ R+ tais que

x= [xn] e y= [yn]. Como, a partir de certa ordemp, xn > 0 eyn > 0, tamb́em se tem, a partir da

ordemp, xn+ yn > 0 e, comoxn+ yn não tende para zero (xn+ yn > xn, paran ≥ p), segue-se

quex+y∈ R+. Analogamente, a partir da ordemp, tamb́em se temxn yn > 0 e, comoxn yn não

tende para zero,x y∈ R+.

Falta mostrar queR= R+∪̇{0}∪̇R−. Sejax= [xn] ∈ R\{0}. Pela Proposiç̃ao 5.9, existep

tal quexn > 0, paran≥ p, ou existeq tal quexn < 0, paran≥ q. No primeiro caso,x∈R+ e, no

segundo caso,−x∈ R+. Para aĺem disso, obtemos, também da Proposiç̃ao 5.9,R+∩R− = /0.

�

Proposiç̃ao 5.11.A ordem≤ deR estende a ordem≤ deQ , i.e.,(≤R) |Q=≤Q .

Demonstraç̃ao. Observamos que, para cadax∈ Q, se temx> 0 emQ se e śo sex> 0 emR,

poisx é definido, como ńumero real, por uma sucessão de termos constantes e iguais ax. Assim,

dadosx,y∈Q, tem-se

x≤R y⇔ 0≤R y−x⇔ 0≤Q y−x⇔ x≤Q y.

�
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Proposiç̃ao 5.12.O corpo(R,+,×,≤) é arquimediano.

Demonstraç̃ao. Sejama= [an], b= [bn] ∈ R+ tais quea< b. Pretendemos mostrar que existe

p ∈ Z tal queb < pa. Por um lado, comoan não converge para 0, temos que, a partir de certa

ordem,h< an, para certoh∈Q+ e, portanto,h≤ a. Por outro lado, comobn é uma sucessão de

Cauchy,bn é majorada por um determinado racionalk, pelo que, a partir de certa ordem,b≤ k e,

portanto, deh< a< b obtemosh< k. ComoQ é arquimediano (Proposição 4.10), existep∈ Z

tal queh< ph. Assim, dado queR é um anel ordenado, obtemos

b≤ k< ph≤ pa

e, portanto,pa> b.

�

Proposiç̃ao 5.13.(∀a,b∈ R : a< b) ∃ c∈Q; a< c< b.

Demonstraç̃ao. Sejama,b ∈ R tais que a < b. Ent̃ao a sucessão ((bn − an)/2)n, geradora

do ńumero real(b− a)/2, ñao tende para zero. Como vimos na demonstração da Proposiç̃ao

5.12, existe um ńumero racional positivoh tal queh ≤ (b− a)/2. Logo, h < b e, comoR é

arquimediano, existet ∈ Z tal queb< th. Dea< b, obtemosth> a, pelo que, dea< b obtemos

a < th. Consideremos agora a sucessão cujos termos são os ḿultiplo de h: 0, ± h,± 2h, · ·
·,± nh, · · ·. Como vimos acima,a < th, para certot ∈ Z, logo existem termos desta sucessão

que s̃ao maiores do quea. O facto deN ser bem ordenado, permite-nos fixar o mı́nimo do

conjunto{k∈ N : a< kh}. Sejamp esse ḿınimo ec= ph.Temos, ent̃ao,

c= (p−1) h+h ≤ a+(1/2)(b−a) < a+(b−a) = b

e, portanto,a< c< b.

�

Observaç̃ao: A Proposiç̃ao 5.13 afirma que, para quaisquer números reaisa,b tais quea< b, o

intervalo]a,b[ deR cont́em uma infinidade de números racionais. Exprime-se esta propriedade
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dizendo queQ é denso emR. Prova-se, de modo análogo, que o conjuntoR \Q é igualmente

denso emR, i.e., que, entre dois números reais quaisquer, existe sempre um número irracional.

5.4 Converĝencia das sucess̃oes de Cauchy

Já vimos queR é um corpo ordenado quée uma extens̃ao do corpo ordenado dos números

racionais. Nesta secção mostramos que com o corpo dos números reais atingimos o objetivo

apresentado no inı́cio do caṕıtulo: o de construir um corpo, extensão deQ , no qual toda a

sucess̃ao de Cauchy converge. Começamos com o seguinte resultado:

Proposiç̃ao 5.14.Uma sucess̃ao de ńumeros racionais(xn)n converge para a∈Q emQ se e śo

se(xn)n converge para a emR.

Demonstraç̃ao. Seja(xn)n uma sucess̃ao de ńumeros racionais, convergente emQ paraa∈ Q.

Mostremos que(xn)n → a emR. Sejaε > 0 um ńumero real. Pela Proposição 5.13, existe um

númeror ∈Q+ tal quer < ε; como(xn)n converge paraa∈Q emQ, temos que, a partir de certa

ordem,|xn−a|< r. Assim,|xn−a|< ε e, portanto,(xn)n converge paraa emR.

Reciprocamente, suponhamos que(xn) → a emR e sejaδ ∈ Q+. Ent̃ao, δ ∈ R+ e, como

(xn)n converge paraa emR, temos que, a partir de certa ordem,|xn−a|< δ . Portanto,(xn)n → a

emQ.

�

De novo com base na Proposição 5.13, prova-se, de modo análogo, a seguinte proposição:

Proposiç̃ao 5.15.Uma sucess̃ao (xn)n de ńumeros racionaiśe sucess̃ao de Cauchy emQ se e śo

se(xn)n é sucess̃ao de Cauchy emR.

Proposiç̃ao 5.16.Toda a sucess̃ao de Cauchy(xn)n de ńumeros racionais converge emR para o

número real que define, i.e., xn → [xn].

Demonstraç̃ao. Seja(xn)n uma sucess̃ao de Cauchy ex o número real por ela definido. Quere-

mos mostrar que

∀ε ∈ R+, ∃p∈ N : ∀k≥ p, |xk−x|< ε.
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Sejaε ∈ R+ e sejar ∈Q+ tal que r < ε (a exist̂encia deste racionalé garantida pela Proposição

5.13). Uma vez que(xn)n é uma sucessão de Cauchy, existep ∈ N tal que, para quais-

quer,n,k ≥ p , |xn−xk| < r, i.e., xn − r < xk < xn + r. Ent̃ao, para cadak ≥ p, temos

[xn− r]n ≤ [xk]n ≤ [xn+ r]n, e, comor e xk são ńumeros racionais, obtemosx− r ≤ xk ≤ x+ r,

i.e., | xk−x |< ε.

�

Proposiç̃ao 5.17.Toda a sucess̃ao de Cauchy de ńumeros reaiśe convergente emR.

Demonstraç̃ao.

Seja(xn)n uma sucess̃ao de Cauchy de números reais. Para cadan ≥ 1, os ńumeros reaisxn e

xn+1/n são tais quexn < xn+1/n. Ent̃ao, existec∈ Q tal quexn < c< xn+1/n (Proposiç̃ao

5.13). Para cadan≥ 1, seja ent̃aoyn um ńumero racional tal que

xn < yn < xn+1/n.

Cálculos simples mostram que a sucessão (yn)n é uma sucessão de Cauchy. Pela Proposição

5.16,(yn)n converge emR para um ńumero realx. Ent̃ao, como(xn)n = (yn)n+((xn)n− (yn)n)

e (xn)n− (yn)n → 0, segue-se que(xn)n = (yn)n e, portanto,(xn)n → x.

�

Como conseqûencia imediata das proposições 5.4, 5.10 e 5.17, temos o seguinte corolário:

Corolário 5.2. É condiç̃ao necesśaria e suficiente para que uma sucessão de ńumeros reais seja

convergente, que ela seja uma sucessão de Cauchy.

O coroĺario 5.2é conhecido com o nome dePrinćıpio de Cauchy-Bolzanoe pode ser enun-

ciado do seguinte modo:

Princı́pio de Cauchy-Bolzano.É condiç̃ao necesśaria e suficiente para que uma sucessão,(xn)n,

de ńumeros reais tenha limite finito que, para qualquer número realε > 0, exista um inteirop tal

que|xn+k−xn|< ε, para qualquern≥ p e qualquerk> 0.
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