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Resumo

Neste trabalho é apresentada a aplicacao de um algoritmo de pesquisa meta-heuristica
por geracao de colunas (SearchCol) ao problema de méquinas paralelas nao idénticas,
com tempos de preparacao dependentes da sequéncia, com o objetivo de minimizar a
soma ponderada dos atrasos.

O SearchCol é um método hibrido que combina a geragao de colunas com meta-
heuristicas com o objetivo de obter boas solugoes para problemas de otimizacao com-
binatoria em tempos aceitaveis. A ideia chave é que a solucao de um problema é vista
como uma combinagao de solugoes de problemas de menor dimensao (subproblemas). As
solugoes dos subproblemas sao obtidas pela geracao de colunas e sua combinagao ¢é feita
por uma meta-heuristica.

Neste trabalho, sao testadas diferentes politicas de insercao de colunas no problema
mestre restrito juntamente com os diferentes algoritmos de resolucao do subproblema,
nomeadamente o algoritmo de programacao dinamica que resolve o subproblema de forma
exata e duas heuristicas. Sao apresentados resultados de testes computacionais para
afinacao dos parametros do SearchCol. Os resultados do SearchCol sao comparados com
os resultados de um algoritmo de partigao e geragao de colunas (Branch-and-Price) e uma

heuristica baseada em geragao de colunas e programagcao inteira mista.



Abstract

This work presents the application of a metaheuristic search by column generation (Se-
archCol) algorithm to an unrelated parallel machines problem, with sequence-dependent
setup times and the objective of minimizing the total weighted tardiness.

The SearchCol method consists in a hybridization of column generation with metaheu-
ristics to obtain good solutions for combinatorial optimization problems in acceptable ti-
mes. The central idea is that the solution of a problem can be seen as a combination of
solutions of smaller problems (subproblems). The solutions of subproblems are obtained
by column generation and their combination is done by a meta-heuristics.

In this work, different policies insertion of columns in the restricted master problem,
are tested, along with different subproblem solving algorithms, namely the dynamic pro-
gramming algorithm that solves the subproblem accurately and two heuristics. We present
the results of computational tests that lead to tuning of SearchCol parameters. The re-
sults of SearchCol are compared with the results of a Branch-and-Price algiritm and a

heuristic based on column generation and mixed integer programming.
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Capitulo 1

Introducao

Os problemas de escalonamento (scheduling) tém, de uma forma geral, como objetivo
a definicao dos instantes temporais em que um conjunto de tarefas sao processadas por
um conjunto de recursos de forma a minimizar uma medida tipicamente relacionada com
o tempo. Este tipo de problemas tem sido estudado desde ha largas décadas (Brucker,
2004). Uma das dreas onde este tipo de problemas tem mais aplicagdo é no escalonamento

da producao. Nesta dissertacao aborda-se um desses problemas.

O problema em estudo ¢ designado por problema de maquinas paralelas, no qual se
considera um conjunto de maquinas a funcionar em paralelo, um conjunto de tarefas
com datas de disponibilidade e de entrega. Considera-se ainda que existem tempos de
preparacao que dependem da sequéncia das tarefas e que os tempos de processamento das
tarefas em cada méaquina sao diferentes. O objetivo é minimizar a soma ponderada dos

desvios positivos (atrasos) em relacao as datas de entrega dos trabalhos.

Os métodos de resolugao para problemas de otimizacao combinatéria, grupo onde se
pode inserir o problema estudado nesta dissertacao, podem ser divididos em dois gru-
pos: os métodos exatos e os métodos aproximados (ou heuristicos). Os métodos exatos
garantem que se obtém a solugao Optima. Por sua vez, os métodos aproximados nao
garantem a obtencao de uma solucao 6tima, perseguindo boas solugoes em periodos de

tempo aceitaveis.

Um dos métodos exatos mais utilizados, que é implementado em, virtualmente, todos



2 Introducao

os solvers para programacao inteira é o método de partigdo e avaliagdo (branch-and-
bound), que faz uso da enumeragao implicita para obter uma solu¢do 6tima. Por outro
lado os métodos heuristicos sao bastante utilizadas em problemas dificeis e de grande
dimensao para os quais a utilizacao de métodos exatos é computacionalmente inviavel.
Exemplos de métodos aproximados sao os métodos construtivos, os métodos de pesquisa
local e as meta-heuristicas (como os algoritmos genéticos e pesquisa tabu). Um dos
métodos que tem tido mais sucesso na resolucao do problema de méaquinas paralelas e
problemas préximos baseia-se em geracao de colunas (Desaulniers et al., 2005). Neste
método, a resolucao de relaxacoes lineares de um modelo de programacao inteira é feita
através da interacao entre modelos de programacao linear e subproblemas que podem ser
resolvidos por métodos especificos para o problema em questao.

No caso do problema a abordar nesta dissertacao e problemas proximos, o subproblema
da geracao de colunas ¢é resolvido por programacao dinamica. Exemplo deste tipo de
abordagens podem ser encontrados em |Akker et al. (1999, |2005)); Chen e Powell| (1999);
Lopes e Valério de Carvalho| (2007). Em todos estes casos o método de geragao de colunas
é combinado com o método de partigao e avaliacao (branch-and-bound) para a obtengao
de solugoes Otimas.

Nesta dissertagao pretende-se explorar a combinacao de um método exato com um
método aproximado com base na framework SearchCol (Metaheuristic Search by Column
Generation) (Alvelos et al.| [2010). Este framework visa a obtencao de boas solugdes para
diferentes problemas de otimizacao combinatéria. A ideia central é que a solucao de um
problema pode ser vista como a combinacgao de solugoes de problemas de menor dimensao
(subproblemas). As solugoes dos subproblemas sdo obtidas pela geragao de colunas e a
sua combinacao é feita por uma meta-heuristica. Assim, para que um problema possa ser
resolvido por uma abordagem SearchCol tem de poder ser decomposto e a sua relaxagao
linear ser resolvida por um algoritmo de geragao de colunas (que fornece o espago de
solucoes a ser usado pela meta-heuristica). Em relagdo ao método de geracao de colunas
serd estudada qual a politica de insercao de colunas no problema mestre restrito, que
melhor se aplica ao problema das maquinas paralelas nao idénticas. Sera também estudada

a utilizacao de heuristicas na resolucao do subproblema.



A dissertacao é composta por 8 capitulos, incluindo este, que estao organizados da
seguinte forma.

No Capitulo 2 é feita uma introducao geral aos problemas de escalonamento e em
particular aos problemas de maquinas paralelas. Explora-se os diversos tipos de problemas
e no final introduz-se o problema abordado nesta dissertacao.

No Capitulo 3 é apresentada uma revisao da literatura relativa aos problemas de
maquinas paralelas. Esta revisao foca-se nos problemas sem lotes e com tempos de prepa-
racao. Para estes, sao apresentadas heuristicas, quatro tipos de modelos de programacao
inteira e para cada tipo é apresentado uma formulacao. No final, aborda-se algoritmos de
particao e avaliacao.

No Capitulo 4 é entao definido o problema de maquinas paralelas nao idénticas, abor-
dado nesta dissertacao. Para trés formulacoes apresentadas no Capitulo 3, apresenta-se
as alteracoes necessarias para adaptar cada uma das formulacoes ao problema abordado
nesta dissertacao.

No Capitulo 5 é descrito como se obtém o 6timo linear pelo método de geracao de
colunas. Inicialmente é apresentado um modelo de decomposi¢ao para o problema de ma-
quinas paralelas e para esse modelo, apresenta-se a formulacao completa, utilizando um
exemplo com apenas 3 tarefas e 2 maquinas. De seguida introduz-se o método de geragao
de colunas e descreve-se a heuristica que gera a solucao inicial. Apresenta-se os algoritmos
que resolvem, tanto de forma exata como heuristica, o subproblema. Descrevem-se alter-
nativas de insercao das colunas no problema mestre restrito. No final apresenta-se, para
um pequeno exemplo, as etapas da resolucao da relaxacao linear pelo método de geracao
de colunas.

O Capitulo 6 é dedicado ao SearchCol, descrevendo-se como este método é aplicado a
resolucao do problema das méaquinas paralelas.

No Capitulo 7 sao apresentados e analisados os testes computacionais. Os testes sao
apresentados na mesma ordem pelo que os parametros foram avaliados, até chegar a
afinacao dos parametros finais que sao utilizados nos testes finais do algoritmo SearchCol.

No Capitulo 8 apresentam-se as conclusoes deste trabalho.
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Capitulo 2

Problemas de Escalonamento

De uma maneira geral, nos problemas de escalonamento (scheduling) temos um con-
junto de n tarefas T={Ty,...,T,}, e um conjunto de m maquinas M={M,, ..., M}, onde
T e M sao conjuntos finitos. O objetivo deste tipo de problemas consiste na afetagao das
tarefas pelas maquinas e na definicao dos periodos temporais que cada tarefa é executada
na maquina. O planeamento resultante da afetacao sera 6timo se minimizar ou maximi-
zar um critério de otimalidade ou func¢ao objetivo que se pretenda atingir para o caso em
estudo. Num problema de escalonamento assume-se que em qualquer instante, uma ma-
quina nao processa mais de uma tarefa. Sao trés os elementos principais que caraterizam
os problemas de escalonamento: as maquinas, as tarefas e o critério de otimalidade. A
caraterizacao destes elementos sera centrada nos problemas de escalonamento determi-
nisticos e maquinas paralelas. Assume-se que os valores de todos os parametros tomam
sempre valores inteiros, o que nao torna os modelos mais restritos, visto que os valores in-
dicam normalmente tempos, e que a variacao da escala permite uma grande flexibilidade.
Para uma revisao mais detalhada de problemas de escalonamento ver Baker e Trietsch

(2009): Brucker]| (2004): [Pinedo| (2008).

2.1 Caraterizacao das tarefas

Uma tarefa consiste num conjunto de trabalhos ou operagoes. Quando uma tarefa é

constituida por mais do que um trabalho, temos familias ou lotes (batch) de trabalhos.

5



6 Problemas de Escalonamento

Normalmente um lote contém trabalhos da mesma familia. Quando uma tarefa consiste
num trabalho estes podem ser vistos como sendo a mesma coisa. Quando um modelo
permite que se interrompa a execucao de uma tarefa, com o objetivo de a retomar mais
tarde, diz-se que o modelo permite interrupgao (preemption). A continuacao da execugao
da tarefa interrompida pode ser efetuada noutra mdaquina. Podem ainda ser definidas
relacoes de dependéncia entre as tarefas, como por exemplo, poder ser necessario terminar
a tarefa T, antes da tarefa T,. Estas dependéncias sao normalmente definidas num grafo.

Em relagao as tarefas podemos ainda ter a seguinte informacgao:

e Instante de tempo que a tarefa fica disponivel para ser processada, r;, em que j

representa a tarefa - (release date);

e Instante de tempo que a tarefa deve ficar concluida, d;, em que j representa a tarefa

- Data de entrega (due date);
e Peso/prioridade associado a uma tarefa, w;, em que j representa a tarefa;

e O tempo de processamento da tarefa em cada maquina. Assim pj representa o
tempo de processamento da tarefa j na maquina k. Caso o tempo nao dependa da
maquina em questao temos apenas p;, mas mais a frente explicaremos melhor esta

carateristica que pode depender do tipo de maquina;

e Tempo de preparacao dependente das tarefas, s;;, onde i representa a tarefa ante-
riormente executada e j a tarefa que se vai executar - (setup). Estes tempos sao

independentes da maquina.

2.2 Caraterizacao das maquinas

Nos problemas de escalonamento podemos ter apenas uma ou varias maquinas. No
caso de varias maquinas estas sao paralelas se executarem todas a mesma funcao, ou
dedicadas caso executem diferentes funcoes. Como exemplo de problemas em que as
maquinas sao dedicadas temos: flow shop, job shop e open shop. Dentro das méaquinas

paralelas podemos identificar trés tipos:
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e Idénticas (identical) - As tarefas tém tempos de execugao igual em cada méquina,

ou seja, iguais velocidades de processamento;

e Uniformes (uniform) - Diferentes velocidades de processamento das tarefas, mas a

velocidade das maquinas é constante; nao depende da tarefa a executar;

e Nao idénticas ou nao relacionadas (unrelated) - Velocidade das méquinas dependen-

tes das tarefas a executar.

2.3 Ciritério de otimizacao

Para cada tarefa j podemos ter as seguintes medidas:

Tempo de conclusao, Cj,

Tempo de permanéncia no sistema (flow time), F; = C; —r};

Desvio em relacdo a data de entrega (lateness), L; = C; —dj;

Avango (earliness), E; = max(0,d; — C));

Atraso (tardiness), T; = max(0,C; — d));

Tarefa em atraso (tardy job), U; =1 caso C; > d;, e U; = 0 caso contrério.

A partir destas medidas podemos detalhar algumas das medidas de desempenho ou

critérios de otimalidade:

Instante de conclusdo méaximo (makespan), Cmax = max{C,};

Maior desvio a data de entrega (mazimum lateness), Lnax = max{L;};

Soma dos tempos de conclusao (total completion time), 3, C;;

Soma ponderada dos tempos de conclusao (total weighted completion time), Y, w;Cj;

Soma dos tempos de fluxo (total flow time), 3 F;
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Soma ponderada dos tempos de fluxo (total weighted flow time), Y, w;F;

Soma dos atrasos (total tardiness), >, T};

Soma ponderada dos atrasos (total weighted tardiness), Y, w;T};

Numero de tarefas em atraso (number of tardy jobs), Y, U;.

Estas medidas sao exemplos de func¢oes objetivo que se consideraram importantes referir
para o problema, embora existam outras que envolvem o avango E; ou a média de uma
determinada medida, como por exemplo o atraso médio T’ = %

Por fim uma funcao objetivo que ¢ nao decrescente em C; ¢ chamada de regular,
como por exemplo, Cpa. Por outro lado, qualquer fungao objetivo que contenha E; é

considerada nao regular pois, quanto menor for C; maior E;, isto considerando que a

tarefa ¢ concluida antes da sua data de entrega d;.

2.4 Classificacao

Os problemas de escalonamento podem ser classificados pela notacao a|Bly, proposta
por |Graham et al| (1979)), onde @ especifica a carateristica das maquinas, 8 as caracteris-
ticas das tarefas e y os critérios de otimizacao. Nesta explicacao da notagao, iremos dar
mais énfase aos problemas das méaquinas paralelas.

O campo a, é composto por dois elementos, aja,. O primeiro representa o tipo e o

segundo o numero de méaquinas:
a; = P, maquinas idénticas;
a1 = O, maquinas uniformes;
a1 = R, maquinas nao identicas;

a, = 1, uma tnica maquina. Quando a; é omitido apenas temos o nimero de méaquinas.

Por sua vez, quando a, é omitido o nimero de méquinas é variavel.



Problema de maquinas paralelas nao relacionadas com tempos de preparacao
dependentes da sequéncia 9

Por exemplo, quando @ = P2 temos um problema de maquinas idénticas, com exata-
mente duas maquinas. Para além destes casos existem problemas, como o Job shop ou
Flow shop, que também sao contemplados pela notacao mas que nao sao referidos neste
trabalho.

Como vimos anteriormente, f faz referéncia as carateristicas das tarefas e pode nao
conter nenhum elemento, ou véarios elementos. Restrigoes de precedéncia (8 = prec,
B = tree, B = chains), se uma tarefa tem datas de disponibilidade (8 = r;), se a interrupgao
de uma tarefa é permitida (8 = pmtn) ou até se o modelo contempla tempos de preparagao
(B = si), sao exemplos de carateristicas detalhadas neste campo. Quando num modelo é

permitida interrupcao e as tarefas tém data de disponibilidade temos:

B = pmtn;r;, onde pmtn indica a possibilidade de interrupgao e r; indica que as tarefas

tém datas de disponibilidade.

Por 1ultimo, no campo y sao representadas as medidas de desempenho e alguns exem-
plos foram ja descritos na secgao 2.2 Como exemplo, podemos ter um problema em que

o objetivo ¢ minimizar o nimero de tarefas em atraso e nesse caso y = >, U;.

2.5 Problema de maquinas paralelas nao relaciona-
das com tempos de preparacao dependentes da
sequéncia

Nesta dissertacao aborda-se um problema de sequenciamento de tarefas em maquinas
paralelas, onde as méquinas sao nao relacionadas. Como vimos isso implica que o tempo
de processamento de cada tarefa seja diferente para cada maquina. Nao temos lotes de
trabalhos, e as tarefas consistem num tnico trabalho onde nao é possivel interromper o seu
processamento. Cada tarefa tem um peso/prioridade, uma data de entrega e uma data de
disponibilidade para ser processada. Para além disso temos também tempos de preparacao
que sao dependentes da sequéncia em que as tarefas sao executadas, independentemente

da maquina onde é feito esse processamento. As maquinas estao inicialmente preparadas
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para receber uma tarefa e tém também uma data de disponibilidade. Esta data representa
o instante em que as maquinas podem comecar a processar ou a serem preparadas para
receber tarefas.

De um modo geral, nos problemas de escalonamento sao definidos os instantes de
tempo em que as tarefas comecam a ser processadas nas maquinas. Apesar disso, para
este problema, a sequéncia de afetacao é suficiente para conseguirmos definir os instantes
em que as tarefas sao processadas nas maquinas. Isto acontece porque nao compensa
haver tempos sem processamento, ou sem preparacao. Normalmente estes casos s acon-
tecem por imposicao da disponibilidade das tarefas, ja que as tarefas nao tém nenhuma
dependéncia entre elas. Por fim o objetivo deste problema é descobrir quais e por que
ordem cada tarefa é executada em cada maquina, tendo com critério de otimalidade a
soma ponderada dos atrasos.

Usando a notagao «@|Bly de |Graham et al.| (1979), o problema das méquinas parale-
las nao idénticas com tempos de preparacao e datas de disponibilidade dos trabalhos e

maquinas, € representado por:
Rlag; rj; sijl Y wiT;

Na seccao temos uma explicacao mais detalhada do problema e da notagao usada.



Capitulo 3

Revisao da literatura

Neste capitulo apresentamos uma revisao da literatura para problemas de escalona-
mento, focada nos problemas com tempos de preparagao. Inicialmente sao apresentados
modelos heuristicos seguidos de diversos modelos de programacao inteira para problemas
de méquinas paralelas. Por fim sao revistos 3 artigos que usam algoritmos de particao e

geracao de colunas para o problema de maquinas paralelas.

3.1 Modelos Heuristicos

No artigo de |Allahverdi et al. (2008)) é feita a revisdo da literatura para problemas de
escalonamento com tempos de preparacao. Para além da normal divisao dos problemas
pelo seu tipo (maquina dnica, maquinas paralelas, job shop, flow shop, etc.), este artigo
classifica os problemas pelos seus tempos de preparacao serem dependentes ou indepen-
dentes da sequéncia e pelo problema conter ou nao lotes (batch). Assim, cada tipo de
problema ¢é subdividido em quatro grupos, tal como apresentado na figura Nessa
figura aparece realcado o grupo onde se insere o problema abordado nesta dissertacgao.

De uma maneira geral, quando os problemas de maquinas paralelas nao contém lotes
e os tempos de preparacao sao independentes da sequéncia, faz mais sentido incluir esses
tempos de preparacao nos tempos de processamento. No entanto, existem problemas
em que ¢ necessario fazer essa distincao. Como exemplo, temos o caso dos problemas

que permitem interrupcao de tarefas ou problemas onde a preparacao das tarefas nas

11
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Tempos dependentes da seq.

/
Com lotes
\
/ Tempos independentes da seq.

Tipo de problema

\ /’Eempos dependentes da seq.

Sem lotes —

Tempos independentes da seq.

Figura 3.1: Classificagao dos problemas de escalonamento por Allahverdi et al. (2008)).

maquinas é feita por um ou mais servidores. Neste artigo sao também revistos alguns
artigos que abordam este tipo de problemas.

Para o problema das maquinas paralelas sem lotes onde os tempos de preparacao
sao dependentes da sequéncia sao apresentadas revisoes de varios artigos para maquinas
idénticas, uniformes e nao relacionadas, com diversas fungoes objetivo. Nesta dissertacao
apenas serao referidas abordagens para o tipo de problema em estudo: maquinas paralelas

nao relacionadas.

Weng et al.| (2001)) Neste artigo a funcao objetivo considerada é a média ponderada dos
tempos de conclusao das tarefas % Aqui, sao apresentadas sete heuristicas. De uma
maneira geral as primeiras seis heuristicas seguem a mesma estrutura na construcao das
solugoes. Basicamente essa estrutura segue dois passos. Primeiro as tarefas sao ordenadas
por uma determinada medida. Depois de ordenadas sao afetadas as maquinas respeitando
um determinado critério. Na sétima heuristica a tarefa e a maquina sao selecionadas de
forma simultanea. Assim, para todas as tarefas ainda nao escalonadas, sao selecionadas,
tanto a tarefa j como a maquina k que tenham o menor valor de racio (C,, + s, + pjx)/wj,
onde vy representa a ultima tarefa processada na maquina k e C,, representa o instante de
conclusao da tltima tarefa processada na maquina k. Nos testes computacionais foram
utilizadas instancias com todas as combinacoes de n = {40, 60, 80, 100, 120} tarefas com

m = {4,6,8,10, 12} maquinas. Na andlise dos resultados, nao sao mencionados tempos de
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processamento pois os testes para cada instancia demoram menos de um segundo e essa

analise concluiu que a sétima heuristica obteve melhores resultados que as restantes.

Cheng e Gen (1997) Neste artigo é aplicado um algoritmo genético hibrido ao pro-
blema das maquinas paralelas idénticas. Sendo maquinas idénticas, sabemos a partida que
o tempo de processamento das tarefas sao independentes das maquinas. Neste problema
nao sao permitidas interrupgoes das tarefas, a data de entrega é comum para todas as tare-
fas e cada tarefa tem um peso/prioridade. Pretende-se neste artigo, minimizar o méximo
desvio absoluto ponderado, ou seja, a fungao objetivo pretende minimizar: max{w,|C;—d|}.
Nesta abordagem o algoritmo genético é complementado com uma heuristica que obtém
um 6timo local para cada filho gerado, antes de ser introduzido na populagao. A heuristica
usa o algoritmo que resolve este mesmo problema de forma étima quando temos apenas
uma maquina (Hall e Posner] 1991)). Assim neste método hibrido o algoritmo genético
controla a exploragao global das solugbes (populagdo) enquanto a heuristica explora lo-
calmente cada solugao (cromossomas). Para além da aplicagdo do método hibrido, neste
artigo também é descrito como ¢ calculada a melhor data de entrega comum para todas
as tarefas. Esta abordagem foi submetida a testes computacionais para problemas com 30
tarefas e 5 maquinas. Os resultados obtidos, demonstraram que esta abordagem obtém
melhores solucoes para o problema, comparativamente com a heuristica proposta por |Li e
Cheng (1994). Por outro lado os resultados do algoritmo genético (simples) foram piores

comparativamente com esta abordagem hibrida.

Vallada e Ruiz| (2011) Neste artigo é aplicado um algoritmo genético ao problema
das maquinas paralelas nao relacionadas com tempos de preparacao. O critério de oti-
malidade usado é a minimizacao do instante de conclusdo méaximo (makespan), ou seja,
minimizar C,,,. O problema contém tempos de preparacao que sao dependentes tanto da
sequéncia como da méaquina, ou seja, o tempo de preparagao para receber a tarefa j apos
ter executado i na maquina k é diferente do tempo de preparacao para receber i apos ter
executado j na mesma maquina. Por sua vez, diferentes maquinas, k e k', tém também

diferentes tempos de preparagao. Assim Sy # Skji # Swji F Skij-
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As instancias de teste geradas sao divididas em dois conjuntos, “pequenas” e “gran-
des”. Instancias pequenas contém todas as combinacoes de n = {6,8,10, 12} tarefas
com m = {2,3,4,5} maquinas. Da mesma forma para as grandes instancias temos n =
{50, 100, 150,200,250} e m = {10, 15,20,25,30}. No artigo é apresentado um modelo de
programacao inteira mista (MIP) para o problema abordado, sendo uma adaptagao do
modelo proposto por |Guinet| (1993). Na subsec¢ao ¢ detalhado este modelo. O

algoritmo proposto neste artigo é comparado com outros métodos:
META - Heuristica proposta por |[Rabadi et al.| (2006]);
MI - Heuristica de multipla inser¢ao proposta por Kurz e Askin (2001));
GAK - Algoritmo genético proposto por |Kurz e Askin| (2001)).

No conjunto de instancias pequenas, ¢ também testado o modelo de programacao inteira
mista (MPI). Os diversos métodos sdo comparados pelo desvio relativo percentual entre o
melhor valor obtido entre os modelos e o valor do modelo. Nessa comparacao os resultados
mostraram que o algoritmo genético proposto obtém melhores resultados que os restantes

métodos.

3.2 Modelos de Programacao Inteira

No artigo de [Unlu e Mason| (2010) é feita a avaliacao de diferentes formulagoes de
programagcao inteira para problemas de maquinas paralelas sem interrupgoes. Os autores
dividem as diferentes formulagoes em quatro grupos de acordo com os diferentes tipos
de varidaveis. Na definicao dos problemas sao considerados os trés tipos de mdquinas
(idénticas, uniformes e nao relacionadas), datas de disponibilidade das tarefas e diferentes
tipos de funcgoes objetivo. No capitulo seguinte, serao apresentadas modificagoes a trés
destes modelos para contemplar as diferencas entre os problemas descritos nesta seccao e
o problema abordado nesta dissertacao, tais como datas de disponibilidade das tarefas e

maquinas, tempos de preparacao e fungoes objetivo. Estes modelos sao:
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M1 Modelo de indexagao do tempo - Neste modelo considera-se que o tempo ¢é dividido
em periodos 1,...,/, onde [ é limitado pelo tempo de conclusao maximo das tarefas
(makespan). Neste modelo, de uma forma geral, o que se pretende decidir é qual a

maquina e em que periodo de tempo é que cada tarefa comeca a ser processada.

M2 Modelo em rede - Para o problema das maquinas paralelas, num modelo em rede
as tarefas sao vistas como os nodos da rede e um caminho na rede representa o
planeamento para uma maquina. Os nodos visitados nesse caminho traduzem a
ordem pela quais as tarefas sao processadas, os seja, a sequéncia para uma maquina.
O objetivo neste modelo passa por “descobrir” os melhores caminhos para o conjunto

das maquinas.

M3 Modelo de posicionamento - Este modelo assume que uma méaquina tem no maximo
{ posicoes para processar as tarefas, ou seja, pode receber no méaximo ¢ tarefas. Com
a posicao das tarefas em cada maquina é possivel definir a sequéncia das tarefas em

cada maquina.

M4 Modelo de ordenagao linear - Este modelo baseia-se essencialmente na utilizacao de
duas variaveis binarias. Uma que define se uma tarefa é processada numa méaquina
e a segunda se uma tarefa i é processada antes de j, mas nao imediatamente antes.
Assim é possivel definir em que maquina é que cada tarefa é processada e a ordem

de processamento para cada maquina.

3.2.1 Modelo de indexacao do tempo

Tal como foi referido, em Unlu e Mason (2010) é feita a avaliacdo de diferentes for-
mulagoes de programacao inteira. O modelo de indexacao do tempo é um dos tipos de

modelo que podemos encontrar. As varidveis de decisao sao as seguintes:

. X,’{j - Variavel bindria, que toma o valor 1 caso a tarefa j comece a ser executada no

instante ¢ na maquina k e 0 caso contrario;

e C; - Instante de conclusao da tarefa j na maquina k;



16 Revisao da literatura

e T; - Atraso da tarefa j.

Neste modelo o valor de [ limita t pelo valor do instante de conclusao méaximo de todas

as tarefas (makespan). O modelo apresentado é o seguinte:

Min )" w;T; (3.1)

sujeitoa :

T;>0;, VjeN (3.2)

TJZCJ—dJ, VJGN, (33)
I-1

DY Xy=1 VjeN; (3.4)

keM t=0 l

t—1

> X< VkeMir=1,..; (3.5)

JEN h=max(0,t—p )
-1

Ciz > > (pu+DXl; VjeN; (3.6)
keM t=0
rj—l
DY Xy =0 VjeN; (3.7)
keM t=0
C;>0, YjeN (3.8)

X, €{0,1}; VjeNVke MiVr=1,...,1

As restricoes e que garantem que os atrasos sao bem calculados, para
cada uma das tarefas. O conjunto de restricoes garante que cada tarefa comeca
a ser executada numa maquina apenas num instante. Ja o conjunto garante que
no maximo uma tarefa execute ao mesmo instante na mesma maquina, ou seja, se uma
tarefa j comecar a executar no instante r na maquina k entao durante o tempo seguinte
de execucao pj a maquina k apenas executa j. Com a restrigao temos o tempo de
conclusao de cada tarefa e por fim com a restrigao nao permitimos que uma tarefa

comece a sua execucao até que esteja disponivel.
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3.2.2 Modelo em rede

Tal como foi referido, em |Vallada e Ruiz (2011)) é apresentado um modelo de rede que

considera as seguintes variaveis de decisao:

° ij - Variavel binéria, que toma o valor 1 caso a tarefa i seja executada imediatamente

antes de j, na maquina k e 0 caso contrario;
° C’Jf - Instante de conclusao da tarefa j na méaquina k;

o C,.. - Instante maximo de conclusao de todas as tarefas.

Min C gy (3.9)
sujeitoa :

D Xh=1 VieN;i# (3.10)
keM i€{0O}U{N}
DY X<l VieN;i# (3.11)
keM jeN
DX <1 VkeM (3.12)
JEN

Xy > Xl Yi,jeN;h#i# jiVkeM (3.13)

he{0}U{N}
Ck+ V(I =X > Cl+ s+ pus Vie(O)U{NLYjeNi# jsVkeM (3.14)
Ci=0;, VkeM (3.15)
Ck>0; VkeM;¥jeN (3.16)
Ciax 2 CS; Vke M:VjeN (3.17)

Cmax > 0

X5 €{0,1}; Vie{O)U{NL:VjeN;i# j;Vke M

O primeiro conjunto de restrigoes (3.10|) garante que uma tarefa é afetada apenas a
uma maquina e s6 tem um antecessor. O conjunto de restrigoes (3.11) garante que cada

tarefa tem no maximo um sucessor. Esta restricao nao é igual a 1 pois a ultima tarefa
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de cada méaquina nao tem nenhum sucessor. E de realcar que quando X’gj =1, jéa
primeira tarefa a ser executada na méaquina k. Assim o conjunto limita que cada
maquina tenha no maximo uma tarefa inicial. A garantia de que as sequéncias de tarefas
em cada maquina estao corretas é dada pelo conjunto (3.13). O conjunto controla
os instantes de conclusao de cada tarefa. Quando numa maquina k, j é executado apds
i, entao ij = 1 e o instante de conclusao de j (Ci‘) ¢é superior ao instante de conclusao
de i mais o tempo de preparacao e de execucao de j. Caso ij = 0, entao o elevado valor
da constante V torna a restricao redundante. O conjunto define que as maquinas
estao disponiveis no instante 0 e o conjunto garante que o tempo de conclusao é nao
negativo. Por fim o conjunto de restrigoes define o instante maximo de conclusao

para ser minimizado na fungao objetivo.

3.2.3 Modelo de posicionamento

O modelo de posicionamento é mais um dos tipos de modelo que podemos encontrar

em Unlu e Mason| (2010). As varidveis de decisdo sdo as seguintes:

u’]‘.g - Variavel bindria, que toma o valor 1 caso a tarefa j seja executada na posicao

¢ na maquina k e 0 caso contrario;
y’; - Instante de conclusao da tarefa, executadas na posicao £ na maquina k;
C; - Instante de conclusao da tarefa j na maquina k;

T; - Atraso da tarefa j.

E de realgar que a varidvel y§ nao refere qual a tarefa que ¢ executada em €. A varidvel
u']‘.f é que nos da essa informacao. Para definir este modelo, é necessario fixar o nimero de
posicoes que uma maquina tem disponiveis para processar, definido por €. Se pensarmos
que uma maquina pode no maximo executar todas as tarefas, entao o nimero de posigoes
maximo é o numero de tarefas. Assume-se assim que € = 1,...,n, onde n é o numero
de tarefas, ou seja, todas as maquinas tém posicoes suficientes para processar todas as

tarefas. Posto isto, para o problema das maquinas paralelas nao relacionais, com instantes
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de disponibilidade das tarefas, onde se pretende minimizar a soma ponderada dos atrasos,

temos o seguinte modelo:

Min )" w,T,; (3.18)

sujeitoa :

T,>0; VjeN (3.19)

TjZCj—dj; VJGN; (320)

DY ub=1; Vjen; (3.21)

keM teN

Do, <1y VEeN;VkeM; (3.22)

JEN

v > ijku’;l; Yk € M; (3.23)
JEN

k k k. . —

Yiz ok + ) puds Vke MiVE=2,... N (3.24)

JEN

Cizy,-V(l-uly); VjeN;¥leN:VkeM; (3.25)

Yoz Y (pu+rpdy Vke MiVEeN (3.26)
JEN

C,>0; VjeN
Y20, VkeM;VteN

u, €{0,1}; VjeN:Vke M;YLeN

Mais uma vez temos as restricoes e que garantem que os atrasos sao bem
calculados, para cada uma das tarefas. O conjunto de restrigoes garante que cada
tarefa é executada numa posicao numa maquina. Por sua vez o conjunto garante
que cada posicao em cada méquina tem no maximo uma tarefa. As restricoes e
garantem que as variaveis y’; tomam o valor do instante de conclusao da tarefa que
executar na posicao €. A partir desse valor é possivel calcular esse instante para cada
tarefa . Por fim, a restricao nao permite que nenhuma tarefa seja executada

sem estar disponivel.
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3.2.4 Modelo de ordenacao linear

A formulagao que apresentamos de seguida provém do artigo de [Zhu e Heady| (2000)).
E de realcar que esta formulacao apenas é valida para tempos de preparacao onde se
verifique a desigualdade triangular. Assim, em nenhuma maquina k, em nenhum grupo
de trés tarefas i, h, j, se pode verificar que s;; seja maior que si, + pu + s;. Na figura
podemos ver um esquema que exemplifica essa situacao.

ph k

Pik

Figura 3.2: Desigualdade triangular.

Sendo i a ultima tarefa processada numa maquina k e s = 2, 5,5 = 2, 5;; = 10, ppy = 4
verifica-se que é mais vantajoso processar h seguido de j, do que processar apenas j ja

que:
<i7h7j>: Sih + Phk t Shj = 87
(I,J) Sij = 10.

Pelo exemplo anterior podemos ver um caso que nao respeita a restricao. Por fim passamos

a explicacao do modelo que usa a seguinte notacao:

e V - Constante de grande valor;

e Y;; - Varidvel bindria, que toma o valor 1 caso a tarefa i seja executada antes de j
e 0 caso contrario. De referir que a tarefa i pode nao ser executada imediatamente
antes de j e nao é mencionada a maquina onde as tarefas sao executadas. Por outro

lado é reconhecido que Y;; + Y = 1;

° Zj? - Variavel bindria, que toma o valor 1 caso a tarefa j seja executada na maquina

k e 0 caso contrario;
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e C; - Instante de conclusao da tarefa j;
e w; - Peso d