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O Teorema da Normalizacao para Légica

de Primeira Ordem

Resumo

Nesta dissertacao apresentamos um estudo sobre a Dedugao Natural, cujo objectivo princi-
pal é a demonstracao do Teorema da Normalizagao, quer para a Légica Classica, quer para
a Logica Intuicionista. Apresentamos também alguns dos corolarios e aplicagoes imediatas
do Teorema da Normalizagao, em particular algumas das propriedades mais caracteristi-
cas da Légica Intuicionista, como o teorema da separacao, a propriedade da disjuncao
e a propriedade do quantificador existencial. O processo de normalizacao usa operagoes
de substituicao, em derivagoes, de varidveis por termos e de hipdteses por derivacoes.
Associadas a estas operagoes estao condigoes de substituibilidade, que garantem que as
condigoes de aplicabilidade das regras de inferéncia dos quantificadores sao satisfeitas.

Esta tese contém um tratamento rigoroso destas questoes.
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The Normalization Theorem for
First Order Logic

Abstract

In this dissertation we present a study of Natural Deduction, whose main goal is to prove
the Normalization Theorem, both for Classic Logic and Intuitionistic Logic. We also
present some of the corollaries and immediate applications of the Normalization Theo-
rem, in particular some of the most characteristic properties of Intuitionistic Logic, like
the separation theorem, the disjunction property, and the existential quantifier property.
The normalization process makes use of the operations of substitution, in derivations, of
terms for variables and of derivations for hypotheses. There are substitutivity conditions
associated with those operations, which guarantee the satisfaction of the side conditions

of quantifiers’ inference rules. This thesis contains a rigorous treatment of these matters.
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Capitulo 1
Introducao

Nesta dissertagao apresentamos um estudo sobre a Deducao Natural, um dos sistemas
dedutivos formais mais estudados em Teoria da Demonstragdo. O objectivo principal do
estudo é a demonstracao do Teorema da Normalizacao, quer para a Légica Cléassica, quer
para a Ldgica Intuicionista. Apresentamos também alguns dos coroldrios e aplicacoes
imediatas do Teorema da Normalizagao, em particular algumas das propriedades mais
caracteristicas da Légica Intuicionista, como o teorema da separacao, a propriedade da
disjuncao e a propriedade do quantificador existencial.

O sistema de Deducao Natural caracteriza-se pela proximidade com o raciocinio hu-
mano, onde ha lugar ao raciocinio hipotético, distinguindo-se por isso de outros sistemas
dedutivo como, por exemplo, o cdlculo de sequentes e os sistemas axiomaticos. As origens
do sistema de Dedugao Natural remontam ao inicio do século XX com Lukasiewics (1926),
Jaskowski (1934) e Gentzen (1935) [9, 12]. Prawitz [10], em 1965, desenvolve o estudo da
Deducao Natural e prova pela primeira vez o Teorema da Normalizacdo !. A Deducdo Na-
tural é um dos sistemas dedutivos mais populares em manuais de Légica recentes [1, 8, 18].
Existem varios estilos de Deducao Natural, como, por exemplo, o estilo Gentzen-Prawitz
(seguido nesta dissertacao e em [18]), onde as derivagoes sao drvores de férmulas, e o estilo
Fitch adoptado em [1, 8], onde as derivagoes sao sequéncias de férmulas.

O Teorema da Normalizacao afirma que, se uma férmula é derivavel a partir de um con-
junto de hipoteses, entao existe uma derivagao dessa férmula a partir do mesmo conjunto
de hipdteses, onde certas formas de raciocinio redundantes sao evitadas. Essas derivagoes
sao ditas normais. Depois de sabermos que um dado sistema satisfaz o Teorema da Nor-
malizacao, podemos inferir outras propriedades desse sistema, como, por exemplo, a pro-
priedade da subférmula, muito importante na area da demonstracao automatica. Outra
aplicacao do Teorema da Normalizagao é como um método para demonstrar a nao deriva-

bilidade e, em particular, a consisténcia. A demonstragido do Teorema da Normaliza¢io

!Sabe-se agora que, embora nio o tendo publicado, Gentzen provou o Teorema da Normalizacio para

Légica Intuicionista [19].
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que é apresentada neste trabalho vai um pouco mais longe, pois diz que toda a derivacao
pode ser transformada, através de sequéncias de transformacoes elementares (ditas re-
dugoes), numa derivagao normal. Este resultado é, por vezes, chamado de Teorema da
Normalizagao Fraca, por contraste com o Teorema da Normalizacdo Forte (demonstrado
pela primeira vez por Prawitz [11]), que diz que qualquer sequéncia de redugoes conduz
a uma derivacao normal. Neste trabalho seguimos, no que se refere a demonstracao do
Teorema da Normalizacao para Légica Classica, a metodologia adoptada por Prawitz em
[10], considerando apenas um subsistema completo onde estao omitidos os simbolos légicos
V e 3. Uma demonstracao para o sistema onde os simbolos V e 3 sao primitivos pode ser
consultada em [13].

As regras de inferéncia para os quantificadores tém uma certa complexidade e estao su-
jeitas a condicoes de aplicabilidade. Na mera formulacao dessas regras e das suas condigoes
de aplicabilidade intervém o conceito de substituicao de varidvel por um termo numa for-
mula. Ora, em Légica de Primeira Ordem, associada a essa operagao de substituicao esta
uma condigao de substituibilidade (nos manuais, normalmente, diz-se “t livre para x em
A”, mas nés diremos “x é substituivel por ¢ em A”). Na demonstragao do Teorema da
Normalizagao tudo se complica, uma vez que, para definir as redugoes que constituem o
processo de normalizacao, temos de estender a operacao de substituicdo de varidveis por
termos a uma derivacao e introduzir a nova operacao de substituicao de hipdteses por
uma derivagao numa derivacao. Estas novas operacoes também estao sujeitas a condigoes
de substituibilidade, sob pena de violarem as condigoes de aplicabilidade das regras dos
quantificadores e, por isso, nao produzirem derivagoes.

Para garantir as condicoes de substituibilidade para as novas operagoes de substituicao,
aplicam-se as derivagoes certas transformagoes de caracter burocratico, a saber: mudanca
do nome de variavel ligada e mudanca da chamada variavel critica de alguma instancia
de duas das regras de inferéncia para os quantificadores. Na literatura, uma forma de
aligeirar ou tornar informal estas questoes é forcar que nas derivacoes haja uma separacao
entre as varidveis que ocorrem ligadas e as varidveis com ocorréncias livres. Prawitz [10]
separa a partida o conjunto das varidveis em dois conjuntos com esse intuito. Outros
autores [14, 15, 16], por sua vez, adoptam o que podemos chamar de “convengao da a-
equivaléncia”, que consiste em identificar as féormulas a-equivalentes, ou seja, férmulas
que apenas diferem no nome das varidveis ligadas. Esta convencao, na pratica, diz que
o nome das varidveis ligadas pode ser escolhido de maneira apropriada. Nesta tese nao
adoptamos nenhum desses expedientes e damos um tratamento completo das questoes da
substituicao e da substituibilidade. Nesta abordagem, o Teorema da Normaliza¢dao apenas
garante a existéncia de uma derivagao normal com conclusao e hipéteses a-equivalentes a
conclusao e hipéteses originais. Esta nuance estd implicita quando se adopta a convencao
da a-equivaléncia.

A presente dissertacao encontra-se estruturada em cinco capitulos e um apéndice, cor-



respondendo o Capitulo 1 a esta introducao. No Capitulo 2 sdo fixados aspectos sintdcticos
e sao apresentadas varias definicoes bésicas associadas a uma linguagem de primeira ordem.
Ainda neste capitulo é introduzido o formalismo da Deducao Natural, que este trabalho
estudara. No Capitulo 3 é ilustrado o principio da inversao de Prawitz e algumas trans-
formagoes de derivacoes que o concretizam. Sao também analisadas questoes relacionadas
com as duas operacoes de substituicao mencionadas acima e as respectivas condicoes de
substituibilidade. No Capitulo 4 e no Capitulo 5 sdo apresentadas as demonstragoes do
Teorema da Normalizagdo para a Légica Classica e para a Logica Intuicionista, respecti-
vamente, sendo também ilustradas algumas das suas aplicagoes. Algumas demonstracoes

do Capitulo 3 sdo remetidas para o apéndice.
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Capitulo 2

Deducao Natural

Neste capitulo pretendemos, em primeiro lugar, fixar aspectos sintacticos e relembrar
varias definigoes bésicas associadas a uma linguagem de primeira ordem.
De seguida, introduziremos o formalismo da Deducdo Natural, que nos acompanhars

ao longo de todo este trabalho.

2.1 Sintaxe de uma linguagem de primeira-ordem

Ao longo desta dissertagdo consideraremos fixada uma linguagem de primeira-ordem %
constituida por um conjunto de simbolos de funcdo denotado por %, por um conjunto
de simbolos de relagdo ou simbolos de predicado denotado por &Z e por um conjunto de
constantes denotado por %.

A cada simbolo de fungao ou de relagao estd associado um nimero natural (diferente
de zero), chamado aridade, que representa o nimero de argumentos de cada simbolo.

Consideraremos também fixo um conjunto numeravel ¥ de varidveis. Usaremos as
letras z,y, z,v, w (possivelmente com indice) como meta-varidveis sobre 7.

Usaremos habitualmente as letras f, r, ¢ como meta-varidveis sobre os conjuntos %, %, %€,

respectivamente.

Definicao 1 (Alfabeto). O alfabeto induzido por uma linguagem £, que notamos por

Ay, € o conjunto formado pelos simbolos de F, #, V e € e ainda pelos simbolos:

a) A, V, D e L, chamados conectivos proposicionais, respectivamente, conjun¢ao, dis-

juncdo, implicacao e absurdo;

b) 3 eV, chamados quantificadores, respectivamente, existencial e universal;
Y& [1a%2 1))

c) “(7, 9 e«

Os simbolos especificados nas alineas a) e b), da defini¢ao anterior, sdo denominados

de simbolos l6gicos.
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Uma palavra em Ao é uma sequéncia finita de simbolos do alfabeto A . Denotaremos

por A", o conjunto das palavras em A .

Definigao 2 (Termos em .Z). O conjunto de termos de uma linguagem £, que denotamos

por T, € o menor conjunto X C Ag™ tal que:

a) para qualquer x € ¥V, x € X;
b) para qualquer c € €, c € X;

c) para qualquer f € F de aridade n, se ty,...,t, € X entdao f(t1,...,t,) € X.

Usaremos as letras t, u (possivelmente indexadas) como meta-varidveis sobre 7.

Definigao 3 (Varidveis de um termo). O conjunto das varidveis de um termo ¢, que

representamos por Var(t), € definido recursivamente por:
a) para qualquer c € 6, Var(c) = 0;
b) para qualquer x € ¥, Var(z) = {x};

c) para quaisquer ty,...,t, € Ty, f € F de aridade n,
n
Var(f(ty, ... tn) = | Var(t:) .
i=1

Definigao 4 (Substituigdo de varidveis em termos). Para cada varidvel x e termo wu,
a substituicdo num termo t de x por u, que denotamos por tlu/x], é o termo definido

recursivamente por:
u sey=2=x
a) ylu/x] = , para qualquer y € V
y sey#w
b) clu/x] = ¢, para qualquerc € €;

c) f(tr,...,tn)[u/z] = f(ti[u/x], ... ty[u/x]), para quaisquer ti,...,t, € Ty, f € F

de aridade n.

Defini¢ao 5 (Férmula atémica). Uma palavra em Ay da forma L ou r(ty,... t,), em
que T tem aridade n, é denominada de férmula atémica. Representamos o conjunto das

férmulas atomicas por F o™,

Defini¢ao 6 (Férmulas). O conjunto de férmulas de uma linguagem £, que denotamos

por Fg, € o menor conjunto X C Ay™ tal que:

a) para qualquer A € Fo™™ A€ X;
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b) para qualquer X € {A,V,D}, se A€ X e B€ X entio (AKB) € X;
c) para qualquer Q € {3,V}, z € ¥, se A € X entio (Qr A) € X.

Usaremos as letras A, B,C, D, E, F (possivelmente indexadas) e a letra () como meta-
varidveis sobre o conjunto F¢ e {3,V}, respectivamente.

A sequéncia de simbolos Qx diz-se um quantificador sobre z. Uma férmula B da forma
QzA diz-se uma quantificagdo sobre x e A diz-se o alcance do quantificador sobre = que
conjuntamente com A constitui a férmula B.

Por convengao, os parénteses externos de uma férmula sdo geralmente omitidos.

Definigao 7 (Grau). O grau de uma férmula A, que representamos por Grau(A), € o

numero de ocorréncias de simbolos logicos, diferentes de 1, existentes em A.
Da definicao anterior decorre que o grau de qualquer férmula atémica é zero.

Defini¢ao 8 (Simbolo principal). Sendo A uma férmula nao atémica, A tem exactamente
uma das sequintes formas: Ay N Ay, A1V As, A1 D As, dx Ay e Vx Ay, com A1, As € Fo

ex € YV; o simbolo A, V, D, eV, é chamado simbolo principal de A, respectivamente.

Definigao 9 (Subférmula). O conjunto de subférmulas de uma férmula A, que denotamos

por Subf(A), € definido recursivamente por:
a) para qualquer A € Fo™™  Subf(A) = {A} ;
b) para quaisquer A,B € Fy, K € {\,V,D}, Subf(AX B) = Subf(A) U Subf(B) U {AX B};

c) para quaisquer Q € {3V}, zx € ¥, A€ Fg,

Subf(QuA) = | |J Subf(Alt/]) | U{Qz A}

teTA

onde T2 = {t € Ty : x ¢ substituivel port em A}.

Definigao 10 (Varidveis livres e ligadas). Numa férmula, uma ocorréncia de uma varidvel
x diz-se livre quando x nao estd no alcance de algum quantificador sobre x; caso contrdrio,

essa ocorréncia de x diz-se ligada.

Escrevemos Liv(A) (resp. Lig(A)) para designar o conjunto das varidveis que tém
ocorréncias livres (resp. ligadas) em A.

Se duas férmulas A e B diferirem apenas no nome das varidveis ligadas diremos que
sdo a-equivalentes e escrevemos A =, B. Ver a Definicao 27 para a definicao rigorosa

deste conceito.

Defini¢ao 11 (Substituicao de varidveis em férmulas). Para cada varidvel x e termo t, a
substituigdo numa férmula A das ocorréncias livres de x por t, que denotamos por Alt/z],

€ a formula definida recursivamente por:
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a) L[t/z]=1;

b) r(t1,...,tn)[t/z] = r(ti[t/x], ... ta[t/x]), para quaisquer ti,...,t, € Ty, r € Z de

aridade n;
c) (AR B)[t/z] = A[t/z] B B[t/z], para quaisquer A,B € Fo, K € {A,V,D};

QuA sey==w
d) (QuA)[t/x] = , para quaisquer Q € {3,V},ye ¥V, A€ Fy.

Qy (Alt/z]) sey#z

Proposicao 1. Se A € uma formula, t um termo e x uma varidvel entdo Alt/x] tem o

mesmo grau de A.

Demonstragdo. Por indugao em A. Demonstragao omitida. O

Definicao 12 (Varidvel substituivel por termo em férmula). Uma varidvel x diz-se subs-
tituivel por um termo ¢ numa férmula A quando nao existe qualquer ocorréncia livre de x

em A que esteja no alcance de um quantificador sobre uma varidvel do termo t.

Observemos que mesmo quando uma varidvel x nao é substituivel por um termo t
numa férmula A, a operacao de substituicao de x por t em A encontra-se definida. Por
exemplo, a operacao de substitui¢do de y por x em A = Vx(r(z,y)) encontra-se definida
e o resultado é igual a Vx(r(x,z)). No entanto y nao é substituivel por x em A, porque
a ocorréncia de y em A, que era livre, foi substituida por z, dando origem a uma nova
ocorréncia ligada de z. Esta situacdo é denominada de captura de varidvel.

Genericamente, quando y nao é substituivel por ¢t em A, temos uma situacao que, por
vezes, representamos graficamente da seguinte forma:

¢
!

A=—Qux( y ) )

com x € Var(t) e a ocorréncia de y exibida livre em A.
Lema 1. Se x ¢é substituivel por y em A ey ¢ Liv(A) entdo:

i. y € substituivel por x em Aly/z];

ii. Aly/z][z/y] = A

Demonstragao. i. Se y nao é substituivel por z em Afy/x], entao temos a seguinte situagao

de captura:
X

}
Aly/x] = Qx ( Y ) ;

onde a ocorréncia de y exibida é livre. Como y ¢ Liv(A), a ocorréncia y exibida surge

necessariamente da substituicdo de x por y em A, o que é absurdo, pois a ocorréncia
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exibida estd no alcance de um quantificador sobre .

ii. Basta notar que y ¢ Liv(A). O

Lema 2 (Lema da substituigao). Se x € substituivel por t numa formula A, y substituivel

port' em Alt/x], x £y e x & Var(t') entdo temos:

i. y € substituivel por t' em A;
ii. x € substituivel por t[t'/y] em A[t'/y];
iii. (Aft/z])[t'/y] = (A[t'/yD[E]t' /y] /).

Demonstracdo. i. Se y nao fosse substituivel por ¢ em A, e como x # y, entao y nao seria
substituivel por ¢’ em A[t/x].

ii. Suponhamos que nao. Temos entao a seguinte situacao de captura
t[t' /y]

Alt'fy] = Qz ( z ) :

com z € Var(t[t'/y]). Como x ¢ Var(t'), z ocorre livre no alcance de Qz em A, ou seja

A= Qz( z )

Daqui concluimos que:
-z ¢ Var(t), caso contrario x nao seria substituivel por ¢ em A;
-y € Var(t), caso contrério t[t'/y] = t e terfamos a contradigdo z ¢ Var(t) e z €
Var(t'/y]) = Var(t);
- z € Var(t'), caso contrario nao terfamos captura, isto é, terfamos z ¢ Var(t[t'/y]).
Mas entdo y nao é substituivel por ¢ em A[t/x], pois dd-se a seguinte situacao de

captura
t/

'
Alt/2] = Q=( y ) ’

pois y € Var(t) e z € Var(t'). Absurdo.

iii. Por indugao em A. Demonstracao omitida. O

Observagao 1. Os simbolos — e =, negagdo e equivaléncia, respectivamente, poderdo ser

utilizados em abreviaturas de formulas:

. ﬂAd?fA D1

« A=B- (A2 B)A (B> A).
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2.2 Sistema dedutivo
Derivagoes

Definigao 13 (Pré-derivagao). D denota o conjunto das drvores de formulas onde as folhas
podem aparecer entre parénteses rectos, em cujo caso dizemos que a folha estd cancelada.

Aos elementos de D chamamos pré-derivacoes.

Notagao 1. Sejam 11,11, I, ... 11, pré-derivacdes e A uma formula, entdo, a notagao:

)

I 1, ... 11,
A
representa a drvore cuja raiz € A e cujas sub-drvores imediatas sdo 111, 1ls, ... Il,;
b)
A
II

significa que A pode ocorrer em I como folha ndo cancelada;

c)
[A]
1

representa a pré-derivacdo obtida de I1 cancelando todas as ocorréncias de A como

folha de I1 que ndo estejam ainda canceladas;

d)
11
A
significa que a raiz de Il € A.

Observemos que a notacao da alinea b) significa que A ocorre zero ou mais vezes em
IT como folha nao cancelada. Apesar do significado da notagao ser vacuoso (pois qualquer
féormula ocorre como folha nao cancelada zero ou mais vezes em qualquer pré-derivacao),
ela sera usada, por exemplo, para enfatizar uma transformacao de II, por intermédio de
uma regra de inferéncia, que produz a pré-derivagao denotada conforme a alinea c), onde
queremos admitir o caso em que se cancelam zero ocorréncias de A.

Estamos particularmente interessados num subconjunto do conjunto das pré-derivacoes,
cujos elementos se designam por derivacdes, as quais sao geradas por regras denominadas
por regras de inferéncia. Nas derivagoes ha uma relacao de “consequéncia légica” entre
a raiz (conclusdo) e as folhas nao canceladas (hipdteses), pelo que uma derivagao é uma
prova formal da conclusao a partir das hipoteses.

Um sistema de Deducao Natural caracteriza-se por um conjunto de regras de inferéncia,

o qual determina um conjunto de derivagoes que, por sua vez determina uma relagao de
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consequéncia logica entre formulas e conjuntos de férmulas. Nesta dissertagao estudaremos
dois exemplos de sistemas de Deducao Natural, caracterizando a relacao de consequéncia
l6gica relativa a duas légicas diferentes: Logica Intuicionista e Logica Cléssica.

As regras de inferéncia consistem numa ou mais regras de introducao e numa ou mais
regras de eliminacdo para cada simbolo légico a excepcao do absurdo. Uma regra de in-
trodugao (resp. eliminagao) relativa a um simbolo 16gico indica como inferir (resp. tirar
conclusoes a partir de) féormulas cujo simbolo principal é esse simbolo légico.

Além destas regras de introdugao e eliminacao existem duas regras para o conectivo
1. Sao elas, o Reduction Ad Absurdum ou regra de Reducdo ao Absurdo (RAA) e a regra
do Ex Falsum Quod Libet ou simplesmente Ez Falsum (L;). Os dois sistemas de Dedugao
Natural estudados nesta dissertacao distinguem-se somente pelas regras que adoptam para
o conectivo L.

As regras de inferéncia consideradas neste trabalho estao listadas na Tabela 2.1, a
qual pode ser vista como um sumério da Definicao 16, onde é formalizado o conceito de
derivagao.

Notemos que:
- uma aplicacao ou instancia de uma regra de inferéncia diz-se uma inferéncia;

- uma instancia de uma regra de introducao (resp. eliminacao) diz-se uma introducao

(resp. eliminacao);
- as regras de inferéncia tém nome (I, E-, etc) conforme indicado na Tabela 2.1;

- quando se apresentam derivacoes, o nome das regras de inferéncia usadas na cons-
trucao das derivacgoes pode ser explicitado para facilitar a leitura das mesmas, embora
em rigor nao fagam parte da derivacao em si, pois uma derivagao é apenas uma arvore

de férmulas;

- algumas regras de inferéncia tém condiges de aplicacao (as condigbes (a), (b), (¢)
e (d) na Tabela 2.1). Uma aplicacdo de uma dessas regras que respeite (resp. viole)

a sua condicao de aplicabilidade diz-se vdlida (resp. invdlida);

- a variante escolhida, neste trabalho, para as regras de inferéncia Iy e E3, é discutida

no final deste capitulo.

Dizemos que a variavel y é a varidvel critica de uma instancia da regra Iy se x € Liv(A).

Dizemos que a varidvel y é a varidvel critica de uma instancia da regra E3 se x € Liv(A)

e Aly/z] é de facto cancelada por essa instancial.

'F conveniente associar a cada inferéncia Iv ou E3 uma varigvel critica. Quando for impossivel satisfazer
as condigdes, agora definidas, para que y seja a variavel critica de uma dessas inferéncias, convencionamos
que a varidavel critica é uma variavel fixa que apenas é usada para esse efeito, que nunca ocorre nos termos,

férmulas e derivagoes, e que, portanto, satisfaz sempre as condi¢bes de aplicabilidade de Iv e Ey.
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Regras de Introducgao

Regras de Eliminag¢ao

Regras do Absurdo

II; Il
A B,
AANB "
II; 11,
A, B_,,

= RAA(d)

(a) (¢) y = x; ou: y ndo ocorre livre em A e x é substituivel por y em A;

(i) y é uma varidvel que ndo ocorre livre nas folhas néo canceladas de II;.

(b) = é substituivel por ¢ em A.

(¢) (i) y = x; ou: y nao ocorre livre em A e x é substituivel por y em A;

(i) y ndo ocorre livre em B, nem nas folhas de IT2 ndo canceladas e diferentes de Aly/z].

(d) A# L.

Tabela 2.1: Regras de inferéncia
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Exemplo 1. Alguns exemplos de instancias das regras de inferéncia:

[4] B Var(z) r(z)
I Is; Ey; 3;
ADA ADB r(z) Jzr(x)
Ezemplos de pré-derivagoes que ndao correspondem a uma aplicagio (vdlida) das regras de
inferéncia:
AvB. A . rl@)  Fzr(@) [r@)]
A ' AAB’ Vzr(z)’ r(z) 7

Definigao 14 (Premissa, consequéncia e aridade). Numa regra de inferéncia, as férmulas
imediatamente acima do traco de inferéncia sdo chamadas as premissas da regra e a
formula abaizo do trago de inferéncia € chamada a consequéncia da regra de inferéncia.

O nidmero de premissas de uma regra de inferéncia diz-se a sua aridade.

Definigao 15 (Premissa menor e premissa principal). Numa regra de eliminacdo, a pre-
missa mais & esquerda € chamada premissa principal e as restantes premissas (caso exis-

tam) sao chamadas premissas menores.
A premissa principal contém o simbolo 16gico que é eliminado.

Definigao 16 (Derivagoes). 1. O conjunto das derivagoes, em Dedu¢ao Natural, da Légica

Intuicionista, que denotamos por N;, é o menor conjunto X, de pré-derivacgoes, tal que:

a) para qualquer A € Fg, a drvore cujo unico nodo € A pertence a X ;

I, TII,
I, I, A B
b) Se Ae€X e BeX entio AANB € X;
II II
I AANB ANB
c) Se ANBeX entio A €X e B €X;
[é]
i B
d) Se BeX entio ADBeX;
11, 11
I, I, ASB A
e) Se ADBeX e Ae€X entao B € X;
II II
I A A
f) Se A€ X entio AVBeX e BVAcX;
[A] (Bl
A B I, I 1l
11, I, 113 AVB C C
g) Se AVBeX, CeX e C e€X entao C e X;

h) Se Aly/x] € X onde: (i) y = z; ou: y nao ocorre livre em A e x é substituivel
pory em A; (ii) y € uma varidvel que nao ocorre livre nas folhas nao canceladas de

I
Aly/a]
II entdo VA €X;
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11
II Vr A
i) Se Ve Ae X e x € substituivel port em A entio Alt/x] € X;
II
N Alt/z]
j) Se Alt/z] € X e x é substituivel port em A entio JrA € X;

Aly/x]
1 1,
k) Se JxrAe X e B € X, onde: (i) y = z; ou: y ndo ocorre livre em A e x

é substituivel por y em A; (ii) y ndo ocorre livre em B, nem nas folhas de Ils nao

[Aly/x]]
11 I,
dz A B
canceladas e diferentes de Aly/z]|, entdo B €X;

II
I L
1) Se LeX e A# L entio AcX.
2. O conjunto das derivagoes, em Dedug¢do Natural, da Ligica Cldssica, que denotamos
por N., € o menor conjunto X, de pré-derivagoes, tal que:
a) l.a) a 1.k) sdo satisfeitas;
[-A
_ 1I
if 1
b) Se L €X e A#Ll entio A

]

€ X.

N; e N, também denotam os respectivos sistemas de Deducao Natural e utilizaremos
a letra S para representar qualquer um desses sistemas.
Dada uma derivagao, a sua raiz chamamos conclusdo; as suas folhas nao canceladas

chamamos hipdteses; as suas folhas canceladas chamamos hipdteses canceladas.

Exemplos e contra-exemplos

Exemplo 2. Sejam A e B férmulas, distintas de 1, e x e y varidveis.

a) A pré-derivagao A é uma derivagao em S, mas a pré-derivag¢ao [A] ndo o é (por
inducao em derivacoes, prova-se que a conclusdo de uma derivacdo nunca € uma

hipdtese cancelada; o principio de indugao em derivagoes serd detalhado mais abaixo).

b) A pré-derivacao 11 sequinte é uma derivagcio em N,

LAl 14,
E RAA
[(A> B) > 4] ADB?
[-A] A .
T o
Z RAA

((ADB)DA)DAI
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Em 11, temos que:

- 0 conjunto de hipdteses € ();
- 0 conjunto de hipdteses canceladas é {A, -A,(ADB)D A};

- a conclusao é ((A D B) D A) D A (conhecida como Lei de Pierce).

c) A sequinte pré-deriva¢ao

A
[-(AV-A)] Av-A 2
_]_ D
— RAA
A,
[—(AV —A4)] Av-A !
J_ D
AV A RAA
€ também uma derivagcao em N,.
d) A seguinte pré-derivagao é uma derivagio em N;
€
4.
T-4"
e) A seguinte pré-derivagdo é uma deriva¢ao em S
Vy A
[ gjﬁl ] By(a)
Bevy4] oA ¥
37 A E5(c)
Vg A Y

JeVyASVyIz A

a) y € substituivel pory em A;
b) x
)

c
d) a varidvel critica € y e y ndao ocorre livre em JxVy A.

€ substituivel por x em A;

a varidvel critica € x e x nao ocorre livre em Jx A;

(
(
(
(

f) Se x ocorre livre em A, a pré-derivac¢ao sequinte ndo é uma deriva¢ao em S, pois a

aplicacao da regra de inferéncia Iy € invdlida,

4]

[V 3y A] VA Y
2 By I3
dJy A Jyvx A -
JyVvz A ; °
VzIy A > IyVz A °
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Conceitos sobre derivacoes
A maioria dos conceitos apresentados abaixo sera utilizada apenas nos capitulos seguintes.
Estes conceitos sao introduzidos para podermos explicar convenientemente a estrutura das

derivagoes e suas propriedades e para definir transformagoes sobre derivagoes.

Defini¢ao 17 (Sub-derivagdao). Em S, dada uma derivagio II, II' é uma sub-derivagao
de I, que representamos por sub(Il',11), se e s6 se I' = I1; ou 11 € obtida de uma regra de

inferéncia, n-dria, a partir de derivagoes Iy - - -1, e existe 1 <i < n tal que sub(Il',T;).

Definicao 18 (Linha). Uma sequéncia Ai,---, A, de ocorréncias de formulas numa

derivacao 11 diz-se uma linha de 11, se:

a) Ay é uma hipdtese ou hipdtese cancelada de I1;
b) A; estd imediatamente acima de A;y1 em 11, para cada i < n;

c) A, € a conclusao de II.

Definigao 19 (Sub-derivacao determinada por uma férmula). Em S, se A é uma ocorrén-
cia de uma féormula numa derivagdo 11, a sub-derivacao de II determinada pela ocorréncia

da férmula A € a sub-derivacdo de Il que tem essa ocorréncia A como conclusdo.

Definigao 20 (Férmulas lateralmente conectadas). Se numa derivagao I1, em S, ocorre

uma inferéncia da forma

Hl Hn
Al .. 'An
A

dizemos que A; esta lateralmente conectada com A; (4,5 < n).

Defini¢ao 21 (Comprimento de uma derivacao). O comprimento de uma derivag¢io € o

numero de ocorréncias de formulas nessa derivacdo.

Exemplo 3. Consideremos novamente a derivagdo I1 da alinea b) do Exemplo 2:

414,
E RAA
[(A> B) > A] ADBS
[-A] A >
1 i
Z RAA

((ADB)DA)DAI

Em 11, temos que:
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- as derivacoes

-4 (4]
— — F5

L Raa

-A A, B
1 > (ADB)D A ADBE
B " e A °

sao sub-derivagoes de I1. A deriva¢ao da esquerda (resp. direita) também pode ser
entendida como a sub-derivacdo de Il determinada pela inica ocorréncia da férmula
B (resp. por uma ocorréncia da férmula A). Um exemplo de formulas lateralmente
conectadas sdo as ocorréncias das formulas (A D B) D A e A D B na derivagdo da

direita;
- as sequintes sequéncias sdo linhas de 11:

e (ADB)DAA 1L,A (ADB)DA)DA;
e A, L A ((ADB)DA)DA;
« “A,1,B,A> B, A, LA ((A> B) > A) > 4;

- O comprimento de IT é 11.

Definicao 22. Em S, dados uma formula A, uma varidvel x, um termo t e derivagoes

I, 111,115 em que Ils € wma derivacdo de A, a notacdo:

a) II[t/x] denota a pré-derivag¢io que resulta de efectuar a substituicdo [t/x] em cada

ocorréncia de formula de I1;

IIp
(A)

b) Ii[Ils/A] ou Iy denota® a pré-derivacio que resulta de substituir todas as hipdteses
de 111 da forma A por 1l5.

Notemos que as operagoes de substituicao definidas anteriormente podem nao produzir
derivacoes. Basta notar que, se Il é uma derivacao da forma
H/
Bly/x
Iy
V.B (%)

e supondo que x ocorre livre numa hipétese de II e ¢ um termo tal que y € Var(t), entdo
a pré-derivagao II[t/x] ndo é uma derivagao, pois y ocorre livre numa hipétese de TI'[t/x].

Se IT é uma derivagao da forma (%) onde A é uma hipdtese e IIy é uma derivagdo de A

2Notemos que Prawitz usa esta tltima notacio para representar a operacdo de substituicio de uma

ocorréncia de A como hipétese de II; por Ils.
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onde h& uma hipé6tese na qual a varidvel y é livre, entao II[IIs/A] nao é uma derivagao,
pois a ultima inferéncia de II[IIy/A] ndo é uma aplicagao valida de Iy.

Precisaremos ainda da operacao de substituicao, numa derivagao II, de uma sua sub-de-
rivagao II;, com conclusdo A digamos, por outra derivacao Il com conclusao A. Quando
IT; é uma determinada ocorréncia de A como hipétese de II (denotemo-la por A°), repre-
sentamos o resultado da operagao de substitui¢ao por II[II3/A°] ou

IL;

AO
II

O simbolo ° serd omitido quando for claro pelo contexto qual a ocorréncia de A em causa.

A demonstracao da proposi¢ao seguinte é omitida.

Proposigao 2. Em S, sejam I uma derivacao de B a partir de I', II; uma sub-derivacdo
de IT com conclusio A e cujo conjunto de hipdteses € I'1 e Ily uma derivacdo de A cujo
conjunto de hipdteses € I'o C I'1. O resultado da substituicdo, em 11, de I1y por Il € uma

derivacdo de B a partir de T'.

Cancelamento de hipé6teses

Por vezes serao utilizadas anotagoes/numeragoes, quer em aplicagoes de regras de infe-
réncia quer em hipdteses canceladas para indicar qual a instancia de regra que permite efec-
tuar cada um dos cancelamentos. Notemos que, mais uma vez, estas anotagoes/numeragoes
nao fazem parte do formalismo de uma derivacao, facilitam apenas a sua leitura e inter-
pretacao.

Por exemplo, a derivagdo do Exemplo 2.b) pode ser (re)escrita da seguinte forma

A2 1
AP A

— RAA

B
(A B) > AP ADB?I
2 D
L) S Y
Z RAA?

3

(A>B)>A) >A " ,

onde a leitura e interpretacao da mesma torna-se agora mais simples.

Observemos que, no tocante ao cancelamento de hipdteses, este trabalho adopta a
convengao do cancelamento completo. Com esta convencao, aquando da aplicacao de uma
regra de inferéncia onde haja lugar ao cancelamento de hipdteses, cancelaremos todas as

ocorréncias da hipdtese em questao.
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Vejamos um exemplo:

[AD(ADB)]' [AP

Es5

ADB [A]3
Es5
B,
A>B [A)?
B >
- 132
ADB I

(AD(ADB))D(ADB)

Nesta derivagao, as duas ocorréncias de A canceladas com etiqueta 3 ocorrem na derivagao
da premissa B de duas aplicacoes diferentes da regra I5. Caso nao tivessemos adoptado o
cancelamento completo de hipéteses e nos fosse permitido, na aplicagao da regra I5 (neste
caso), o cancelamento de um nimero arbitrario de ocorréncias de folhas (da forma A, neste
caso), os cancelamentos de A com a etiqueta 3, na derivacao anterior, poderiam também

ser efectuados com a etiqueta 2.

Principio de inducao em S

A cada regra de inferéncia
o, --- II,

tal que R esta em
{I/\u E/\17 E/\z) ED7 IV17 I\/27 E\/7 J—i7 IVa EVa -[3} (2]‘)

estd associada uma funcao parcial n-dria, Fr, de D™ em D. Por exemplo, a regra de

introdugao do conectivo A estd associada a seguinte fungao (total)

FIn: D2 — D
Hl H2 Hl H2

(4. 5)~ AB
ANB

A regra de eliminagdo do conectivo V estd associada a funcao parcial

Fe, : D? — D
(4] [B]
11 Iy 13 I, Iy 13
(AVB7CvC)'_> AvVB C C

C ;

a qual estd definida apenas para os ternos ordenados (IIy, Ilo, II3) de D3 cuja conclusio
da derivacao Iy seja uma férmula com simbolo principal V e cujas conclusoes de Ils e II3
sejam iguais.

A cada regra de inferéncia
o, --- TII,

A R
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tal que R estd em
{IDv E5, RAA} (22)

estd associada uma familia {fg }Ber, de fungdes parciais n-drias, de D™ em D. Por
exemplo, & regra de introducdo do conectivo D estd associada, para cada férmula A, a

seguinte fungao (total)

Fit: D - D
{_} [é]
B~ _B

ADB.

N

A regra de eliminagdo do quantificador existencial, estd associada, para cada férmula C,

a seguinte funcao parcial

Fg D? — D
[Aly/x]]
I, A[fy[/ 7] I, I,
( JzA 32 ) = JzA B
B ;

a qual estd definida apenas para pares ordenados (I11, IIz) cuja conclusao da derivagao Iy
seja da forma Jx A e C seja igual a Aly/x| para algum y, tal que y, C e Il satisfacam

as condicbes de aplicabilidade da regra de inferéncia.

Proposicao 3 (Principio de indugao em S). Seja P uma propriedade sobre pré-derivagoes.
Se:

i. para cada formula A, P(A);

ii. para cada regra de inferéncia n-dria R de S em (2.1), se P(Ily),---,P(Il,) e
Fr(Iy,--- [ II,,) estd definida, entao P(Fr(Ily,--- ,11,));

iii. para cada regra de inferéncia n-daria R de S em (2.2), para cada formula A, se
P(ILy), -+, P(I,) e F&(y,- - ,IL,) estd definida, entdo P(Fi(Ily,--- ,11,));

entdo para todo Il € S, P(II).

Demonstragdo. A Definicdo 16 pode ser reescrita usando as fungoes Fr e .7-"}‘.% associa-
das a cada regra no conjunto (2.1) e (2.2), respectivamente, de modo que o conjunto
das derivagbes S é o menor conjunto X de pré-derivagoes tal que ¢1(X), p2(X), p3(X),
para condigoes ¢1, ¢, ¢3 Obvias. Seja Y o conjunto das pré-derivagoes que satisfazem a
propriedade P. Pelas condigoes i., ii. e iii., temos ¢1(Y), p2(Y) e ¢3(Y). Entao, S C Y,

pelo que toda a derivacao satisfaz a propriedade P. O
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Quando se prova uma propriedade P para toda a derivagdo II de S, usando este

principio de indugao, podemos dizer que a propriedade se prova por inducao em II.

Derivabilidade

Definicao 23 (Férmula derivavel ou dedutivel). Uma formula A diz-se derivavel ou de-
dutivel a partir de um conjunto T' de férmulas, num sistema S (notagao: T' Fg A), se
existe uma derivacdo 11, em S, cuja conclusio € A e cujo conjunto de hipdteses € um

subconjunto de I'. Neste caso, diz-se que Il € uma derivagdo, em S, de A a partir de T'.

Observagao 2. Quando o conjunto I' tiver apenas um elemento, I' = {B}, diremos,

simplesmente que I1 € uma derivagao, em S, de A a partir de B e escreveremos B Fg A.

Definigao 24 (Teoremas). Uma formula A diz-se um teorema de S (notagdo: Fg A),
quando O =g A, ou seja, quando existe uma derivagdao I, em S, de A a partir do conjunto
vazio de hipdteses. Denotaremos o conjunto formado por todos os teoremas de um sistema
S por Teo(S).

Notagao 2. A notagao

s

indica que 11 € uma derivacdo da formula A a partir do conjunto de formulas T.
Proposicao 4. 'y, A = Ty, A

Demonstragao. Basta provar que, se Il é uma derivagao de uma férmula A a partir de um
conjunto de férmulas I' em N;, entao existe uma derivacao II' de A a partir de I' em N.,.

Mostremos entao, por inducao em II, que

T I‘/
Y ) II = : 11
IIeN; A II'eN, A

P(IT)
Caso base. Seja A uma férmula e consideremos Il a arvore cujo unico nodo é A. Logo

A € T. Basta tomar a derivagao II' = II = A e temos II' derivagao de A a partir de T.

Caso 1,;. Sabendo P(II;) mostremos P(II), onde
Iy
L,
m= A" (comA# 1) .

Suponhamos que II é uma derivacao a partir de I' em N;. Entao II; é uma derivagao a

partir de I em N;. Por P(II;), existe uma derivagao II}, em N, de L a partir de I".
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Seja II' a seguinte derivacao
4]
ITy

L
f Raa

I é uma derivagao, em N, de A a partir de '\ {—=A} CT.

Restantes casos indutivos. Seguem da aplicagao rotineira das hipdteses de indugao. [
Corolario 1. Fy; A = Fn, A

Demonstracao. Basta tomar I' = & na proposigao anterior. O

Assim, Teo(N;) C Teo(N.). Veremos no Capitulo 5 que essa inclusdo é estrita.

Regras dos quantificadores

O conjunto das regras de inferéncia usado ao longo desta dissertacao é o apresentado,
por exemplo, por Troelstra e Schwichtenberg em [16]. Contudo outras variantes das re-
gras de inferéncia, nomeadamente no que diz respeito as inferéncias Iy e E3, podem ser
encontradas em Prawitz [10] ou em Troelstra e van Dalen [14].

Na Tabela 2.2 estao listadas as inferéncias I,, e F-, adoptadas por Troelstra e van
Dalen em [14]. Vejamos que estas regras de inferéncia e as adoptadas neste trabalho sao

equivalentes no sentido da proposicao seguinte.

Proposicao 5. Uma inferéncia é uma instincia da regra Iy (resp. FE3) se e so se é

instancia da regra I, (resp. Ey ).

Demonstragdo. Vamos demonstrar esta afirmacao apenas para o caso “Iy = I.»”, uma vez
que as demonstragoes dos restantes casos sao analogas.
Seja II uma derivagao da forma
L
A

que satisfaga a condicdo (a) da Tabela 2.2, para y # = (caso contrario as regras Iy e I,

coincidem). Assim,

1. A= Alz/y][y/x], pelo Lema 1,
2.z é substituivel por y em A[x/y|, pelo Lema 1;
3. y ¢ Liv(A[z/y]), pela definigdo da operacao de substituigao [x/y].

Entao,
11,
A
Va Alz/y]
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[A]
11 Hl H2
A JeAlz/yl B g  (b)
Vo Alz/y] 7 B ?

(a) () y = x; ou: x ¢ Liv(A) e y é substituivel por z em A;
(4t) y néo ocorre livre nas hipdteses de II.
(b) (4) y =x; ou: x ¢ Liv(A) e y é substituivel por z em A;

(i) y ndo ocorre livre em B, nem nas hip6teses de Ilz diferentes de A.

Tabela 2.2: Versao alternativa das regras Iy e 5

é uma aplicagao vélida da inferéncia Iy, pois A = A[z/y]ly/z] e a condigao (a) da Tabela
2.1 estd satisfeita por 2., 3. e por y nao ocorrer livre nas hipdteses de II; (garantido pela
condicao (a) (i7) da Tabela 2.2). O

Em particular, as regras alternativas nao alteram a relagao de derivabilidade.

H4 uma vers@o mais simplificada (dita versao restrita) para as inferéncias Iy e Fs,
definida na Tabela 2.3. Seja S~ o sistema que se obtém de S substituindo as regras de
inferéncia Iy e E3 (ditas gerais) pelas regras Iy e F5-. Estes dois sistemas sao equivalentes

ao nivel da derivabilidade, como demonstra a proposicao seguinte.
Proposicao 6. I'Fg- A & T't-g A.

Demonstragao. =) Basta notar que as regras ditas restritas sdo um caso particular das
gerais.
<) Por indugao sobre derivagoes, em que os nicos casos interessantes sao aqueles em que

a ultima inferéncia é uma instancia de Iy ou Fs5.

Caso Iy. A derivagao

Aly/x]
VA ,

com:
y # x (se y = = as duas versoes da regra coincidem);

)

)y & Liv(A);

(7i1) x é substituivel por y em A;
)

1 nao ocorre livre nas hipéteses de Ily;
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é transformada em

Yy Aly/)
Aly/allz/y] I
Vz A V}Dl Aly/x] (©)
VyAly/z] D VzA vyAly/]

VA > (2.3)

(a) 1y é substituivel por x em Ay/z|, pelo Lema 1.
(b) Aly/z][z/y] = A (pois y ¢ Liv(A)) e x nao ocorre livre em VyAly/z] .

(¢) y nao ocorre livre nas hipdteses de II; (por (iv)).

Caso F3. A derivacao

[Aly/«])!
11 I
dzA B
B .
com:
(1) y+# x (se y =x as duas versdes da regra coincidem);
(it) y & Liv(A);
i41) x € substituivel por y em A;
) por y ;
(iv) y ¢ Liv(B);
(v) y nao ocorre livre nas hip6teses de Il diferentes de Aly/z];

¢é transformada em

|| 1
5, s g
Sy Y B
B By-*(e) (2.4)

(a) 1y é substituivel por x em Ay/z|, pelo Lema 1.
(b) Aly/x]|[xz/y] = A (pois y ¢ Liv(A)) e z nao ocorre livre em JyAly/z| .

(¢) y nao ocorre livre em B nem nas hipé6teses de Il diferentes de A[y/x] (por (v)).
O

Os dois sistemas sdo portanto equivalentes no que se refere a derivabilidade. Dado
que as regras gerais sao substancialmente mais complexas que as regras restritas, qual o
motivo que nos leva a adopta-las?

Observemos que na derivagao (2.3) a férmula Yy Aly/z] D Vax A é simultaneamente
conclusao de uma inferéncia I e premissa principal de uma inferéncia F-; e na derivacao
(2.4) hé uma sequéncia de duas ocorréncias da férmula Jy A[y/x], onde a primeira ocorrén-
cia (de cima para baixo) é conclusdo de uma inferéncia I5 e a ultima é premissa principal
de uma inferéncia E53. Nos capitulos seguintes, estaremos interessados nao apenas na

derivabilidade, isto é, na mera existéncia de uma derivacao, mas também em derivagoes
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[A]
II I, Il

(a) z é uma varidvel que nao ocorre livre nas folhas ndo canceladas de II.

(b) = ndo ocorre livre em B, nem nas folhas de Il ndo canceladas e diferentes de A.

Tabela 2.3: Versao restrita das regras Iy e F3

com uma forma especial, ditas normais, onde estas situacées nao ocorrem.
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CAPITULO 2. DEDUCAO NATURAL



Capitulo 3
Normalizacao: Preliminares

Neste capitulo pretendemos, em primeiro lugar, ilustrar o principio da inversao de Prawitz
e algumas transformagoes de derivagoes (ditas redugoes) que o implementam, numa ver-
sao mais simples. Ilustraremos de seguida a necessidade de introduzir refinamentos nes-
sas reducoes. Esses refinamentos, cujo tratamento completo serd realizado nos capitulos
seguintes, envolvem certas questoes “burocraticas”, como seja o caso da mudanc¢a de va-
ridvel critica e da mudanca de varidvel ligada numa derivacao, as quais sao estudadas no

final deste capitulo.

3.1 Principio da inversao

Prawitz (1965), analisando as principais propriedades dos sistemas de Dedugao Natural
propostos por Gentzen, constatou que as regras de eliminacao sdo, num certo sentido,
o inverso das correspondentes regras de introducao, pois se, numa derivacao, a premissa
principal de uma regra de eliminacao é deduzida a partir da correspondente regra de in-
troducao, entao nada de novo é acrescentado a demonstragao. Esta ideia estd patente no

seu principio da inversao:

Seja o uma aplicagao de uma regra de elimina¢do cuja consequéncia € A. A(s)
derivagao(oes) da(s) premissa(s) da inferéncia que introduzisse a premissa principal de
a, quando combinada(s) com a(s) derivacio(des) da(s) premissa(s) menor(es) (se exis-
tir(em)), ja “contém” a derivagdo de A. Uma derivagao de A poderia entao ser obtida

directamente a partir dessa(s) derivagao(des) sem se aplicar a regra .

No trabalho de Gentzen [12], esta ideia ja estava implicita: “uma regra de introdugao
dé a definicao da constante légica e a regra de eliminagao é somente uma consequéncia da
correspondente regra de introducgao” .

As instancias de uma eliminacao cuja premissa principal é consequéncia de uma intro-

27
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dugao podem ser “dispensadas” através de transformacgoes de derivagoes. Este processo de
transformacao é conhecido como normalizacdo.
Os exemplos seguintes ilustram o principio da inversdo e apresentam, numa versao

simples, as reducoes que constituem o processo da normalizacao:

a) Seja II a seguinte derivagao

1 1o
A B,
ANB
A 1

A derivagao de uma das premissas da introducao ja é derivagao da conclusao de II.

Assim, a derivacao II pode ser reduzida a seguinte

11
A

b) Seja IT a seguinte derivagao

A derivacao da premissa da introducdo “combinada” com a derivacao da premissa
menor da eliminacao é uma derivagao da conclusao de II. Assim, a derivacgao II pode

ser reduzida a seguinte

(A)
IT;
B

c) Seja Il a seguinte derivacao
IT;
Aly/z]
VoA
Alt/z]

Uma “instanciacao” da derivacao da premissa da introducao é uma derivacao da
conclusao de II. Assim, a derivacao II pode ser reduzida a seguinte

I [t/y]
Alt/x]

A instanciagao [t/z] quando aplicada a II; nao altera as suas hipéteses, devido as

restrigoes impostas a variavel critica y.

O principio da inversao e as redugoes que o concretizam precisam de refinamentos
por trés motivos. Em primeiro lugar porque as reducoes, se definidas de forma simplista,

podem nao produzir derivagoes. Consideremos a derivacao (2.3) do capitulo anterior,
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reproduzida a seguir. Nessa derivagao a ocorréncia da férmula Vy Aly/xz] D Vo A é conse-
quéncia de uma inferéncia /- e premissa principal de uma inferéncia E~. Aplicando-lhe a

reducao sugerida pela alinea b) anterior, obtemos

VyAly/a]]' 11
Aly/allx/y] | I, Aly/e]
Vz A v A/l vy Aly/a]
YyAly/x] DVzA ° VyAly/a] Aly/allz/y] |
Yz A SRS Vr A A

Caso z ocorra livre nalguma hipétese de 1y, a pré-derivacao resultante nao é uma derivagao
pois a ultima inferéncia nao é valida. Com esta situagao ilustramos o problema que pode
advir da substitucao de uma hipdétese por uma derivacdo. Problemas semelhantes ao
descrito podem ocorrer aquando da substituicdo de uma varidavel por um termo numa

derivagao, operagao utilizada, por exemplo, na redugao da alinea c) acima.

Em segundo lugar, as ocorréncias repetidas da mesma férmula, causadas pelas infe-
réncias Ey ou E3, tornam desejavel estender o principio da inversao a situacoes em que a
premissa principal da eliminacao o redundante é consequéncia de uma introducao que nao
antecede imediatamente . Por exemplo, seja II a derivacao (2.4) reproduzida na figura

seguinte a esquerda.

T 2
m ATy Ayl | Y
dxA ﬂyA[?J/JJ] B! 11, I, HyA[y/a:] 3 B .
FyAly/x] ) B, Iz A B . -
B 3I— ~ B 3—

A férmula Jy Aly/z] tem uma ocorréncia como premissa principal de uma eliminacao e
outra como consequéncia de uma introdugao, repeticao essa causada pela eliminacao da
formula 3z A. Seria desejavel que existisse uma sé ocorréncia de Jy A[y/x|. Para tal
recorre-se a uma transformac¢ao auxiliar que produz a derivagao a direita da figura acima,
permutando as duas inferéncias F5-. Porém, caso x ocorra livre em B, a pré-derivacao

resultante nao é uma derivacao pois a ultima inferéncia nao é vélida.

Em terceiro lugar, é necessario uma extensao do principio da inversao ao caso em que
a premissa principal da eliminagdo « é consequéncia de uma inferéncia RAA ou ;.

As questoes relacionadas com a substituicao serao tratadas ja na proxima secgao deste
capitulo, enquanto que as questoes relacionadas com as inferéncias E\, F5 e 1; e as
relacionadas com as inferéncias RAA serdo tratadas no Capitulo 5 e no Capitulo 4, res-

pectivamente.
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3.2 Substituicao

Nesta seccao vamos tratar de algumas questoes “burocraticas” que resultam dos refinamen-
tos das redugoes relacionados com as operagoes de substituigao em derivagoes (substituigao
de uma hipdtese por uma derivagao e substituicao de uma varidvel por um termo, Defini¢ao
22). Apresentaremos dois desenvolvimentos, um por cada operacao de substituicdo, em

que:

- definiremos a condicao de substituibilidade da operacao (Definicao 25 e Defini¢ao
29);

- demonstraremos um resultado que afirma que, se a condigdo é satisfeita, entao a

operagao de substituicdo produz uma derivacao (Proposigao 7 e Proposigao 9);

- definiremos um processo de transformacao de derivagdes (o processo de mudancga de
variavel ligada e o processo de mudanca de varidvel critica de uma inferéncia Iy ou

E5), que determina uma relagao em derivagoes ( e ) (Definigao 27 e

@ 3
Definigao 30);

- demonstraremos outro resultado, para o caso em que a condicao de substituibilidade
nao ¢ satisfeita, o qual afirma que podemos transformar, de acordo com o processo
da alinea anterior, uma derivagao dada de modo que a derivagao resultante satisfaca

a condigao (Proposicao 11 e Proposigao 12).

Definicao 25 (Varidvel substituivel). Uma varidvel x € substituivel por um termo t numa

derivacdo 11, se:

a) x € substituivel por t em qualquer formula de I1;

b) se y é uma varidvel critica de alguma inferéncia Iy ou E5 em Il entdio y # x e

y & Var(t).

Proposicao 7 (Substituigao de variavel substituivel). Se II é uma derivagdo de A a partir
deT' em S e a varidvel x € substituivel pelo termo t em II entdo Il[t/z] é uma derivagdo
de Alt/x] a partir de T'[t/x] = {B[t/x] : B € T'}.

Demonstragdo. Ver Apéndice A. O

Definicao 26 (Varidvel nova numa férmula/derivagao). Uma varidvel x € nova numa
formula A, se x nao ocorre de todo em A (nem livre nem ligada). Uma varidvel x € nova

numa derivagao I, se x € uma varidvel nova em todas as formulas de 11.
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Defini¢ao 27 (Mudanga de varidvel ligada).

a) Dada uma férmula A ey uma varidvel nova em A, oi(A) denota a substituicio de

todas as ocorréncias ligadas de x em A pory, a qual € definida recursivamente por:
i. para qualquer A € Fo™™ o%(A) = A;
ii. para quaisquer A1, As € Fo, K€ {A,V,D}, af(4; K A) = (A1) K ai(Asz);

iii. para quaisquer z € ¥V, A € Fg, Q € {V,3},

Qy (a4(A)y/x]) sez==x
Qzai(A) sez#x

b) Dada uma derivagao 11 e y uma varidvel nova em I, o4 (I1) denota o resultado de

substituir cada férmula A de 11 por o4 (A);

c) Dado um conjunto de férmulas T', o%(T') denota o resultado de substituir cada for-

mula A de T' por a%(A);

d) A——= A’ see sd se existem x,y € V tais que y € nova em A e A" = o (A);

e) II——1II' se sd se existem x,y € ¥ tais que y € nova em II e II' = of(IT);
€T

f) T——1' se e sd se existem x,y € ¥ tais que I = o ().

g) A relagio de a-equivaléncia em formulas (notag¢io =, ) € a menor relagio de equi-

valéncia em Fg que contém —— .

Lema 3. Se y ¢ nova em A, entdo x ndo ocorre livre em a4 (A) no alcance de Qy.

Demonstragdo. Por inducdo em A. Demonstracao omitida. ]

Lema 4. Sejam A uma formula, t um termo, x, y e z varidveis em que y € nova em A,

y & Var(t) e z € substituivel por t em A. Entao ai(A[t/z]) = a%(A)[t/z].

Demonstragdo. Ver Apéndice A. O
A proposigao seguinte afirma que —5> envia derivagoes em derivagoes.

Proposigao 8. Seja Il uma derivacdo de A a partir de I' em S.

i. Sey é uma varidvel nova em 11, entao a4 (I1) é uma derivagdo de a%(A) a partir de
a4(T).

1Se T' contém as hipéteses de uma derivacdo onde y é nova, entdo y serd nova nesses elementos de T,
mas nao necessariamente nos outros. Por isso, ndo exigimos a pré-condi¢ao de y ser nova em todos os
elementos de I' para definir a(T").
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ii. Se II——=1I' entdo existem A" e I" tais que II' € uma derivagio de A" a partir de

I’ e A?‘A/ € FT>F/-

Demonstragdo. i. Ver Apéndice A.
ii. Por definicao de IT ——=1II' existem z,y € ¥ tais que y é nova em Il e II' = o (11).
Tomemos A’ = af(A) e I" = of(T"). Assim, por definicdo temos A —> A’ e T ——1".

Por i., temos que II’ é uma derivacao de A’ a partir de I". O

Pretendemos ainda demonstrar que, dada uma derivacao II tal que x nao seja substi-
tuivel por t em II, entao conseguimos transformar II de modo que x seja substituivel por ¢
na derivagao resultante. Teremos de aguardar até ao final do capitulo para conseguirmos
provar este resultado. A transformacao de II por intermédio de mudancas de varidveis
ligadas ¢ insuficiente; estas tém de ser combinadas com aplicagoes de uma nova operacao,
mudanca da variavel critica de inferéncias Iy ou E3. Segue-se agora o tratamento completo

da substituibilidade de férmulas em derivaces e da mudanca de variavel critica?.

Definigao 28 (Alcance de uma inferéncia Iy ou E3). Uma hipdtese A de uma derivagao
IT estd no alcance de uma inferéncia Iy (resp. E5) se A é uma hipétese da sub-derivagao

determinada pela premissa (resp. premissa menor) dessa inferéncia.

Defini¢ao 29 (Férmula substituivel). Sejam I1; e Iy derivagoes em que A € a conclusdo
de Hg.

a) Se a ocorréncia A° é uma hipdtese de 11y, entdo dizemos que A° é substituivel por
I, em II;, se, em IIy, A° ndo estd no alcance de uma inferéncia Iy ou E5 cuja

varidvel critica ocorre livre em alguma hipdtese de 1ls.

b) Dizemos que A é substituivel por Il em IIy, se todas as ocorréncias de A como

hipotese de 111 sdo substituiveis por 11y em II;.

Proposicao 9 (Substituigao de férmula substituivel). Em S, se II1 € uma derivagao de
A a partir de I'1, Ils € uma derivacdo de B a partir de I'y e B® € uma ocorréncia de B

como hipotese de 11y, entao:

i. se B ¢ substituivel por Iy em I1; entao 111[Ils/B] € uma derivagao de A a partir de
Ly U (I \{B});

ii. se B° € substituivel por Iy em I1; entdo I1;[Ila/B°] é uma derivag¢iao de A a partir
de I'oUT.

Demonstracdo. Ver Apéndice A. O

2N#o era possivel fazer-se, em primeiro lugar, todo o tratamento da substituibilidade de férmulas e mu-
danga de varidveis criticas porque, nesse tratamento, hd uma proposigao (Proposigao 10) cuja demonstragao

depende da Proposicao 7 acima demonstrada.
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Defini¢ao 30 (Mudanga de varidvel critica).

a) Sell; € da forma

1T
Aly/a] |
VoA T

e z € nova em Iy entdo &y, (I11) denota a (pré-)derivagao

(aigfa) )
Vo A e (3.1)

b) SeIl; € da forma

[Aly/z]]
I, I
dz A B P

B

e z € nova em Iy entdo &35(I11) denota a (pré-)derivagao

[Aly/=]]

R T 17

B s (3.2)

c) II o I se existem I1;, Q € {V,3} e varidveis y, z tais que:

- I € sub-derivacao de Il cuja conclusdo € consequéncia de uma inferéncia Iy
ou E5 com varidvel critica y;

- z € nova em II;

- I resulta de II pela substituicao de 11y por §Q3(H1).

Notemos que fQi(Hl) é definida através de uma substituicao no alcance da inferéncia Iy
ou F3, em que a variavel substituida é a variavel critica da inferéncia. Como demonstra o

préximo resultado, as pré-derivagoes (3.1) e (3.2) sao derivagoes.

A proposicao seguinte afirma que T> envia derivagoes em derivagoes.

Proposigao 10. Se II — II' eIl é uma derivagio de A a partir de T' entao IT' é uma

derivacao de A a partir de T'.

Demonstragao. Tendo em conta a Proposicao 2, basta provar que, para @ € {V,3}:

1. {q, (II1) € uma derivagao;

2. {q, (1) mantém a conclusdo de IT;



34 CAPITULO 3. NORMALIZACAO: PRELIMINARES

3. o conjunto das hipéteses de §Qz(H1) é igual ao conjunto das hipéteses de II;.

1. Recordando que z é nova em II e atendendo a Proposicao 7, basta mostrar que a tltima

inferéncia de

Ha[z/y]
Alz/z]
Ery(l) = VoA
e de
[Alz/z]]
Iy  II3[z/y]
dz A B B
€3,(I) = B

é uma aplicagao valida das inferéncias Iy ou F3, respectivamente. As condigoes de aplica-
bilidade estao satisfeitas pelo facto de z ser uma varidvel nova em II;.

2. E imediato.

3. Atendendo a que fQ; (IT;) é definido por uma substituic¢ao, no alcance da inferéncia Iy ou
E5, da varidvel critica y, e atendendo a que y nao ocorre livre nas hipéteses (resp. hipdteses
diferentes de Aly/z]) de II; no caso Iy (resp. caso E3), entéo as tnicas hipéteses alteradas
pela substituicdo da varidvel critica y sdo eventuais ocorréncias de Aly/z| (substituidas
por A[z/xz]) no caso da inferéncia E5. No entanto, as mesmas sao canceladas por essa

inferéncia, nao fazendo parte do conjunto de hipéteses de &5 (Il1). O

Proposicao 11 (Garantia de substituibilidade). Em S, se II; € uma derivagio de A a
partir de 'y U {B} e Ily uma derivagdo de B a partir de I'y , entao existe uma derivagao

I} de A a partir de Ty U {B} tal que B é substituivel por Iy em IT} e TI; T*) I} 3.

Demonstracao. Fixemos uma derivacao Ils de B a partir de I'y. Dada II; uma derivagao
arbitraria de A a partir de I'y U{B} definimos ns.(Il;, Iz, B), o nimero de “sub-derivagoes
criticas” de II; relativamente a IlIs e B, como sendo o nimero de sub-derivacoes de IIy
cuja conclusao é consequéncia de uma inferéncia Iy ou 3 tal que: a varidvel critica dessa
inferéncia ocorre livre em alguma hipétese de IIs e B é uma hipdtese do alcance dessa
inferéncia. Definimos ainda W(IIy,Ils, B) o predicado: existe uma derivagao II} de A a
partir de I'y U {B} tal que II; T; T} e I, é substituivel por B em II}.
Vamos provar, por inducao completa sobre n, que

ru{B}
vnENovl_hES 1}11 e nsc(Hl, Hg, B) =n = \P(Hl,ﬂg, B)

Seja II; uma derivacao arbitraria de A a partir de I'1 U {B} e seja n = ng.(I1y, I, B).

Mostremos W(II;,II, B). Temos dois casos.

3Dada uma relacdo bindria R sobre um conjunto X, R* denota o fecho reflexivo e transitivo de R, ou

seja, a menor relagao reflexiva e transitiva em X que contém R.
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1. B é substituivel por Iy em IIy, isto é, ns.(II1, Iy, B) = 0. Basta tomar IT} = II;.

2. B nao é substituivel por IIs em II;, ou seja, em IIy, B ocorre no alcance de uma
inferéncia Iy ou E3 cuja varidvel critica y ocorre livre em alguma hipdtese de IIs. Assim,
nge (111, o, B) > 0.

Seja Il3 a sub-derivacao de II; determinada pela conclusao de uma tal inferéncia Iy ou
E5. Seja z uma varidvel escolhida de modo a ser nova em II; e em Il e seja Q = V (resp.
@ = 3) se a ultima inferéncia de II3 é uma inferéncia Iy (resp. E3). Seja II{ o resultado
obtido da substituicdo em II; de II3 por ng(Hg). Seja ainda k = n(I17, II, B).

Entao temos II; — I e, pela Proposigao 10, IT] é uma derivagio de A a partir de
't U{B}. Temos também que k < n, pois, por um lado, a transformacao aplicada a II3
elimina pelo menos uma sub-derivacao critica e, por outro, sendo a varidvel z nova em II;
e em Il,, nao sao acrescidas novas sub-derivagoes criticas.

Como k < n entdo, por hipdtese de indugao, ¥ (II{,Ils, B), ou seja, existe uma

derivagao II] de A a partir de T’y U {B} tal que IIf T;H’l e IIy é substituivel por

B em II}. De 11y — I T; IT] segue II; T; IT} . Logo ¥(II4,IIy, B) fica demons-

trado. O

Agora que o tratamento da substituibilidade de férmulas em derivacbes e mudancga
de varidvel critica estd completo, podemos dar por concluido também o tratamento da
substituibilidade de termos em derivacoes e mudanga de variavel ligada, com a proposi¢cao

seguinte.

Proposicao 12 (Garantia de substituibilidade). Sejam IT uma derivagao, em S, de A a
partir de T', t um termo e x uma varidvel. Entdo existe uma derivacao II' de A’ a partir

de I, tal que:
i A—F=A e T —>1';
ii. = € substituivel por t em II';

fii. T—217,
ag

em que ot = a U :

Demonstracao. Fixemos um termo ¢ e uma varidvel z. Dada II uma derivagao arbitraria
de A a partir de I', definimos n.(Il, ¢, z) , o nimero “critico” de II relativamente a t e x,

como

ne(IL t, z) = ng (I, t, x) + ns (11, ¢, )

onde ng (I, ¢, z) denota o niimero de “sub-derivagoes criticas” de II relativamente a t e a x,
ou seja, o numero de sub-derivacoes de II cuja conclusao é consequéncia de uma inferéncia

Iy ou Ej3 cuja varidvel critica é x ou pertence as varidveis de t; e ng.(II,¢,z) denota o
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numero de “férmulas criticas” de II relativamente a t e x, isto é, o niimero de ocorréncias

de férmulas de IT em que x nao é substituivel por ¢. Definimos ainda ®(I1, ¢, z) o predicado:

existe uma derivacao I’ tal que TII Tgi II' e x é substituivel por ¢ em IT'.

Provemos, por inducao completa sobre n, que

VnENO Vies nC(H, t, l‘) =n= (I)(H, t, :L‘) .

Seja II uma derivacao de A a partir de I' e seja n = n.(Il,¢,2). Mostremos ®(I1, ¢, x).

Notemos que, uma vez demonstrado ®(II, ¢, x), fica garantida, pelas proposigoes 8 e 10, a

existéncia de A’ e IV com as propriedades desejadas. Temos dois casos.

1. x é substituivel por ¢t em II, isto é, n.(II,¢,2) = 0. Basta tomar IT" = II.

2. x nao ¢é substituivel por ¢ em II, ou seja, ns.(IL, ¢, z) > 0 ou nys.(IL, ¢, x) > 0.

a)

b)

Se nge(I1, t, ) > 0, entao II apresenta uma sub-derivacao II; cuja conclusao é conse-
quéncia de uma inferéncia Iy ou E5 cuja variavel critica, digamos w, é x ou pertence
as variaveis de t. Seja y uma varidvel escolhida de modo a ser nova em II e tal que
y & Var(t) e seja Q =V (resp. Q = 3) se a ultima inferéncia de II; é uma inferéncia
Iy (resp. E3). Seja II” o resultado obtido da substituicao em II de II; por &Y (ITy).
Seja ainda k = n.(II",¢,x). Entao temos II — II” e temos também k < n, pois,
por um lado, a transformagao aplicada a II; elimina pelo menos uma sub-derivagao
critica e, por outro, sendo a variavel y nova em Il e y ¢ Var(t), ndo sdo acrescidas

novas sub-derivagoes criticas.

Se ny.(IL,t,z) > 0, entao II apresenta uma ocorréncia de férmula B tal que = nao é

substituivel por ¢t em B, isto é,

B=——Qz( alc ) )

com z € Var(t). Seja w uma varidvel escolhida de modo a ser nova em II e w ¢
Var(t) e seja II" = o (II). Entao temos II —>1II" e temos também k < n, pois,
por um lado, a transformagao aplicada a II elimina pelo menos uma férmula critica
e, por outro, sendo a varidvel w nova em Il e w ¢ Var(t), ndo sao acrescidas novas

formulas criticas.

Em ambos os casos II o II” e k < n. Entao, por hipétese de indugao, ®(I11", ¢, ),

ou seja, existe uma derivacao IT' tal que x é substituivel por ¢t em II' e 1" Tgi I’ . De

I——11" Tgi II’ segue II Tgi I’ , o que conclui a demonstragao de ®(II, z,¢). O

ag



Capitulo 4
Normalizacao em Loégica Classica

Pretendemos neste capitulo estudar a normalizacao de derivagoes em Logica Cléassica.
Tal como Prawitz, este estudo nao sera realizado usando o sistema de Deducao Natural
da Logica Classica, N, mas sim usando um seu subsistema que inclui um conjunto de
simbolos 16gicos completo para Légica Cléssica. Como Prawitz refere, esta escolha per-
mite “minimizar o efeito perturbador da regra RAA”, tornando mais simples o processo
de normalizagao de derivagoes em Logica Cléassica. Existem varios estudos que tratam
normalizacao em Dedugao Natural da Légica Classica tomando como primitivos todos os
simbolos 16gicos. Um desses estudos é apresentado por Stalmarck em [13] e inclui mesmo

uma prova do teorema da normalizagao forte para Deducao Natural da Légica Classica.

4.1 Subsistema completo para Loégica Classica

Denotaremos por N o sistema de Deducgao Natural da Légica Classica obtido a partir de
N, por exclusdo dos simbolos légicos V e 3 e respectivas regras de inferéncia. No restante
deste capitulo adoptaremos este sistema N~ e o teorema da normalizagao serd provado
para este sistema.

Nesta seccao, comecaremos por definir uma traducao de férmulas no subconjunto das
férmulas que permite apenas os simbolos légicos: L, A, D,V, que serd denotada por *

Provaremos depois que * preserva a relacao de derivabilidade (Proposigao 15).
Definigao 31 (Traducdo *). A traducdo * € definida recursivamente por:

a) para qualquer A € Foo™  A* = A;

b) para quaisquer A,B € Fy, K € {\, D}, (AK B)* = A*K B*;

c) para quaisquer A,B € Fy, (AV B)* = =(=A* A =B*);

d) para quaisquer A € Fp, v € ¥, (Jx A)* = (Y —A%);

e) para quaisquer A € Fy, x € ¥, (Vx A)* = Va A*.

37
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Proposicao 13. Para quaisquer A € Fy, x €V, t € Ty,
i (Aft/x]))* = A*[t/x];
ii. se x € substituivel por t em A, entao x € substituivel por t em A*;
iii. se x ¢ Liv(A) entdao x ¢ Liv(A*);
iv. A* D A e AD A* sdo teoremas em N,.

Demonstracao. Todas as propriedades seguem por indugdo em A. Demonstracées omiti-
das. O

Proposicao 14. Se II € uma derivagdo de A a partir de T' em N., entdo existe uma
deriwvagao 1" de A* a partir de T* = {B*: B€T'} em N.

Demonstracao. Por inducao em II, mostraremos que:

r r«
Viien, E = Jwen,, : I

Caso base. II é uma arvore cuja unica féormula é A. Assim A € I', consequentemente
A* € T'*, e basta tomar II' = A*.

Caso Iy,. Suponhamos que
1
B,
II=BvC .

Sendo II uma derivagao a partir de I'; entao II; também é uma derivacao a partir de T

Por hipétese de indugdo, existe uma derivacao II] de B* a partir de I'*, em N.. Deste

modo,
—B* e lal!
EBIACCT I
-B* B* .
D
1
Ir = —(=B* A =C¥)

é uma derivagao de (B V C)* = A* a partir de I'* em Ny.
Caso Iy,. Andlogo ao caso I,.

Caso FE,. Suponhamos que

18] [C]
M I II
BVC A A,
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Sendo II uma derivagao a partir de I', entdo II; também o é e IIy (resp. Il3) é uma
derivacao a partir de I' U {B} (resp. I' U{C}). Por hipétese de indugao, existe, em Ny,
uma derivacao II} de (BV C)* a partir de I'* e uma derivagao IT, (resp. I15) de A* a partir
de I* U {B*} (resp. ' U{C*}).

Ora,
(B (o
[—|A*]3 A* [—\A*]3 A*
ED ED

/ i I L 152

Hl —|_B>’< —\C* I

—~(=B* A =C*) ~B*A-CF "

1 t B)
1—‘[/ _ P RAA3

é uma derivacao de A* a partir de I'* em Ny.

Caso I5. Suponhamos que
IT,
Bt/x]
M= 3zB

com z substituivel por t em B. Sendo II uma derivacao a partir de I', entao II; também
o é. Por hipétese de indugao e como, pela Proposigao 13, (B[t/z])* = B*[t/x], existe uma
derivagao I} de B*[t/xz] a partir de I'*, em Ny. Deste modo, da suposi¢do de que x é

substituivel por t em B e da Proposicao 13, segue que x é substituivel por ¢ em —=B* e que

[V ~B*]* IT,
-B*[t/2] " B*[t/a]
.. "
= ~(Vz-B*) °

é uma derivagao, em Ny, de (Jz B)* = A* a partir de I'* .

Caso F5. Suponhamos que

[Bly/z]]
11, 11,
dz B A B

n= A ,

com:
(i) y=ux;ow y ¢ Liv(B) e z é substituivel por y em B;

(79) y nao ocorre livre nem em A nem nas hip6teses de Il diferentes de Bly/z].

Sendo IT uma derivacao a partir de I', entao II; (resp. II3) é uma derivagao a partir de I'
(resp. TU{BJy/z]}). Por hipétese de indugéo, existe, em N, uma derivagao I} de (3z B)*
a partir de I'* e uma derivacao II, de A* a partir de I'* U (Bly/z])* = I'* U {B*[y/z]}.
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Deste modo, tem-se que

[B*[y/«]])!
1Ty,
[—\A*P A*
1 >
, e !
| ~B*[y/z]
—(Vz —B*) Va ~B* E"
L :

é uma derivacao de A* a partir de I'*, onde a inferéncia Iy é vélida uma vez que:
- de (i) e da Proposicao 13, y = x; ow: y ¢ Liv(—B*) e x é substituivel por y em —B*;

- de (4i) e da Proposicao 13, y ¢ Liv(—A*) e y nao ocorre livre nas hipéteses de IT),
diferentes de B*[y/x], pelo que y n@o ocorre livre nas hipéteses da derivagao da

premissa da inferéncia Iy.

Restantes casos indutivos. Seguem da aplicacao rotineira das hipéteses de indugao. [
Proposigao 15. 'y, A & I by, A™.

Demonstragao. =) Segue de imediato pela Proposigao 14.

<) Uma vez que o conjunto das regras de inferéncia de N estd contido no conjunto das
regras de inferéncia de N., uma derivacdo II de A* a partir de I'* em N, é ainda uma
derivagao de A* a partir de I'*, em N,.. Deste modo, substituindo cada hipétese B* de I1

pela derivacao
IT;
BO>OB" B 5
B* 3
onde II; representa uma derivacao de B O B* a partir do conjunto vazio, que existe pela

Proposigao 13, obtemos uma derivacao IT' de A* a partir de I'. Assim,

I, I
A*DA A* B
A
é uma derivacao de A a partir de I', representando Ily uma derivagao de A* O A a partir

do conjunto vazio, cuja existéncia é garantida novamente pela Proposicao 13. 0

4.2 Teorema da Normalizacao

Nesta seccao demonstraremos o Teorema da Normalizacdo. Como ponto prévio, esta-
beleceremos o Teorema da Atomizagao, que vem dar resposta a extensao do principio da
inversao com a possibilidade da premissa principal de uma eliminagao ser consequéncia
de uma inferéncia RAA. Este teorema mostra como transformar derivacoes, em N, de

modo a que todas as inferéncias RAA possuam conclusoes atémicas.
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Notagao 3. Dada uma derivagio I1, At(II) denota que a conclusao de qualquer aplicagdo

da regra RAA é uma férmula atémica, em II.

Teorema 1 (Teorema da Atomizagao). Se I' -y, A entdo existe, em Ny, uma derivagdo
de A a partir de I, na qual a conclusao de qualquer aplicagao da regra RAA € uma férmula

atomica.
Demonstracao. Dada uma derivacao II em N, define-se:

- n(Il) = maz{Grau(A) : Aé conclusao de uma inferéncia RAAemII}; (n(II) = 0,

caso nao haja nenhuma inferéncia RAA em II)

- m(II) = o nimero de ocorréncias de férmulas que sao conclusdo de uma inferéncia

RAA em II e cujo grau é n(II).

Mostraremos, por inducdo na ordem lexicogafica em Ny x Ny !, que:

r T
¥ (n,m)€No x No <VH€NC, : < g e (n(IT) ,m (I)) = (n,m) = (Eln/eNC, : 1} e At(H’))))

P(n,m)

Suponhamos que II é uma derivacao de A a partir de I', em Ny e que (n (II),m (II)) =
(n,m). Pretendemos mostrar que existe uma derivagdo II' de A a partir de I" tal que
At(IT'), em N.
Se nao existem em II inferéncias RAA de conclusdo nao atémica, entao basta tomar
II" = II. Caso contrario, temos n > 0. Seja F' a conclusao de uma inferéncia RAA, em
I1, tal que Grau(F) = n e tal que, acima de F', ndo haja nenhuma inferéncia RAA cuja
conclusao seja também de grau n. Assim, II tem a seguinte forma:
[—F]P
Iy
% RAAP

IT;
A

A férmula F', nao sendo atémica (pois n > 0), tem uma das seguintes formas em N:

BAC, BD CouVzB. Em primeiro lugar, para cada um destes casos, vejamos como

' A ordem lexicogrifica em pares de niimeros naturais é definida por:
(n',m') < (n,m) & ((n"<n) Vv (n'=nAm <m)) .
A esta ordem bem fundada estéd associado o seguinte principio de indugao
[V(n,m)eNoxNO (V(n/,mquoxNo (n/,m/) < (n,m)=o (n',m/)) = ®(n, m)] =

= v(nam)ENOXNoq)(n? m) )

onde ® representa uma propriedade sobre pares de niimeros naturais.
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transformar a inferéncia RAA etiquetada com p, recorrendo a aplicacbes de RAA com

conclusoes de grau inferior a n.

Caso F=BAC.

[B AC? [BACT
[-BJ* B el C "
E5 E5
J_ IDS J_ Sl
(=(BAC)) (=(BAC))
[~(BAC)P 1Ty 11
Il L RAAY L RAAY
L paar L ¢ In
Bﬁ\ C BAC
II = Al ~ I = i
Caso F=B>C.
BoCr (B
[-CJ° C 7
T 7
= 7
(~(B>C)
[~(BD>O)P 112
1L = RAAS
L RAAP ¢ Iy
BO>C BOC
H1 Hl
II = A ~ I = A
Caso F =Vz B.
[V B)* o
-Bly/z) Bly/a]
J_ )]
= I
(~(VzB)) ~
[~(va B)JP T
11y L pass
L e Bly/x]
Vz B VB "
Hl Hl
II= A ~ " = A ,

onde y é nova em II.

Notemos que, em todos os casos:

1. II” é uma derivacao de A a partir de I';
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2. m(I") < m, pois a inferéncia RAA etiquetada com p é eliminada e as novas inferén-
cias RAA, produzidas em cada transformagcao, tém na conclusao uma férmula de grau
inferior a n (notemos que, na ultima transformagao Grau(Bly/z]) = Grau(B) <

Grau(Vx B), pela Proposicao 1);
3. (n(I"),m (I")) < (n,m) pois, de 2. segue que, se m(Il"”) = 0, entao n(II") < n; e
se m(IT") > 0, entao n(I1") = n e m(I1") < m.
De 3. segue entao, por hipétese de indugao, que @ (n(I1”), m(I1"”)) e, consequentemente,
existe uma derivagao II' de A a partir de ', em N, tal que A¢(IT'). O
Introduziremos de seguida algumas defini¢oes necessarias ao Teorema da Normalizagao.

Defini¢ao 32 (Férmula maximal). Uma ocorréncia de uma formula numa derivagdo é
dita maximal se for simultaneamente conclusdo de uma introducao ou de uma aplicagdo
da regra RAA e premissa principal de uma eliminacdo. Uma formula € maximal numa

derivacao se nela existirem ocorréncias maximais dessa formula.

Da definicao anterior podemos concluir que uma férmula atémica nunca podera ser

maximal.

Definicao 33 (Derivagao normal). Uma derivagdo é dita normal se ndo tem férmulas

maximais.

Defini¢ao 34 (Férmula interna). Uma ocorréncia de uma férmula numa derivagao é dita
interna se nao é conclusao nem hipdtese da derivacao. Uma formula é interna numa

derivacao se nela existirem ocorréncias internas dessa formula.

Observemos que toda a férmula interna é obrigatoriamente consequéncia de uma regra
de inferéncia e premissa de outra e, em particular, toda a férmula maximal é formula

interna.

Teorema 2 (Teorema da Normalizagao). Sel' F N, A entdo, em Ny, existe uma derivagao

normal de A" a partir de I, onde A T; A e T T;F’ .
Demonstragao. Dada uma derivacao II em N, define-se:
- n(II) = max{Grau(A) : Aé férmula maximal emII}. Caso nao existam férmulas
maximais em II, n(I) = 0.
- m(II) = nimero de ocorréncias em II de férmulas maximais cujo grau é n(II).

Consideremos, dados n, m € Ny,

T
A(n,m) = (VHGNC/ : < g e (n(II),m(II)) = (n,m) =

F/
= (3H’ENC/ Jarr E; eA—> A el —=T'ell' ¢ normal) ))
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Mostraremos, por inducao na ordem lexicogéafica em Ny x Ny, que:

v(n,m)ENo xNg A(nv m) .

Suponhamos que IT é uma derivagao de A a partir de ', em Ny e que At(II), e supo-
nhamos que (n (II),m (II)) = (n,m). Pretendemos mostrar que, em N, existe uma
derivagao normal II' de A’ a partir de I", onde A—= A’ e T —=T1".

Se I é uma derivacao normal, entao basta tomar II' = II. Caso contrario, temos n > 0.
Seja F' uma férmula maximal, em II, tal que Grau(F) = n e suponhamos também que
todas as férmulas maximais que estao na sub-derivacao determinada pela ocorréncia de
uma férmula lateralmente conectada com F', se existirem, tém grau inferior a n. Sendo
F uma féormula maximal, nao pode ser atémica e tem, em Ny, uma das seguintes formas:
BAC, BD C ouVzB. A férmula maximal F' pode ser removida de acordo com as

transformagoes apresentadas abaixo.

Caso F=BAC.

H1 HQ Hl H2
B C I B /
BAC 1T BAC Il
A1 N2
B B C C
113 II3 II3 II3
I= A ~ "= A ou = A ~ "= A .

Caso F=B>C.

(B
1I; 11y
D HQ (B)

I>

BoC B T
C D C
Hg H3
II= A ~ "= A

onde I} é uma derivacao tal que TII; T; I} e B é substituivel por Iy em ITj.

Caso F =Vz B.
11,
Bly/x]
ViB I [t/y]
B%/:c] Y Bl[;//x]
2 2
II= A ~ "= A

onde IT} e IT}, sdo derivagoes tais que:
(1) I Tgi IT] ey é substituivel por t em IT};

(i7) I, é obtida de Iy efectuando as mesmas mudancas de varidveis ligadas que foram

efectuadas na obtencao de II} a partir de II;.
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Comecemos por observar que, em todos os casos, produzimos, em N, uma derivagao

de A” a partir de I, onde A —+= 4" e T —=T1".

Caso FF = BAC. B (resp. C) é substituivel por II; (resp. II3) em II3, pelo que a

Proposicao 9 garante que II” é uma derivacao de A a partir de T'.

Caso F' = B D C. A Proposigdo 11 garante a existéncia de uma derivagao II} de C a
partir de I' U { B} com as propriedades referidas. Assim, pela Proposicao 9, I} [IIy/B] é

uma derivagao de C' a partir de I'. Como a operacao — nao altera as varidveis livres
das hip6teses, C' é substituivel por IT}[IIy/B] em II3. Entao, pela Proposi¢ao 9, II” é uma

derivacao de A a partir de I'.

Caso F =Vz B. A Proposigao 12 garante a existéncia de uma derivagao IT] de B'[y/z] a
partir de I'" nas condigoes de (i), onde T° 71 I e B Ti B’ ( Bly/z] T*> C =C=
B'ly/z] e B—= B'). Pela Proposigao 7, I [t/y] é uma derivacdo de B'[t/z] a partir de
I'[t/y]. Por y ser a varidvel critica da inferéncia Iy, y nao ocorre livre em I, consequente-
mente y nao ocorre livre em I e, portanto, I'[t/y] = I". Observemos que II} é construida
de modo que seja uma derivagao de A’ a partir de I'U{B'[t/z]}, onde A——= A’. B'[t/x]
é substituivel por II}[t/y] em IIj, pois quer a operagdo —— quer — nao alteram
as variaveis livres das hipdteses. Pelo que, pela Proposi¢ao 9, IT” é uma derivacao de A’ a

partir de I".
Mostremos agora que, em cada um dos casos, m(Il") < m.

Caso F' = B A C. Observemos que:
- m=1+m(Ily) + m(Ilz) + m(II3);
- a transformagao nao altera as férmulas internas de Iy (resp. Ilz) nem de IIs;

- B (resp. C) (eventual nova férmula maximal gerada pela transformagao) tem grau

inferior a n.

Logo, m(11") = m(I1;) + m(113) (resp. m(I") = m(Ilz) + m(Il3)) é inferior a m.

Caso F' = B D C. Observemos que:

- nao ha féormulas maximais de grau n em Ily, dada a escolha fixada para a féormula

maximal F?;

2Notemos que se em II, fossem permitidas férmulas maximais de grau méximo, entdo em II” poderia

ocorrer a duplicagdo destas féormulas, caso existisse em IT mais do que um cancelamento etiquetado por p.
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- m=1+m(l;) + m(Is);

- a transformagao nao afecta as férmulas internas de Ilz, e m(Il]) = m(Il;) uma vez
que as Unicas alteragoes possiveis nas férmulas internas correspondem a substituicoes

de variaveis criticas;

- B e C (eventuais novas férmulas maximais geradas pela transformacao) tém grau

inferior a n.

Logo, m(I1") = m(I1}) + m(Il3) < m.

Caso F = Vz B. Observemos que:
- m(Il) = 1+ m(I1;) + m(Ily);

- m(If}) = m(II;) e m(Il}) = m(Ilz) uma vez que, em ambos os casos, as unicas
alteracoes possiveis nas férmulas internas correspondem a substituicoes de variaveis

criticas ou de varidveis ligadas, ou entao a substituicao de y por t;

- BJt/y] (eventual nova férmula maximal gerada pela transformacao) tem grau inferior

an.

Logo, m(Il") = m(II;) + m(Ily) < m.

Como m(I1") < m, segue que (n (II"”),m (II")) < (n,m), pois se m(II"”) = 0 entdo
n(Il") < n e se m(Il”) > 0 entao n(Il”) = n e m(11") < m.

Deste modo, por hipdtese de indugdo, temos A (n(I”), m(IT")) ou seja, existe uma
derivacao normal II' de A’ a partir de IV, em N e A” T;A, e TV T*>F’. De
A —ai A" T*) A’ segue A T; A’ e analogamente T T; T/ .

O]

4.3 Corolarios do Teorema da Normalizacao

O Teorema da Normalizacao tem consequéncias e aplicacoes importantes, as quais permi-
tem-nos tirar conclusoes sobre o préprio sistema de Dedugao Natural, como por exemplo,
a sua consisténcia. Isto deve-se ao facto de todas as derivagoes normais terem uma forma

peculiar (ver Proposicao 16).

Definicao 35 (Ramo). Dada uma derivagao 11, em Ny, um ramo € a parte inicial,

Ay, Ay, de uma linha de 11 tal que A, satisfaca:

a) A, € a primeira ocorréncia, na linha, de uma férmula que € premissa menor de uma

inferéncia E~;
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ou
b) A, € a conclusdo de II, se uma tal ocorréncia nao existe na linha.

Um ramo de T1 € principal se A,, satisfaz a condigdo b). Usaremos a letra B como meta-

varidvel para denotar ramos e Ramos(Il) = {f: B é um ramo deIl}.

Defini¢ao 36 (Ordem de um ramo). Dado um ramo B de uma derivagao 11, define-se a

sua ordem , que denotamos por ordem(f3), do seguinte modo:

a) todo o ramo principal tem ordem zero;

b) um ramo que termina numa premissa menor da aplicacao da regra E- tem ordem

p+ 1, se a premissa principal dessa aplicacdo pertence a um ramo de ordem p.

Exemplo 4. Consideremos novamente a derivagdo 11 da alinea b) do Exemplo 2:

[W‘l]L [A] .
E RAA
(A>DB)>A ADB ;D
[-A] A >
T >
Z RAA

I
(A>DB)DA) DA
Em 11, temos que:

-—-A, 1, A ((AD B) D A) DA € o ramo principal e tem ordem zero;

(ADB) DA, Aéum ramo de ordem 1;
- =A, 1, B, AD B ¢ um ramo de ordem 2;
- A € um ramo de ordem 3.

Lema 5 (Existéncia de um ramo). Se A é uma ocorréncia de uma formula, numa derivagdo

II, em Ny, entdo existe um ramo de Il que contém A.

Demonstragdo. Por inducao em II, mostremos P(II), onde P(II) sse, para toda a ocorrén-

cia A, em II, existe 5 € Ramos(II) tal que 8 contém A.

Caso base. II é uma arvore com uma s6 férmula A.

Basta considerar 8 = A.

De todos os casos indutivos, mostramos apenas o mais interessante.
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Caso EF~. Sendo
I, 1y
ADB A,
= B >
suponhamos P(II;) e P(Ilz) e mostremos P(II). Temos que todos os ramos de Il sdo
ramos de II. Logo, por P(Il), para todas as férmulas de I, existe um ramo de II que as
contém. Temos também que todos os ramos nao principais de II; sao ramos de II e que,

se B é um ramo principal de II;, entdo B, B é um ramo principal de II. Logo, por P(II;),

todas as férmulas de II; (bem como a conclusao de II) pertencem a um ramo de II. [

Proposicao 16 (Forma das derivagoes normais). Se IT é uma deriva¢ao normal em Ny e
B8=A4A1,---,A, éum ramo dell, entao existe uma formula A;, chamada férmula minima
de B, a qual separa B em duas partes (possivelmente vazias), designadas por “parte das
eliminagées” (parte E) e por “parte das introdugoes” (parte I) de (B, com as sequintes

propriedades:

i. Cada Aj pertencente da parte E (i.e, j < i) é uma premissa principal de uma aplicagdo

de uma regra de eliminagdo e A1 € subférmula de Aj;;

ii. A; (desde que i # n) é uma premissa de uma aplicacdo de uma regra de introdu¢dao

ou da regra RAA;

iii. Cada A; pertencente a parte I, exceptuando a dltima ocorréncia (i.e, i < j <mn), €

premissa de uma aplicacao de uma regra de introducdo e € uma subformula de Aj4q.

Demonstracao. Notemos que todas as férmulas de 8 que sdo premissas principais de al-
guma regra de eliminagéo precedem todas as férmulas de 5 que sdo premissas de alguma
regra de introdugdo ou da regra de RAA, pois, caso contrario, existiria uma férmula Ag
de [ que seria premissa principal de uma regra de eliminacao precedida de uma premissa
de uma regra de introducao ou da regra de RAA e, consequentemente, Ay seria férmula
maximal, o que contradiz o facto da derivacao II ser normal.

Seja entao A; a primeira férmula de S que é premissa de uma regra de introdugao ou
da regra de RAA, ou, caso nao exista uma férmula nestas condigoes, tomemos A; = A,
(A; é a férmula minima enunciada na proposicao). Demonstremos i., ii. e iii.
i. Pelo o que foi dito atrés, A; (j < i) é premissa principal de alguma regra de eliminacao
e Aj 1 € conclusao da aplicacao de uma regra de eliminacao, cuja premissa principal é A;,
assim A1 é subférmula de A;.
ii. Por definicao de A;.
iii. Como ja foi referido anteriormente, cada A; (i < j < n) é premissa de uma introdugao
ou de uma aplicacdo da regra RAA. Mas nenhum desses A; é L e portanto premissa da
regra RAA. De facto, A;+1 (caso i+ 1 < n) nao é L (se A; é premissa da regra RAA isto

segue da restricao a regra RAA). Logo A;11 é premissa de uma introducao e A;y2 nao
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é 1, assim sucessivamente. Portanto A;;1 (j < i < n) é conclusao da aplicagdo de uma

regra de introducao, da qual A; é premissa; assim A; é subférmula de A;4. O

Corolario 2 (Principio da subférmula). Toda a ocorréncia de uma formula numa derivacao
normal de A a partir de I, em Ny, € subformula de A ou subformula de alguma férmula
de I', exceptuando-se as hipdteses canceladas pela aplicacao da regra RAA e as ocorréncias

de 1 que estejam imediatamente abaizo de tais hipoteses.

Demonstragao. Seja II uma derivacao normal, em Ny, de A a partir de I'. Dada uma

ocorréncia de férmula B em II, definimos
PSF(B,A,T) sse 7¢(B) = PSF!(B,A,T)

onde ¢(B) se e s6 se B é uma hipé6tese cancelada pela aplicagdo da regra RAA ou B é
uma ocorréncia de | imediatamente abaixo de uma dessas hipdteses; e PSF!(B, A,T") se
e 86 se B é subférmula de A ou de alguma férmula de T'.

Consideremos a seguinte afirmacao
VpENOvﬁERamos(H) (OTdem(B) =p= VBEB PSF(B’AvF)) . (*)

Provado (%), o coroldrio fica demonstrado, pois toda a ocorréncia de férmula em II pertence
a um ramo [ de II (Lema 5). (%) é demonstrado por indugao completa sobre p.

Sejam p € Ny, 8 = A4, -+, A, um ramo de ordem p de Il e A; a formula minima de
B. Queremos demonstrar que, para todo j, com 1 < j <n, PSF(A;, A,T).
Caso i < j < n. Comecemos por analisar A,,. Se A, = A entao PSF!(A,,A,T), pois A
é subférmula dela prépria. Se A, # A entao A, é premissa menor de uma inferéncia F-
(por defini¢do de ramo), cuja premissa principal é da forma A, D C, a qual pertence a
um ramo 3’ de ordem p — 1. Assim, por hipé6tese de inducao, temos PSF(A, D C, A,T).
H4 dois casos a considerar (visto que (4, D C) # 1):

(i) Se (A, D C)nao é cancelada por nenhuma aplicacao da regra RAA entao PSF!(A, D
C,A,T) e, visto que A, é subférmula de A,, D C, também temos PSF!(A,, A,T).

(ii) Se (A, D C) é cancelada por alguma aplicacao da regra RAA entao C' = L e II tem

a seguinte forma:

Iy
[A, D L™ A,
Lopam
A RAA
Iy
A

A ocorréncia A,, que é conclusao da aplicacdo da regra RAA etiquetada com m per-

tence ao ramo (’; consequentemente, por hipétese de indugao, temos PSF!(A,,, A, T).



50 CAPITULO 4. NORMALIZACAO EM LOGICA CLASSICA

Portanto, em todos os casos, PSF!(A,,A,T'). Entao, como cada A;(i < j < n) é
subférmula de A, pela Proposicao 16 (iii.), podemos concluir que PSF!(A;, A,T") para
todo i < j < n.

Caso 1 < j <i. Temos dois sub-casos.

a) A; nao é cancelada por nenhuma aplicagao da regra RAA. Ou A; € T e, conse-
quentemente, PSF!(A;, A,T"); ou A; é cancelada por uma aplicacdo da regra I-,
cuja conclusao é da forma A; D C. Neste caso, se essa conclusao pertence a parte
I do ramo S, j& vimos acima que PSF!(A; D C,A,T'), donde PSF!(A;, A, T); se
essa conclusao pertence a parte I de algum ramo de ordem menor que p, entao, por

hipétese de indugao, PSF!(A; D C, A, T'), donde PSF!(A;, A, T).

Portanto, em todos os casos, PSF!(A;, A,I'). Entao, como cada A; (1 < j <) é
subférmula de A;, pela Proposicao 16 (i.), podemos concluir que PSF!(A;, A, T),
para todo 1 < 5 <.

b) A; é cancelada por alguma aplicacao da regra RAA. Ou A; é premissa de uma regra
de introducao e, assim, A; = A;; ou A; é a premissa principal de uma aplicagao da
regra de E e, assim, Ao = A; = 1; ou A; é a premissa menor de uma aplicagao
da regra de E+ e, assim, A; = A; = A,,. Em todos os casos temos ¢(A;) para todo

1 <j <i. Logo PSF(A;,AT'), para todo 1 < j <.
O

Terminamos com uma consequéncia mais simples, mas nao menos importante, da

Proposigao 16.
Corolario 3 (Consisténcia). L ndo € teorema de Ny .

Demonstragdo. Suponhamos que existe uma derivagao normal I, em N., de L a partir
de (). Seja 8 um ramo principal de II. Pela Proposigao 16 (iii.), a parte I de 8 é vazia,
pelo que a primeira ocorréncia de 8 é uma hipétese nao cancelada, o que contradiz o facto

de II ser uma derivacao a partir de (. O



Capitulo 5

Normalizacao em Loégica

Intuicionista

As origens da Légica Intuicionista remontam ao inicio do século passado e ao trabalho do
matematico L. Brouwer. A Légica Intuicionista, em oposicao a Légica Classica, caracteri-
za-se por rejeitar o principio do terceiro excluido, o qual afirma que qualquer proposicao
ou é verdadeira ou é falsa e, portanto, que a féormula A V —A é vélida. Brouwer rejeita
categoricamente este principio pois, segundo ele, uma proposicao sé6 pode ser considerada
verdadeira se for possivel estabelecer uma demonstragao da mesma. Em Logica Cléssica
existe uma demonstragao do principio do terceiro excluido (Exemplo 2 ¢)), portanto o que
esta em causa sao certos principios de demonstracao da Légica Classica. Tudo se resume a
rejeicao da regra RAA, a qual é substituida pela regra 1 ;. Veremos que, sem a regra RAA,
¢é impossivel demonstrar AV —A. As propriedades da disjuncao e da existéncia sao outra
caracteristica da Logica Intuicionista. A primeira propriedade diz que, para termos uma
demonstracao de uma disjuncao, temos de indicar qual das componentes da disjuncao é
verdadeira (isso nao se passa na demonstracao classica de AV —A); a segunda propriedade
diz que uma demonstracao de uma quantificacao existencial tem de construir o objecto
cuja existéncia se afirma. Outra consequéncia da rejeicao da regra RAA é o facto de certas
equivaléncias logicas validas em Légica Classica ndao o serem em Légica Intuicionista. Além
da equivaléncia légica entre A e =—A, temos as equivaléncias 1égicas que estabelecem, em
Loégica Classica, a interdefinibilidade das operagoes logicas, como, por exemplo, a equiva-
léncia légica entre dx A e —(Vax —A). Esta interdefinibilidade permitiu-nos simplificar o
tratamento da normalizacao em Légica Classica, pois foram deixadas de parte as operacoes
V e 3. No tratamento da normalizagao em Légica Intuicionista, todas as operagoes voltam
a ser primitivas. Dada a especificidade das regras de eliminagdo para V e 3, é possivel
que certas derivagoes apresentem sequéncias de ocorréncias da mesma férmula. Algumas
destas sequéncias desempenham em Loégica Intuicionista o mesmo papel que as férmulas

maximais em Loégica Cléssica.

51
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5.1 Teorema da Normalizacao

Definigao 37 (Segmento). Dada uma derivagao I1 em N;, uma sequéncia Ay, --- , A, de

ocorréncias de formulas consecutivas de uma linha de I1 € wm segmento, se:

a) Ay ndo é consequéncia de uma inferéncia Ey ou E3;
b) A; (para todo i < n) é premissa menor de uma inferéncia Ey ou E3;

c) A, nao € premissa menor de uma inferéncia Ey ou E3.

Usaremos as letras o, 7 (possivelmente indexadas) como meta-varidveis para segmen-
tos.

Notemos que, segundo esta definicdo, uma ocorréncia de férmula que nao seja conse-
quéncia ou premissa menor de uma inferéncia E\, ou F5 é um segmento (a condicao b) é
vacuosamente verdadeira) e notemos também que todas as ocorréncias de férmulas de um
segmento sao ocorréncias da mesma formula, que designamos a férmula do segmento.

Diremos que um segmento o estd acima de um segmento 7, se o segmento o pertence
a sub-derivagao que tem como conclusao a primeira ocorréncia de 7. Diremos que um

segmento o estd abaizo de um segmento 7, se o0 segmento 7T estd acima do segmento o.

Definigao 38 (Grau e comprimento de um segmento). Seja o um segmento. O grau de
o, que denotamos por grau(c), € igual ao grau da formula de o. O comprimento de o,

que denotamos por comp(o), € igual ao nimero de ocorréncias de formulas em o.

Exemplo 5. Consideremos a sequinte derivacao I1 em N;

(B |
[A]! AvB " [C]?
Avp ™ . [BvC]! (Av B)vC®” (AV B)vC®Y
AV(BVC) (AvB)vC® ' (AV B)v CY

\

= (AvB)vCY
Em II temos que:
- (a), (e) € um segmento de comprimento 2;
- (b), (d), (e) € um segmento de comprimento 3;

- (¢), (d), (e) € um segmento de comprimento 3;

as restantes ocorréncias de formulas sao segmentos de comprimento 1.

Definigao 39 (Segmento maximal). Um segmento o = Ay, --- , A, numa derivagdo diz-se

segmento maximal se:

Iyo

E\?
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a) A; € consequéncia de uma aplica¢do da regra de inferéncia L; ou de uma regra de

introducdo;

b) A, ¢é premissa principal de uma aplica¢ao de uma regra de eliminagado.

Observemos que uma férmula maximal (Definicao 32) é um caso particular de um seg-
mento maximal e que as ocorréncias de formulas que ocorrem num segmento maximal sao

ocorréncias de uma mesma férmula nao atémica.

No Exemplo 5 nao existem segmentos maximais. Na derivagao (2.4), da pagina 24, ha

um segmento maximal de comprimento 2.

Exemplo 6. Na derivagdo

[A A B)? [ANC)?
- 1 E/\l - 4 E/\l
A D], A D' |
(ANB)V (AAC) AAD® " AADY 7
AN DY B
A Enq
Doa

0s segmentos (a), (c) e (b),(c) sao mazimais.

Definigao 40 (Inferéncias redundantes). Numa derivacao, se uma inferéncia Ey ou F3
nao cancela qualquer hipdtese da sub-derivagao determinada pela premissa menor (no caso
E5) ou ndo cancela qualquer hipdtese de, pelo menos, uma das sub-derivagoes determi-

nadas pelas premissas menores (no caso E\ ) , entdo essa inferéncia € dita redundante.

Observemos que, devido ao cancelamento completo de hipoteses adoptado neste tra-
balho, dizer que uma aplicagdo de uma inferéncia F\, ou E3 é redundante equivale a dizer
que a férmula a cancelar nao é hipétese na sub-derivacao determinada pela premissa menor
(caso E3) ou em pelo menos uma das sub-derivagoes determinadas pelas premissas menores
(caso Ey).

Inferéncias redundantes numa derivagao podem ser facilmente removidas usando as

seguintes transformacoes:

Caso E\,.
[A]  [B]
Iy I, TII3
C v C
Iy Iy
D ~ D

)

com i € {2,3} e supondo que a regra E\, nao cancela qualquer hipétese em IT;.
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Caso FE73.
[Aly/z]]
II; 11,
J:A . B 5. %2
II3 II3
C ~ C

Notemos ainda que as transformagoes definidas anteriormente produzem derivacoes
com a mesma conclusao e a partir do mesmo conjunto de hipdteses da derivacao dada,

pela Proposicao 2.

Defini¢ao 41 (Derivagao normal). Uma derivagao em N; € normal se ndo contém qual-

quer segmento mazximal nem inferéncias redundantes.
Notemos que uma derivacao normal em N também é normal segundo esta defini¢ao.

Teorema 3 (Teorema da Normalizacao). Se ' -y, A entdo existe uma derivagao normal,

em N;, de A’ a partir deI”, onde A——* A ¢ T —=T1".
Demonstragao. Dada uma derivagao 1I em N;, define-se:

- g(IT) = max{grau(c) : o é um segmento maximal em IT}. Caso ndo existam seg-

mentos maximais em II, g(IT) = 0;
- segmaz(IT) = {0 : 0 é um segmento maximal em Ile grau(o) = g(II)};
- s(I) = X, esegmaz(n) comp(o) . Caso segmaxz(Il) = 0, s(II) = 0.

Consideremos, dados g, s € Ng,

I
Alg.s) = (vnem : ( I e (g(I),s(11) = (g.5) =

F/
= (EIH’ENi : E; eA—=Ael—=T'ell' ¢ normal)))
Mostraremos, por indugao na ordem lexicogafica em Ny x Ny, que:

v(g,s)ENoXNO A(gv S) .

Suponhamos que II é uma derivagao de A a partir de I', em V;, sem inferéncias redun-
dantes, e suponhamos que (g (IT) , s (IT)) = (g, s). Pretendemos mostrar que, em N;, existe
uma derivagao normal II' de A a partir de I, onde A—= A" ¢ T —=T".

Se II é uma derivagao normal, entao basta tomar II' = II. Caso contrario, temos g > 0
e s > 0. Seja o um segmento maximal, em II, tal que grau(c) = g e suponhamos também
que (i) nao existe nenhum segmento maximal de grau g acima de o e (i) nao existe ne-

nhum segmento maximal de grau g que esteja acima ou que contenha uma ocorréncia de
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férmula lateralmente conectada com a dltima ocorréncia de férmula de o 1.

1° caso. Se o é um segmento de comprimento 1, ou seja, se o é uma férmula maximal
entao o pode ser removido de acordo com as transformacoes apresentadas abaixo, depen-

dendo da introducao da qual o é consequéncia.

Caso In, I5 ou Iy. Usam-se as transformacgoes definidas no Capitulo 4 aquando da

demonstracao do Teorema 2 (Teorema da Normalizacao em Logica Cléssica).

Casol;. Usemos as transformagoes seguintes para remover a férmula maximal ¢ = B.

Seja E a eliminacao da qual o é a premissa principal.

(1) E tem uma premissa.

1
L IT;
11, 11,

(i) E=F~eB=CD>D.

IT;
L I Iy
¢oD * C, €1
D D
II3 II3
II= A ~ II"= A

'Demonstra-se a existéncia de tal segmento ¢ da seguinte forma:
- Seja 1 = {7 : 7 é segmento maximal em II de grau méximo e 7 satisfaz (i) };
- Dados 01,02 em Y11, dizemos que o2 esta a direita de o1 quando uma das ocorréncias de férmula de o2,
ou uma das ocorréncias de férmula de um prolongamento suficientemente longo em direcgao a conclusao
de 02, é uma férmula lateralmente conectada & direita com a tltima ocorréncia de férmula de o1 ou de um
prolongamento em direccao a conclusao de o1;
- Se o estd a direita de o1 ent@o o1 # o2 (i.e, a relagdo “estar & direita” é irreflexiva em .711);
- A relacdo “estar a direita” é transitiva em .#t;
- Se o em /1 nao satisfaz (ii) entdo existe, em .71, o’ a direita de o;
- Iremos obter em .¥j1 um segmento que satisfaga (i7) do seguinte modo. Escolha-se um segmento em .#11; se
o segmento escolhido néo satisfaz (i), entao escolhe-se outro & direita do anterior; e assim sucessivamente.
A irreflexibilidade e a transitividade garantem que os sucessivos segmentos escolhidos sad todos diferentes.

Como /41 é finito, é garantido que vamos escolher um segmento que satisfaca (i7) .
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(tit) E=FE3e B=3zxA.

onde II), é uma derivagao tal que Iy T; IT}, e Aly/x] é substituivel por II; em IT.

(iv) E=FE,eB=A;V A,

IT;
I [A1] - [Ag] L,
I § R 1 (A;)
C C
114 114
II= A ~ II"= A
onde I ; é uma derivacao tal que II;1q T; I}, e A; é substituivel por II; em
I,

Nos vérios casos anteriores, é assumido que a consequéncia das inferéncias 1 ;, explici-

tadas em IT”, nao é L. Caso contrario, bastaria simplesmente omitir estas inferéncias.
) M p

Caso I,.
I, (B] [C] 11
B, I I (B)
BvC ' D - 11},
D D
114 114
II = A ~ "= A

)

onde II, é uma derivacao tal que Iy T; IT, e B é substituivel por II; em IT}.

Caso Iy,. Analogo ao caso I, .

Caso I3.

II
Bty B/ (B )
I3 H2 H”[t/ ]
Iz B C g 21y

i i,

3
II= A ~ I = Al

onde II4 e II§ sao derivagoes tais que:

(1) IIf T; IT7 e B[t/x] é substituivel por II; em IT4, onde II} é tal que I, —=1I}

e y é substituivel por ¢ em I, e C" = C[t/y] é a conclusao de IT;
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(1) II4 é obtida de II3 efectuando as mesmas mudancgas de varidveis ligadas que foram

efectuadas na obtengao de II, a partir de IIs.

Observemos que, em todos os casos, produzimos, em N;, uma derivagao de A” a partir
* * . . ~ , ’ N
de I'”, onde A —= A" e T ——=T". (A justificacdo é andloga a apresentada aquando

da demonstragao do Teorema 2).

2° caso. Se o comprimento do segmento o é superior a 1, reduzimos o seu comprimento
aplicando as transformacoes definidas seguidamente. Seja F' a férmula de o. Tratamos
apenas o caso em que a eliminagao E de que a ultima ocorréncia de F' em ¢ é premissa
principal tem exactamente uma premissa menor G (os casos em que E tem zero ou duas
premissas menores sao andlogos). Temos dois casos.

1. A dltima ocorréncia da férmula F' em o é consequéncia de uma inferéncia FE\,.

[B] [C] (B] [C]
Hl H2 HS H2 H4 Hg H4
BvC F _F . 1, m F G_ F G
F MG, Bvc Db " "D _°
D D v
II5 II5
II = A ~ I = A

IT" é uma derivacao de A a partir de I' em N;; basta ter em atencao que, apesar da
inferéncia F em II ter sido substituida em II' por duas inferéncias da mesma forma cujas
premissas principais agora dependem das ocorréncias de B e de C, respectivamente, essa
situacao nao acresce qualquer dificuldade, pois, na eventualidade de E ser E5, as restricoes
a aplicabilidade nao dizem respeito a derivagao da premissa principal de FE.

2. A dltima ocorréncia da féormula F' em o é consequéncia de uma. inferéncia F5.

[Bly/z]] [Blz/z]]
15 Iy 1T, 115
3z B A I, 11, F G
F_ "~ a, S B D, "
D D :
Iy Iy
II = A ~ I = A

Y

onde z é nova em I3 e em D e I, = Il3[2/y]. Notemos que, nesta transformagao, im-
plicitamente, comecamos por efectuar uma mudanga de variavel critica na sub-derivagao
determinada pela conclusao da inferéncia F5 exibida em II. Esta mudanga de varidvel
garante que em II” a inferéncia F5 é valida. Esta observacao, juntamente com uma obser-

vacao analoga a do caso anterior, justifica que IT” é uma derivacao de A a partir de I em IV;.

Quer no 1°caso, quer no 2°caso, realizando uma anélise analoga a efectuada aquando da
demonstracao do Teorema 2 e atendendo que o segmento escolhido satisfaz as condigoes (i)

e (i1), mostra-se que (g(I"), s(II")) < (g, s). Deste modo, por hipdtese de indugao, temos
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A (g(I1"), s(I1")), ou seja, existe uma derivagao normal II' de A" a partir de I, em N; e
A T*> A e TV T*>F’ . De A T: A T*> A’ segue A T; A’ e analogamente

I‘Til-v_ ]

5.2 Corolarios do Teorema da Normalizagao

H&4 uma certa analogia entre os estudos da forma das derivagoes normais em Légica Cléas-
sica e em Ldgica Intuicionista, sendo até possivel estender alguns conceitos e proposicoes
apresentados no capitulo anterior.

Atendendo a que a conclusao de uma aplicacdo de uma inferéncia F, ou E3 nao
é necessariamente uma subféormula da premissa principal dessa inferéncia, e com o in-
tuito de conservar vélido o principio da subférmula, generaliza-se a nogao de ramo de
uma derivacado, generalizacao essa que nao passa apenas por considerar segmentos como

unidades em vez das ocorréncias de férmulas.

Definigao 42 (Caminho). Uma sequéncia de formulas Ai,--- , A, € um caminho numa

derivacdo 11, em N;, se e so se:
a) Ay é uma folha de II que ndo € cancelada por uma inferéncia Ey ou E5;

b) Para cada i < n, A; nao é premissa menor de uma inferéncia E- e:

i. A; nao é premissa principal de uma inferéncia Fy ou E3 e A;11 € a ocoréncia
de formula imediatamente abairo de A;;

ou

ii. A; € premissa principal de uma aplicagdo o de uma inferéncia E\, ou F3 e A;jyq

€ uma hipotese cancelada pela aplicacdo o;

c) A, é a premissa menor de uma inferéncia E~; ou conclusao de II; ou premissa
principal de uma aplicacdo o de uma inferéncia E\ ou E3 tal que o mao cancela

qualquer hipotese.

Se A, € a conclusdo de Il o caminho diz-se principal.

Usaremos a letra § (possivelmente indexada) como meta-varidvel para caminhos e de-

notamos por Caminhos(II) o conjunto {J : § é um caminho de IT}.

Observemos que, segundo esta definicao, numa derivagao normal, a tltima ocorréncia
de férmula de um caminho é sempre uma premissa menor de uma aplicacao da regra F-
ou a proépria conclusao da derivagao.

Observemos também que um caminho pode ser dividido em varios segmentos conse-

cutivos (compostos, muitas das vezes, por uma dnica ocorréncia de férmula). Assim, dado
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um caminho 4, ele pode ser visto como uma concatenacao de uma sequéncia de segmentos,

podendo ser escrito da seguinte forma
A1,17 A1,27 e 7A1,TL17A2,17 A2,2a e 7A2,n2a e 7Ak,17 Ak‘,?a e 7Ak,nk;

onde para cada ¢ < k, A;1,---,A;,, ¢ um segmento o; de §. A sequéncia oy,--- ,0%

denomina-se de sequéncia de segmentos de 6.

O exemplo seguinte ilustra varios caminhos de uma dada derivacao.

Exemplo 7. Consideremos em N; a derivacdo:
®)v,¥,(A D B) .
O%y(A > B)w/s]
DA B)w/e)lz/y] — DlAlw/a)/y]

o)

®[(Afuw/a])[=/y]]" O Bw/a)lz/] |
W¥.3,4 O((ANB)w/a])lz/y] |
)3, Afw/a] (193, (A A B)[w/a]
(1D3,(ANB)w/a] | i
2y, 3,(AANB)

As sequéncias indicadas a sequir ilustram os trés caminhos presentes na derivag@o:
- 011 (1),(2),(3),(9), (10), (11), (12) ;

- 021 (1),(2), (4);

- 03:(5),(6),(7),(8),(9), (10), (11), (12).

A sequéncia de segmentos do caminho 01 é: (1), (2), (3), (9),(10),(11), (12).
N A2

o1 o9 o4 o4 o5 g6
Os caminhos 61 e 03 sao caminhos principais de I1.

Para descrever a forma das derivacoes normais precisamos de estender alguma termi-

nologia a segmentos.

Definicao 43. Um segmento o de formula F' de uma derivacao 11 em N;, diz-se:
a) um segmento do topo se a primeira ocorréncia da formula F' de o é uma folha;
b) um segmento final se a dltima ocorréncia da formula F de o € a conclusao de I1;

¢) uma consequéncia de uma aplicacdo de uma regra de inferéncia R se a primeira

ocorréncia da formula F' de o € a consequéncia da inferéncia R;

d) wma premisa (principal ou menor) de uma aplicagdo de uma regra de inferéncia R se
a ultima ocorréncia da férmula F de o € premissa (principal ou menor) da inferéncia

R.
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Proposicao 17 (Forma das derivagoes normais). Seja I1 uma derivagio normal em Nj; e
6 um caminho de 11, e seja o1, -+ ,0, a sequéncia de segmentos de 6. Entao existe um
segmento o;, chamado segmento minimo de 0, o qual separa 6 em duas partes (possivel-
mente vazias), designadas por “parte de eliminagéoes” (parte E) e por “parte de introdugoes”

(parte 1) de &, com as sequintes propriedades:

i. Cada o; pertencente a parte E (i.e, j < i) é premissa principal de uma aplicac¢do de
uma regra de eliminagao e a férmula que ocorre em o1 € subformula da que ocorre

em oj;

ii. 0; (desde que i # n) é uma premissa de uma aplica¢ao de uma regra de introdu¢ao

ou da regra 1;;

iii. Cada o pertencente a parte I, exceptuando-se o iltimo, (i.e, i < j < n) € premissa de
uma aplicagcao de uma regra de introducao e a formula que ocorre em o é subférmula

da que ocorre em ojy1.
Demonstragao. Demonstragao andloga a demonstracao da Proposigao 16. O

Definicao 44 (Ordem de um caminho). Dado um caminho § de uma derivag¢io sem
inferéncias redundantes, define-se a sua ordem, que denotamos por ordem(d), do sequinte

modo:

a) todo o caminho principal tem ordem zero;

b) um caminho que termina numa premissa menor de uma aplicagcao E~ tem ordem

p+ 1, se a premissa principal dessa aplicacdo pertence a um caminho de ordem p.

Lema 6 (Existéncia de um caminho). Numa deriva¢ao normal em Nj, cada ocorréncia

de formula pertence a um caminho.

Demonstragao. Por inducao em IT, mostremos P(II), onde P(II) sse, para toda a ocorrén-
cia A, em II, existe § € Caminhos(II) tal que § contém A.
Relativamente ao Lema 5, as novidades sao os casos relativos as regras E\ e F3. Como

estes dois casos sao andlogos, apresentamos apenas um.

Caso E,. Seja
[A1]  [As]
T, I, 1II3
A1V As C C
I1= C

Ey

suponhamos P(I1;), P(Il) e P(Il3) e mostremos P(II).
Seja 61 um caminho de II; que termina na conclusao de II;. Seja do um caminho de

I que comece na hipdtese A; (a existéncia desta hipdtese é garantida porque II nao tem
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inferéncias redundantes). Seja 04 igual a 2, caso d2 nao termine na conclusao de Iz ; caso
contrario, 05 é o prolongamento de dy com a conclusao de II. Seja d3 um caminho de II3
que termina na conclusao de II3. Seja 04 igual a d3, caso d3 ndo comece numa hipétese As;
caso contrario, 0% é 01 seguido de 3.

Seja A uma ocorréncia em II. Temos quatro casos. (i) A é ocorréncia em II;. Seja §
um caminho em II; que contém A. Um caminho de II que contém A é §, eventualmente
seguido de 05, caso § termine na conclusao de II;. (ii) A é ocorréncia em Ily. Seja § um
caminho de Iy que contém A. Entao um caminho de IT que contém A é §, eventualmente
antecedido de d; (caso § comece numa hipdtese Ap), e eventualmente prolongado pela
conclusao de II (caso ¢ termine na conclusao de Ily). (iii) A é ocorréncia em II3. Andlogo
ao caso anterior. (iv) A é conclusao de II. Um caminho de IT que contém A é &5 prolongado

com a conclusao de II. O

O principio da subférmula é mais elegante em Lodgica Intuicionista que em Ldgica

Classica.

Coroléario 4 (Principio da subférmula). Cada ocorréncia de férmula numa derivagdo
normal de A a partir de I', em N;, € subformula de A ou subférmula de alguma formula
deT.

Demonstragdo. Demonstragao andloga a demonstragao do Coroléario 2, usando o Lema 6
em vez do Lema 5. Note-se que agora a demonstracao ¢ por indugao sobre a ordem de um
caminho, e PSF (B, A,T) significa que a ocorréncia B é subférmula de A ou de alguma

féormula de I" (pois nao ha inferéncias RAA na derivagao). O

Corolério 5 (Teorema da separagao). Se Il € uma deriva¢ao normal de A a partir de T,
em N;, entdo as unicas regras de inferéncia que ocorrem em Il sao as regras de inferéncia

relativas aos simbolos l0gicos que ocorrem na formula A ou nalguma férmula de T'.

Demonstragao. Imediata pelo Corolario 4, e porque as regras de inferéncia tém a seguinte
)
propriedade: se a regra é relativa a um determinado simbolo logico, entao esse simbolo

légico ocorre numa das premissas ou na consequéncia da regra. O
Corolario 6 (Consisténcia). L ndo é teorema de N;.

Demonstragao. Demonstragao andloga a do Corolédrio 3, substituindo ramo por caminho

e utilizando a Proposicao 17 em vez da Proposicao 16. O
Corolario 7 (Propriedade da disjungao e do quantificador existencial).

i. Se- AV B entaot+ A ou+ B.

ii. Sel 3z A entao - A[t/x] para algum t.
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Demonstragdo. Como as demonstracoes das propriedades sdo analogas, demonstraremos
apenas a propriedade da disjuncdo. Seja II uma derivagdo normal de A V B a partir de
() em N; e § um caminho principal de II. Vejamos que a ultima inferéncia de II é uma
aplicagdo de uma regra de introduc@o (necessariamente a inferéncia Iy, ou Iy, ), ou seja,

que a derivacao II é da forma:

IT, 11,
A Iv, B Iv,
AV B ou AV B

Se assim for, a demonstracao estd concluida, pois II; é derivacao de A a partir de () e Il
¢ derivacao de B a partir de ().

Se a ultima inferéncia de II é uma aplicagao de 1 ;, entdao temos uma derivacao de L a
partir de () e, consequentemente, IV; nao é consistente, o que contradiz o Coroldrio 6. Se a
dltima inferéncia de IT é uma aplicagao de uma regra de eliminagao, entao pela Proposicao
17, a parte I do caminho J é vazia e, consequentemente, a primeira ocorréncia de § nao é
cancelada, o que contradiz o facto de II ser uma derivacao de AV B a partir de (). Assim,

a ultima inferéncia de II é de facto uma aplicacdo de uma regra de introducgao. O

Esta demonstracao diz mais que o Corolario 7. Como uma derivacao de AV B a partir
de () termina numa introducao, a premissa dessa introducao diz qual das componentes da
disjuncao é teorema. Andlogamente, uma derivacao de dz A a partir de () termina numa
introdugao cuja premissa contém um termo ¢ tal que A[t/z] é teorema.

O préximo resultado mostra que Teo(N;) C Teo(N,).

Coroléario 8 (Terceiro excluido). Seja A uma férmula atémica diferente de 1. Entdo

AV =A ndo € teorema de Nj.

Demonstragdo. Suponhamos que existe uma derivacdo normal II de AV —A a partir de
(), em N;. Seja 0 um caminho principal de II. Por argumentos andlogos & demonstragao
anterior, conclui-se que a tltima inferéncia de II é uma regra de introdugao. Assim, Il tem

uma das seguintes formas

II; IIs
A Iy _‘A T
AV—=A ' ou AV-A

V2

Se a tdltima inferéncia de II; ou Ils é uma aplicagao da regra 1; ou uma eliminagao, a
primeira ocorréncia de § é uma hipdteses nao cancelada, o que contradiz o facto de II ser
uma derivagao a partir de (). Em relagao a II;, nao hé mais casos. Em relagao a Ilo,
resta ainda um caso, que é a ultima inferéncia ser uma instancia de I5. Nesse caso, a
premissa dessa inferéncia é uma ocorréncia de L, a qual é a férmula minima do caminho
6. A primeira férmula de § é, entao, cancelada por essa inferéncia I, pelo que é uma

ocorréncia de A. Como A é atémica, a parte E de § é vazia. Assim, a férmula minima de
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0 é a primeira ocorréncia do caminho, logo A = 1. Absurdo.
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Apeéndice A
Substituicao

Seguem-se as demonstragoes de alguns resultados do Capitulo 3.

Proposicao 7. Sell € uma derivacdo de A a partir de ' em S e a varidvel x é substituivel

pelo termo t em II entdo I1[t/x] € uma derivacao de Alt/x] a partir deT[t/z] = {B[t/z] : B € T'}.

Demonstragao. Por indugao em II.

Caso base. Il é uma arvore com uma s6 formula A. Consideremos que I é uma derivacao
a partir de I', ou seja, A € I'. Ora, a derivacao II[t/z] é Alt/z]. Como A[t/z] € T'[t/x],
I1[t/x] é uma derivagao de A[t/z] a partir de I'[t/x].

Caso Fy. Suponhamos que
r
08|
Vz B ,
m=Bl/ "

com z substituivel por ¢ em B e z substituivel por ¢ em II. Pretendemos mostrar que
I1[t/x] é uma derivagao de (B[t'/z]) [t/z] a partir de T'[t/z]. Ora
[t /]

I [t/ x]
(Vz B) [t/ x]

W[t/z] = B([¢'/2])[t/] .

Notemos que sendo x substituivel por ¢ em II entao x também é substituivel por ¢ em II;.
Por hipétese de inducao I1;[t/z] é derivacao de (Vz B)[t/x] a partir de I'[t/z]. Falta ver
que a ultima inferéncia de II[t/x] é uma inferéncia vélida da regra Ey. Temos dois casos.
1. Se x # z e z ¢ Var(t) entdo, usando o Lema 2,

Uft /]

I [t/ x]
Vz Blt/z]

M[t/x] = (B[t/«))[t'[t/]/] -

65
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Em particular, o Lema 2 garante que z é substituivel por ¢'[t/z] em B[t/z], pelo que a
ultima inferéncia de I1[t/x]| é uma aplicacao vélida da regra Ey.
2. Se x = z ou z € Var(t). Notemos que, se z € Var(t), entdo = ¢ Liv(B) (caso
contrario x nao seria substituivel por ¢ em Vz B). Entao, quer no caso = z, quer no caso
z € Var(t), tem-se (Vz B)[t/z] = Vz B. Tem-se também Blt'/z][t/x] = B[t'[t/x]/z], isto
porque, em ambos 0s casos, as Unicas ocorréncias livres de  em B[t'/z] sdo as de . Logo
I'[t/x]
I, [t /]

Vz B
I[t/x] = B[t'[t/x]/7z] .

Falta apenas ver que z é substituivel por ¢'[t/z] em B. Suponhamos que nao. Temos

entao a seguinte situagao de captura
t'[t/x]

!

B = Qy ( z ) ’

comy € Var(t'[t/z]) ey # =.
Daqui concluimos que:
-y & Var(t'), caso contrario z nao seria substituivel por ¢’ em B;
- x € Var(t'), caso contrdrio #'[t/z] =t e z ndo seria substituivel por ¢ em B 1;

-y € Var(t), caso contrario nao teriamos captura, isto é, terfamos y ¢ Var(t'[t/x]).

Mas entao terfamos uma nova situagao de captura
¢

}
B[t' /2] = Qy( t ) ’

pois z € Var(t') e y € Var(t). Isto é, x ndo seria substituivel por ¢t em B[t'/z]. Absurdo.
Caso I5. Anélogo ao caso Fy.

Caso Iy. Suponhamos que

I
II;
Bly/7] |
"
M= Vv,B ',

com:
(i) y = z; ou: y nao ocorre livre em B e z é subst. por y em B;

(14) y nao ocorre livre nas hipéteses de II;.

(791) x é substituivel por ¢ em II; consequentemente, y # x e y ¢ Var(t).

! Argumento alternativo: x € Var(t)), caso contrario t'[t/z] = t' e terfamos a contradicio y ¢
Var(t'[t/z]) ey € Var(t'[t/x]).
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Pretendemos mostrar que II[t/z] é uma derivacao de (V,B) [t/x] a partir de T'[t/z].

Ora
[t/ x]
I [t/x]
(Bly/z]) [t/x]
Uft/z] = (V:B)[t/z] . (%)

Notemos que, sendo x substituivel por £ em II, entao x também é substituivel por t em
IT;. Por hipétese de indugao I1;[t/x] é derivacdo de Bly/z|[t/z] a partir de T'[t/z]. Falta
ver que a ultima inferéncia de (%) é uma aplicacao valida da regra Iy. Temos trés casos.

1. Se x = z entao
L[t/x]
I [t/ 2]
Bly/z]
jt/x] = V.B

Dada a hipétese (i), falta apenas ver que y nao ocorre livre nas hipéteses de II;[t/x]. Ora
isto estd justificado por (i) e por y ¢ Var(t).
2. Se x # z e z ¢ Var(t) entao

Bly/z|[t/z] = Blt/z][y[t/z]/z] (Lema 2)
= Blt/]ly/7] (y # z)
donde
L[t/x]
I, [t/ z]
(B[t/x])[y/=]

It/x] = VzB[t/z]

A dltima inféréncia é valida porque:

- y nao ocorre livre em Blt/x], pois y ¢ Var(t) e y nao ocorre livre em B;

- z é substituivel por y em Blt/x], pois z ¢ Var(t) e z é substituivel por y em B;

- y nado ocorre livre nas hipéteses de I1;[t/x] pelas mesmas razoes do caso anterior.
3. Sex # zeze Var(t). Entdo x ¢ Liv(B), caso contrario z nao seria substituivel por ¢
em V. B, o que contradiz = ser substituivel por ¢t em II. Logo, como x # y, x ¢ Liv(B[y/z]).

Entao
I[t/x]
I, [t/x]
Bly/z]
Ijt/x] = VzB

Dada a hipdtese (i), falta apenas ver que y nao ocorre livre nas hipdteses de I1;[t/z]. Ora

isto estd justificado como nos casos anteriores.

Caso F3. Anélogo ao caso Iy.

Restantes casos indutivos. Seguem da aplicacdo rotineira das hipéteses de indugao. [
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Lema 4 Sejam A uma formula, t um termo, x, y e z varidveis em que y € nova em A,

y & Var(t) e z € substituivel por t em A. Entdo o4 (A[t/z]) = a%(A)[t/z].

Demonstragdo. Por inducao em A.
Se z ¢ Liv(A) entdao z ¢ ai(A). Deste modo, a%(A[t/z]) = ad(A) = ad(A)[t/z].
Suponhamos doravante que z € Liv(A). Logo z # y (porque y é nova em A).

Caso A € Fo™™, A atémica entdo também A[t/z] é atémica e ab(A[t/z]) = Alt/z] =

az(A)[t/z].

Caso A = A; X Ay. Suponhamos que A = A; X As com X € {A,V,D} e A1, Ay € Fg.

ar(Aft/2]) = of((A1 R Ag)[t/z])

(Axft/z] B Ag[t/2])
( [
(

= «

Yy
aY(Aq[t/2]) B ad(Aslt/2])
#(A)[t/2] B oz (A2)[t/2]
af (A1) K af(Ag))[t/2]

az(A)[t/2]

Il Eu I
o

Caso A = Qw B. Suponhamos que A = Qw B. Entao z # w porque z € Liv(A).
Temos dois casos.

1. z # w.

az((Qw B) [t/z])

az(Qw B[t/2])

Qu af(B[t/2])

Qu (oZ(B)[t/2])

(Qu az(B))[t/z]

az(Qw B)[t/2]

= az(A)[t/2]

2. z = w. Como z é substituivel por t em A e como z € Liv(A) entao x ¢ Var(t).

az(Alt/2])

I EH 1

az(Alt/2]) = az((QuB)[t/z])
az(Qu Blt/2])
Qy (az(Blt/2])]y/z])
2(B)[t/2]ly/x])
Qy (az(B)[y/=[t/z])
(Qy (az(B)ly/=]))[t/=
y

|
Q

(a

I Eu I

Qy
Qy

—
*
~

]

(Qu B)[t/z]
az(A)[t/z]
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(x) Pelo Lema 2 e ty/z] = t.

Vejamos que as condicoes de aplicabilidade do Lema 2 sao satisfeitas:

(1) z# y elogo z ¢ Var(y).

(i1) z é substituivel por ¢ em af(B). Suponhamos que nao. Entao temos a seguinte

situacao de captura

~

a¥(B) = Qu( z ) ;

comv € Var(t). Logo v # y. Entdo, como z # z, a ocorréncia de z exibida continua

a ser livre em

B=—Qu(— 2 —)—

donde, como z # w, a ocorréncia de z exibida continua a ser livre em

A=QuwB = Qu( z ) ,
o que contradiz o facto de z ser substituivel por ¢t em A.

(i11) x é substituivel por y em o4 (B)|[t/z]. Suponhamos que ndo. Entao temos a seguinte

situacao de captura

i~

od(B)[t)2] = Qy ( T )

Como z ¢ Var(t), temos

o que contradiz o Lema 3.

Proposigao 8 Seja Il € uma derivacao de A a partir de I' em S.

i. Se y uma varidvel nova em 11, entdo a4 (Il) é uma derivagao de o(A) a partir de
a4(T).

Demonstracao. i. Por inducao em II.

Caso base. II é uma drvore com uma s6 férmula A. Logo A € I'. Entao a%(I) = a4(A)

¢ derivagao de a%(A) a partir de o (T), pois ai(A) € a4 (T).

Caso Iy. Suponhamos que

Blw/z]
II= VzB
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com:
(1) w=z;ow w¢ Liv(B) e z é substituivel por w em B;

(71) w nao ocorre livre nas hip6teses de I1;.

Por hipétese de indugao, a%(I1;) é derivagio de a4 (Blw/z]) a partir de a4 (T"). Ora

a4 (T)
a%(Hl)
ax(Blw/2])
od(Il) = a4 (VzB) . (%)

Falta apenas ver que a tltima inferéncia de (x) é uma aplicacao valida da regra Iy. Temos
dois casos.

1. z = z. Entao

a4 (Blw/z]) = o4(B)w/z] (Lema 4)
= ax(B)ly/zllw/y] (y nova)

b) (V2 B) = Vy az(B)[y/2];

c)
az(T)
a%(Hl)
oz (B)ly/z][w/y)
od(I) = Yy ai(B)[y/2]

Quanto as condicoes de aplicabilidade, w nao ocorre livre nas hipéteses de o (Ily),
. s . 1 d h ,t d Yy H ~ .« .

porque as varidveis livres das hipdteses de az(Il1) sdo as mesmas que as variaveis

livres das hipéteses de II;. Supondo que w # y, temos ainda duas condigoes para

verificar:

- w ¢ Liv(ad(B)[y/z]). Se w = z é imediato; caso contrédrio segue de w ¢ Liv(B)
ew #y.

- y é substituivel por w em o (B)[y/z]. Se nao fosse, terfamos a seguinte situagao

w

A(B)y/s) = — Qu(—— Yy ——) ——

de captura

donde viria, por w # y e y nova,

Be—Qu(—7—)— -

o que contradiz o facto de z ser substituivel por w em B.
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2. z # z. Entéo, aplicando o Lema 4 a premissa da tltima inferéncia de (*), obtemos

az(T)
ar(ITy)
ai(B)[w/ ]
ad(Il) = Vzai(B)

Quanto as condigoes de aplicabilidade, w nao ocorre livre nas hipéteses de o (Il;), pelas
mesmas razoes do caso anterior. Suponhamos que z # w. Temos ainda duas condigbes

para verificar:
- w ¢ Liv(ad(B)). Segue de w ¢ Liv(B).

- z é substitufvel por w em o%(B). Se nao fosse, terfamos a seguinte situagao de

captura 1”

az(B) = Qu ( z )

Entao haveria dois casos a considerar. Se w # x, entao como z # x a ocorréncia

exibida de z seria ainda livre em

Be—Qu(—z—)— -

o que contradiz o facto de z ser substituivel por w em B. Se w = z, entao z ¢ Liv(B)

(porque y é nova). Mas novamente a ocorréncia exibida de z seria livre em

B= Qx ( z ) ,

o que é absurdo.

Caso E5. Anélogo ao caso Iy.

Caso FEy. Suponhamos que
r
ITq
Vz B ’
II=Blt/2]

com z substitufvel por ¢t em B. Por hipdtese de indugao, % (Il;) é derivagao de a4 (Vz B)
a partir de o(T"). Ora
af(T)
az(hh)
a4 (Vz B)

of(I) = az(Bt/z]) . ()

Falta apenas ver que a ultima inferéncia de (%) é uma aplicagdo vélida da regra Ey.
Temos dois casos.

1. z = z. Entao
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a) a4 (B[t/)z]) = ad(B)[t/z] (Lema 4)

= az(B)[y/?][t/y] (y nova)
b) az(Vz B) = Vy az(B)[y/z];

)
af(T)

o (1)
Vy ai(B)ly/2]
af (1) = az(B)[y/z][t/y] -

Quanto & condicao de aplicabilidade, y é substituivel por ¢ em a4 (B)[y/z], porque,

caso contrario, terfamos a seguinte situacao de captura
t

!

az(B)ly/z] = —— Qu ( y ) ’

com w € Var(t), donde viria, por y nova e w # y,

=— Qu( z ) )
o que contradiz o facto de z ser substituivel por ¢t em B.

2. z # z. Entao, aplicando o Lema 4 & conclusao de (%), obtemos

as(T)
Oz%(Hl)
Vz a4 (B)

af(Il) = az(B)[t/z] -
Quanto & condigao de aplicabilidade, z é substituivel por ¢t em ¥ (B), porque, caso con-

trario, teriamos a seguinte situagao de captura

i

az(B) = Qu ( ) ’

com w € Var(t). Entao haveria dois casos a considerar. Se w # y, entdo, como z # z, a

ocorréncia exibida de z seria ainda livre em

Be—Qu(— 27— ) — -

o que contradiz o facto de z ser substituivel por ¢ em B. Se w = y, entdao y € Var(t)
e portanto z ¢ Liv(B) (caso contrdrio y nao seria nova, pois ocorreria em Blt/z]). Mas

novamente a ocorréncia exibida de z seria livre em

B = Qz ( z ) )

o que é absurdo.
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Caso I3. Anélogo ao caso Fy.

Restantes casos indutivos. Seguem da aplicacao rotineira das hipéteses de indugao. [

Proposicao 9. Em S, se Il € uma derivacao de A a partir de 'y, Ily € uma derivacdo

de B a partir de I's e B® € uma ocorréncia de B como hipotese de I, entao:

i. se B ¢ substituivel por Iy em I1; entao 111[Ila/B] € uma derivagao de A a partir de
Ly U (I \ {B});

ii. se B° ¢é substituivel por Ils em I1; entao I1;[Ila/B°] é uma derivag¢io de A a partir
de 'y UT.

Demonstragao. Comecemos por provar a primeira afirmacao, por inducao em II;.

Caso base. II; é uma 4rvore com uma sé6 férmula A donde A € I'y. Temos dois casos.
1. A= B: A[lly/B] =1l3 e Il é derivacao de A = B a partir de I's C Ty U (I'y \ {B});
2. A# B: A[ll/B] = A e A é uma derivacao de A a partir de:

{A} = {A}\{B} (porque A # B)
c I\ {B} (porque {A} CT})
C Lui\{B})

Caso Iy. Suponhamos que
1Ty
Cly/x]
H1 = VaC ; y

com:
(1) y=u=x;ou y¢ Liv(C) e x é substituivel por y em C;

(i) y ndo ocorre livre nas hipdteses de II].

IT} é uma derivagao de Cly/z] a partir de 'y e B é substituivel por Iy em II}; logo, por
hipétese de indugao, IT}[II2/B] é uma uma derivagao de C[y/z] a partir de 'y U(I'1 \ {B}).

Tem-se ,
IT} 115/ B]

Cly/x]
Falta apenas ver que a tltima inferéncia de (*) é uma aplicagao valida da regra Iy :

- por (i), y = z; ow: y ¢ Liv(C) e x é substituivel por y em C;

- y nao ocorre livre nas hip6teses de IT [IIa/ B] porque y nao ocorre livre nas hipdteses

de IT} (por (ii)) e porque B é substituivel por I em II;.
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Caso E73.

com:

(
(
(i
(
(

Suponhamos que

APENDICE A. SUBSTITUICAO

[Cly/x]]
oI
dz C D B
Hl = D )

y=ux;ou y ¢ Liv(C) e x é substituivel por y em C;

y nao ocorre livre nem em D nem nas hipdteses de I} diferentes de Cly/z];

IT} derivagao a partir de I'};

IT7 derivagao a partir de I'Y U {C[y/z]}, com Cly/z| ¢ TY;

I, 2T uTy.

Como B é substituivel por Iy em IT} e II{ entdo, por hipdtese de indugao, I} [IIz/B]
é uma derivagao de 3,C a partir de I's U (I} \ {B}) e II{[IIs/B] é uma derivagao de D a
partir de o U ((I'{ U Cy/x]) \ {B}). Tem-se

I, [IIs/B] =

[Cly/x]]
I} [Ily/B] TI{[My/ B]
dx C D
D . ()

A ltima inferéncia de (x*) é uma aplicagao vélida da regra E3 porque:

- por (i), y =x; ow: y ¢ Liv(C) e x é substituivel por y em C;

- por (ii), y ndo ocorre livre em D;

- y nao ocorre livre nas hip6teses de II{[II2/B] diferentes de Cly/z] porque B é sub-

N

N

stituivel por IIs em II; e porque y ndo ocorre livre nas hip6teses de II{ diferentes
Cly/=] (por (ii)).

A derivacao (**) é uma derivacao a partir de I'o U (I'1 \ {B}) pois:

'y U
'y U
Ty U |((

(T
(T
(T
(

Ly U (T \ {B})

I\ABYH U [[T20 (07 U{Cly/2I) \ {BH] \ {Cly/=]}]
"\ {B}) U U ('Y \ {B}) (teoria de conj.)
UTY)\ {B}]

(teoria de conj.)
(MUY € Ty)

restantes casos indutivos: Seguem da aplicacao rotineira das hipéteses de indugao.

Quanto a segunda afirmagdo da proposicao, uma demonstracao andloga a anterior

prova que II;[II3/B°] é uma derivacao, sendo apenas necessaria uma ébvia adaptagao do

caso base. Nesta segunda inducao, todos os argumentos acerca do conjunto das hipdteses

podem ser omitidos. Dado que II;[II3/B] é uma derivacao a partir de I'; U (I'; \ {B}),
entao II; [IIz/B°] é uma derivagao a partir de (I';U (I \{B}))U{B}. Este tltimo conjunto

é simplesmente 'y UT'; porque B € I'; (dada a existéncia da ocorréncia B°). ]
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