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Resumo

A experiéncia no ensino da Matemética, em espaoi&nsino Secundério, e nomeadamente
no ensino do Calculo Infinitesimal, fez com que de$rontassemos com a realidade que é o
ensino/aprendizagem do conceito matematico de tefmi

Ficamos com a percepgdo que existem inUmeras Iddides inerentes ao
ensino/aprendizagem deste conceito matematico,eofepi com que nos surgissem diversas
guestodes:

. Porque se torna téo dificil, para os estudantestudo deste conceito?

. Quando comecou a ser estudado este conceiteeladeiensino secundario/liceal?

. Como se tem enquadrado este conceito, nos ds/pregramas e niveis de ensino?

. Como tem sido feita a abordagem deste conceite Ib@s manuais escolares, nos

diversos programas da disciplina?

. Que “obstaculos” a aprendizagem podem ser eragpgrnesses manuais?

. Como tem evoluido a pratica deste conceito, sass@muais?

Os exames estdo de acordo com essa pratica, entacolé as indicagdes programaticas?

Neste trabalho procuramos encontrar respostaseptas questdes, comegando por realizar um
enquadramento histérico e uma andlise das aborslagigoraticas deste conceito, no ensino
secundario, em Portugal. Assim:

No Capitulo | introduzimos origens historicas résppages ao conceito de limite.

No Capitulo Il reflectimos sobre o papel desempdahpelas definicbes em Matemética.
Explordmos, em especial, as definicbes de limigeisgo Heine e segundo Cauchy.

No Capitulo Il coligimos uma série de programasMkgematica para os ensinos Basico e
Secundario e que atravessaram, em particular,s@giseeformas educativas em Portugal

No Capitulo IV analisamos manuais escolares poeggg dos ensinos Secundario/Liceal e
Universitario e que atravessam, em geral, o sédlo

No Capitulo V detivemo-nos numa analise de exame®nais para 0s quais o conceito de
limite estaria, por defeito, ligado.

Registdmos, em jeito, de notas conclusivas, 0 na@ssdimento quer relativamente a
investigacdo desenvolvida, quer no que respeitasaiyeis trabalhos futuros. Uma longa, mas
nao exaustiva, lista bibliografica encerra, finahitee esta dissertacéo.



Abstract

The experience in teaching Mathematics at a seegrsd¢hool, namely Infinitesimal Calculus,
has prompted the reality of teaching/learning tbecept of “Limit”. We have come across
countless difficulties in teaching/learning thistheamatical concept, which gave rise to several
questions, which are as follows:

. Why is this concept so difficult to grasp by stats?

. When did this concept start being taught at seagrftighschool level?

. How as this concept fitted the several syllamg @aching levels?

. How has the approach to this concept been inbeaks, in the several syllabuses?

. Which “hinderances” to learning can be foundhoge text books?

. How as the practice of this concept evolued aséhtext books?

. Are the exams in accordance with that practiabwith the syllabus guidelines as well?

This project has sought to find the answers toghpgestions, by starting with the historical
frames and analysis of the approaches and prauitites concept of limit, mainly, at secondary
school level, in Portugal.
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“E, alias, por isso que nenhum objecto pode atiagielocidade da luz. Se o fizesse, a
sua massa tornar-se-ia infinitamente grande, orggeereria uma energia infinita para
movimentar esse objecto. Ora, isso ndo pode seréP®dai que se diga que a velocidade
da luz é a velocidade limite do universo. Nada @epgualar, se um corpo a igualasse, a
sua massa tornar-se-ia infinitamente grande.”

“A Formula de Deus”
José Rodrigues dos Santos
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CAPITULO |

1. Introducéo

“Gracas ao conceito de limite, a analise
matematica esta hoje construida com rigor
l6gico inigualavel, superior ao da geometria dos
gregos’

(Silva & Paulo, 1956)

Sabemos, através dos inimeros estudos realizagles na iniciacdo & area da Matematica
denominada de Andlise (ou Calcdldpfinitesimal a maioria dos obstaculos que os @sun
enfrentam estédo relacionados com os conceitos ratiters de “limite” e de “infinito”.

Além disso, refere Schubring (Schubring, 2005)@xeitos, na Andlise, hdo podem ser vistos
de uma forma isolada, mas como conexfes dentrondesérie de conceitos basicos, que para
Bohlmann, em particular, sdo: nimero, funcao etdimi

Tendo em consideracdo a fase tardia em que esteseits foram rigorosamente
formalizados, dentro da histéria da Matematica,imduzidos a pensar, se outras razées ndo
houvesse, que se tratam de conceitos de grauidedhifde elevado.

O denominado Célculo Infinitesimal, que est4 nayer do estudo dos “Limites”, teve
oficialmente o seu inicio no século XVII, com o liég Isaac Newton e o alemdo Gottfried

! Veja-se, por exemplo, (Projecto AHA, Heuristic Apach to Analysis (Hauchart and Schneider, 1996)
(Robert & Speer, 2001)

2 A designacdo de “Célculo” é uma expressédo siroplifa usada pelos mateméticos para se referirem &
ferramenta usada para analisar, qualitativamentequantitativamente, variacdes que ocorrem em
fendbmenos de natureza fisica.
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Leibniz. Contudo, nem o inicio foi acidental, réaude muitos séculos de reflexdes afins sobre os
conceitos nem a “paternidade” do assunto que Briafr Newton e a Leibniz foi desprovida de
conflitos.

Segundo Kline (Kline, 1959) j4 os contemporaneoblewton (e de Leibniz) consideravam o
Célculo como sendo uma coleccdoidgénuas falacia®e mais de um século apés, Lagrange,
(1736-1813) considerava esta area do saber matemgtiuco sélida, embora apresentasse
resultados correctgsrque os erros se anulavam uns aos ouffasnbém D’Alembert, em finais
do mesmo século XVIII, alertava os estudantes ag ga Calculo, iriam necessitar de fé para
poderem prosseguir a sua aprendizagem.

A partida, para o ensino destes conceitos como @aasino de quaisquer outros conceitos
matematicos, o professor, mesmo cumprindo as agéas programaticas, necessita de efectuar
opcdes a varios niveis, as quais almejam, coma derimaginar um ensino com Sucesso, isto &,
uma aprendizagem/compreensdo dos conceitos bemidagmr parte dos alunos. Estas opgdes
podem ter a ver com as escolhas de imagens, cpneseatacao do que escreve, com a sequéncia
daquilo que diz e escreve, com a selecgdo de emempte exercicios, etc.. Em suma, dentro
dessas opcdes incluimos quer as definicbes guepassentacdes dos conceitos em analise e que
se tornam, naturalmente, fundamentais no processoceaprendizagem.

Em Portugal, desde a fundac@o da Faculdade de Mtten{século XVIIl), primeira no
mundo, pelo Marqués de Pombal na Universidade dmiZa (F. G. Teixeira, 1934), que existe
uma disciplina onde se estudava o Calculo Infimtake nunca mais este topico matematico foi
excluido do ensino (F. G. Teixeira, 1934), indepememente da dimensao desta presenca e/ou da
precocidade com que surge nos programas currisu{dos Ensinos Secundario e/ou Superior).
De resto € opinido generalizada de que depois den&ea de Euclides, o Célculo é o mais
original e frutifero ramo da Matemética (Kline, 895

Sendo o Célculo Infinitesimal um tema deveras ingte para o desenvolvimento de outras
ciéncias, é, actualmente, iniciado no Ensino Semimdquer em Matematica, quer na Fisica),
prolonga-se para 0 Ensino Superior e nds propp&ET®S por centrar a nossa investigacdo num
dos conceitos basilares que constituem esta arsal@w matematico: o conceito mateméatico de
limite.

Assim, neste estudo, interessar-nos-a analisaudefayma tem sido tratado o conceito de
limite, quer numa perspectiva histérica, quer naim@ensao didactica, reflectindo, em particular,
nos factores que podem constituir obstaculos dapuendizagem/compreensdo, e comparando
também a énfase que € colocada no ensino (parterdoparticularda andlise de manuais
escolare} com aquilo que se exige ao aluno, no final danensecundario, em termos das
questdes que lhe sdo colocadasesmmes nacionaisEste estudo envolvera, necessariamente, a
andlise de programas da disciplina de Mateméatieauais escolares, exames nacionais e outros
documentos afins relacionados com o ensino do @onde limite, no Ensino Secundario e em
Portugal.

Estaremos ainda particularmente sensibilizadas gpdorma como se realiza, em termos da
aprendizagem do conceito de limite, a transicderdiino secundario para o ensino superior.
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2. As origens do conceito de limite

2.1 Breve resenha histérica do aparecimento do conceito

Registos relativos ao uso do conceito de limiteeppdem particular, ser encontrados na
Grécia Antiga, em problemas relacionados com am@tacdo de areas de regides limitadas por
linhas curvas e de volumes.

O longo percurso percorrido teve possivelmente eodg na descoberta da
incomensurabilidade (e da existéncia de quantidad®sonais) entre, por exemplo, o lado e a
diagonal de um quadrado ou o perimetro de umard#c&ncia e o seu diametro.

Para a resolucdo de problemas de areas (quadjaterage volumes (cubaturas), os
matematicos gregos (particularmente Arquimedesprreen ao, denominadoMétodo da
Exaustag atribuido a Eudoxo de Cnido (408-355 a. C.) e uenunciado, por exemplo, na
primeira proposicéo do Livro X, do famoso tratfwElementos d&uclides(Heath, 1956)

Two unequal magnitudes being set out, if from theatgr there be
subtracted a magnitude greater than its half, arainf that witch is left a
magnitude greater than its half, and if this precé® repeated continually,
there will be left some magnitude witch will beslésan the lesser magnitude
set out.

A determinacdo da &rea de um circulo era, em péaticabordada, tendo em conta que se
tratava de uma figura que se podia inscrever eums@ever num poligono regular.
Aumentando/duplicando o numero de lados do poligandrea da circunferéncia ia ficando
limitada/compreendida entre as areas dos poligmsasitos e circunscritos que se iam obtendo
sucessivamente.

Se designarmos pab a diferenca entre o valor da area procurada e ®palggonos usados, a
aplicacdo deste método permitia enquadrar essacamaa aproximacdo determinada pdr
Estas questBes de convergéncia — termo, segunttad&sSa, Queird, Silva, & Costa, 2000),
sem qualquer significado na Antiguidade, mas agaida para significar questdes relativas a
determinagdo de medidas s6 possiveis de obter rparsequéncia repetitiva de célculos que
conduzem ao valor pretendido — tinham essenciabmemta concep¢do geométrica, a qual os
Gregos nao ultrapassavam.

Podemos assim dizer que foram os Gregos os prisn@it@balhar com o conceito matematico
que so6 cerca de dois mil anos depois foi definigioite. Podemos, inclusive argumentar que
Arquimedes foi, porventura, um precursor eximiatel@®sso conceito; usava-0, magistralmente,
recorrendo a este método de demonstracdo - a gsetande, Gregorio de S. Vicente havia de
chamar de “exaustdo” - e que, nos hoje em diatifimiamos como uma dupla reducdo ao
absurdo. Estamos, seguramente, perante um cowroeitama forte identidade geométrica mas,
para além desta concepcdo geométrica, também géficden, no conceito de limite, uma
concepcao aritmética e/ou ainda uma concepcadgtipa’.

® Esta Ultima concepc&o resulta da necessidadefidé démero real.

Os trabalhos realizados por Dedekind (1831-191Bamor (1845-1918) , no século XIX, conduzindo a
criacdo da Teoria dos Conjuntos, vieram colmataagarelativamente ao conhecimento do tipo de ndmer
que o limite poderia admitir, apesar de Cauchyjdesfirmado que um namero irracional poderia ser o
limite de uma sequéncia de nimeros racionais.
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Newton no séc. XVII alcangou, por sua vez, a atiztaedo (Caraca, 1940) do conceito e sem

o ter estabelecido, com os parametros de rigor&ctasteve muito proximo de uma definicéo
actual, a saber (Katz, 1998):

The ultimate ratio of evenescent quantities...[an@jts towards which the
ratios of quantities decreasing without limit dowvalys converge; and to
which they approach nearghan byany givendifference, but never go
beyond, nor in effect attain to, till the quantitiare diminished in infinitum.

2.2 O conceito de limite: alguns problemas historicos
221 Um problema atribuido a Eudoxo

Eudoxo procurou as medidas dos lados de um redtAdguarea 2, designando por G e por
2/G essas medidas.

Assim, designando por B o valor médio para cada2@se e atribuindo ao novo valor de G o
valor de B obtido anteriormente, verificamos quesosessivos valores de G convergem para

V2. Recorrendo & representagcdo com numeros decin@sd{sponiveis na época de Eudoxo),

mas que para nos facilita a comparacéo &@‘n temos (Prisley, 1998):

2G B G

\ ¢ Bnt N N U

- o b By 133333 | 141667 | 1,50000

N/
I N

& oo > 141176 | 1.41422 | 1.41667
I \
\if N
< -y 141421 141422

Na época de Eudoxo, os nUme% e G, usados no exemplo acima, seriam representados

por:

2/G G

4 3

3 2
24 17
17 12
816 577
577 40¢

Cantor utiliza a condi¢cdo de Cauchy, para efecyassssagem dos niimeros racionais aos reais. Sendo a
condi¢do de Cauchy uma condi¢do de convergéncisudessdes numéricas é a partir de sucessdes de
nameros racionais que satisfazem aquela condi¢&ose define nimero real.

Como vemos, podemos encontrar os fundamentos daséma Teoria de Conjuntos.
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222 Uma questao relacionada com a concepgéo arética

Como complemento ao livro de Bezout, que serviaaiepéndio no primeiro ano da Faculdade
de Matemética, aquando da reforma pombalina de,1S&Rastido Corvo d’Andrade escreveu,
guase um século depois, unidota sobre a dizima peridditaonde esta concepgédo aritmética de
limite nos surge bem exemplificada (Andrade, 18B®.0 autor:

1 , .
...por exemplo a fracgei% assim reduzida produz 0,333 etc.

Designando pelo etc. escripto no fim, que estaesaei notas decimaes
assim repetidas ndo acaba nunca; o que por out@avpas se exprime
dizendo, que ela vai ou se prolonga ao infinitogae é infinita.

Nesta nota é descrita a forma de transformar eimaiama divisdo em que houve resto, ou
reduzir a dizima numa frac¢é@o ordinéria e seguidéenapresenta um exemplo onde uma dizima
periodica é transformada num quebrado. Note-s@aetitular, o uso da notacéo de “lim”

4. Quando ha assim uwma quantidade, ou
grandeza, para & qual outra se approximn em
seus dilferentze valores, tanto como se aizer,
stm eom tude poder chegar nunca a ser-lhe
egnal; chamu-se g primeira limits do seganda
por ox., @ superficie de um cironlo & o [imile
i superiicia das polygonos inscriptos 'nelle;
um guebrado, que produz dizima periodica,
& o fimite d'elln.

Para signilicar por wm signol o limite de
glilqwr grandeza, on quantidade, isto &, dos

versos valores, que elln pode ir tenda; esore-
veramus antes d'elln o abbeeviatura fiw; de
aorle que, por ex.,

fim (0,333 ete,)

quer dizer o Jimite d'esia dizion periodica, o
qual ji sabemos, que & o quebrado

1

Esta “Nota” inicia-se com um pequeno texto de Carfig96-1832) onde o Método da
Exaustao é reconhecido como estando na origem ldal€#nfinitesimal e € denominado como o

“método da invencgdo dos antigg®ndrade, 1860):
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ette dudtring [de fa méliode & eghawslion] esl
cerlainement trés-belle et trés-préeiense ; elle porte
avee elle le caraciére da la plus parfuile évidence,
el ne permel pas qu'on perde son ebjel de voe:
e'elail la méthode d'invealion des aociens; elle
est encore trés-ntile anjourdhui, par ee gu'elle
exafce e juzement, qu'elle seconfume & la riguenr
des'démonstralions, et qu'elle renferme le germa:
dePanalysa infinilésimale. 11 est veai quells exige
quelque conlention dlespril; mais: la médilation
n'est elle pas indispensuble it tous ceux fqui veu-
lent ]ui_.'...,:trer dans la connaissance des lols de
la nalure, o n'est-il pas nécessaire d'en contra-
eter Phabitnde de honoe heure, pourvg qu'on n'y
sacrifie paz un temps trop considerable Cannor,
Reflex, sur la Metaph. du Cale. Tafing tés. n.®
104,

2.3 A formalizac&o do conceito em Cauchy

Apesar de nos trabalhos de Jean le Rond d’Alenhédt8-1783) e Simon L'Huilier (1750-
1840) se reconhecer uma forte concepcao geométdcagcao de limite, pode dizer-se que eles
foram preparativos para o trabalho de Cauchy, mbidee da popularizacdo da ideia. Senéo
vejamos, numa entrada sob o nome de “Limite” (17G3)blicado em “Encyclopédie
methodiqué (1784-97) da autoria de d’Alembert podemos ler a seguintmigéb:

LIMITE, s. f. (Mathémat.) On dit qu'une grandeut &s limite d'une
autre grandeur, quand la seconde peut approchdadaemiere plus pres
que d'une grandeur donnée, si petite qu'on la pusspposer, sans pourtant
que la grandeur qui approche, puisse jamais surpass grandeur dont

elle approche; ensorte que la différence d'une flarguantité a sa limite
est absolument inassignable.

Ao que se segue um exemplo (claramente de natgeezaétrica):

Par exemple, supposons deux polygones, l'un ins&ritl'autre
circonserit & un circle, il est évident que I'onupeen multiplier les cotés
autant que l'on veudra; & ,dans ce cas, chaque gahe approchera
toujoursde plus en plus de la circonférence du leerte contour du
polygone inserit augmentera, & celui du circonsadiminuera; mais le
périmetre ou le contour du premier ne surppassaragis la longuer de la
circonférence, &celui du second ne sera jamais jplest que cette méme
circonférence; la circonférence du cercle est dofe limite de
'augmentation du premier polygone, & de la dimiran du second.

Da mesma forma, na obra de Simon L’'Huilier intitlda“Exposition Elémentaire des
principes des calculs supérieu(d 786) o autor apresenta alguns exemplos (novandenitedole
geomeétrica) relacionados com a definicdo de “litnimtre eles podemos ver (L'Huilier, 1786):

Archiméde a démontré: qu’on peut inscrire & cirsorire au cercle des
polygones réguliers de méme nom, dont, tant letouon de les surfaces,
different du contour & de la surface de ce cera@ins que d’aucune ligne
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au d'aucune surface assigné.Et comme le contoua &urface du cercle
sont plus grands que les contours & les surfa@spgblygones inserits, &
plus petits que les contours & surfaces des polggoairconscrits, le
contour & la surface du cercle sont respectiventestlimites en grandeur
& en petitesse des contours & des surfaces, d'uam, ples polygones
inscrits, & et de l'autre part, des polygones cinsgrits. Il en est de méme
des surfaces & des solidités, des cylindres, dees;0& de la sphére,
relativement aux prismes, pyramides, & polyedresi ¢eur sont
respectivement inscrits & circonscrits.

Item. Le rapport d’égalité est la limite en grandew en petitesse des
rapports des contours & des surfaces des polygorsesits & circonscrits
au cercle, au contour & a la surface de ce cer&d| en est de méme des
cylindres, cones, & spheres, relativement aux pEsmpyramides, &
polyédres qui leur sont inscrits & circonscrits.

Cauchy, por sua vez, sugere, {@purs d'analyse”, em 1821, uma definicdo onde apela as
nocbes de numero, varidvel e funcéo, ultrapassahekie modo, os exemplos associados as
intuichesgeométricas e dinamicas. Para ilustrar este canc8auchy da como exemplo um
numero irracional que é o limite de vérias fracg@esonais, as quais terdo valores cada vez mais
préximos desse irracional (Cauchy, 1821). A saber:

Ainsi, par exemple, un nombre irrationnel est la
liniite des diverses fractions qui en fournissent des
valeurs de plus en plus @pprochées. En géométrie,
la surface du cercle est la limite vers laquelle con-
vergent les surfaces des polygones mscrits, tandis
; !
que le nombre de leurs cotés croit de plus en plus;
&o. ., o
E apresenta como exemplo:

une variable, elni n'admettrait pour valeurs succes-
sives que les différens termes de la suite

2 3 [

= Frem '4f _j-‘ _’ &13....

3 4

rolongeée 4 linfini, décroitrait constamment , mai
prolongée a Iinfini, décroitrait constamment , mais
non pas indéfiniment, puisque ses valeurs succes-
sives convergeraient vers la limite 1. Au contraire,

A definicdo de Cauchy tem por base o conceito fimitéssimo, o qual, para este matematico,
ndo passa de uma variavel tendente para zero Hadesulo desenvolvimento do conceito de
funcgdo, durante o séc. XVI{Cauchy, 1821), nomeadamente
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On dit qu'une quantité variable devient infins-
ment petite, Torsque sa valenr numériqe déeroit
indéfiniment de ‘maniére 4 converger vers la fimite

7610.

Em suma: vemos, em Cauchy, o conceito de limiteczsdo ao de “infinitésimo”.

2.4 As origens do conceito em Portugal — José Anasio da Cunha

Ainda sobre as origens do conceito de limite, nddemos deixar de fazer referéncia ao
matematico portugués José Anastécio da Cunha,uplequ postumamente, em 1790, uma obra
mestra em cerca de 300 paginas, a que chamou, nbataenuma tradicdo Newtoniana,
“Principios Mathematicos para a instru¢cdo dos ahsmo Collegio de S&o Lucas, da Real Casa
Pia do Castello de S&o Jorge”.

Gomes Teixeira, considerou que, tal como outrosematicos estrangeiros, Anastacio da
Cunha, preso a tradicdo grega evitou a utilizaggalavra “limite”, o que, segundo Gomes
Teixeira, tornaria mais explicitas algumas condid@eluidas nas demonstracdes. Efectivamente,
Gomes Teixeira salientou que a esséncia do condeitinite ja existia na obra de Anastacio da
Cunha, apesar de esta no¢édo nédo existir, de foxpitciea, nos “Principios Mathematicos”. Para
ilustrar esta opinido de Gomes Teixeira, Pedro das€unha (Pedro José Cunha, 1940), salienta
a definicdo de série convergente apresentada miogffftos Mathematicos” (Livro IX):

Série convergente chamam os Mathematicos aquelas termos sédo
semelhantemente determinados, cada hum pelo numeso termos
precedentes, de sorte que sempre a série se possauar, e finalmente
venha a ser indiferente continua-la ou ndo, pompeder desprezar sem
erro notavel a somma de quantos termos se quizassgar aos ja
descritos ou indicados: e estes Ultimos indicanesaevendo & depois
dos primeiros dois ou trez, ou quantos se quizempdrem necessario que
0s termos escritos mostrem como se poderia comtangéarie, ou que isso
se saiba por outra via.

Segundo Pedro José da Cunha, a “falta de preais@bé definicdo resulta do facto de ter sido
evitado o recurso a nocao de “limite”.

Se nos lembrarmos que estamos a trinta anos daalfsagiio do conceito, podemos
simplesmente conjecturar a forma como os trabalkete matemético teriam evoluido, caso nédo
tivesse havido o afastamento de Anastacio da Cdahdniversidade, pela Inquisi¢cdo, assim
como a ocorréncia prematura da sua morte. De restola recentemente se encontraram
manuscritos inéditos dignos de uma referéncia @uiti(Ralha & al, 2006).
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CAPITULO I

1. O papel desempenhado pelas definicbes matemastica

1.1 Algumas consideracgdes de indole geral

A questdo da formacdo de conceitos em Matematicgolean naturalmente, o papel da
definicdo dos proprios conceitos. Enquanto umavidetile mateméatica, numa definicdo usam-se
quer conceitos previamente definidos quer termamitivos (que ndo se definem). Assim, uma
definicdo estabelece, cientificamente, um conjaietaondicbes necessérias e suficientes relativas
ao conceito e que desejavelmente sdo ndo supérferascirculares. Todavia, nessas mesmas
definicbes matematicas se as entendermos enquaividade didactica ndo tém necessariamente
que cumprir todos estes requisitos, nomeadametdaminimalidade.

Compete, pois, ao professor olhar criticamente paralefinicdes e tentar identificar e/ou
prever obstaculos, a aprendizagem, que essasgdefinpossam vir a criar na mente do aprendiz.

A este respeito, Poincaré (Poincaré, 1947), cobbeaseguinte questéo:

(Qu’est-ce qu’une bonne définition? Pour le phildsepou pour le savant, c’est
une définition qui s’applique a tous les objetsidéfet ne s’applique qu'a eux ;
c'est celle qui satisfait aux regles de la logiglais dans I'enseignement, ce n’est
pas cela) ; une bonne définition, c’est celle gli@mprise par les éléves.

Ou seja, para Poincaré a qualidade de uma dedimgiematica mede-se a custa do grau de
compreensao que os alunos tém desse conceitoimcdefenquanto actividade matematica pode
evitar erros, corrigir dificuldades, esclareceridés porquanto sendo uma actividade humana de
cariz geral (partilhada por toda uma comunidad&drage directamente com a denominada
imagem mental do conceito, que cada um cria er&@tseguinte, individual.
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Segundo Fischbein (Fischbein, 1994), nas composedts definicbes em matematica
identificam-se, a intuicdo, tal como a algoritmé&acge a formalizagdo, enquanto actividade
humana. Tais componentes interagem, sdo suportadas pelas outras e nao podem, por
conseguinte e segundo o autor, ser tratadas de fdisjunta nem sequer hierarquica. Este autor
revelou-se-nos ainda importante por exemplificaua teoria destas componentes com um caso
relativo ao conceito de “limite” que comeca porrafir ser, intuitivamente, pouco complicado.
Vejamos (Fischbein, 1994):

Intuitively, it is relatively easy to understands @ourant and Robins say,
the concepts of limit and convergence. Intuitivelpe may consider a

sequence of numbegs, that come closer and closer to a certain numbas a

n tends toeo. The number a is then the limit of the sequeageand the

sequence is said to converge to a. If one addsaaisexemple, things become
tottaly clear intuitively. For instance, one maynsaler the sequence whose

nth term is isa, = 3 . The series

Has the limit O, for increasing l% ~0asn - o,

But we cannot go directly from the intuitive representation to the formal,
rigorous definition. The formal definition reverses the order of ideamtradicts the
natural, dynamic representation of the process. thiglmakes the definition of limit,
as a matter of fact, counterintuitive, difficultgoasp.

Neste excerto, o autor termina alertando o leitoa@lguns dos obstaculos de aprendizagem
associados a definicdo de “limite”; a saber: arlis&e da ordem natural/intuitiva das ideias e a
representacao dindmica do processo.

A traducéo de “limite”, em linguagem formal é, megente caso:

la-a,|<eforalln>N

sendo, “a” o limite,a, a sucesséao de termosg equalquer valor positivo.

1.2 As defini¢des (classicas) de limite, segundoucay e Heine

No exemplo com que termindmos a subseccédo anwemos Fischbein reportar-se a definicao
de limite a que chamamos de “Heine” mas Cauchy94iB%7) foi o primeiro matematico, do
século XIX, a estabelecer o Célculo Infinitesimacbase no conceito de “Limite”.

Apesar da nocédo de limite ter vindo a ser disculielsde o século XVII, nomeadamente com
Newton e Leibniz, Cauchy tera sido o primeiro adzr uma nog¢ao originalmente vaga numa
nocdo em termos aritméticos que encontramos naoistea “Cours d’Analyse” - I Partie —
Analyse Algébrique (Cauchy, 1821). Diz assim:

10
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fite et déterminée. Lorsque les valeurs successive-
ment attribuées 4 une méme variable sapprochent
indéfiniment d'une valeur fixe, de maniére & finir
par en différer aussi peu que Fon voudra, cette
dérniére est appelée la limite de toutes les autres,

Ora, no Ensino Secundario, o conceito de limite, s&lapoia nesta definicdo dos primérdios.
Recorre, em vez disso, a definicdo apresentadéi@ioe (1821-1881) (Heine, 1871) e expressa
nos seguintes termos:

3. Definition. Ist A ein bestimmtes Zahlzeichen, und sinkt A —B, mit
wachsendem n unler jedes angebbare Zahlzeichen, so heisst A die Grenze der B,

No Ensino Superior a definicdo utilizada €, contudadicionalmente a de Cauchy (1789-
1857) e, assim, podemos encontrar um mesmo es¢udagrender o conceito em fases distintas
do seu percurso académico com énfases muito dstjgbmo se pode deduzir das definicdes
originais que apresentdmos anteriormente). De  famto termos histéricos, é a definicdo de
Cauchy que surge primeiro e, por isso, parecefnibg fue se levante a seguinte questao:

Porque razéo é a definicdo de Heine, cronologicamienposterior, a escolhida para uma
primeira abordagem do aluno ao conceito de limite?

Esta questéo, que abordaremos de forma mais a#ibateneste trabalho, vai comecgar por ser
analisada a partir da forma formal actual que daanestas definicbes: a de Cauchy e a de Heine.
A saber, de acordo com (Miranda & Santos, 2004):

Definicéo de limite, de uma fungdof num pontosegundo Cauchy o nimero real é o limite
de f(x), guandoXxtende para , que é ponto de acumulagido do dominio funglq 6e para

qualquer nimero rea¢ >0, podemos encontrad >0 de modo que se tenlﬁ(x)—d| <&,
sempre quex[1 X e 0 <|x—q < 0. De forma simbdlica escreve-se:

lim f(x)=d < Ou0me0ex 0<|x—¢/<d=|f(x)-d|<e

Esta definicdo, nos manuais, vem acompanhada deimagem (de resto muito tipica em
muitos outros textos que consultdmos):

y y = f{x)
fle)

Por outro lado, segundo (Garcia, Anjos, & Ruivo/@9

11
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Definicdo de limite, de uma funcdo num ponsegundo Heinet a seguinte:
Sendoa e b constantes (finitas ou infinitas), diz-se que @BcAo X — f(x) , real de variavel

real, tem por limiteb, quandox tende para — e escreve-séim f(x) =b - se e s6 se toda a
X—a

sucessaox, X, ...,X,,...de valores dex (distintos dea e todos pertencentes ao dominio da

funcdo), tendente para, corresponde uma sucesséc(xl), f(xz)...f(xn)...tendente paré.
Simbolicamente:

lim f(x)=b < O(x,),x,0D,x, # alimx, =a=lim f(x,)=b
n n

X-a

Em manuais escolares mais recentes esta defimcémtea-se, de alguma forma condensada,
escrevendo-se:

Também esta definicdo, nos manuais escolares, eempanhada de imagens que se pretende
gue sejam sugestivas. (Costa, Resende, & Rodrig064) sugerem-nos:

0,5

1.2.1 Sobre a equivaléncia das definicbes (de Cayahde Heine)

Efectivamente as duas formas de definir, o limie wma funcdo num ponto, séo
cientificamente equivalentes, como se demonstiegairs E a demonstracdo dessa equivaléncia
pode, como seria de imaginar, abordar-se de Viariass.

Sebastido e Silva (Silva, 1978) apresenta-nos uesaad demonstracbes que foi, a época,
destinada a alunos de nivel secundario e estatexposCompéndio de Matematica”. Tratando-
se matematicamente de uma demonstracao de equigatémétodo usado € o habitual, isto €, a
demonstracdo em dois passos de cada uma das igdgkcea definicdo de Heine implica a de
Cauchy e, vice-versa a de Cauchy implica a de He8ebastido e Silva apresenta-nos a
equivaléncia da seguinte forma:

(Cauchy implica Heine)

12 parte Suponhamos que a proposicao (J()() - b quandox - a é

verdadeira segundo Cauchy.
Queremos provar que também é verdadeira segundueHisito é: sendo

u,uma sucessao qualquer de numeros reais distintos @ertencentes a

12
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Dy) tal que u,, — a, trata-se de provar quef (un) -~ b. E 0 que vamos

fazer.
Sejad um ndmero positivo arbitrario. Entdo existe um eémnpositivo

£ tal que
u, —d <e=|f(u,)-b<d

porque admitimos, por hipotese, que a definicd@aechy é verdadeira. Assim, para qualquer
valor real x :

x-d <e=|f(x)-H <

Por outro lado, comal, — a, existe um numernptal que

n>p=lu, —a<e¢

Isto €, tera de existir uma ordgnpara a qua]un —a| < &, porque sabemos que os termos de

U, estéo cada vez mais proximosade
Logo
n> p:n>|f(un)—b| <d
E, como dpode ser um namero positivo qualquer, isto sigaifgue

f (un) - be que, portanto, a proposicéo (1) é verdadeira selgiHeine.

(Heine implica Cauchy)

22 parte. Suponhamos que a proposicao (1) éadeith segundo Heine.
Queremos provar que também é verdadeira segundoh@aisto &, que:

(2 0d>0 D£>O:|x—a|<£Dx¢a:X>|f(x)—b|<5

A sugestéo, neste caso, é de usarmos o métodoraaskeacao por redugdo ao absurdo!

Suponhamos que a proposicéo (2) é falsa, istopgrdlamos o seguinte:
Existe pelo menos u > Otal que:
3) O&>0,0x:|x-d<eOx#al|f(x)-b=d
Seja entdod0 um numero positivo que verifique esta condicaeja rs

um numero natural qualquer. Com%>0, conclui-se de (3), com

E= % gue existe pelo menos urtal que
4) |x—a|<% Ox#a0|f(x)-b =00

Sejax, um determinado valor d& que verifique esta condigao, escolhido

arbitrariamente (pode haver mais de um!). Assincada nIN , fizemos

13
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corresponder um (e um s@!) nimero reql que verifica as trés condi¢cbes

seguintes:
x-a<s . x#a[flx)-B200 (o)

Nesta instancia, Sebastido e Silva, como excelgati@gogo que frequentemente mostra os
seus dotes, desafia o leitor/aprendiz a questismabiz assim:

Da primeira deduz-se: 5) x, - a (porqué?)

Na verdade, para cagaobtemos um valor par&, que obedece a primeira condi¢do acima

referida, e, portanto essa sucessao de termosrgerparaa . E, da mesma forma:

Da terceira deduz-se: (6) f(xn) - b  (porqué?)
Isto €, a cada valor decorresponde um valof (xn), podendo assim obter-se uma sucesséo

de valores que convergem para
E, comou,, # apara todo on, conclui-se que a proposi¢ao

f(x) -~ b quandox - a

é falsa segundo Heine. Mas isto é contra a higotesa, portanto, provado
0 que pretendiamos.

Isto €, ndo € quand® — a que f(x) — b, por isso, se diz que a proposi¢cdo segundo Heine

é falsa.

Para um outro nivel de ensino (dito superior), Goarde Matos (A. C. Matos, 1960) também
apresenta uma demonstragdo para a equivalénciadefasicbes. Chama-lhe “Teorema”,
seguramente um termo de cariz eminentemente f¢8eahstido e Silva ndo o faz).

Comeca por afirmar que é imediata a verificacdarsgdg Heine, sabendo que é valida a
condicdo segundo Cauchy, isto é, no seu texto amEnacdo desta implicacdo esta ausente, é
deixada, porventura, ao cuidado dos alunos (engquetrcicio, ou enquanto desafio) mas note-se
gue o proprio autor, Coimbra de Matos, a classdigartida como “imediata”.

E, para efectuar a demonstracdo no sentido inverd@za uma propriedade da Légica
Matematica, segundo a qual ndo sendo verdadeirandigéio segundo Cauchy implica que
também ndo o € segundo Heine, é equivalente aaafigore sendo vélida a condicdo segundo
Heine também sera segundo Cauchy. O autor diz assim

Sejaf uma funcéo real definida em um conjunto E, parelR. Se
lim f (x) = b segundo a definigio de Cauchy, tamdém f (x) = b segundo
X-C X-C

a definicdo de Heine e reciprocamente.

...; vamos agora ver que, $endo é limite dé no pontoc segundo a
definicdo de Cauchy, tambémnéo € limite def no pontoc segundo a
definicdo de Heine, o que demonstra a reciprocavétdade, existira entdo

um ndmero positivee tal que, qualquer que seja o nimero positdo o
conjunto:

14
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Ay ={{x0ENUT(c,8)e f(x)OU (b,)}

€ ndo vazio.
A representagéa(c, 5) representa qualquer vizinhangacde

Efectivamente, o conjunto acima referido pode $er vazio, basta atribuir & um valor de

tal forma que o intervalt) (b, 5) néo contenha nenhum valor dle{x) .
O autor faz a demonstracéo pretendida desta forma:

Tomemos, em particular&z%, n=1 2... € seleccione-se em cada

conjunto A, um sé nimerc,, .
E:x,0E, x, #c elim x, =c. Todavia(f (x, ))n:L , Né&o tende para

b.
Esta conclus&o resultado facto ﬂéxn ) tu (b, £)

A demonstracdo no sentido Heine — Cauchy é maiplexa e podemos ainda encontra-la de
uma outra forma no “Cours d’Analyse” (Lelong, 1968)m estilo também interessante
Este autor considera que se demonstrar que a éondécHeine é necessaria e suficiente para

a verificacdo da condicdo de Cauchy, entdo a preneeindicdo implica a segunda.
Comeca, entdo, por demonstrar que a condi¢cdo de lenecessaria para que se verifique a

de Cauchy. Para isso diz:
Supposons en effect qu‘e(x) tende verd lorsque x tend vers, et soit

(Xn) une suite de points dA—{a} convergeant vera. Désignons par V un

voisinage quelconque dé, et soit U un voisinage de tel que
(xOANU etx# a) entraine f(x)0V . La convergence déx,) versa

entraine 'existence d’'un enti@rtel que l'inégalitén > p entrainex, LU .
Pour n > p, on aura doncf (x,)JV , ce qui prouve que (x,) tends vers
b.

Efectivamente, ndo h& outra forma de a condigcd@alechy se verificar que ndo seja a de
Heine se verificar obrigatoriamente, ou sejacessariamentea de Heine tera de ser valida.

Portanto, em algum momento, os ternﬁﬁ§) terdo de pertencer a A e, sendo convergentes para

a, f (Xn) sera convergente pdsaque é o pressuposto de onde partimos.
Seguidamente, mostra que a condicdo de Heine éiesué para que se verifigue a de

Cauchy, nestes termos:
Supposons que, pour toute su(b%)de points deA—{a} convergeant

versa, la suite f(xn) admette une limite. Nous allons d’abord montree qu
cette limite ne dépend pas de la Sl(iiqe;) choisie en effet, s'il existait deux

suites (x,) et (x,) conduisant & des limites distinctds= lim f(x,) et

n-oo

15
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b'=1lim f(x,) nous pourrions former une nouvelle su(bé'n) en pousant

n- o

X'y =Xy X'yp = X, pour toutep U IN .

n

Esta nova sucessd(x”n) tem expressOes diferentes para os termos paraseop termos

impares, por isso, o autor diz:
La suite (x"n) satisferait aux memes hypotheses que les s(»'r;e)set

(x'n), mais la suitef (n"n) admettrait b et b’ pour valeurs d’adhérence, et
ne serait pas convergence.
Desta forma, ficamos com a indicacdo de que secassﬁo(xn) tende para e f(xn)
admite um limite € indiferente a escolha dessassée
Donc le pointb = !]In;lo f(x,) ne depend pas de la su(mh).

O autor prossegue esta demonstracdo izendo:
Si f(x) ne tendait pas vers lorsquex tend versa, la condition énoncée

111.1.3.* ne serait pas vérifiée. Il existerait donc un noenls >0 tel que
chaque boule de centeeet de rayorv) >0 contienne au moins un poirt

de A-{a} satisfaisant ad[f(x), b]>£. En donnant &7 une suite de
. 1 : : .
valeurs tendant vers zéro (par exempje =— on obtiendrait une suite
n

(xn) de points de A—{a} convergeant versa [puisqu’'on aurait
d(a, xn)</7n] et telle que f(xn) ne tende pas vers [puisqu’on aurait
d(f(x,).b)> €]

Ora, esta situacao contraria a hipétese iniciggpéanto, uma hipotese absurda. Assim, pode
concluir-se que a condicdo enunciadaficiente

1.2.2 Andlise destas definicbes: em busca de pwees “obstaculos”

Actualmente a definicdo formal de limite, no Ens®®cundario, inicia-se durante o estudo da
convergéncia de Sucessodes e, a partir dai, agutndstudo da convergéncia de fungbes surge,
de forma natural, a definicdo de Heine. A temalicastudo das funcdes é, no Ensino Superior de
cursos diversos, nomeadamente, das Ciéncias, dgnlarias, da Economia, mas ainda das
Farmécia ou Medicinas um assunto incontornavetstenimbito, os estudantes sdo confrontados
com a definicdo de limite, segundo Cauchy.

Sendo, como anteriormente explicAmos, ambas asigiefs (cientificamente) equivalentes a
verdade € que tanto uma quanto a outra englobaautedsticas que se podem criar obstaculos a
sua aprendizagem cabal. Optamos, a este propdmito,reportar varias reflexdes/estudos
conduzidos por diversos autores e aos quais ireopastunamente, adicionar as nossas proprias

* Pour quef (X) tende verd lorsquex tend versa, il faut et il suffit qu’a chaque nombre £ > 0donné,
on puisse faire correspondre un nombrg) >0 tel que les relations XA et

0<d; (a, X) <17 entrainentd [b, f (X)] <&
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impressfes, enquanto actividade profissional qunememos bem: a de ensinar o conceito de
“limite” a alunos (portugueses) do Ensino Securtdari

Por exemplo:

O sinal “ - ” usado na representacdo simbdlica das definicGsetraduz por “tende para”
nao tem significado matematico, podendo a expregssaciar-se a uma intencao. Esta expressao
resulta da nog¢do dinamica de “limite”, que se obigttivamente. Fischbein (Fischbein, 1994)
salienta possiveis questdes relacionadas com assgar “tender para”, a qual pode significar:

* ser um valor eventualmente diferente de

* nunca atingir o valor

» atingindo o valor

* parecido com

A prépria palavra “limite” , segundo Cornu (Cornu, 1991) este termo pode itarsibs
significados, diferindo de pessoa para pessoa dif#iéndo, na mesma pessoa, em momentos
diferentes. Por exemplo, o “limite” pode ser vistono:

« algo atingivel

« algo inatingivel

* um ponto do qual qualquer outro se aproxima setmgir

e um ponto do qual qualquer outro se aproxima atdago

* 0 limite superior (ou inferior)

* 0 maximo ou 0 minimo

e um intervalo

* aquele que vem “imediatamente depois” do que pedatingido
e Uum constrangimento, uma proibicdo, uma regra

e 0 fim

Ou seja, a interpretacdo que cada aluno faz, padesm lado, depender do conceito intuitivo
que ele tem da palavra “limite” e para Fischbeisdfbein, 1994) este problema tem a ver com o
facto de, a nossa mente nédo estar preparada pargeito de infinito.

Ha, ainda, a salientar a dificuldade simbolicatiégsuscitada pelos daigiantificadores, o
universal e o existencial, os quais, em linguagermeate, tém frequentemente um entendimento
diferente.(Cornu, 1991)

O conflito entre o conceito intuitivo e o formanforme refere Fischbein (Fischbein, 1994)
leva a formagé&o de falsos conceitos. Como prosdeste autor refere-se a um estudo realizado
por Shlomo Vinner e que consistiu em pedir a quieteidantes que definissem o conceito de
limite, ap6s

este ter sido leccionado e verificou que apenagstodante formulou correctamente a definicdo
e, mesmo assim, incompleta.

Este estudo revelou haver algumas confusfes, enodeconceptuais, o que se depreende de
afirmacbes como:

* A sequence “must not reach its limit” (thus the weace 1,1,1,...would
be said not to converge to a limit).

e The sequence should be either monotonically indamgasor
monotonically decreasing. Thus, for instance, tlguence whose nth
(-1

n

element is given bg,, =1+ does not tend to a limit.
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« The limit is the “last” term of the sequence.uyYarrive at the limit after
“going through” infinitely many elements.

Mesmo considerando que tenha havido compreensdoaada escrita das definicbes, em
linguagem simbdlica, sabemos, por experiéncia gsiminal, que existem inameras dificuldades
na sua escrita, o que poderd revelar dificuldadiesoaais na compreensao do conceito.

Analisando a definicdo de Heine, parece facil aersir uma sequéncia de nimerag, que

se aproxima de um determinado vadoy quandon tende parao, mas, depois, ndo é assim tao
simples efectuar a passagem da representacadvinfodtra a formal, porque existe umsaersao

da ordem das ideias. Digamos que, a definicdo se tornaraamiitiva. Efectivamente,
comegamos por mencionar ud, tdo pequeno quanto se queira, e depois referomoanp,

como sed fosse independente de, o que ndo acontece realmente. Quando passanmas par
definicdo formal, escrevemop, como dependente dé, o que inverte a ordem natural do

pensamento.

Para além do uso dos quantificadores, tambésinal de moédulondo estd, e sabemo-lo
igualmente por experiéncia profissional propriageaeralidade dos nossos alunos, interiorizado
no sentido de representar uma distdncia, o queulldi a visualizacdo do significado de

lu, —al<o.
Esta questdo dos problemas levantados por alguefiagzdes, foram também percepcionados

e referidos, j& em 1923 pelo Dr. Pedro José da &umima Conferéncia. Dizia entdo a este
propésito e lembrando o autor a definicdo apredarpalos “antigos” (Pedro José Cunha, 1923):

Quando uma grandeza variavel toma sucessivamerit@egaque se
aproximam cada vez mais de uma grandeza constdetanodo que a
diferenca para com esta se possa tornar e mantaromgue qualquer
guantidade dada, diz-se que a constante € o lidaiteariavel

Refere ainda que Duhamel, no seu livro “Elément€aleul Infinitesimal” sentiu necessidade
de esclarecer melhor esta no¢éo acrescentando:

que se a diferenca entre a constante e os valaresssivos da variavel,
depois de se tornar inferior a uma quantidade desia, se tornar em
seguida maior que ela, depois mais pequena, emidgegoaior, e assim
indefinidamente, a constante ndo deve ser congideraomo limite da
variavel.

Apesar deste esclarecimento adicional, Pedro Jm€&udha, considera que enunciando desta
forma a nocao de “limite”, se induz o leitor a exsdo das funcdes que

quando a varidvel de que dependem varia sempre asmm sentido
aproximando-se de um numero dado, oscilam indefinghte em térno de
um valor limite, sendo cada vez menor a amplitieke akcilacdes; tal €, por

. Senx e
exemplo, a fungaeT, que tende para zero quanddende para infinito,
X

e passa e repassa indefinidamente pelo valor zero.
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Para Pedro José da Cunha, a falta de rigor dagssdas “tornar-se” e “manter-se menor”
explica a adopcdo de uma nova definicdo que véiraré anterior “o que ela tinha de vago e de
impreciso”.

Mesmo assim, 0 autor considera que esta forma fieirde “limite” parece, apenas,
contemplar sucessfes de valores numeraveexcluindo a situagcdo mais comum, em que a
variavel “ passa por uma infinidade de valores contihu@endo certo que de um conjunto
continuo se pode encontrar uma infinidade de ctwgumumeraveis, Pedro José da Cunha
esclarece que o limite sé existe se para qualgoedesses conjuntos, extraidos do conjunto
continuo, o limite for o mesmo.

1.2.3 Heine, porqué?

Chegamos ao momento em que se torna oportuno &dantrar uma resposta para a questao
“Heine, porqué?”, nomeadamente como 12 abordagem gaonceito de “limite” encontrada
pelos alunos no seu percurso académico

Apoés a andlise de cada uma das definicbes e aguélacada uma delas envolve, a partida,
nenhuma raz&o encontramos para justificar queasdgfinicdo de Heine a eleita, para o ensino
secundario.

Ao tentarmos descrever tudo aquilo que cada umdefascdes envolve, encontramos:

- conjuntos,

- sequéncias de termos,

- distancias entre dois pontos,

- 0 conceito de ordem,

- a nocdo de quantificadores, universal e de exi&té

- 0 conceito de infinitésimo: “tdo pequeno quarg@seira”

- a expressao que nao tem significado matematioal# para”.

Relativamente aos conjuntos envolvidos, encontramogeforco para esta equivaléncia, na
observacdo de Pedro José da Cunha que diz queemteodo é apenas valido para as sucessoes
numeraveis, mas que é

interessante reconhecer que ele é verdadeiro, megraca variavel passe por um
conjunto de valores que tenha a poténcia do coafiratio é, que os limites de todas
as sucessdes numeraveis, que desse conjunto sen pode, sdo, neste caso,
necessariamente iguais entre si.

Digamos que, sendo 0s conceitos envolvidos, os nwsmgrau de dificuldade também seria
em teoria 0 mesmo, para cada uma das definicbegud@n a definicdo de Heine surge como
mais espontanea

Esta reflexdo aponta mais para uma desvantagermsamnmem primeiro lugar a definicdo de
Heine e, sé no ensino superior, a de Cauchy, desguse tivesse usado a definicdo de Cauchy
desde o inicio. Isto é, torna-se desnecessaricygpaomo-nos em “prender” uma sucessao a
funcéo dada, basta pensar em qualquer valor daveaque pertenca ao dominio da fungéo.

Nesta ordem de ideias, Sebastido e Silva até superea definicAo de Heine “pode ser
substituida por uma definicdo directa”(Silva, 194&) de Cauchy.

Contudo, Sebastido e Silva, num artigo publicaddGazeta de Matemética, intitulado “A
Andlise Infinitesimal no Ensino Secundario” (SiN51), salienta a necessidade de considerar
finitos tanto os valores para os quais tende @waricomo o do respectivo limite, para efectuar as
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demonstra¢cBes dos teoremas relativos a limitesidiqae tera levado a optar pela definicdo de
Heine, no ensino secundario:

As vantagens da primeira definigdo (no estilo de
Heine) nfio se reduzem 3 espontaneidade da definigdo
em s8i: concretizam-se depois nas demonstracdes
dos teoremas relativos 20 «limite da somaw, «limite
do produto», ete. —j4 que, por esta via, esses teore-
mas aparecem como consequéncias imediatas das
correspondentes proposicdes relativas a sucessdes.
Mais ainda: a referide definigdo aplica-se perfeita~
mente ao caso em que uma das constantes a,b (ou ambas)
¢ um dos simbolos oo, +oo ou —oo. Ora tal nfo
acontece com a defini¢gio de Cauchy, que s6 é valida
no caso de a,b serem finitos. Quando esta hipdtese

2. Factores, possiveis obstaculos, a aprendizagemio
conceito de Limite

Investigacdes realizadas por Cornu (1991) e Sigkpi1985), Azcarate e colaboradores
(1996) referidas num artigo da revista UNION (Englérancken, M., D., & 1., 2007) revelam
“que la enorme dificultad de la ensefianza y delnajprage del concepto de limite se debe a su
rigueza y complejidad tanto como al hecho de gealpectos cognitivos implicados no se
pueden generar puramente a partir de la definitidtematica.”

Neste mesmo artigo, referem um estudo de Michéigue (1995) acerca das dificuldades na
aprendizagem do calculo agrupando-as em trés categue estdo directamente ligadas a:

* la complejidad matematica de los objetos béasicdsé@eulo,

* la conceptualizacion y formalizacion de la nocie limite en el ndcleo
de su contenido y a su tratamiento en la ensefjanza

* la ruptura algebra / calculo, la brecha entre mgnsamiento analitico y
el algebraico.

No que diz respeito aos objectos basicos do céldelstacamos o simboto . Este simbolo
foi introduzido por John Wallis, em 1655, adoptattis antigos romanos para representar o
ndmero 1000 e passou a ser usado a partir do odcsgc. XVIII, no Calculo Infinitesimal.

Na teoria das funcoes, ele é usado em mais quenina:

e ora parasignificarqué(a):oo,sei:O
f(a)
e ora para representar o limite de uma funcdo nunermé@tado ponto
(lim f(x) = +o0)(Cajori, 1993).
X-a

Esta dupla utilizag&o, para além do conceito emesi dificultar o seu entendimento, uma
vez que néo o colocamos a desempenhar um Gnicb pape

A dificuldade, se ndo impossibilidade, de o tomigoroso esta exemplificada de uma forma
simples, mas bem esclarecedora no livro de TimdBowers, “Matemética — uma breve
introducdo”’(Gowers, 2008), recorrendo a um problaitrico:
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Y

Gostariamos de dar sentido a afirmacdo de que eexisha dizima
infinita cujo quadrado € 2.
Através de um processo muito simples, o qual ctngie enquadramento do ndmero 2, por

duas poténcias de expoente 2 o autor verifica gaatgs mais digitos usarmos par%, mais
noves vamos obter, como parte decimal do nUmeEo dntdo, conclui:

Por isso, se usarmos a expansao infinita\(i_é, obtemos uma infinidade
de noves, e 1,99999999.....(uma infinidade de nqu&s @ ponto decimal) é
igual a 2.

O autor chama a isto “domesticar” o infinito, ojaséaz-se a interpretacdo de “um enunciado
em que o infinito ocorre como uma verséo abrevieam processo complicado sem referéncia
aoinfinito”.(Gowers, 2008)

Para este matematico é certo que 0s matematicogst caso, também os professores de
matematica, “estdo conscientes de que ndo estéo @mpletamente sériosquando utilizam
expressées como “no limite” ou “no infinito”, poiuando pressionados para explicar
exactamente que tém em mente, comecam a falar de aproximgmsers, 2008)

Podemos considerar uma tentativa de ajuda, pai@pa#isar este problema, se reflectirmos
sobre a origem da palavra “limite” — palavra da megamilia da palavrimen, em Latim, que
significa “limiar”.(Pristley, 1998)

Ainda o conceito de infinitésimo ou infinitamentegpieno, também um objecto basico do
Célculo Infinitesimal, pode também levantar dividaselhantes aguelas sentiram os precursores
do Calculo Infinitesimal, considerando o infinitési como algo que € simultaneamente nulo e
nao nulo, como se exemplifica a seguir (Silva, 977

O que seré entédo um infinitésimo? Deveria ser a grandeza que se obtém
dividindo a unidade num numero infinito de partes iguais. Mas o que
se pode obter, dividindo por exemplo um segmento de recta num
nimero infinito de partes iguais? Obtém-se pontos, dirdo os alunos.
Como o comprimento dos pontos € nulo, um infinitésimo deveria ser
entdo uma grandeza nula. Mas como pode um comprimento ndo nulo
resultar da soma de comprimentos nulos? A intuicdo diz-nos que tal
néo é possivel: somando grandezas nulas, por maior que seja o seu
nimero, apenas se obtém grandezas nulas.

Para além dos factores meramente técnicos, o sudasaprendizagem passa, também, pelas
decisfes relativas ao que se ensina, como se engirendo se ensina.

Isto é, processo ensino-aprendizagem envolve uraadgrdiversidade de variaveis, cuja
conjugacdo € determinante para 0 sucesso. Sendgricuto uma dessas variaveis, a sua
construcao depende das crencas sobre a forma eaprende o célculo (Engler, Vrancken, M.,
D., & I, 2007). Essas crencdsleterminan la importancia que un educador da allemge
técnicas o en aprovechar la curiosidad, el intgtésmotivcion del alumno e influyen en la forma
en la que los docentes desarrollan metodologiaseptan conceptos, evallan logros y corrigen
errores y dificultades”(Engler, Vrancken, M., D.1&2007)
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3. Sugestbes, de alguns autores, no sentido deidajr a
ultrapassar as dificuldades inerentes a aprendizage do
conceito de Limite

A proposta didactica, para o ensino de qualqueceait;m mateméatico, apresentada pelas
autoras do artigo referido acima, da revista UNI@gler, Vrancken, M., D., & I., 2007)
assenta nos seguintes pressupostos:

* para haver mudanca nas crencas € necessario cdafratoncepgdes pré-
existentes

* 0s conhecimentos constroem-se por adaptacdo a um que comeca por ser
problematico

» as actividades propostas, aos alunos, devem sas fuanto a quantidade de
conhecimentos implicados, mas ndo forma excess&végrma a permitir ao aluno,
relaciond-lo e gerir as suas aprendizagens. Deveraowla, apresentar abertura
suficiente a colocagéo de questdes, que ndo estavduidas inicialmente.

Nesta ordem de ideias, para o ensino do Calcuinitegimal, Roland Fischer (Fauvel, 2000)
€ de opinido que 0s conceitos essenciais, num imie&l, devem ser abordados de uma forma
mais heuristica, remetendo a exactidao e o rigar pigeis superiores. Assim, sugere que se deve
comecar por apresentar uma ideia do conceito deelevs6 posteriormente a sua defini¢éo.

Kronfellner (Fauvel, 2000) salienta que, para Tibgpuma das vantagens de efectuar um
estudo aproximativo, € permitir que o professorafagn paralelo com o desenvolvimento
historico, acrescentando ao ensino pormenoregicizto

Por outro lado, este método, relativamente ao emsais formal, torna-se mais moroso. Mas,
numa fase inicial da aprendizagem, um nivel elevdéarigor e formalizacdo pode ser um
obstaculo a aprendizagem.

A este propdsito, e contrariando esta opinido, modereferir o artigo de Aline Robert e
Natasha Speer (Robert & Speer, 2001) onde as autoraegcam por reconhecer a dificuldade que
0 estudo do Calculo é para a maioria dos estudantsgdientam um estudo que sugere haver
especial dificuldade quando a formalizacdo de unteito ocorre bastante tempo depois de um
primeiro contacto, com o conceito, de forma emairkesta dificuldadeefere-se tanto ao ensino
como a aprendizagem. Isto é compreensivel, umgwea formalizacdo generaliza uma série de
aspectos anteriormente estudados, para além de& aris grande diferenca entre a definicdo de
um conceito e a vasta nogdo da imagem do conegitoconforme David Tall refere num dos
seus estudos(Robert & Speer, 2001), permite exghtlzas na compreensao.

Uma nocgao interessante é a de “procept (a combmafi process and concept), apresentada
por Tall e Gray (Robert & Speer, 2001) e que, sdguestes autores, se adapta ao estudo do
Célculo e a Introducdo a Andlise. Para estes autséi® exemplos de “procepts” funcdes,
derivadas, integrais e limite. Na mesma linha despmento, outros estudos (Robert & Speer,
2001) referem que a visdo dos conceitos em mUtiperspectivas, permitem uma melhor
organizacao do conhecimento.

Comenius, que pode considerar-se o iniciador dactizh moderna, defendia que a melhor
forma de aprender era experimentar e que o prafdsseria encontrar técnicas para estimular os
seus alunos.(Freudenthal, 1973)
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Esta metodologia também é defendida actualment&miAsio estudo do conceito de limite
devem ser propostas, aos alunos, situacdes cigadefajude a esclarecer este conceito, indo ao
encontro de uma das normas que constituem as “No@eeais” (Silva, 1975) e que diz:

Muito raramente se deve definir um conceito senpaetido de exemplos
concretos e, tanto quanto possivel, sugestivoa. Beocupacao psicoldgica
tiver sido bem conduzida, sera muitas vezes o atprem acabard por
definir espontaneamente o conceito, com ou semaagiad professor. Em
qualquer caso, este devera encaminhar o aluno parigior de linguagem,
que equivale a dizer, de pensamento. Para iss@ dergrande auxilio a
introducdo a légica matematica, feita logo de iaici

No livro “Calculus” de Michael Spivak é apresentagaa proposta, neste sentido, e que
consta na analise dos gréaficos seguintes, no setitidentar interpreta-los quanto a existéncia de
limite no pontoa:

Verifica-se que somente as trés primeiras fungéeproximam dé quandox se aproxima de
a.

E de notar queg(a) nao existe e qué(a) € definido no “wrong way” (Spivak, 1994) e que
mesmo assim podemos continuar a dizergjad sdo funcbes que se aproximaml dguandax
se aproxima de. Isto €, a imagem d@ndo é necessaria na determinagdo do limite quarseéo
aproxima dea. Ou seja, ndo interessa qual o valoagem mesmo se ele existe.

Este autor propde um método para verificar se @digef, no pontoa, é |: desenhar duas
rectas, horizontais, cada uma delas representiand® colocar setas a partir de um paxgtouma
das rectas, para outro ponfc(x), na outra recta. Por exemplo:

-1 1 2

N/

e = -1 2

onde a primeira figura representa a fung‘do() =C easegundaa fungéb(x) =x3.
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Se considerarmos uma funcéo cuja representacécestermodelo, é a seguinte:

Wy A

a \

B
el
A

e quisermos saber sé(x) tende pard, quandox se aproxima de, verificamos que para

qgualquer valor do intervalo aberto B existe sempreelemento do conjunto A e por isso a
hipétese é verdadeira.

V)

a \‘—:1’

Esta representacdo no sistema €era:

ou

Uma outra proposta de actividade, para os alungsiee eventualmente, podera ser bastante
atil na ajuda a interpretagéo do conceito, foi sidgepor Larson e Edwards (Larson & Edwards,
2010) e consiste em propor as seguintes tarefas:

*» Escrever uma breve descri¢cdo acerca do signdidacseguinte nota(;,abrr;3 f (x) =25
X—

» A definicdo de limite, requer que senfloma funcéo definida num intervalo aberto que
contémc e exclui a possibilidade de a variavel ser igualRorque € necessario este requisito?

* Identificar trés tipos de comportamentos de fescassociadas a ndo existéncia de limite,
ilustrando cada tipo com um grafico.

Estas propostas pressupdem-se que devem ajudanbaten a situacdo indesejavel, em que os
alunos conseguem resolver exercicios usando esteeitm, sem, verdadeiramente, terem
compreendido ormalismo da defini¢cdo, na sua totalidade. (Cof291)

Em termos de conclusdo, achamos por bem apresemirreflexdo acerca do estudo do
Calculo, na qual se afirma:
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Para abordar el estudio del célculo se require taemadurez que
permita abrir la mente a distintas formas de pramedEsta madurez no
siempre es alcanzada por los estudiantes. Por lestadocentes debemos
propiciar cambios metodol6gicos que permitan guedtumnos descubran
como se construyen los conceptos a partir de saeaimientos prévios.
(Engler, Vrancken, M., D., & |., 2007)
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CAPITULO IlI

1. O Ensino Secundario em Portugal: Introducéo

A lei n.° 47/2006, publicada no D. R., 12 sériel®8 de 28 de Agosto de 2006, no seu artigo
3° - Conceitos — define “Programa” como sendo
0 conjunto de orientagfes curriculares, sujeitagpaovacdo nos termos
da lei; especificas para uma dada disciplina ouaaecairricular disciplinar,
definidora de um percurso para alcancar um conjuecaprendizagens e de
competéncias definidas no curriculo nacional doirmmsbasico ou no
curriculo nacional do ensino secundario;

Neste capitulo, € nosso objectivo realizar um l&rmento dos programas oficiais, do ensino
secundério, mesmo sabendo que a sua definicdalafi tenha sido, sempre, exactamente a que
se encontra acima, para verificar de que formangaito de limite tem sido, neles, referido.

Nesta analise, interessa-nos identificar as afiesagofridas ao longo do tempo, quanto a
localizacdo, nos respectivos programas, e abordagera posteriormente as confrontar com o
tratamento dedicado a este tema, nos manuais escola

Uma vez que 0 nosso estudo se centra no ensinadigagem do conceito de limite, faz todo
o sentido, efectuar a andlise referida, a partimdonento em que este conceito comegou a ser
ensinado.

Em termos temporais, vamos comegar por separatudoegm dois grandes momentos: o
momento que vai desde a reforma de Marqués de Paméba criacdo dos liceus em Portugal, em
1836, e dai até a actualidade.

O primeiro momento, a que nos referimos, servenagepara percepcionarmos de que forma
o Calculo Infinitesimal estava inserido no ensimoseja, a nivel universitario.

27



Cap. Ill — Os programas da disciplina de Matematica

Marqués de Pombal foi nomeado por D. José | paigirda recem criada Secretaria de Estado
dos Negocios do Reino, promovendo importantes meferdas quais se destacam a criagdo da
Direccdo Geral de Estudos, do Colégio Real dos @¢obrda Faculdade de Matematica (Carvalho,
2001).

A criacdo do Colégio dos Nobres (1761-1837) teveaobjectivo preparar jovens, de
familias da alta aristocracia, entre os sete eeas tanos, para as carreiras militares. Todavia, o
ensino das

Ciéncias, no Colégio dos Nobres, a cargo de professestrangeiros, foi muito mal sucedido,
acabando por ser abolido em 1772.

A par deste acontecimento, a reforma Pombalina deeltsidade, cria a Faculdade de
Matemética, em 1772, para além de outras cinco, iogresso dependia da conclusdo do curso
em Escolas Menores. O curso tinha a duracdo deogaiads e era no seu 2° ano que existia, na
cadeira de Algebra, temas ligados a Andlise Iefsiihal: Algebra Infinitesimal e Célculo
Diferencial e Integral (Carvalho, 2001).

Devido a varias vicissitudes, o Colégio dos Nolmsextinto em 1837, sendo o imével
ocupado pela recem criada Escola Politécnica deohig, mais tarde, em 1911, transformada na
Faculdade de Ciéncias de Lisboa.

A data da criacdo dos liceus coincide com a daa@oiala Escola Politécnica. Relativamente
aos programas para o nivel liceal, que comecaransgrodifusos, foram, ao longo do tempo,
adquirindo directrizes mais especificas para onensem particular no capitulo da Anélise
Infinitesimal.

2. Os programas da disciplina de Matematica
1° Momento — da reforma de Marqués de Pombal a cridio dos liceus

Lembrando que estamos a falar de um momento eno gmsino do Célculo Infinitesimal se
realizava, apenas, na Universidade, interessaapesas, ter a no¢gdo do momento em que este
tema era estudado e, dentro do possivel, conhetemas a ele relativos, ali contemplados.

Artigos publicados na revista literaria e ciendfitO Instituto” (Instituto, 1853) (Instituto,
1855) revelam-nos que, decorridos mais de 80 amosridcdo da Faculdade de Matematica,
continuava a ser no 2° ano que se estudava, nardiiade, a Andlise Infinitesimal.

O terceiro nimero desta revista, revela os contetalativos a este tema (Instituto, 1855):

Methodo das tangentes — rectificacdo — e quadratuRrincipios e
regras do calculo diferencial tratado pelo methodafinitesimal.
Comparacao deste methodo com os de exaustdo; rdiedj das fluxdes e
das derivadas. Sua vantagem sobre 0s outros.

Na Universidade de Coimbra, até 1892, o quadrcstieles era o0 mesmo que vigorava desde
1872, apesar das “alteracdes e melhoramentosaet@sdtdo incessante progresso da ciérféia
J. Teixeira, 1892).

A evolucéo verificou-se principalmente no campo Megematicas Puras e, para dar conta
disso, Anténio José Teixeira (A. J. Teixeira, 18%)resenta a relacdo dos livros adoptados,
naquela faculdade, em cada uma das épocas refefiglsisn, enquanto em 1872, o Unico livro
adoptado, para as 12 e 22 cadeiras do curso, ‘€@arso Completo de Mathematicas Purag
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Francoeur, traduzido pelo Dr. Francisco de Casteird-e pelo Dr. Rodrigo Ribeiro de Sousa
Pinto; no ano lectivo 1891-1892, para a 12 cadersan adoptadas as seguintes obras: de Carnoy,
“Geometria Analitica”, de Francoeur, “Algebra Stpegre de Souto Rodrigues, “Additamento a
Algebra de Francoeur” e para a 22 cadeira o livwoGbmes Teixeira, “* Curso de Analyse
Infinitesimal”.

Estas notas, associadas a descricdo do conteldtpgules destes livros, e que constitui o
assunto do capitulo seguinte, servem para dar cantemelhanca, relativa ao tratamento deste
assunto, numa fase inicial, na Universidade e nmoeuks.

2° Momento - desde a criacao dos liceus a actualda

A Passos Manuel ficou a dever-se importantes refermo ensino, nomeadamente no ensino
secundario, com a criagdo dos liceus. Neles, @énia@studada uma rubrica intitulada “Aritmética e
Algebra, Geometria, Trigonometria e Desenho”. Qatrento destas matérias dependia da
preparacao dos professores, que no caso da Matantatnbém ndo era em ndmero suficiente.

Esta reforma, de 1836, ndo menciona 0 nimero de @mague deveria constar 0 curso, hem
quais as matérias a leccionar em cada ano, nemragamacdes de cada uma delas.
Efectivamente, os liceus s6 comegaram a surgirg&40.1

Sobressai das reformas de Passos Manuel, a intelec@stimular o ensino das matérias
cientificas e técnicas, considerando-as fundanmsepéaa o progresso da Nagéo (Carvalho, 2001).

Nés até 1860 nao tivemos marcada por lei a durad@eurso de estudos
secundarios ou dos preparatorios, como entdo s& dara 0S cursos
superiores); naquele ano fixou-se aquela duracaas (iceus oficiais) em 5
anos, pelos quais se repartiam as diversas dis@pli de modo muito
ingénuo; em 1880 acrescentou-se um ano e em 1896uebe a duracao
total do curso secundario (geral e complementar)anos ...(Coelho, 1913)

A propoésito destas tentativas de ajuste que sdicaeam no ensino secundario, Adolfo
Coelho refere, no mesmo artigo de que acima seapui@! um excerto:

Observa-se ainda grande arbitrariedade no modo quog se distribuem
as disciplinas por anos e horas das semanas; aigsallta da incerteza dos
principios em que deve basear-se. As velhas ratyrdécil para o dificil, do
simples para o composto, do proximo para o rem&do, muito banais para
gue delas se tire alguma coisa vantajosa. Psic@oggpedagogos muito
notaveis (por exemplo Stuart Mill, Tomas Arnolda/Bullivan W. Stern)
rejeitaram a regra de que nada se apresentassedacamdo que ele ndo
pudesse logo entender, que ele ndo estivesse pdipaiara entender, e a
regra do simples para o composto é falsa, entendidetra, porque o
simples € o que muitas vezes mais tarde se afi@gelho, 1913)

O século XX foi marcado por importantes mudancasedgme politico, as quais tiveram
repercussdes no plano educativo.

°Francisco Adolfo Coelho (1847-1919) — filblogo, sz e pedagogo. Foi uma das figuras mais
importantes da intelectualidade portuguesa, dassfitlo século XIX. (wikipedia)
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Num primeiro momento, de 1895 até 1967, ou sejacpdepois da introducdo da Matematica
Moderna, em 1963, o ensino liceal estava estrubudadseguinte forma:

= Curso Geral com, 5 anos, subdivididos em 1° écRSs¢

» Curso Complementar, com 2 anos, havendo duas distisdas: a de Letras e a de Ciéncias.

A primeira reforma (DG n° 250 de 4 Nov 1905) quéadarecisamente, de 1905, apesar de
introduzir o conceito de derivada, ndo contemp#atado de limite de uma fungédo, num ponto.

So a reforma seguinte, de Alfredo Magalhées, gajogramas curriculares foram publicados
no decreto n.° 5:002 do D.G. n.° 257 de 28 de Noverde 1918, apresenta, pela primeira vez,
um capitulo intitulado “Elementos de Célculo Inf@simal”, onde o conceito de limite antecede a
nocdo de derivada. Esta reforma, relativamente &oul® Infinitesimal, é bastante importante,
uma vez que € a primeira vez que esta area comeégetivamente, a ganhar autonomia,
relativamente & Algebra. Este assunto esta integnadV| classe do Curso Complementar de
Ciéncias, cuja estrutura é a seguinte:

Elementos de Calculo Infinitesimal:
Teoria de limites. Teoremas sobre limites da s@r@juto e quociente.
Derivada: importancia desta nocéo. Derivadas ...(8i€eVazquez)

A reforma de Joaquim José de Oliveira legislada gektreto n.° 6:132 do D.G. n.° 196 de 26
de Setembro de 1919 (Publica, 1919), contemplacdande limite, no programa decretado pelo
mesmo Diério do Governo, também, no Curso Complaanae Letras, na VI classe, da seguinte
forma:

Analise de algumas demonstracdes, ja feitas, paaguasicdo da nocao
de limite (ciclometria, volume do tetraedro, etdNocdo de derivada, de
diferencial e de integral. Aplicacdes simples alcal®d das areas e volumes,
do movimento e das tangentes as cur{Rsblica, 1919)

O programa tem como recomendacdo: “A aquisicdoogdmde limite, derivada, diferencial e
integral, e as suas aplicacdes s6 em casos muifges se fara exclusivamente pelo método
analitico, todo restante dugerido e garantido pela geométriaDiario do Governo n.° 266 — |
série de 30 de Dezembro de 1919 (Martins, 1923)

E, no Curso Complementar de Ciéncias, o capitulerientos de Calculo Infinitesimal”
pertence a VIl classe, com a seguinte forma:

Elementos de Calculo Infinitesimal:
Teoria de limites. Teoremas sobre limites da sgr@juto e quociente.
Derivada: importancia desta nocéo. Derivadas ...(Ri#h11919)

Até 1926, data de inicio de um novo regime politian Estado Novo — nada de importante foi
legislado, relativo ao ensino secundario, mantesgjqgortanto, os programas em vigor.

A primeira reforma do Estado Novo, da responsaiédde Ricardo Jorge, cujos programas
datam de 2 de Novembro de 1926 — Decreto n.° 12693. G. n.° 245 — apresenta alteracbes
significativas quanto a este assunto. Assim, o W@ldénfinitesimal surge num capitulo de
Algebra na IV classe do Curso Geral, que se mantémcinco anos e com a seguinte estrutura:
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a) Continuacéao do estudo da algebra.

Nocao de limite, apresentada por meio de exempbosrdmética, da
algebra e da geometria.
Nocao de derivad@ublica, 1926)

Nesta reforma, e apenas nesta, o Curso Complengergsa a ser de um ano.

E de salientar que a nogdo de funcdo estava cola@m@penas, no programa da VI classe do
Curso Complementar de Ciéncias, num capitulo latitu“Elementos de Algebra”.

Em 1929, Cordeiro Ramos, restitui os dois anoswasdCComplementar e, para terminar com
as divergéncias que se estavam a verificar entrevas®s liceus, fixou os conteludos
programaticos para as VI e VIl classes (Decretd 6:362 do D. G. n.° 11 de 14 de Janeiro de
1929). Assim, na VI classe, do Curso Complemenga€i@ncias, num capitulo de Algebra vem
(Publica, 1929):

Algebra:

Numeros algébricos e complexos.

Nocao de funcao; representacéo grafica; nocao tivaidos limites das
funcdes de uma varidvel, de continuidade e de aéaiy interpretacédo

geomeétrica.
Polinbmios inteiros; propriedades gerais e elemesga
~ e S . m m O
FraccOes algébricas; significado dos SImbOlGCS){, —, 6 Oxoc0 e
(0]
00 X 00 ,

Durante esta reforma, sdo publicados novos progrgmaa o0 ensino liceal — Decreto n.°
18:885 de 27 de Setembro de 1930 — e, novamente,capitulo de Algebra, na VI classe do
Curso Complementar de Ciéncias temos:

a) Algebra:

Funcdes; classificacdo das fungbes; propriedadesmehtares das
funcdes inteiras; principio das identidades; métodos coeficientes
indeterminados; aplicacbes. Funcdes fraccionariassimbolos de
impossibilidade e indeterminacdo. Limites de fusgde uma sé variavel;
teoremas relativos & soma, ao produto e ao quceiatestes limites;
exercicios sobre a determinagéo dos limites dedfesg(Aires & Vazquez)

Esta programacéo sugere preocupacéo, relativaraesgquéncia dos assuntos estudados, pois
verificamos que o estudo das fungfes, da teoridiides de uma funcdo de uma so variavel e a
continuidade de fun¢des precedem o estudo dasadasy

Apesar de se terem publicado novos programas, &h ([@ecreto n.° 20:369 do Diério do
Governo n.° 232 de 8 de Outubro), em 1934 e em &@%8Sunto em causa ndo sofreu alteracoes
em nenhum deles.

A mudanca de regime politico, em 1926, teve, en6,1B8portantes repercussdes no ensino,
com Carneiro Pacheco. Este ministro, retira aoneniéteal o papel de transicdo para o ensino
superior, e, desta forma, acaba com a distinc&e enCurso Geral e o Curso Complementar e
com a separacao entre Letras e Ciéncias. Durgmeei@do em que vigorou esta reforma o ensino
liceal estava dividido em trés ciclos: ao 1° cuborespondiam o 1°, 2° e 3° anos, ao 2° ciclo, o 4°
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5° e 6° anos e ao 3° ciclo, o 7° ano (Aires & Vaz@jjuComo consequéncia, destas alteracdes, 0s
contetdos programaticos foram

reduzidos. A nocgido de limite encontra-se no capitlg Algebra, no 5° ano, conforme se
apresenta no Decreto-lei n.° 24: 084 do D. G.41°de 14 de Outubro de 1936:

a) Algebra:

Nocdo de limite de uma sucessdo apresentada pao ohe exemplos da
aritmética e da geometria; primeiras nocdes de nitdimente grande e de
infinitamente pequeno. Definicdo de limite de umaessagNacional, 1936)

Neste programa a nocdo de limite estd, apenasciadaoad de sucessdo. As fungBes séo
estudadas no ano seguinte, mas sem qualquer @éea@nlimite de uma funcédo num ponto.
As observac0es feitas no préprio programa refengen g

As nocdes de limite e de infinitamente pequencat@ivacdo imediata na
avaliagdo das é&reas das superficies planas indisaulas programas do 5° e
das &reas e volumes de quasi todos os sélidos geomséali especificados,
ficando ao critério do professor a escolha de unootro desses métodpara
cada caso particula(Nacional, 1936).

E ainda:

O apelo a intuicdo geométrica facilitard o estuda epresentagéo de
alguns assuntos, tais como as no¢cfes de numercidrral e de limite, etc.
Os conhecimentos adquiridos na algebra, por sua fagtalecem-se com a
resolugéo de determinados problemas geométricas.cEso, por exemplo,
das nocdes de limite e de infinitamente pequenwaxds a deducdo das
formulas das éareas e volumes dos sélidos geomstrieoda teoria dos
logaritmos aplicada a resolucdo de exercicios daliagdo dessas areas e
volumegNacional, 1936)

A reforma seguinte, de Pires de Lima, € promulgadd 7 de Setembro de 1947 pelo Decreto
n.° 36:507 do D. G. n.° 216, e, além de repor amlde estudos que Carneiro Pacheco tinha
alterado, retoma os objectivos do ensino secunddrialtera, obviamente, os conteldos
programaticos (Decreto n.° 37:112 do D. G. n.° 84722 de Outubro de 1948). A Analise
Infinitesimal, em particular a nogéo de “limite’prttinua a estar incluida no capitulo da Algebra
no 6° ano do Curso Complementar de Ciéncias, dargedorma:

Algebra:

Nocao elementar de variavel e de funcéo; express@ditica de uma
funcdo; classificagcdo das funcgdes; fungbes inversespresentagcdo
geomeétrica de algumas funcgodes.

Infinitamente grandes; infinitésimos; infinitésimgimultaneos; teoremas
relativos ao produto e & soma de infinitésimos.iteérde uma variavel; limite
de uma funcédo; operacdes sobre limites.

Noc&o elementar de continuidade de uma fun(ducacéo, 1948)
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E no 7° ano, também no capitulo de Algebra:
O problema das tangentes e o das velocidades: ndgaterivada de uma
funcdo num ponto; fungéo derivada. Derivada das;@@s algébricas e das
funcdes circulares directas; derivada da funcadudeao.

Relativamente a este programa, Sebastido e Sivartigo “Analise Infinitesimal no Ensino
Secundério” (Silva, 1951), regozija-se com o fat#oque “ao conceito de limite, se anteponha o
conceitode infinitésimd, o que, segundo este matematico e pedagogo, tem dtwentagem, do
ponto de vistgpedagdgico”, uma vez que, “o conceito de infinitésié formalmente mais simples
gue o conceito de limite”

Uma das criticas que Sebastido e Silva faz a estggma, nesse mesmo artigo, € relativa ao
desfasamento entre o estudo da teoria dos linmte§? ano, e o das derivadas, no 7° ano, visto
que esta é a unica aplicagdo da teoria dos linmteensino secundario.

Em 1954 houve altera¢des dos programas, publicamd@®ecreto n.° 39:807 do D. G. n.° 198
de 7 de Setembro de 1954, onde se mantém, rela@itanao programa anterior, as indicactes
sobre o estudo do conceito de limite.

O aparecimento da Matemética Moderna, em 1963¢pduir alteracbes significativas no
ensino complementar (6° e 7° anos) com a inclusdwdos temas e a partir de 1967 a criagdo do
Ciclo Preparatério encurta o Curso geral de 5 panaos.

A reforma de Veiga Siméao, em 1974, faz publicarasoprogramas para o ensino liceal, que,
relativamente & Matematica, sdo dois: um para granosa de Matematica Moderna e outro para a
Matemética Classica. O estudo dos limites estdiicaclem cada um deles, da seguinte forma:

- no caso do programa de Matematica Moderna, egittuto pertence ao 2° ano, do curso
complementar de Ciéncias, com a seguinte estr(@uiéura, 1974):

Capitulo | — Introducéo a Analise Infinitesimal

1.1 Célculo numérico aproximado

1.2 Limites de sucessodes

1.3 Limites de fung8es de variavel real

Exemplos e definicdo (segundo Heine). Teoremase duhites.

Infinitésimos simultaneos. Limites laterais. Indetimacoes.

1.4 Funcg0les continuas

1.5 Derivadas e primitivas

Como observagao, o programa sublinha, relativansmt@alculo Numérico Aproximado, que
“0 objectivo deste nimero € a aquisicdo de linguagdegumda ao estudo dos assuntos
abordados nosumeros seguintes” — o estudo do conceito de limite, neste prograesta
intimamente relacionado com o conceito numérico.

As correccdes que Sebastido e Silva propunha, @@ragrama anterior, verificam-se aqui,
apesar de este estudo avancar para 0 7° ano.

- no caso da Matemética Classica, pertence acolWarseguinte forma:

As func@es da variavel natural. Limites de sucessde

NOTA: Demonstragcdo dos dois primeiros teoremas tikgla a
infinitésimos, do da unicidade do limite e dos tigtzs a soma e produto de
duas variaveis convergentes.

Limites de funcdes de varidvel real: continuidade.
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NOTA: ndo deve ser dada nenhuma demonstracdo, maomceitos
devem ficar bem esclarecidos.

Derivadas: definicdo de derivada de uma funcdo npomto e sua
interpretacdo geomeétrica.

Derivabilidade e continuidade (com demonstracgéo).

A funcéo derivada. Regras de derivacao, incluinddeavada da raiz.
Deducé&o nos casos da soma, produto, poténcia eatkrida funcdo inversa.

Aplicacdo a problemas de maximos e minimos e reptagdo gréafica
de fungbeg(Cultura, 1974)

A partir do ano lectivo de 1978/1979 o ensino sdatin passa a ter a seguinte estrutura:
= Curso Unificado, com 5 anos;

= Curso Complementar, com 2 anos (10° e 11° anos)

= 12° ano que surge pela primeira vez no ano le8v81l

Para esta nova estrutura, a Andlise Infinitesirtd patente no programa do 10°Aato da
seguinte forma (Educacéo, 1979):
1. Limites de sucessoes

Limite de uma sucesséo; sucessbes convergentes.

Unicidade do limite (com demonstracdo). InfinitésémLimite de uma
sucesséo constante. ...

3. Limites de fungfes reais de variavel real. Guritade.

Definicao de ponto de acumulacédo de um subcongetd .

Definicdo, a Heine, de limite dé(x) guandoXxtende para um ponto de
acumulacdoa do dominio def (considerando apenas sucessées de termos

diferentes dea ). Extensdo ao caso em ga& +o ou — .

Teorema da unicidade do limite (com demonstracéo).

Limite de uma funcéo constante.

Limites laterais. Informacdo de que a igualdade tiostes laterais é
condicdo suficiente para a existéncia de limite.

Eventual referéncia a definicdo de limite cﬂeéx) segundo Cauchy.

Podemos verificar que a abordagem deste tema, harld) se distancia da concepcdo de
namero, recorrendo ao estudo das sucessoes, quagejanceito de infinitésimo, para obter a
definicdo de limite de uma funcdo num ponto seguteioe, e, “eventualmente”, fazer referéncia
a definicdo de Cauchy.

Relativamente ao 11° ano, este tema, € tratadicgregnte da mesma forma, mas com
significativa perda do niumero de aulas.

Ambos os programas apresentam exemplos daquilegjpeetende que o aluno saiba fazer, no
final do seu estudo, e enquanto no 10° ano sengieeue o0 aluno saiba aplicar a defini¢do, para
verificar se um determinado namero é limite, no 418, é, também, exigido que o aluno saiba
calcular limites.

Nas indicacBes metodoldgicas pode ler-se: “f) atheoimentos e capacidades ja adquiridos
em anos anteriores, nomeadamente os do 10° arevadeser utilizados, sempre que possivel, no

® Inicialmente, este programa seria aplicado ncah@? N&o tendo sido possivel concretizar-se, edequaa
ser aplicado no 11° ano.
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estudo dos novos temas agora propostos. Em partimg conhecimentos e a simbologia da
l6gica deverdo ser usados sempre que se julguerieme (estudo dos limites, da continuidade,
da derivacao, dgzrobabilidades, etc.).

E interessante constatar a importancia do estudogilza, no estudo dos limites, o que nos
programas actuais ndo acontece.

Numa fase de transicdo, apds a conclusdo do Cummopl€mentar, surgiu o Ano
Propedéutico. Conforme se diz nos textos de aprativos ao seu primeiro ano de
funcionamento, este destina-se a colmatar a difarentre o programa oficialmente atribuido ao
2° ano do Curso Complementar e o programa miniabelgcido, e a orientar as matérias, no
sentido de facilitar posteriores aprendizagend)maersidade (Superior, 1977-1978). No que se
refere ao estudo dos “limites”, primeiro de umaesséo e depois de uma funcdo, vemo-lo
associado ao aparecimento dos numeros reais ecsnagcoegSuperior, 1977-1978)

2.  Introducdo a Analise Infinitesimal

2.1 Erro de um valor aproximado. Nog&o de vizinhancaialenamero
real. Erro cometido na avaliagdo de uma grandeza.

2.2 Propagacao de erros através de operacoes.

Majoracédo do erro de uma soma e de uma diferenca.

Majoracédo do erro de um produto e de um quociente.

Majoracgéo do erro de uma poténcia.

2.3 Aplicacdo das nocdes adquiridas no calculo Aproximano
esclarecimento do conceito de limite (de sucessbeke funcbes) e do
conceito de diferencial e derivada

A Lei de Bases do Sistema Educativo, publicada 886 lvem, mais uma vez, alterar a
estrutura do ensino secundario, no qual passastarpapenas o0 10°, 11° e 12° anos.

Em 1991, surgem novos programas para o ensino d&tonestando o estudo dos limites
incluido da seguinte form@&ducacgéo, 1991)

11° ano:
6. Sucessoes Il — Limites
- Infinitamente grandes e infinitésimos.
- Sucessdes convergentes. Unicidade do limite

Nas indicag6es metodologicas apela-se ao recursaldaladora grafica e de representacdes
gréficas, para o estudo de infinitamente grandksiafinitésimos.

Este capitulo é visto como preparativo para a gtemo conceito de limite de uma funcdo
real de varidvel real, e tendo em vista a delicad#zs conceitos de infinitamente grande e
infinitésimo, o

programa indica que estes devem “ser intuidos, nom& geometricamente, antes de serem
definidose as definicbes, sem perda de rigor, serdo dadaknguagem corrente”(Educacéo,
1991)

7. Funcdes Ill — Limites. Derivadas.

- Limites e continuidade de funcges.
- Derivagéo de fungdes racionais. Segunda derivada.
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- Aplicac0es.

O programa refere que o conceito de limite (& Heiteé como outros conceitos relativos a
funcdes, serd intuido a partir de exemplos e asiggés serdo dadas em linguagem corrente,
tendo por base apenas fun¢fes polinomiais e furf@i@sonarias.

Trata-se de uma alteracao relativamente aos pregramteriores, pois, quando se diz: “os
conceitos basicos de Anadlise Infinitesimal sdoothtzidos intuitivamente e sé posteriormente
aperfeicoados, evitando sempre uma excessiva faagab, da-se relevo a interpretacéo e esbogo
degréficos cartesianos (recorrendo, quando oportmajculadora) "estamos a recorrer a novas
ferramentas — por um lado & intuicdo e por outtecaologia. H4 também um distanciamento
relativamente ao formalismo e o termo limite aparpela primeira vez aos estudantes, mesmo
sem qualquer definicdo, associado ao estudo deigdapes de funcdes reais de variavel real, e
ndo ao estudo das sucessdes.

12° anaEducag&p1991)
5. Funcbes VI — Func¢des trigonométricas Em
- Férmulas. Equacdes e identidade.
- Seno, co-seno e tangente como funcdes de varéalel
- Limites, continuidade, derivada, variagéo.

Este programa, depois de um periodo experimemtagdlicado de forma generalizada, em
1993.

Rapidamente surgiram dificuldades de concretizagAgor isso, até surgir o programa
ajustado em 1997, foram dadas, pelo Ministério diacBcao, algumas orientagbes no sentido de
permitir a conclusédo deste programa. Entre essagtacdes, 1é-sgEducacao, 1995a)

N&o calcular limites de fungdes pela defini¢éo.

N&o proceder a demonstracoes.

Informar as regras operatérias de limites de furg@#zendo que séo
consequéncias das regras operatérias de limiteswgessdes (incluindo a
regra para o quociente de dois polinémios).

Estas orientacBes, consideramos nds, sdo a cogfionda consciéncia da extensdo do
programa.

A par do ensino liceal diurno, a Lei de Bases diteBia Educativo, também contemplava o
Ensino Recorrente. Este tipo de ensino tinha cobjectivo assegurar “uma nova oportunidade
de acesso a escolaridade aos que dela ndo usufmi@raade propria (ensino basico até aos 15
anos e secundario até aos 18 anos), aos que abasatoprecocemente o sistema educativo e aos
gue o procuram por razdes de promocéao culturarafispional” (CEDEFOP).

O programa de 1993, para este tipo de ensinojvaiante aos objectivos gerais e ao estudo
de limites diz: “Investigar limites, estudando ssfies infinitas, séries e areas limitadas por
curvas” (Educacgao, 1993 Neste caso, o “limite de uma sucess&o” inicia-s@ coestudo da
vizinhanca de um ndmero real, ou seja, 0 conceitntréduzido através de uma concepc¢ao
numerica.

O Programa Ajustado que surgiu em 1997, em virtlele programa anterior ser demasiado
extenso, nas consideracdes acerca da distribuggsicahteddos, no ensino secundario, diz: “No
estudo do Céalculo Diferencial da-se prioridade radbalho com a nocdo de derivada, sendo
deixada a formalizacdo da definicdo de “limite” parma fase posterior. Ao contrario dos
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programas anteriores, a nocao de limite € visadaepo de forma apenas intuitiva; em seguida é
formalizada no tema de sucessdes, sendo mais gardmalizada para fungbes quaisquer (via
definicdo deHeine).” (Secundério, 1997)

Este programa contempla o estudo da nocéo de lifaiseguinte formgeducacédp1997)

11° ano —Introducéo ao Calculo Diferencial |

- Estudo intuitivo tanto a partir de um gréfico piaular, como usando a
calculadora gréfica de propriedades das fungbes as deus graficos
(....limites nos ramos infinitos,...)...para as seguifuagodes:

i) funcdes racionais definidas pdr(x) —a+ b ;
cx+d

i) fungbes definidas por dois ou mais ramos (cd@minio é um
intervalo ou unido de intervalos)

- Uso da calculadora para uma aproximacéo experim@eda nocdo de
limite, de—o e + 0,

12° ano —Introducéo ao Célculo Diferencial Il

- Limite de uma funcdo segundo Heine. Propriedanesatérias sobre
os limites (informacgédo); limites notaveis (inforrdag. Indeterminacdes.
Assimptotas. Continuidade.

A abordagem da nocdo de limite continua a ser dedointuitiva, mas com alteracbes
significativas: o conceito deixa de surgir a praoj@ddo estudo das Sucessdes para ser referido
como uma das propriedades das fun¢des racionasdrérias.

Que intencdes estardo por detrds desta decisdo?

Somos levadas a pensar que a abordagem intuitivaamo e a apresentacdo da definicdo no
ano seguinte, traduz uma aposta na maturacdo doesalisto é, existe a constatacdo da
dificuldade inerente ao conceito.

Sem excluir a hipétese anterior, podemos tambénsgoe que esta alteracdo, serviu para
alterar a filosofia de abordagem do tema. Assindepms considerar que a assimptota serd uma
tentativa de apelo a intui¢cdo, funcionando como oorestante, da qual se aproximam os valores
da func¢do indefinidamente.

No actual programa do ensino secundario, para csUGerais de Ciéncias Naturais, de
Ciéncias e Tecnologias e de Ciéncias Sécio-Ecora@ntlmomologado em 2002 e tendo entrado
em vigor no ano lectivo 2004/05, a estrutura destgetido mantém-se. E dada, ao professor, a
indicacdo de que “o conceito de limite, a ser fdizado mais tarde, deve ser utilizado de forma
intuitiva” e de que “Este conceito deve ser abooddelforma experimental’(Educacéo, 2002a).

Para o célculo das derivadas, o professor deverarrez a interpretacdo geomeétrica,
“recorrendo aim uso informal da nogéo de limite”(Educacéo, 2002a

SO no capitulo “Sucessdes” € apresentada uma gidirformal de limite. As indicacGes
metodoldgicas referem: “...utilizando a calculadorafiga, através de calculos e representactes
graficas de sequéncias de termos chegar aos amdeitinfinitamente grande, de infinitamente
pequeno e de limite de uma sucessao. ...As defing@esstabelecidas em linguagem corrente
seguindo as conclusfes a tirar de cada exemplongaeexemplo. Apds cada redaccdo em
linguagem corrente deve ser estabelecida uma r@dlag simbologia matematica e devem ser
aplicadosexercicios rapidos em que as definicbes simbdsiepan testadas” (Educacao, 2002a).
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Nestas indicacdes sobressai, relativamente ao gnagranterior, preocupacdo com a
linguagem simbdlica. Veremos se em termos praéstsindicacéo esté a ser seguida.

3. Reflexdes Finais

Da andlise dos programas ao longo do tempo, saliress

» O estudo deste conceito foi integrado, de foregaulamentada, no ensino liceal, a partir de
1905, ou seja, 65 anos apoés o inicio da entradfueaonamento dos liceus, tendo sofrido um
interregno de doze anos (entre 1936 e 1948);

A dificuldade em ordenar o estudo de “Limite” @ ‘therivada”, no ensino liceal, quando
este tipo de ensino surgiu, sugere alguma debdidedtratamento dos temas — s6 a partir de
1918, o estudo de “Limite” antecede o de “Derivada”

« E a partir dos programas de 1948 que o conceittlimite”, no ensino liceal/secundario,
adquire maior rigor no tratamento, com o estudoifiritésimos antes do dos limites;

* O estudo do conceito foi quase sempre assoc@doreeito de nimero;

* O estudo do limite, sé numa fase muito receste,é, a partir dos programas de 78/79 deixa
de ter uma ligacao tao directa ao estudo dos erdas aproximacoes;

« O estudo do limite “liberta-se” da Algebra, nassos programas, s a partir de 1974, o que
indica uma necessidade de reconhecer um lugar iprggara o Calculo Infinitesimal, na
Matematica;

* O facto de a abordagem inicial ao conceito, c@macser realizada de forma intuitiva, sugere
reconhecimento na dificuldade que ele apreserjaeweio a acontecer a partir de 1991,

« E também a partir de 1991 que se introduz a lzalota gréfica, para o estudo do conceito.
Este acontecimento leva a crer que, a introducdotetanologias sera uma mais-valia para a
aprendizagem do conceito;

* As indicacdes metodoldgicas fazem parte dos progs s6 muito recentemente (desde
1991), o que traduz uma diminuicdo da importanoigroofessor;

* Actualmente, isto €, a partir do programa de 19%studo do conceito faz-se em espiral. Ou
seja, 0 conceito é abordado varias vezes de diéreiormas: primeiro é dada uma nocdo
intuitiva, através das funcdes, depois € dada iai¢g@d de limite de uma sucesséao e, por fim, é
dada a definicdo de “limite” de uma funcdo, numtppn

» Actualmente, (programas de 1997 e de 2002) aoningéitiva de limite é apresentada, pela
primeira vez aos estudantes, a proposito do esteigwopriedades de fungdes racionais;

» Desde que os programas do ensino liceal comecarsen melhor definidos, o conceito de
limite tem sido progressivamente adiado para nisa@it® vez mais superiores (é a partir de 1997,
ou seja, muito recentemente, que a definicdo déelide uma fungdo num ponto € adiada para o
12° ano);

» As demonstracdes foram sendo desvalorizadasngo ldo tempo;

* As representacdes simbdlicas nem sempre foraonizadias.

Sabemos que o conceito de “Limite”, na Historia Matematica, ocupa um lugar muito
recente, o que se repercute em termos de ensident®s, entdo, dizer que este conceito sé ha
muito pouco tempo faz parte dos conteldos progransatDesse pouco tempo, sobressai o
aumento do equilibrio entre o estudo grafico ealiaco, o qual ao longo do tempo tem vindo a
perder rigor na formalizacao.
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CAPITULO IV

1. Os manuais escolares: Introducéo

O mesmo artigo da lei n.° 47/2006 referido no cdpitProgramas”, relativo a “Conceitos”,
também define Manual Escolar. Oficialmente esteeita significa:

o recurso didactico-pedagdgico relevante, ainda gae exclusivo, do
processo de ensino e aprendizagem, concebido poreapor ciclo, de
apoio ao trabalho autonomo do aluno que visa cowiri para o
desenvolvimento das competéncias e das aprendizadefinidas no
curriculo nacional para o ensino basico e para osian secundario,
apresentando informacdo correspondente aos congeldaleares dos
programas em vigor, bem como propostas de actigslatidacticas e de
avaliacdo das aprendizagens, podendo incluir oaeéb de trabalho para
o professor;

Esta designacao € actual, mas, seja qual forignd€sio, a sua funcéo é de servir de material
auxiliar, no estudo dos alunos, conforme referdodge Calado na Memdria Descritiva do livro
“Compéndio de Algebra”, datado de 1956:

“E uma vez que a Administracéo impde Livro Uni@xitamente preconiza que tal livro deva
ser, para os alunos, auxilimue baste para o aprendizado da matéria teodridasesuas
consequentes aplicacdes praticas...”(Calado, 1956).

Neste capitulo iremos procurar identificar de qoem a definicdo de “limite”, tem sido
tratada, nos manuais escolares, ao longo do tebhpa vez que, sé mais recentemente, ele
pretende ser um material de apoio ao trabalho aotdniremos investigar de que forma ele
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facilita, ou ndo, esse trabalho. Se atendermosefadio do livro “Compéndio de Algebra” (Silva
& Paulo, 1958):
Com o presente livro procuram 0s autores contripuia justa medida,
para a melhoria do ensino liceal da matematica wsso Pais, admitindo,
como norma, que o livro ndo pode substituir o emsiral, mas pode e deve
servir de apoio e complemento as licbes do professo

Vemos que, naquela época, na qual a definicdo deahascolar ndo sendo necessariamente a
mesma, existia a preocupacdo de que ele pudesse d=material de apoio, ao trabalho dos
alunos.

Nessa analise, interessa-nos identificar o tipalefenicdo e os aspectos didacticos que se
destacam em cada uma delas, assim como a adeglag@atamento do tema com as indicacdes
metodoldgicas sugeridas pelos programas oficiaimpge que elas existirem.

Como dissemos atras, também nos interessa amakgarais utilizados na Universidade, mas,
aqui, esta fora de questao, a sua adequacao apames e as indicacdes metodoldgicas.

Antes de iniciar esta tarefa, vamos expor algungstges relacionadas com a elaboracdo de
manuais escolares e que séo fundamentais pardiseanée se fara posteriormente.

Segundo Dreyfus (Dreyfus, 1999), em muitos manwesisolares “more or less formal
arguments are used, together with visual or ineifustifications, generic exemples, and naive
induction. Even the formal arguments are often dolynal in appearance.” e nos livros de
Célculo sdo comuns argumentos experimentais e isisxemplificando, o autor cita uma
passagem de um livro de Fraleigh (1990) onde sadinz intuitivamente a inclinacdo da tangente
como o limite da inclinacdo da secante, usandonaggtos fisicos, sem previamente discutir a
nogdo de “limite”. Aqui o uso da expresséo “you idoexpect, durante a exposicdo, € visto
como uma forma astuciosa de encaminhar o raciodmleitor/estudante.

A questdo da passagem do intuitivo para o formad ¢ o que realmente esta em causa,
segundo Dreyfus, também ndo esta claramente mancexautro exemplo do livro de Fraleigh,
onde intuitivamente, se chega a definicdo de “émiegundo Cauchy e, posteriormente, sdo
propostas actividades que exigem demonstragdes amrnSituagcdes como estas, s&o
potenciadoras da inibicdo do uso do manual esaatanomamente.

Na verdade, devemos ter em conta, o dilema comsquédebatem os autores de manuais
escolares, acerca das precedéncias, uma vez querizagem, em matematica, consiste no
estabelecimento de conexdes e relacdes, construmddeia de ideias, onde, por vezes, umas se
formam a partir de outras. Um exemplo classicoaddsiculdade, e aqui muito oportuno, € o da
introducdo do conceito de limite antes ou depoiestndo do conceito de derivada (Dreyfus,
1999).

Digamos que na elaboracdo de um manual escoldemxpgoblemas especificos, que ndo séo
simples de contornar, como € o caso da escolhaetttompercurso para se atingir o formalismo
desejavel e da sequéncia dos assuntos. Quandia sefascolha do melhor percurso, estamos a
pensar na seleccdo de exemplos, imagens, rep@Bentsimbdlica, linguagem utilizada e
sequéncia da exposicao/tratamento.

Convém salientar que, durante bastante tempo,inceds conceito em estudo, foi realizado
da mesma forma, no ensino secundario e no engi@riste, por isso, para épocas mais remotas,
o tratamento deste tema nos manuais era semelparsteos dois graus de ensino (Pedro José
Cunha, 1940).

E, por isso, se justifica a andlise desta definiefio diversos manuais, destinados ao ensino
universitario, como a que se apresenta de seguida.
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1.1 Manuais utilizados no ensino universitario

A razdo de existir desta seccdo, prende-se contto fie nos interessar estabelecer um
paralelo, tanto quanto possivel, quanto a defind@@onceito de limite nos manuais do ensino
superior e do ensino secundario. Desta forma,zesabbls uma enumeracédo, até quando ela se
justifica, de manuais utilizados na Universidadeue, até ao principio do século XX, ndo é, de
forma nenhuma, extensa.

Em 1794, Gargdo Stockler, professor de MatematicAaademia Real da Marinha e sécio da
Academia Real das Sciencias, nas primeiras pagioaeu livio “Compendio da theorica dos
limites”(Stockler, 1794) afirma que esta obra fodfhunicada a Academia Real das Sciencias em
Dezembro de 1791, justamente no tempo em que,regedo por S. Majestade da regéncia da
Cadeira de Calculo, e Foronomia da Academia Redllaanha, me vi precizado a manifestar
algumas proposicdes da dita Theorica aos meus pDlssi como fundamento, em que
estabelecesse 0 meu Methodo das FluxGes, do quddéma lhes expuz os principios
fundamentaes”.

Nesta obra, o autor, também, faz referéncia aosdestsobre este tema, até a época,
apresentando concepc¢des que se iniciam com Newesmiaam com |"Huilier.

A 112 Definigéo, neste livro, € relativa ao “lireit (Stockler, 1794):

IIL.?

Huma quantidade constante
ehama-se /Jimite de huma variavel
quando esta péde crescer, ou de-
minuir de tal sorte, que ainda que
® seu valor nad possa nunca set

igual a0 valor d’aquella, possa com
tudo aproximar-se tanto a elle, que
a sua differenca venha a ser menor
que qualquer quantidade , que se te-
pha assignado, por quad pequena
esta seja.

E um livro que, como seria de esperar, ndo ap@sgrtiquer representacdo gréafica, de forma
a facilitar a constru¢ao de uma imagem mental aatuA aprendizagem, com a utilizagdo deste
livro, é feita através da interpretacdo do textorsequentemente a construcdo mental da imagem
a que ela conduz, como a maioria dos livros daapeto ndo significa que, nesta época, 0s
livros ndo contivessem imagens, pois elas apareosncapitulos de Geometria, mas sim, que 0s
autores ndo sentiam necessidade de recorrer arimagmo ajuda na compreensao deste tema.

Esta definicdo cria a imagem de uma variavel quapsexima de um valor sem nunca o
atingir, portanto, como sabemos actualmente, induzaluno em erro, nalgumas situacoes.

Efectivamente, este livro nunca foi adoptado ndnensapesar da imensa necessidade de
compéndios, com esta finalidade, desde a criag&eadaldade de Matematica em 1772 (Pedro
José Cunha, 1940).

Os livros adoptados na Universidade de Coimbra éraaucoes de obras didacticas francesas.
O livro “Elementos de Analyse Mathematica” que éaumnaducdo de M. Bezout, efectuada por
José Joaquim Faria (Freire, 1872), é exemplo disas,é um livro onde ndo existe o termo limite
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como sendo um conceito matematico. Este termo suetpcionado com o estudo dos
infinitésimos e dos infinitamente grandes (Bez&801):

que acabamos de dizer. Vé-le gue os termos da
.1 2 3 4 5 6 ,
ferie —, —, —, — i &c. cada vez
3 4 5 7
" {e approximad mais da unidade, mas nunca podem
paflar defte limite por mais que fe continuem.
P
Cada termo péde fer reprefentade por T
{ubfituindo em lugar de ¥ o numero do me(mo
termo. Como pois os termus continuamente [e
ya6 avezinhando da unidade, e tanto mais fe ap-
‘ pro-

proximad quanto mais {e apartad da origem ; efla
claro que {6 a huma diftancia infinita da origem |
he que podesad tocar o dito limite da unidade 3
logo para acharmes o ultimo termo da ferie ,|
devemos fuppor » infinito no feu termo gerall

X
X1

principio eftabelecido , reduz-fe a — , iltohea 15
x

~. Porém efta quantidade , conforme o

Questodes relacionadas com os infinitésimos tinhardova ser matéria de estudo de Varios
matematicos (para além de outros, d’Alembert e il8atras referidos) o que é compreensivel
gue este assunto surja neste momento, nos matiliaeslos no ensino universitario.

Sendo uma realidade a necessidade de manuaipyéeaaa, em 1838, a proposta da adopcéo
da obra “Curso completo de matematicas puras” dedeaur, traduzida por Castro Freire e Souza
Pinto (Pedro José Cunha, 1940).

Este foi o manual adoptado, por diversos anos1fi@s2° anos na Faculdade de Matematica,
tendo havido diversas edi¢cbes, com sucessivos aamertorreccdes (Pedro José Cunha, 1940).

O manual para o 2° ano “Célculos Diferencial edrda€ daqueles autores, na edigédo de 1863,
apresenta a seguinte definicdo de limite:

Limite duma grandeza variavel é a quantidade camstada qual a
variavel se pode approximar indefinidamente, de anqde a differenca
entre ellas seja menor que qualquer quantidadegas$avel, sem que
cheguem a tornar-se rigorosamente eguaes.

Trata-se, mais uma vez, de uma definicdo que afijueaa variavel ndo pode atingir o valor
do limite, o que reconhecemos como sendo uma ieogio (Pedro José Cunha, 1940) e também
ndo pressupde qualquer interpretacéo grafica.

Na Escola Politécnica de Lisboa, fundada em 1887 @®@bjectivo de preparar os candidatos
a oficiais do Exército e da Marinha, o livro adaatgpor varios anos foi “Elements de Calcul
Infinitesimal” de Duhamel (Pedro José Cunha, 198@sse livro é assim que o autor se refere,
pela primeira vez, ao conceito de “limite” (Duhani&360):
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Para melhor esclarecer esta nocédo, Duhamel saftiquntese a diferenca entre a constante e os
valores sucessivos da variavel, depois de se torfeaior a uma quantidade designada, se tornar
em seguida maior que ela, depois mais pequenagguida maior, e assim indefinidamente, a
constante nao dewer considerada como limite da variavel” (Pedr@ J6sinha, 1923).

Para Pedro José da Cunha, esta ideia de limitee¢®aa primeira vista, excluir o caso de
certas funcbes que, quando a variavel de que dependria sempre no mesmo sentido
aproximando-se dum numero dado, oscilam indefinedenem térno dum valor limite, sendo

. o . . senx
cada vez menor a amplitude das oscilacoes; tadréexemplo, a fungae—z, que tende para
X

zero quando x tendgara o infinito, e passa e repassa indefinidamegltevalor zerd

Por outro lado, as expressddsrnar-sé e “manter-se menor”, ndo traduzidas por simbolos
matematicos, ndo ofereciam nitidez e preciséoisuafies”(Pedro José Cunha, 1923).

Com esta definicdo, continuamos na mesma linhaedegmento quanto a possibilidade da
variavel atingir o valor do limite.

No final do século XIX, Francisco Gomes Teixeirautid excelente contributo para o ensino o
superior, com a sua obra “Curso de Analyse Infsmtal”. E, aqui sim, ha um grande salto
gualitativo na forma de considerar a no¢ao de éimietirando o que “havia de vago e impreciso
na definicdo daqueleonceito fundamental”’(Pedro JdSénha 1940).

Este conceito é exposto da seguinte forma (F. Geifa, 1890):

Aqui, no capitulo “Theoria dos nimeros irracionaS8bmes Teixeira afirma que
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Os numeros irracionaes appareceram tambem na Geome-
tria Elementar debaixo de um ponto de vista mais geral do
que o procedente, como limites de uma série de numeros ra-
cionaes. B’ debaixo d’este ponto de visla que vamos agora es--
tudal-os. ‘

Trata-se de uma abordagem com recurso a Aritmétiéa Geometria, que se torna mais
intuitiva e terd surgido com uma intencdo pedagggdicorrendo na possibilidade de estar a falar
num limite, sem saber se ele existe:

X —Diz-se que um numero racional, variavel e cres-
cente u, cujos valores successivos sio w,, u,. elc., tende para
um [imile racional ¢ fqnando n augmenta indefinidamente, se
0% DUMEros u,, iy, elc. se approximam successivamente (e a,
de modo que a cada valor que se dé ao numero arbilrario g,
por mais pequeno que seja, corresponda um valor ny de n tal
que seja (em valor absolnto)

Uy — (4 <D
quando n > n,.

Se o numero racional u, crescer & medida que n augmen-
ta, sem todavia poder jaimais exceder um numero racional de-
terminado, e ndo tender para um limite racional, diz-se, por
definicio, que tende para um numero irracionael (que repre-
sentaremos por lim u,) maior do que gualquer dos numeros
racionaes u, ou inferiores a U, e menor do gue qualquer dos
outros.

LIV T T L ' 1

Efectivamente, a definicdo deixa de levantar probke quanto aos valores da variavel
poderem ser maiores ou menores que o limite, quarntossibilidade de o limite ser ou néo
atingido e é uma nocao aplicavel a qualquer tipoaté@vel, seja ela real ou imaginéaria (Pedro
José Cunha, 1940).

Apesar de ndo apresentar qualquer representacficaggaie facilite a compreensao, ha a
introducéo da linguagem simbolica, o que signifioagrande avanco no estudo do conceito.

Em 1940 Bento de Jesus Caraca, assenta a deft@danite na de infinitésimo:
lim y(x) = A se y(x)— A é um infinitésimo conx—a.
X-a
A definicdo de infinitésimo é dadgoriori:

Def. 1.8 Seja, sébre um eixo ent que se tomou um ponto O como
origem, (E) um conjunto de ponfos pertencentes a vizi-
nhanga [1,3] dum ponto a désse eixo. Se for x a var'{avel
representativa das abscissas dos pontos de (£), ela sgz‘zsf{zz
@ seguinte condi¢do — dado um nimero >0, drbitraria-
mente pequeno, existem valores de x tais que

i) lr—al <o,

a diferenca x—a ¢é dita, entdo, infinitésima.

Assim como a definicdo de infinitésimo d({X) no pontaca (Caraca, 1940):
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Def. 2.2 Seja a fungdo y (r), real de varidvel real e seja a um
ponto de acumulagdo do dominio de x. Diz-se que y(2)
€ um Infinitésimo no ponfo a, on que é um infinitésimo
com xr—a, quando a tode o nimero real 3> 0 se pode fazer
corresponder um niimero real ¢ (3) >0 tal que a desigual-
dade | y () | <3 seja verificada para todos os valores de x
gue verificarem a desigualdade |xr—a| <a(3).

Abreviadamente pde-se
3) |r—a|<a(d) — " |p()]<?
o, 0 que é equivalente,
4) —s(i)<aor—a<+o(d) —> —i<yp(a)<+3.
Em vez disto, escreve-se também, com significado idéntico,
5) Iimy(x)—o

X —a

Nesta definicdo Bento de Jesus Caraca chamé(Xa funcdo, o que na verdade, € uma
variavel. Efectivamente, quando, num capitulo d@mtero autor definiu funcdo, distinguiu
variaveis de designagfes genéricas de funcdes:

o Para indicar o valor particular u; da funcgéo que corresponde
a0 valor z; da varidvel independente escreve-se

2) w = u(z) ou = f(z)

usando aquele simbolo externo f,F,9,d,.-- que tiver sido
adoptado na designagio genérica da fungio.

Consideramos, pois, que aquela designacao sejgnatia.

Nesta definicdo € interessante a nota do autdivat@ente ao simbolo- , na qual o autor
diz: “Leia-se: arrasta, ou implita explicitando a nocdo de movimento a que estanigéb
conduz, ou seja, o autor salienta o caracter dicdesta definicao.

H4, ainda, o cuidado de fazer acompanhar estaighdime uma representacdo grafica, que
complemente/descreva a definicdo de forma a facdisua compreenséo:

Y
s
1,-\/!\1' _
0 d Y
D] e #
Fie. 49

Mesmo assim, o autor chama a atencdo para situgghsulares, fazendo observacdes
relativamente a situacdo em que a expressao eaaléip determina o valor da fung&o no pento
“definindo-a no entanto num contorno déféaraca 1940 e para o casda variavel real poder
ndo ser continua, bastando que o p@ngeja ponto de acumulagdo do seu dominio, pertdocen
ou ndo a esse dominio.

Efectivamente, a definicdo de limite torna-se dsl ffompreensédo desde que a definicdo de
infinitésimo tenha sido compreendida.

Mas, ao referir “Aspectos da definicdo” o autorlligé-outras formas, estas de aspecto mais
complexo:
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a)..., dizer qudim y(x) = A é afirmar que a todo o nimero reab 0
X-a

se pode fazer corresponder um numercn(é) >0tal que
x-d <o(d) - |y(x)-A<J.
b) Pode fazer-sgy(x)— A= ¢, dondey(x) = A+ ¢ e, entao, dizer que

lim y(x) = A é afirmar que existe um contorr(a, 0) dentro do qual vale a
X-a

igualdade

y(x)= A+¢&
onde ¢ é um infinitésimo conx —a .
Para facilitar/complementar a interpretacao, oraapoesenta o significado geomeétrico:

Y1 y=p(*)
K //LJ

Ath |-
A4
AL ’ 1
i ——
\. 1
| | ‘}
0 q'.u' c;_ a+o :

com a respectiva interpretacao.
Para finalizar, o autor faz um alerta para a seéguyiarticularidade:

As consideragdes que acabam de fazer-se podemaslseg— para que
se possa definir limite da fungég(x) gquando x tende para a, nao é
necessario que ela seja definida em todos os pahios contorno de a;
basta que o seja num conjunto (E) de pontos queatencomo ponto de
acumulacéo, pertencente ou ndo a (E) de pontogenkea a como ponto de
acumulagédo, pertencente ou ndo a (E). Por exengglcse tiver a variavel
racional r e @ for um ponto de abcissa irracional, compreendiddres 0s

extremos do dominio r, se, além disy(]',) — A for infinitésima conr —a

tem-se ainda, por definicad = lim y(x).
r-a

Trata-se, efectivamente, de um livro com bastaptescupacdes didacticas, sugeridas pelas
particularidades apresentadas, pelo recurso assmpacdes graficas e pelos esclarecimentos
adicionais as defini¢des.

Para o estudo em causa, ndo se justifica contestar pesquisa nos manuais utilizados no
ensino superior, pois a producdo de obras comfiestiidade comeca a ser demasiado vasta,
mesmo j& desde o inicio do século XX.
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1.2 Manuais utilizados no ensino liceal/secundario

Apenas, entre 1947 e 1974 e também no perioddaraet905, o ensino secundario tinha um
manual Unico adoptado (J. M. Matos, 2006) . Nasnéss épocas, estava a cargo de cada liceu a
seleccao do manual.

Para este estudo, relativamente as épocas em queliz®vam diversos manuais, iremos
analisar apenas alguns, cuja selec¢ao se baseidawuseguintes critérios:

e € um manual com caracteristicas diferentes da mamor apresentar a matéria através da

pratica: “Matematica 7" (Fernandes, 1982)

« € um manual que sobressai pelas preocupacoesichdacM 11" (Abrantes & Carvalho,
1984) e “M12”

e € um manual adoptado por muitas escolas: “Matemdc® ano” (Neves & Brito, 1996),
“Espaco 11" (Costa, Resende, & Rodrigues, 2004)Espaco 12" (Costa, Resende, &
Rodrigues, 2005)

e € um manual que parece conter mais informacéo euai@ia dos outros: “Matematica —
Teoria e Préatica” (Camara, 1998)

e é um manual que recorre a exemplos como métodopiesiedo: “Funcdes 12" (A. V.
Lopes et al., 1999)

* é um manual da mesma época do anterior, mas cauntedsticas muito diferentes: “A
Solucado” (Ribeiro, Branco, Pona, Sousa, & Dias9h99

» é um manual que apela a calculadora gréfica: “Ma(Brito & Aubyn, 2005)

Nas épocas anteriores a 1947, jA dissemos que avd® livro Unico, mas, aqui, os livros
usados neste trabalho ndo foram, apenas, resud@adona seleccdo, mas, sobretudo, os que
conseguimos obter apds pesquisas nos seguintas: Ibifdiotecas publicas de Lisboa, Porto e
Coimbra, biblioteca da Escola Secundaria Sa dendaaem Braga, biblioteca da Escola Santa
Maria Maior, em Viana do Castelo, biblioteca dadiscSecundaria Rodrigues de Freitas, no
Porto, Arquivo e Centro de Documentacédo do Ministda Educacdo e alguns alfarrabistas, no
Porto.

De forma a facilitar o enquadramento do manualadisar, indicaremos o0 programa a que ele
se refere.

Para os primérdios do ensino liceal, Pedro Josgutida classifica o livro “Tratado Elementar
de Arithmetica” do professor Luiz Porfirio da Mdkegado como “um dos melhores do seu
tempo”. Nele é assim que se define linfRedroJoséCunha 1940:

Em geral chama-se limite de uma quantidade variaveina quantidade
constante, da qual a varidvel se approxima inddéimente sem contudo
chegar a ser rigorosamente egual a ella.

Esta definicdo refere-se ao limite de uma variaugh conceito se manteve nos programas do
ensino liceal, no curso geral ou no 2° ciclo ddrenficeal, conforme a época, até ao programa
de1954, com inicio no programa de 1918.

Trata-se de uma concep¢ao numérica, ainda afagéadacdo de limite de uma funcao e que
esta muito proxima da definicdo que se encontiavreode Duhamel.

Programa 1918,1919
Conforme vimos na secc¢ao relativa aos programasardeterminada época, a disciplina de

Matematica fazia parte do curriculo do Curso Completar de Letras. Assim, na VI classe, desse
curso, esta contemplada a nocéo de limite.
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Dando cumprimento as recomendacfes, para esseammgrtras referidas, no manual
“Compéndio de Algebra” (Martins, 1923) o autor egpd tema “Calculo Infinitesimal”,
recorrendo a exemplos.

Numa introducéo histérica o autor comeca por neferinétodo da exaustdo de Arquimedes,
do qual, apenas, salienta a sua utilidade na diel@gdo da area de uma pardbola e de outras
curvas. Método esse, que esteve na origem de umeulgdnovo que facilita muito o
métodd (Martins, 1923). As referéncias a Newton e Leibrifio inevitdveis, no sentido da
formalizagé@o desse célculo. E, assim, explica que:

: 87J—N0 fundo éste método procura substituir
uma funcho gualquer pelasfunclo mais simples da
proporcionalidade.

Evidentemente gue ndo se pode substituir. a
funcio dada pela fuucdo '

y=ix

%

ste odmere que se chawa a derivada da funcéo,
eauzindo-se o seu cdleulo a novas regras que séo

i
o prépriv cdlenio infinitesimal

is

Sera facil de aceitar, que € previsivel que qualgpeendiz que leia este texto, sinta tudo
demasiado vago.

Concretizando, o autor expde o0 “Problema das wddoles”, no qual é definida a velocidade,
num instante, por reducdo do tempo tanto quantquséa, recorrendo ao calculo do limite:

. Ode . L .
v=lim 3 designandod por um aumento arbitrario de tempodeo respectivo aumento do
a=0

sendg assim levados ao estudo do limiss dw razio

FE3)—F )
e

guando 7 f tende pars zeve, limite gue se chama a
derivadn da funcdo F(f), o qus & o coeiicionte de
proporeionalidade que prosuramos.

espaco percorrido.

Nesta explicagéao, o conceito de limite passa pagarslo plano, relativamente ao conceito de
derivada, de acordo com as indica¢des programaticas

A seguir, 0 autor expde o “Problema das tangentizg&ndo que é um outro problema que
leva ao estudo do limite da mesma razao.
Este problema,

N
em lingnagem geowmdétrica, a substituicho dum arce
de curva pelo segmento rectilineo que melhor o
substitui; 0 que vem a ser algdbricamente, 2 subs-
tituicao da funcdo pela da proporcionalidade para
cada valor de x.
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E o autor conclui:

Vemos, pois, que, para definirmos a tangente a
uma curve y=7(z), precisamos de achar o limite
da razio '

Fltin—F@

5
J.@

guando do tende para 0, isto &, precisames de
achar a duwada da funciio f ().

Aqui, o estudo do limite estd unicamente associadseu calculo, mas nunca explorando esta
vertente.

O que verificamos é que o limite é uma ferrament aparece associada a reducdo do tempo
“tanto quanto quisermds- conceito de infinitésimo. De facto, a indicacoprograma € que se
deve dar a nogao de limite, “através de demonstgga feitas” e, quanto a isso, verificamos que
0 autor ndo se afasta destas directrizes. Mas, meendo essa a indicacdo, com que nocao de
limite ficara o aluno apds a analise destes exesfiplo

Que o limite € uma constante de proporcionalidatigiva a uma lei do movimento?

Que o limite € uma ferramenta para calculos emogdenominador é zero, ou, muito préximo
de zero?

Para o Curso Complementar de Ciéncias, o0 manugebkh — VI e VII Classes — para 0 Curso
Complementar de Sciéncias” (Albuquerque, 1924) ganpar referir que:"O conceito de limite é
frequente na sciéncia matematiceemetendo para a seguinte nota de rodapé:

@ Em geometria a significac@io de limite & a posi¢éo fixa de
uma certa figura de que oulra se aproxima indefinidamente, dadas
certas condices. O exemplo mais notavel, que se pode e convem
dar, é o emprégo que Descartes e Fermat, no século 2vn, fizeram,
dando ‘a definiciio verdadeiramente satisfatéria e geral da tangente
a uma curva: considerando a tangente a uma curva como a posicao

- limite de uma secante da curva num ponto fixo e noutro que 5€

apromma mcieﬁmdamente daquele s

De seguida, apresenta a definicao:

Definigdo. — Uma quantidade #, que pode tomar inumera-
veis valores sucessivos %, #,, &, ..., de modo que haja sem-
pre um déles e fodos os seguintes que difiram de um certo va-
lor fixo A, para excesso ou para defeito, tAo pouco guanto se
queira, diz-se que o valor varidvel x tem por Zmife A, ou que
x tende para o limite A; e exprime-se assim:

linloai== A,
Para a introducdo do conceito de limite, este tegtneca com uma abordagem geométrica,
mas apenas em termos descritivos, isto é, semugrallspagem representativa e sem qualquer

outra explicacdo, passa para a definicdo, que @Eec® ser de percepcdo imediata. Que
entendimento tera o estudante de “valores sucesgiyX, X3 "? Provavelmente, a partida, o
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estudante nao tera facilidade em estabelecer celagiie 0 exemplo geométrico e a definicdo
apresentada.

A nocéo de limite, neste manual, esta unicamerdecagla a nocdo de quantidade e de
variavel, ou seja, a nhocao de limite esta distdatestudo das funcdes reais de variavel real.

Ao estabelecer a “condigéo, pois, necessaria eisnfie para que A seja limite da variavé| x

0 autor escreve:
|A — x| <¢

a qual devera ser sempre valida “quando se dasasews valores variaveig “onde & é um
nameropositivo tdo pequeno quanto se qukira
Esta tentativa de formalizacdo da condicdo, relaéivdefinicdo, é passivel de criar alguns
obstaculos. O sinal de modulo é, logo a partidagates, conforme tinha ja sido identificado num
capitulo anterior e, além disso, esta representaé@ocontém nada que nos remeta para a
expressao “haja sempre um deles e todos os segjyimbastente na definicdo em linguagem
corrente.
A nocéo de infinitamente pequeno surge a partirat#&io de limite:
A diferenga A — x &, portanto; ela propria uma variavel
que tem o ntmero fixo zero por limite, ou, como se diz, essa
diferenca € infinitamente pequena.: lim, (A — #) = 0,

Posteriormente, o autor faz o seguinte esclared¢onen

10Q. Convem observar que entre a variavel e o seu li-
mite existe uma diferenga intrinseca, que obsta a que uma e
outro se confundam.

Isto, para dizer que é possivel que o valor dadvalivenha a coincidir com o seu limite,
dando para isso o exemplo:

I "

i i B i 8t -+ 2
Exemplo: s g 1
emp eja a varidvel # = Gy

Neste exemplo, a variavepassa pelo valor limite 4, cresce ainda, decrescedegois para
convergir para o seu limite

Isto €, existe da parte do autor preocupacédo enfesgmar a definicdo, que ndo esclarecia esta
situagéo, e que anteriormente ficou diversas vezesaberto.

Em termos de concluséo, podemos dizer que estedm me limite anda a volta dos conceitos
de numero, de variavel e de aproximagédo e nelan&narnos o conceito de infinitésimo associado
a uma diferencga, tal como vimos, anteriormenteGames Teixeira.

A conclusédo do estudo, deste conceito, é feita castudo dos teoremas sobre limites (da
unicidade e da fung&o constante) e operacdes outadi com as respectivas demonstracoes.

Programa de 1929 e 1930

Analisemos, agora, um manual de 1932 — “Curso deidicas Elementares” — dedicado “a
alunos dos liceus (62 e 72 classes),idstitutos médios e das escolas que habilitam @eaenes
de admisséao as universidades”(Rodrigues, 1932).

Convém relembrar que a no¢do de funcdo s6 comégzerparte dos programas a partir de
1926, e, como tal, é posterior a esta data o estodimite em fungdes.
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A nocédo de limite, neste manual, é apresentadarameipo lugar a partir de sequéncias de
termos que se aproximam de um numero “sem nuntagiram” (verificamos que esta questao
continua a existir):

=11. ‘..mite duma variavel qualquer, — Seja y = f ()
uma quantidade varidvel com outra #, da qual depende se-
gundo uma lei qualquer, e suponhamos que a variavel inde-’
pendente x, passando por valores crescentes ou decrescentes,
pode representar -qualquer numero algébrico 'ou somente 0s
nimeros que satisfazem a determinadas condigbes como, por
exemplo, & de ndo excederem ou a de néo se tornarem infe-
riores a um nlUmero designado 2, ou a de pertencerem & um
intervalo definido por dois numeros dados.

e posteriormente o “Limite de uma variavel quaitjue

Pésto isto, diz-se que a varidvel y tende para o limite b
quando x tende para o infinilo ou para um nimero designado a,
por valores crescentes ou decrescentes, se a cada numero
positivo dado §, tdo pequeno quanto se queira, corresponde
um valor de . tal que dele em diante, ate ao infinito ou ate
a0 numero g, a todos os valores de x correspondem valores
de » compreendidos entre & — 8 e & - 0.

Nesta definigdo vé-se, pela primeira vez, a ughzada letrad para representar uma
guantidade tdo pequena quanto se queira, tal camoswa definicdo apresentada por Gomes
Teixeira.

E, continuamos a ver a definigcdo de infinitésinassentar na de “limite”:

Quando y tende para um limite 4 a diferenga y — & tende
para zero ou & uma quédntidade infinitamente pequena, isto §&,
sendo

~

lim.y =5, & lim. fy— b =0,

O texto, na generalidade, € de dificil leitura, ns@mtimos, principalmente, a falta de
representacdes graficas associadas a explicacAonstatamos a falha relativamente a
obrigatoriedade de os valores da varidvel serenpgemferiores ou superiores ao numar®or
outro lado, fica por esclarecer esta obrigatoriedagdando os valores da variavel independente
pertencem “a um intervalo definido por dois nimetados”.

O programa relativo ao qual este manual se deegléguar, relativamente aos limites diz:
“Limites de funcbes de uma so variavel,...” e, nestpecto, a explicacdo é demasiado pobre
para a variedade de situa¢des que os varios tgphmddes nos possibilitam.

O tratamento, deste tema, continua com 0s teorepiare limites e operacdes com limites,
com as respectivas demonstracoes.

Programa de 1954 (igual ao de 1948)
Para responder ao programa de 1954, que se mantdigravel relativamente ao de 1948,

quanto ao estudo dos limites de funcbes, temos ouahade Anténio Augusto Lopes:
“Compéndio de Algebra’(A. A. Lopes, 1955).
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Cumprindo o estipulado no programa, o autor, aisaguestudo dos infinitésimos, apresenta a
definicdo de limite de uma variavel e depois otiéndle uma funcdo. Convém relembrar que nesta
altura era estudado, a nivel de 2° ciclo, o liMéaima sucesséo.

Portanto, estamos a partir do principio que osaalja tinham tido contacto com a nocéo de
limite, através da nocdo de infinitésimo e dascaglies geométricas do conceito de limite,
apresentadas no manual “Compéndio de Algebra” (0alk956).

Este teria sido o manual Unico adoptado, o que mosdeconfirmar pela leitura da sua
Memodria Descritiva, onde se 1&: “O compéndio quendeo temos a honra de submeter a douta
apreciacao da 32 Seccao da Junta Nacional de Edygaguco difere daquele que, durante os
dltimos 5 anos, foi oficialmente Livro Unico par&wsino da algebra do 2° ciclo liceal.”

Relativamente ao limite de uma variavel, que suposes introdutério ao estudo do limite de
uma funcédo, encontramos o seguinte texto:

Simbolicamente, para designar que a € o limife de X,
escreve-se
limx=a ou x=>a

e [&-se, respectivamente, o limite de X € &, ou X fende para a.

Esta explicacdo é, sem duvida, bastante esclamecedotermos de linguagem simbdlica. Isto
é, o autor desmistifica o significado do sinal “atilizado na expressabm X =a e utiliza um

sinal de igual com uma seta a meio, que actualmeitese utiliza, mas que pretende ser mais
realista, ou, pelo menos, evidencia que aqui d S#iaao tem o mesmo significado que o que se
atribui, por exemplo, na expressao 3+2=5.

A explicacéo do limite de uma funcdo, num pontasgente na nogéo de infinitésimo:

Consideremos a funcio y(%) definida pela expressdo

_3x+4
Y
Para x=2 o valor numérico da funcio, é 5. Se damos
a x valores cada vez mais préximos de 2 (sejam maiores
ou menores que este niimero) verificamos que os cor-
respondentes valores de y sio também cada vez mais
préximos de 5.

Como a diferenca y —5 pode escrever-se sob a
-forma

vem : ‘
ly=51=13>G—2=51x—2I

- Esta igualdade permite concluir que a diferenca
V—25 € um infinitésimo com x — 2, :

~ Traduzimos esta propriedade dizendo que <a fun-

cdo y(x) tem o limite 5, quando X tende para 2, de qual-
quer modo» : :

: 3x+4
lim =
X—+2

5
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Sendo auxiliada pela representacao gréfica:

Podemos considerar que para uma primeira abordagetrata de um exemplo significativo,
. 3x*> -2x-8 . . . ~
mas, no exemplo segumtq;zﬂ, onde também seria vantajosa a representacao
X_

grafica, de forma a salientar que o limite de uomacéo num ponto é independente da imagem
desse ponto, nessa funcéo, ela ja ndo existe.

Para o autor estes dois exemplos “justificam andgio”:
«A fangdo y= f(x) tem por limite o nimero b, para
X=a, s¢ a diferenca y — b ¢ um infinitésimo com x — a>.
Simbolicameante, .

0) lim y=b
X—a

Salientamos, novamente, a preocupacgao do auttivaeiente a linguagem simbdlica:

Esta anotacdo significa que a todo o ntimero posi-
tivo 8 & possivel fazer corresponder um nimero posi-
tivo (% por forma que a condicio |x —a|<e(®)
implique [y — b | < 3d; -

10) [x—a | <@ s> |y —Db|<?d
Pondo y — b - B (infinitésimo com x — a), tem-se

11) y=b+8
isto é: se I}:m §= b, existem valores X (tdo préximos de

,

a gquanto se queira) para os quais é verdadeira a igual-
dade 11), sendo © um infinitésimo com x — a.

E, também, interessante verificar que o nimeroé descrito como uma funcdo d&,
acentuando que estes valores ndo sdo independentis outro.
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Quanto a interpretacdo geomeétrica, cujo grafico é:

Y.
b+&

b-§

X! 0

o0 texto que a acompanha

Quando & ¢ o limite de y, para x = a, o ponto varid-
vel M, de ordenada y, tende para o ponto fixo M, de
ordenada b =a M. ao mesmo tempo que, no intervalo
(a —¢,a-t¢), os pontos de abissa varidvel x tendem, a
direita ou A esquerda, para o ponto fixo de abcissa a.
Mantendo-se x no intervalo (@ — ¢, a - ¢), y mantem-se
em (b —3,b6-+3).

pode criar algumas dificuldades na sua interpretag§sim, quando se diz quie & o limite dey,
parax =a” este “=" significa mesmo igual? E, se ndo é omesgual, até aqui, ndo foi assim
gue se representou.

A par do grafico, o autor fala da possibilidadefutacdo ndo estar definida em=a, mas a
representacao grafica ndo existe, o0 que seria uilieayoderoso, na aprendizagem.

O capitulo prossegue com o estudo dos limites distee dos teoremas sobre limites e
operagdes, com as respectivas demonstracgoes.

Para a mesma época, vamos agora analisar 0 maagdlhstido e Silva, “Compéndio de
Algebra” (Silva & Paulo, 1958).

No capitulo “Limites de funcdes de variavel reaBatse a estratégia de conduzir, os
estudantes, até a definicao através da apresemtagi@mplos.

Sao, entdo, apresentadas trés situacdes distietasyamente a sucessao que vamos utilizar
na expressao da funcao:

* asucessdao de valores tende para infinito;

» asucessdao de valores tende para uma constangeieual

» asucessdao de valores tende par um valor que n&ogeao dominio da funcao.
as quais “podem tornar-se mais intuitivas recomehndepresentacdo gréfica da fungcédo” (Silva &
Paulo, 1958).
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Para os trés exemplos ha um cuidado relativamesterita da expressdim f(x)=b, no
X—a

sentido de esclarecer o significado do sinal “xf',seja, aqui este sinal ndo significa o resultado
de uma operacdao algébrica.
As situacdes expostas, segundo os autores, condudefinicao:

DEFINICAD 1. Sendo f(x) wma funcido qualquer e
sendo a e b constantes quaisquer, finitas ou infinitas,
diz-se

« f(x) tende para b quando x tende para a »,

se, a toda a sucessio de valores de x tendente para a
(sendo esses valores diferentes de a ), corresponde uma
sucessio de valores de [(x) tendente para b (*).

para a qual existe uma chamada de atencéo, ref@iite a sucessdo que tende parmdizendo
que a definicdo se mantém “paoalas as possiveis sucessoes de valoges, X, ..., diferentes

dea, tais quex, — a”

Relativamente ao outro manual notamos um decrésdignificativo relativamente a
linguagem simbdlica.

Em nenhum dos manuais € referido o0 nome do matemnatijuem se deve esta definicéo,
conforme também n&o indica o programa respectivo.

Este dltimo manual, diz, ainda

3*. Outra maneira de definir limite duma funcido,— Em matemé-
tica superior adopta-se de preferéncia a seguinte definicio de limite duma
funcéo:

DEFINICAO 2, Sendo @ e b ntimeros reais, diz-se que uma fungio f(x)
iende para b ao tender x pava a , quando, dado um nimero positivo § qual-
quer (por menor que seja), se pode sempre encontrar um nimero positivo
e de modo que se tenha

|f(#) —b| <8, desde queseja |x —a|<<e, com xFa.

0 que néo parece trazer qualquer beneficio a apegmam do conceito.
ApOs esta exposicdo podemos esperar que, nestentmegrjam questdes do tipo:
« 0 limite de uma funcéo existe sempre?
e se hao existe sempre, qual sera o aspecto dogdaifuncdo nesse ponto?
e como se escreve quando o limite ndo existe?
e para que valores da variavel independente possolaab limite da funcdo?

Para algumas destas questdes, os estudantes ar@omgspostas até ao final do capitulo,
onde se estudam limites laterais, ap0s os teorsotme limites e sobre operagdes com limites.

O estudo dos limites laterais, cujos limites & esdg e a direita, de um ponto, sdo diferentes,
permite concluir rapidamente, que o limite, de damgdo num ponto, nem sempre existe.

De seguida, apresenta-se uma situacdo em queitesliaterais num ponto s&po e —oo,
com a seguinte concluséo:
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Assim, como se vé&, quando x tende para — 1 (de qualquer modo),
funcdo tende para infinito sem sinal determinado, mas os limites & direita
4 esquerda de — 1 j4 tém sinal determinado (4 oo & esquerda e —®
direita).

oo @

Mas, relativamente aos limites laterais, cujo tesla é infinito, fica por esclarecer, quanto a
existéncia de limite, no caso de os dois limitésréas serem infinito, com o mesmo sinal. Isto é,

em nenhum local se vé de forma explicita que otdimido existe quando o seu resultado é
infinito.

Programa de 1974 (Reforma de Veiga Siméo - 1973)
No manual de 1976, “Compéndio de Matematica — 8°canCurso Complementar” (Garcia,
Anjos, & Ruivo, 1976) o termo limite € usado petangira vez a propoésito da convergéncia de

sucessoes, sendo também a primeira vez que osweEsidém contacto com este termo.
A partir do gréfico

=1+l
y=t+3

y:1-%
1
y=t-3

i 23 456 7 8 91011 121314 15 16 17 X

sdo analisadas algumas particularidades e depdisit@ o resumo daquilo que se viu
intuitivamente: “Qualquer que seja o grau de apnaxido ded fixado, existe uma ordem depois
da qual todos os termos da sucesséo séo valomsnados de 1 a menos de”

Seguindo em direc¢do ao formalismo, esta expressémuzida noutra “mais concisa e mais
correcta™

Qualquer que seja o ndimero positivh, existe um ndmero p (pelo
menos), tal quéu, =1 < & desde quer> p.

Ou ainda, usando o simbolismo da légica:

Uoso Hpon -N> p= u,-1<a

Traduzimos este facto, dizendo que a sucessdo tenlimite 1 e
escrevendal, - 1

Apos a leitura deste texto, € natural que o alimta slguns obstaculos:

— a expressao entre paréntesis “pelo menos” podsardmediata

— aleitura do sinal de médulo, dificilmente seré@lmbmo uma distancia entre dois pontos.

Neste momento existe uma preocupacao por partawtoses relativamente a aproximacao
dos valores da sucesséo. Os autores sentem nedesdelesclarecer que ndo basta que os termos

~ . N . n+l ~
da sucessao se aproximem do valdOs termos da sucessao que con&dera&es,—j, vao-se

n
aproximando cada vez mais de zero, mas zero niaité Ha sucessdo. Com efeito, escolhido,
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1 , . x =
por exemploé_:l—c, ndo existe uma ordem depois da qual todos os$eda sucessédo sdo

valores aproximados de O a menosi%e”

Este esclarecimento reforca a ideia de queodera ser um nimero pequeno qualquer, por
muito pequeno que seja.
E acrescentam:
A liberdade de escolher um qualquer gr@u de aproximagdo e a

certeza de que a cada, livremente escolhido, corresponde uma ordem

depois da qual todos os termos da sucessao sacesaproximados da a

menos ded , é que nos permite afirmar que a é limite da ss@es
Neste manual, sobressai 0 aumento significativatiiaacdo da linguagem simbdlica, mas,

relativamente a este facto, ndo podemos esqueeejagestava implementada a Matemética
Moderna, no nosso ensino.

Conhecendo as dificuldades que este conceito peaitar, e sabendo o valor da importancia
para novas aprendizagens, 0s autores, tentandarabsr alunos para este facto, aconselham:
“Procure apreender bem o conteudo da definicAsaptada de limite de uma sucessédo. Uma vez
compreendido este conceito base, ndo tera qualdieeidade no estudo que vai fazer-se.”

No capitulo seguinte “ Limites de funcdes de vaideal” € com recurso ao estudo acima
referido e a graficos exemplificativos que os aegapresentam a definicdo “rigorosa“ de limite
de uma fungdo num ponto, apos o apelo a intuicBoipeginar sucessodes “presas” as fungdes:

Sendo a e b constantes (finitas ou infinitas), diz-se que ac¢fio f(x),
real, de variavel real, tem por limite quando x tende para— e escreve-se
!(iﬂf(x):b— sse a toda a sucessdqy X, ...,X,,...de valores de x

(distintos dea e todos pertencentes ao dominio da funcéo), teaqmEraa,
corresponde uma sucessadx, ), f(x,), ..., f(x,)...tendente paré.
O que se traduz em linguagem simbdlica por:

. lim f(x)=bsselu, - alu, za,0n) = f(u,) b

X-a Un
« lim f(x)=bsselu,u, - aO(u, #a,0n) = f(u,) - b
X-a

e os gréficos utilizados neste estudo sao:

y

|

b -—————

e —— ————
Neg —— ————
o

$
|
|
|
1
|
fig. A ol l fig.B
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onde o segundo gréfico serve de contra-exemplo.

Neste manual, vemos o estudo do limite de uma s@icesstar na base do estudo do limite de
uma funcao.

Assistimos, também pela primeira vez, a informadaoautoria desta definicdo, conforme
sugerem as indicacfes programaticas.

Tal como nos manuais anteriores, sao estudadamitss| laterais e os teoremas sobre limites.
Relativamente as demonstracdes, é apresentadauindo exemplificativo, ficando as restantes
a cargo do estudante, uma vez que “sédo inteiraragidlegas”.

O manual que constituiu o “texto-piloto” de uma pexiéncia de modernizacdo do ensino em
Portugal, dirigida pelo Prof. Sebastido e Silvaillvgg 1978) foi o “Compéndio de Matematica”
(Silva, 1978), o qual também serviu de base daltnabpara os alunos do Ensino Propedéutico,
gue funcionou entre os anos lectivos 77/78 e 79/80.

Aqui, o conceito de limite assenta nas nocdes tudaAproximado (Educacéo, 1977-78):

Isto leva-nos naturalmente a acrescentar & simples ideia de que

através da funcgio a\_,ag ao 3 corresponde 27, a ideia mais elabo-
rada de que aos valores dentro de certa vizinhanca ¢ de 8 corres-
pondem valores dentro de certa vizinhanga & de 27, apequenez dos
valores de d variando directamente com pequenez de e(**).

(*) Veja-se férmula da majoragioe do erro da poténcia

(**) Visto podermos tomar 0 — 3(3.1)25

Daqui, se retirarmos & vizinhanga ¢ de 8, o proprio 3, pode cla-
ramente colher-se o conceito de limite segundo Cauchy.

Sendo a definicdo apresentada a de Cauchy, asggalndo o autor, se trata de uma “definicdo
directd comparando-a com a de Heine.
A definicdo existe em linguagem simbodlica:

DEFINICAO. Diz-se que f(x) —b quando x —a, sse:

¥V3>0, >0 [x—a|l< e AX ¢a=}ﬂf(x)-b|<3

para além da traducdo em linguagem corrente eresesgtacdo grafica, que se pretende que seja
esclarecedora:

a—¢c a a+¢e
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Vemos que, relativamente ao que se tinha estudadurso Complementar esta definicdo de
limite € mais complexa — existe, na utilizacdo @éinicdo de Cauchy, uma aproximacdo ao
Ensino Superior.

Programa de 1978/79

O manual “Matematica 7” (Fernandes, 1982) tem taristicas diferentes dos anteriores,
apresentando as definicBes através de exerciexsngplos, como se mostra a seguir:
“Mostrar, aplicando a definicdo de limite de umad@o num ponto, que:”

b) lim g (x) = sex x
x—3 N
g *-3

Resolucéo:

b) Tal como anteriormente, consideremos uma sucessio qualquer x;,
Xz - X ... A elementos distintos, pertencentes a |-, 3[U]3, +oo[ (domi-
nio da fungéo) e convergente para 3.

. Aestasucessdo corresponderd uma outra sucessao de valores da fun-
Ggéo: '
Xy X3 Xy

-3 -8 "7 x—-83""

determinando o lim —

=3 x, — 3

Por aplicagdo dos respectivos teoremas de limites das sucesses
viré:
lim x, lim x,
Xt x,~3 _ wi . 3

lim = = = =
8 =~ 3 lim (x, — 3) lim x,— 3 3-3
x,—~+3 x, >3

Ora, como este facto se verifica para qualquer sucessao xy, x;, ..., X, ...
(convergente para 3), podemos concluir:

lim —=— =
=3 X =
E verdade que o autor se propde a apresentar d@sidos através de exemplos, mas a
sensacao com que se fica, € que ndo é necessa&rn@tandes consideracdes acerca do conceito,
0 que interessa € passar rapidamente a pratica.
As explicacdes ndo sao acompanhadas de qualqueseepacao grafica.
Neste livro interessa-nos analisar aspectos ralagwite as técnicas de calculo de limites, que
sao susceptiveis de constituir obstaculos a apagein.

. : . . . 3
Analisando o exemplo exposto acima, julgamos qascata da |gualdade3—3 =0, possa

constituir um obstaculo a aprendizagem, pois, pé#em deco ndo ser um ndimero, € muito
provavel que os estudantes sintam dificuldades efocar este resultado em situagfes
semelhantes.

Num outro exemplo, onde se pede para verificasdarag;6es séo infinitésimos comé dada
a funcdo:

2
i By=——-—(x#0);
s
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e a respectiva resolucao:

b) lim y=lim —2 = 2 - N
=0 =0 Vyx+x V]imx+limx 0
x=0 x=0

pelo que y e x ndo sdo infinitésimos simultaneos .

A aprendizagem através de resolu¢des, como esides |@vantar questdes do tipo:

» Terei que dividir 2 por 0? E como fago isso?

e Como é que 2 a dividir por 0 d&?

» Seré que o sinal de fracgdo corresponde, mesnmaalivisao?

* Mas, se ndo é uma diviséo, porque se coloca o tiaf@ccao?

Este manual tem, realmente, caracteristicas difgettaquilo a que estamos habituados. A
l6gica subjacente é proporcionar a manipulacadomea rapida, de técnicas de célculo, por isso,
estes livros foram téo “queridos” pelos estudamtesante tanto tempo.

O manual “M11” (Abrantes & Carvalho, 1984), temaderisticas completamente diferentes
do anterior — 0 que interessa é entrar nos detdlihesnceito.

Na introducéo ao capitulo, fala-se em estudar gpootamento de funcBes nas proximidades
de um ponto, que pode nem pertencer ao dominifudedes.

O primeiro exemplo é:

x2_

Exemplo 1: Dada a funcao definida em R\ {1} por f(x)= ;

11 , estudar o seu

comportamento focal no ponto 1.

e para sucessdes convergentes para 1, sdo dadosxeonplos, tendo uma sucessdo valores
inferiores e outra superiores a 1, cuja tabelaaleres dos termos das sucessdes e respectivas
imagens, influenciam a conclusdo que se pretentde. &alienta-se o cuidado em escolher mais
gue uma sucessdao convergente para 1.

A tabela faz-nos recorrer a intuicao:

n 1 2 3 4. s 6
foe ]
xi=1-1 0 05 066.. 075 08 083.. -1
Flael) =xi+1 1 15 166.. 175 18 183. -2
X =14 11 105 1,03. 1025 102 1,016.. -1
10n . )
Flar)=x2+1 21 205 203.. 2025 202 2016.. ~.2

Para completar a andalise pode ver-se a traducderemas gréaficos:
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ou , usando a nocao de vizinhanca:

1-¢ 1+ €

isto é:

para cada vizinhanca de 2, V;(2), existe
uma vizinhanga de 1, V, (1), tal que

xeVe (1) = flx)eV;(2)

Esta explicagdo faz-nos aproximar da definicdo dec@y, a qual, o programa ao qual este
manual pretende satisfazer, recomenda uma eveafasdncia.

Digamos que os dois ultimos graficos se libertansuwigessdes “presas” a fungéo. Aqui o que
esta em destaque é a vizinhanca.

No exemplo seguinte, trata-se de uma funcdo catinu

Exemplo 2: Estudar a fungdo x I—? x*—4x+5 na vizinhanga do ponto 2.

e no outro a funcéo é definida por ramos:
Exemplo 3: Estudar o comportamento da fungao

3 se s — —1
hix)=
x+2 se x= -1

a valores de x muito proximos de — 1.

Nota-se, relativamente a outros manuais, da mesmaiferentes épocas, uma maior
preocupacdo na variedade e quantidade de exempgloguais pretendem criar “melhores
condigOes para apresentar de forma rigorosa o cmwveeito” (Abrantes & Carvalho, 1984).

Neste manual, também é de salientar a reflexd@acks pontos onde se pode “discutir este
problema”:

o limite de uma fungdo f num ponto a apenas serd estudado desde que exista
pelo menos uma sucessdo de valores de x , todos pertencentes a D; e todos
diferentes de @, que seja convergente para a.

ApOs a qual se apresenta a defini¢cdo de limitentke fungdo num ponto:

® Seja f uma f.r. de v.r. e @ um numero real tal que em qualguer vizinhanga de
a existe pelo menos um elemento de D, distinto de a. Entdo, supondo belR,

Definigao: Diz-se que o limite da fungdo f no ponto a € igual a b ou que f
tende para b guando x tende para a sse qualquer que seja a sucessdo {x,) de
valores de x (todos pertencentes a D, e todos diferentes de a) convergente para
a, a correspondente sucessdo das imagens, f(x,), & convergente para b.

com a indicacdo do matematico a quem ela se deve.
A linguagem simbdlica ndo esta aqui contemplada.
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Dando cumprimento ao estabelecido no programa:nteeé referéncia a definicdo de limite
de f (x) segundo Cauchy”, na faixa lateral da pagina vé-se:

@ Conhecida por definicdo de limite se-
gundo Cauchy é a seguinte

Definigao: /im f(x) = b sse
¥8>03¢>0:
.teD,.‘\{(r}/\lx—uﬁ<£ = [flx)—b|< 8

ou, usando vizinhancas,

v5>03e>0:
xe D\ {a} MV lal) = [flxleVs(b)

0 que, com certeza, s6 prenderd a atencao aosahai interessados.

Uma vez que esta definicdo sé esta escrita emdgegun simbdlica, isto criara obstéaculo
suficiente para que os estudantes desistam fadinensua interpretacdo. Para isso, contribuem
os guantificadores, os sinais de médulo e a relagéd .

Para esta Ultima questdo ha uma tentativa de agtrdags dos graficos:

Y Y Y

valb)

i e 1
[ U | T
Vela)

0 que podera nao ser suficiente.

As varias situacOes apresentadas a seguir, e gam Vimelhor se compreender a nogéo de

limite” (Abrantes & Carvalho, 1984), sdo, sem dayidontributos importantes para um trabalho
autonomo:

Y 4 vi
X
o= 2ot b7f\ e
i |
P | ® ! /] [
pd W ~ g X a X
ael), limf{x) =6 aeD,  limfix)=5h aeD; lim f{x) =5
fla)=b ' ’fi(n} =¢
Ll
Y v
| = = = o
7| TR plesn
E__—_‘?\ ]
/ /?
/ : g 1
7 7 X @ X
aeD, n3oc existe limf(x) aeD;  néo existe limf(x) a¢D;  ndo existe fim f|x)
’f(u):e f flal=c y !

O estudo neste manual continua com os limites disteassimptotas e propriedades dos
limites, para cujas demonstracfes sédo dadas segesi@studante.
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Programa de 1991 (Lei Bases Sistema Educativo — 8)8
Ajustamento dos programas em 95/96

Com base no programa de 1991 e respectivo ajustamerano lectivo 95/96, vamos analisar
o estudo dos limites no manual “Matemética — 187 @eves & Brito, 1996).

Neste manual o termo limite aparece pela primadmassociado a convergéncia de sucessoes,
apesar de anteriormente se ter falado em infinitgsi

Como tem sido habitual, também neste manual, asasutecorrem a exemplos para conduzir

a definicao.
Temos, entdo, trés exemplos de funcgdes:
4 X 0 x<2
- f(x)=—;  n-f(g=2x-1; - f(x)=
X x+1 00 x>2
Para a funcéo indicada em | apresenta-se a tabela:
0,001 4 000 000

0,0001 400 000 000

e, ao lado do grafico respectivo,

|é-se: “0 método de atribuir valores a variavelejpendente, cada vez mais proximos de uma
constante a e verificar se a variavel dependentgpssxima de b (finito ou infinito) € sempre
muito Util”. Este texto, a partida, podera levar o estitélaa pensar que devera construir sempre

uma tabela semelhante a anterior, para deterniimiaes.
E, quando a seguir se diz “Estudamos o limite dg&a quando x tendia para zédal D, ",

Y

a palavra limite que esta associada a nog¢do deergdncia, poderd criar uma barreira na
compreensao do texto, isto é, ndo existe a “pogted ligue a palavra limite associada as

sucessoes e agora as funcdes.
Consideramos que este texto é pouco eficaz pataabaho autbnomo, pois, relativamente ao

exemplo |, ao afirmar que “estudamos o limite quardendia para zero”, o estudante podera
pensar

gue basta analisar o comportamento da funcdo d#osriados do valor para o qual se aproxima a

variavel independente.
Na fungéo referida em Il, a tabela tem um aspeiftoette da anterior, pois, aqui é estudado o

comportamento da funcéo dos dois lados da varadstependente:
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x aproxima-se de 2 pela esquerda 2 | X aproxima-se de 2 pela direita

X ‘ 1,9 ‘ 1,99 | 1,999 |1,99%9 X 2,0@01|2,001 ‘ 2,01 ‘ 2,1
f(x) ‘ 2,8 ‘ 2,98 | 2,998 ‘2,9998 | f(x) ‘3,00()2‘ 3,002 \ 3,02 ‘ 32
f(x) aproxima-se de 3 3 f(x) aproxima-se de 3

E natural que o estudante questione esta mudaneat@dgégia, para a qual ndo encontrara
resposta.

No ultimo exemplo repete-se o procedimento antegara chegar a conclusao que o limite,
nesse ponto, nao existe.

Estando cada tabela acompanhada do respectivea@réfim estas trés situacdes fica por
esclarecer se o valor da varidvel tem ou ndo qaenuer a funcéo e para que valores da variavel,
se pode ou deve calcular o limite.

A definicdo apresentada, em parte, clarifica esiblpma:

¢ Definicao de limite de uma funcdo num ponto (segundo
Heine)

Seja f uma funcdo real de varidvel real e a um ponto
de acumulaciao do dominio de f.

Diz-se que f(x) tende para b, quando x tende para a e
escreve-se

lim f(x) = b

X —a

se, e sO se, a toda a sucessio de valores de x, do dominio
de f, convergente para a, sendo os termos da sucessao
todos diferentes de a , corresponde uma sucessao de ima-
gens por f, convergente para b.

Se é a definicdo de Heine que interessa chegéa, dertodo o interesse que a cada fungéo
estivesse associada pelo menos uma sucessao @s,termue nunca acontece e, por isso, € de
contar que a interpretacdo da definicdo ndo senfagefacilmente, nem autonomamente.

O simbolismo, neste manual, ndo passa além dazedelim f(x) =b.
X-a

Este estudo continua com o estudo de teoremas dohies (sem as respectivas
demonstracgdes), limites laterais e o estudo daacéies designadas por indeterminacdes.

Também a questdo da ndo existéncia de limite rnéatada de forma que se torne clara, ao
estudante.

Programa Ajustado de 1997
Uma vez que estamos a falar de uma época, a gamual o estudo do conceito esté repartido
por dois anos, vamos, agora, colocar duas situacoes

12 Situacdo: o aluno inicia o estudo com um mamaal,1° ano e completa-o com um manual
de outros autores, no 12° ano.
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22 Situacao: o aluno realiza o estudo do conceittingite, utilizando manuais dos mesmos
autores, no 11° e 12° anos.

12 Situacao

No manual “Matematica — Teoria e Pratica” (Camdr@98) para o 11° ano, na Unidade
Introducdo ao Célculo Diferencial I, no capitulonEdes Reais de Variavel Real, apos as
Generalidades sobre fungfes e a definicdo de fuhgBiwomial e Fun¢do Mddulo, encontramos
uma lista de “Conceitos basicos” sendo um deles:

E importante reconhecer o comportamento das imagens de uma fungéo f quando
a varidvel independente toma valores ou "muito” positivos ou "muito" negativos,
escrevendo-se respectivamente, lim f(x) e lim f(x)

o Roirss

Para estudarmos o limite de uma funcédo f num ponto qualquer a, tomamos
valores da varidvel independente téo proximos de a quanto se queira e observamos
os valores das imagens correspondentes. Por vezes, temos de calcular separada-
mente o limite & esquerda e a direita de um certo ponto, escrevendo-se
respectivamente, lim f(x) e lim f(x).

Dizemos ainda que o limite de uma funcdo f num ponto a existe se os limites
laterais nesse ponto séo iguais.

Sendo uma indicacdo programatica, que o conceite der introduzido de forma intuitiva,
parece-nos que esta abordagem tem esta designagé@onas para cumprir as indicacdes
programaticas. Efectivamente, ndo existe um camigh® conduza ao conceito através da
intuicdo, o que se verifica € que had uma utilizaddgalavra apenas para abreviar a escrita de
“limite de f (x) quando se aproxima dieco ”.

Esta forma de apresentar o conceito acaba por eemtsitiva nem formal.

E dificil imaginar que nocg&o deste conceito poderéestudante ter adquirido, através deste
texto, o qual estd incluido, surpreendentemente;@onceitos basicos”.

As informagbes dadas no segundo paragrafo, ndocs@immente, suficientes para que o
estudante construa uma imagem do que se preteasia [Bensar que quando se diz:

* “num ponto qualqued’, sera mesmo ura qualquer de que estamos a falar?

« “observamos os valores” — O que devemos obsergsersevalores?

e “Por vezes” — Quando? Em que situacdes?

Também, os gréaficos que acompanham esta explicgu@@, além de estarem pouco
destacados (pertencem a barra lateral existenpégina e em tamanho demasiado pequeno), sdo
insuficientes:
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T i =

- lim g(x)=+oo
ANLA
. h(x) = | x|
oed lim hix) =2
! r =2

Tl =3

O termo limite surge de novo no capitulo das Fuscddacionais Fraccionarias, que € o
capitulo seguinte, e aqui o termo é usado coma fegsse parte do vocabulario, em matematica:

x = 0 & assimptota vertical ao gréfico da fu

3, pois o limite de g & infinito ()
quondo x fende para 0 e escrevemos

lim gx) = +e e lim g(x) = -eo

x=0" x>0
ou apenas lim g(x) = e

x—0~

A nocdo de limite, tendo por base os infinitésimearge a propésito das sucessfes
convergentes, e € aqui que se estudam algumasagéate calculo, a aplicar posteriormente nas
fungdes reais de variavel real. Mas esse estuddaddom recurso a utilizagdo da variave| o

que, para a generalidade dos estudantes, ndo&eiledmpreensdo. A seguir apresentamos um
exemplo, que se encontra neste manual:

: n
“Consideremos a sucesséiQ:= ——"
n+1

Para um ndmero real qualquer &:

1 1-6
|un4]|<5<:>—]—<8<:>n+]>l<:>n>—f1<:>n>—‘
n+1 0

. 1-3
Logo, para cada &: n > ) =|u,-1|<8

Vamos entéo dizer que (u,) tende para T ou que converge para 1 ou que tem por [imite 1.
Escreve-se u, — 1 ou limu, =1

No 11° ano nada mais se acrescenta a este coagcéitpartindo destes conhecimentos, que se
estudam limites de sucessoes e de fungbes, nmd2° a
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A formalizacdo da nocéo de limite no manual, de d&®#3, “A Solucdo” (Ribeiro, Branco,

. 4
Pona, Sousa, & Dias, 1999a) recorre ao estudordziduf (X) = T4 Com a apresentacdo do
X

gréfico desta funcdo e usando o conceito intuitiedlimite”, referido no ano anterior, as autoras
concluem que ndo existe limite no ponto -4, uma wgre |lim f (x) =-00 e
X - _4_
lim  f(x)=+o.
X - _4+
Mesmo depois desta concluséo, as autoras atribxeima sucessao de valorgg, tendendo
para -4, ora por valores inferiores ora por valgiggeriores, para concluir o mesmo.

- ~ - 1
Para obter o limite da fungéo no ponto zero, agrasitutilizam a sucessag, = —, que tende
n

para zero, mas apenas percorrendo uma série des/lositivos. Contudo, as autoras concluem

que lim f(x):l. A semelhanca de outro manual atras referido, @&taeréncia, muito
X-0

provavelmente, suscita duvidas, criando uma baree@prendizagem autbnoma.

Esta explicacdo é, para as autoras, suficiente guatar estabelecer a definicdo de limite de
uma funcéo segundo Heine.

Consideramos que ficam por esclarecer uma ségeesoes:

* e se 0 ponto pertence ao dominio e a sua imagemrondde com os limites laterais?

« e se os limites laterais sdo iguais, mas a imagepodto ndo existe?

e e se aimagem coincide com um dos limites laterais?

O estudo continua com a informacdo das regras tpes sobre limites, o estudo das
indeterminacgfes, das assimptotas e da continuidade.

Se esta situagdo chegasse a ser uma realidade, psexisivel que os estudantes né&o
realizassem, com a facilidade desejada, a leitosdinhites laterais enx = -4, na funcéo acima
referida, uma vez que o estudo grafico, no manoidlld ano, ndo prepara, suficientemente, neste
sentido.

Se o programa propfde uma abordagem intuitiva, saraa intencdo de criar um ambiente
facilitador para uma abordagem formal posteriorseEambiente, ndo nos parece ter sido
conseguido, no 11° ano e, por isso, o estudo corarmal do 12° ano ndo poderéa ser visto como
um complemento do anterior.

Analisando um outro manual, tendo por base o mgsograma, intitulado “Funcdes 12" (A.
V. Lopes et al., 1999) consideramos ter havido qrpactes diferentes na apresentacdo dos
conceitos.

O exemplo apresentado, graficamente € semelhantentsior, mas aqui, o calculo do

lim f(x) inclui aproximagfes de zero, por valores supesi@anferiores e, relativamente a
X-0

condicdo de existéncia de limite num ponto é sadma situacdo em que a fungéo esté definida,
apenas, a direita ou a esquerda desse ponto. degiéncia € também definido limite de uma
funcdo num intervalo. Estes pormenores, dao-nosdi&cacdo clara de existir uma maior
preocupacdo em abranger 0 maximo das situacOeivgiess

Em sintese e intitulado de “Gréficos e limites riait€ encontramos representacfes graficas
que, pensamos serem suficientemente esclarecedonas, fazem recordar a exploracéo grafica
deste conceito no manual “M11”, contribuindo, cerate, para uma melhor compreensao do
conceito:
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Y

x{'

Y

Para os casos em que, pelo menos, um dos limiezails num ponto, é, existe a indicacdo
de que o limite, nesse ponto, ndo existe, se wBtod tém sinais diferentes ou se num dos lados o
limite € uma constante. Mas quando os limites d&es&o infinito, com 0 mesmo sinal, apenas se
diz que o limite, nesse ponto, € infinito com essal, precipitando a nocdo de assimptota. Isto &,
néo é claro, para o estudante, que esse limiteexidte. E, por isso, natural que o aluno tenha

e Df =R
lim f(x) =2 lim, fix) =2
x 3 X3
limfix) =2
x—+3
° Dg = R\{3}
|- = i =
Jm gix) =1 )[[[;1 gix) =1
=

D, =R
lim hi{x) =2 lim_h(x) =2
x *3
limh(x) =2
x 3
*D.=R
lim m(x) = —1 lim_m(x) =2
x +3 *=3"
Nao existe lim m(x)
K g
. Dﬂ = R
lim n(x) =1 lim n(x) =4
x 3 X3

Nao existe 1'|rr31 n(x)
Xt

dificuldade em responder a questéo: Se o limitdigito, ele existe ou ndo?

Relativamente ao calculo de limites pela definigste manual, € pouco elucidativo, ndo
contribuindo com a ajuda que julgamos necess&ia,que pretendemos que exista um trabalho

auténomo.
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As explicacbes prosseguem com o0 estudo das assampte, também aqui, se nota
preocupacédo na exploragéo grafica do conceito:

Uma recta horizontal de equacéo y = ¢ & uma assimptota horizontal ao gréfico de uma fungao
fse:

X ohea

| |
i ¥ -

Uma recta vertical de equagdo x = ¢ € uma assimptota vertical ao grafico de uma fungao f se:

lim f(x) =¢ ou Irim fix)=c¢

lim fix) =+ ou lim f(x) = *e

x—c X e

— P —— -
| |
O estudo dos limites continua com o estudo dasasegperatérias de limites (sem
demonstrag@es), indeterminagdes, limites notavesnénuidade, sempre com uma componente
grafica muito forte.
O que dissemos relativamente ao manual anterial, @ntinua a ser valido e, talvez, de

forma mais veemente, uma vez que, neste manualtaorento grafico € o eleito, contrariamente
ao manual do 11° ano.

22 Situacao

Para esta segunda situacdo optamos por utilizaarwah de 11° ano, “A Solugédo” (Ribeiro,
Branco, Dias, Pona, & Sousa, 1999), por considguaros outros dois (“Matemética — Teoria e
Préatica” do 11° e 12° anos), foram, provavelmentmos utilizados.

Assim, vamos partir do principio que os alunos goel2° ano utlizaram o manual “A
Solucdo”, usaram também o manual dos mesmos autaré4°® ano.

Neste caso, a “aproximacdo experimental” da nogllintte tera sido apresentada de forma
bastante diferente da que se expds na situacawante

Esse estudo experimental, neste manual do 11°camsjste na analise dos gréficos das
funcdes
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= |

YA

relativamente ao seu comportamento, quando o dalarariavel aumenta ou diminui muito, ou
guando se aproxima de um valor que pode ou ndenert ao dominio da funcdo. Esse estudo é
completado com tabelas de valores, que incluenr@aiapacdo pela esquerda e pela direita, no
caso de a variavel se estar a aproximar de um gadste caso do zero, na fungho

Existe como representacao simbolica:

Simbolicamente:
e quando x — 4o entdo f(x) — +oo;
e quando x — 4o entao gix) - 0.

Existe, ainda, a indicacao da ndo existéncia digeliquando os limites laterais séo diferentes,
ficando novamente por esclarecer a situacao enmoguwis limites laterais sdo ambos infinito,
mas com o0 mesmo sinal.

Perante estas duas situacdes, ndo temos duvidas@mhecer que a segunda € mais
vantajosa, para o estudante.

O aspecto intuitivo, apontado pelo programa, pard1l® ano, estd aqui mais patente,
proporcionando uma melhor interpretacdo dos grafiguwesentados no manual do 12° ano.

Para esta segunda situagdo ainda podemos penspossdilidade de existir trabalho
auténomo, mas muito dificilmente, colocariamos biiatese para a primeira situagao.

Programa de 2002
O programa de 2002, para o 11° ano, no tema litredaucdo ao Célculo Diferencial | —

contém o item: “Estudo intuitivo das propriedadas tlin¢des e dos seus graficos, tanto a partir
de um gréfico particular como usando na calculadoafica, para a seguinte classe de funcgodes:

f(x)=a+ tj_d " e, para este estudo sugere-se 0 estudo de diverspriedades destas
CX

fungdes, tais como assimptotas e limites nos ranfiostos.
No manual “Espaco 11"(Costa, Resende, & Rodrige@84), para o estudo destas funcdes, os

. ~ o 1 ~ -
autores comecam pela situagdo mais S|mpfe(sc) == . E, pelo facto de nédo existif (O) 0s
X

alunos séo levados a reflectir sobre as imageffisngdo para valores cada vez mais proximos de
zero, a partir de 0,001. Pela primeira vez o akiosonfrontado com a expressao “a tender”, a qual
ultrapassara com alguma facilidade porque ao mésmpEo que se fala em imaginar valores cada
vez mais proéximos de zero, acrescenta-se a seguiagem:
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Neste momento, surge um apelo a intuicdo paraaacgite f(x) pode tomar valores tao

grandes quanto se queira através do texto:
Assim, pode-se afirmar que, quandotende para zero por valores a

direita, f(x) tende parat o .

Diz-se quef (x) tende parat o quandox — 0*
E de esperar que o aluno possa estranhar o fact® asar o sinal % ” quando se quer dizer
que os valores da variavel se aproximam de zeregja tendem para zero, uma vez que ele ndo

se utiliza quando se diz qué(x) tende parat+ oo . Logo a seguir |é-se: “Representa-se por
Iim+ f(x)= +00” que € uma representacdo da expressﬁ(x)‘ tende para+co quando X

Xx-0

tende para 0, com valores superiores a 0". Ou aefxpressao atras referida € uma forma de
representar simbolicamente aquilo que se vé naseptacao grafica.

Esta representagdo simbolica podera levantar diszepsestdes, uma vez que agora se utiliza o
sinal “=" relativamente aquilo que se exprime ptamtle”. Sera de esperar que surjam questées
do tipo:

¢ Este sinal de igual querera mesmo dizer o mesmaojupredo se escreve 3+2=57?

¢ Quantos significados tem o sinal de igual?

* Porque € que se escreve “="e atras se disse “teuthstituindo a expresséo per ?.

Se é suposto o manual ser um material de trabalidm@mo, com obstaculos deste tipo é de
esperar que o aluno procure outro tipo de ajudas.

A par destas explicacbes este manual apresentagpagple trabalho, numa coluna lateral, que
se supde serem facilitadoras da aprendizagem.

A primeira proposta é a seguinte:

Com uma actividade como esta, constatamos queno dilca pressionado a indicar valores
gue correspondem a limites, sem saber, exactarnesge significado. Que conceito “intuitivo”
de limite estara ele a fazer neste momento?

Depois, para definir assimptota os autores recoréemepresentacdo grafica da funcao

1 ~ . ~ o ~ .
f(x) =— e propdem “analisar o comportamento da funcaoramms infinitos”. Nao sera de
X

estranhar que imediatamente surja a questdo: “Osgaeramos infinitos? Terd a ver com 0s
objectos ou com as imagens?” A actividade que mastaento € proposta ndo sera com certeza
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esclarecedora, pois tanto pede para indicar odigutando a variavel tende para infinito, como
quando o limite € um infinito.

Continuando com o estudo das propriedades dasdangfiase sem nos apercebermos, e se o
aluno nado desistiu até aqui, o manual acaba poanitieique o aluno determine limites, de
algumas expressdes, sem conhecer a Teoria de &irhleste momento, a obtengédo de limites,
nao o calculo de limites, esta totalmente suboddirsarepresentacao grafica da fungéo.

Mais a frente, a propoésito das assimptotas obliguatende-se que o aluno efectue a diviséo

_2x%+x+3

dos polinémios de forma a poder obté-la. Mas, nemgto apresentadd),(x)——+l,
X

diz-se:
Assim, a funcdo f pode ser definida pela expressao

4
f(x)=2x-1+——:.
(X) X +x+1

- ~ 4 , .
O grafico da fun(;aoy=—1 admite como assimptotas as rectas
X +

x=-1ley=0.
Tem-se lim (ij20+ e lim (iJIO_
X—+oo\ X +1 X » —oo\ X+1

Intuitivamente, percebe-se que, a medida que aweslde x aumentam, as
respectivas imagens por f sdo cada vez mais préxidaa imagens desses mesmos
valores de x obtidas pela funcfic- 2x -1

0 4 -1 3
100 0,039604 199 199,039604
2000 0,001999 3999 3999,001999
5000 0,000799 9999 9999,0008
XS .8 4 1
Foo o* +oo +oo
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e o grafico que acompanha a explicacao é:

ApoOs estas leituras, no caso de um trabalho autdnongue estamos & espera que possa
acontecer, quando se sugere a actividade: “Indisarassimptotas obliquas do grafico da
. 2x*-3x+1 :
funcdoy = ——  , caso existam”?
X+2
Ficamos a pensar que, provavelmente, o aluno demticessidade de construir uma tabela
semelhante aquela que é apresentada no manwalralja se verificou noutros manuais. Mesmo
assim, se o0 aluno construir apenas a tabela e géidico, sentir-se-a seguro na resposta?
E se construir o grafico, recorrendo a calculadgdfica, aquilo que vai encontrar sera
esclarecedor?
Ou ser& que esta possibilidade |he traz mais alles& Estamos a pensar na hipétese de estar
visivel a assimptota vertical que o grafico possui.
Lembrando o que diz o programa (Educacéo, 2002a):
Retomando os conhecimentos de polindmios, o egtudievera ser

5 X2 +2 3 X+3
capaz de transformar expressdes come:— em X—1+—— ou
X+1 X+1 X+1

2 . .
em 1+—1 e observar que, do ponto de vista computacior@ainalmente
X+

se ganha em precisdo, pois se efectua um numers neduzido de
operacBes. Por outro lado, esta simplificacdo péemmue se estude o
comportamento no infinito sem necessidade de recaw gréafico. Contudo,
os estudantes devem efectuar este tipo de trarafdes e simultaneamente
confirmarem pelo gréfico déuncao, antes de concluirem sobre o limite no
infinito de uma fungé&o racional
Se seguirmos esta indicacdo metodoldgica, que elk@n® recurso ao grafico para poder
concluir acerca do limite, e, sendo as calculadgraicas de uso obrigatorio, neste programa, a
serem utilizadas como “meios incentivadores doriéspie pesquisa’(Educacéo, 2002a) podemos

esperar que o aluno utilize este meio para a agyésirdo gréafico. E de esperar que o aluno néo se
2

: ~ X .
aperceba do problema que se levanta em situactes 1;10:—2 e até possa pensar que a
X+

funcao é a mesma que= X — 2, visto que os dois gréaficos “coincidem”.
Consideramos, que nesta situacao, é o estudoi@mglile ira ajudar a leitura do gréfico.
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Este tipo de problema s6 comecou a aparecer a gartmomento em que as calculadoras
graficas passaram a ser um recurso.

Cumprindo o que esta estipulado no programa, ortgre-se o trabalho que envolve limites,
sempre de uma forma intuitiva, retomando-o comfmigéo formal, alguns capitulos a frente.

Quando se chega a formalizacéo, a propdésito deecgéncia de sucessdes, escreve-se:

Uma sucessdo (u,) diz-se convergente para o nimero real a se,
qualquer que seja o niimero real positivo §, existe uma ordem p tal
que, a partir dessa ordem, |u, - a| < 9.

v6>03dpe N:n>p= |u,—al| <b
Representa-se por: lim (u,) = a.

0 que apenas permite que o aluno verifique se umeral € limite da sucessdo, desde que a
relacdo entre a ordem do termo a partir da qualesiéica a condigdo e o valod se tenha
estabelecido com clareza.

Depois, sem qualquer demonstracdo, expdem-se aasregperatorias dos Limites de
Sucessofes e termina desta forma o programa ded,1f@que se refere ao estudo deste assunto.

O limite de uma funcéo, num ponto, com a definigédieine, surge no 12° ano.

Para esta definicdo vemos as func¢des a seremfararaas” em sucessdes (Costa, Resende,
& Rodrigues, 2005):

O rumo que se esta a dar, ao estudo do limite defuntédo, por indicagbes programéaticas,
obriga a que o estudante imagine uma sucessa@"@gsela funcéo.

Esta situacdo faz-nos recordar a reflexdo que tzeamtras, acerca das duas definicbes, pois,
parece-nos existir um trabalho extra que poderigisglificado, se, se considerasse um conjunto
de valores da variavel a aproximarem-se desse pistwoé, a partida seria aceitavel ver, neste
momento, a definicdo de Cauchy.

Num dos exemplos, que se pretende ser esclaregadlarpbter a definicdo de Heine vemos:
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Neste exemplo, considere-se a fungao £, definida por:

— se x>1
flay=q %1

e duas sucessdes (u,) e (v,) de termos gerais
2 se x<1

u,=1+=e v, =1-—. Ambas as sucessdes sao convergentes para -
n n

(uma por valores a direita e outra por valores a esquerda).

Quais os limites das sucessoes (f(lu,)) e (f(v,))?

e c4 estdo novamente sucessdes que se associacaa, fmas no exemplo seguinte:

A funcéo f, de dominio IR, é definida pela expressao

2 43x-2 se x<-2
1 se x=-2
f(x) =
2x se xe |-2,3]
se x>3
x=3

e admite a seguinte representacdo grafica:

\

\ ’ |
|
e A ,,,,,I
\ 6 7
\ /i
\ £
| v |
L -4
\ A
\ / h | \\
\ "
/ ! i N
\ - 1/ ! | \.\
\ / b S
/ ‘
\ ) /lo 2 3 x
\ o /
\ i/
Yol
\\\ E //
\}/
N —4

0 recurso a uma sucessao, gréafica ou analiticameesaparece e fala-se em qualquer sucesséao
que tenda para 3, por valores superiores a 3.

Esta sequéncia de situacdes € passivel de criam&idesconforto”, uma vez que, até aqui,
existia uma sucessado em concreto para “colar”’ mgéfu e agora ela deixa de existir.

75



Cap. IV — Os Manuais Escolares

Quando surge a defini¢éo formal

Definicio de limite de uma funcio num ponto segundo Heine

Dada uma funcio f, real de varidvel real, de dominio D;, diz-se que
limf(x)=5b

X—a

se e sb se a toda a sucessao (u,), de termos pertencentes a D; que
tenda para a por valores diferentes de a, corresponde a sucessao das
imagens (f(u,)) a tender para b.

nao existe linguagem simbdlica a acompanha-la.
Podemos dizer que estamos, ainda, “muito longelefiaicdo
lim f(x)=b < Opolsso0xx 0<|x-al<d=|f(x)-b<e

X-a
que € aquela que os alunos iréo, em principci@rerar no ensino superior.

Para o mesmo programa, se analisarmos o manual “b2A[Brito & Aubyn, 2005) sentimos

gue existe uma preocupacao em chegar rapidamegtdcaho dos limites, em prejuizo da analise
detalhada do conceito.

Como apoio a definicdo, que esta identificada carde Heine, existe apenas o grafico:
-\‘
f:(xl) a
f(x3)
b
f(XkL) i2
f(x5)

o Cre R S W TR I E L e

-

%, ; X; , ; X, ... —0Q
1 i d:
fx) . fx) e flG) e b

sendo outras situacfes estudadas através de @®maca calcular limites. Portanto, aqui, ndo
podemos dizer que a definicda @osteriorji como acontece com 0s manuais mais recentes.

O recurso a calculadora grafica, para exemplificdeterminacdo de um limite de uma funcao
quadrética, num ponto, da continuidade a este teitial, 0 que nos parece forcado. Este recurso
aqui, ndo tras qualquer vantagem sobre a apreferdacgraficos e a respectiva tabela de valores,
gue nos habituamos a ver nos outros manuais.

Nestes dois manuais do 12° ano, o estudo do lesite® centrado no calculo de Limites de
Funcdes, através das propriedades operatériagtdiziacdo de técnicas de célculo.
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1.3 Reflexdes Finais

A elaboracao de um manual €, sem duvida, uma tdifédd. Para se obter a clareza desejavel,
existem diversas opc¢des na abordagem do temaxangps, que se pretende sejam elucidativos
€ no momento, para expor as definicdes, que s¢adgs@rtuno.

O Calculo Infinitesimal distancia-se da AIgebraae@bometria, pelo seu caracter intuitivo, 0
que dificulta a obtencdo do racionalismo desejathis facil de obter nos outros dois ramos da
Matematica.

Por conseguinte, escrever manuais sobre o Calofitotésimal, € uma tarefa de dificuldade
redobrada.

O estudo do conceito de limite, enquanto objectesfedo formal legislado, foi analisado, em
diversos manuais escolares, no periodo que vaedegsatroducdo desta matéria no ensino liceal
até a actualidade.

Desta analise salientamos:

¢ Através da descricdo dos diversos manuais conseglaperceber-nos que o espaco, neles
dedicado a este estudo, aumentou a partir da ugdadda Matematica Moderna;

* As definicbes, que comegaram por aepriori, a partir dos programas de 1948, de uma
forma geral, passaram a segposteriori

» Verificamos que, nos manuais escolares, s6 muitentemente existe a indicagdo do
matematico a quem se deve a definicdo em causa;

* A mudanca de estratégia que atrds se referiu, dmpliecurso a representagfes gréficas,
até aqui pouco utilizadas;

¢ As representacdes graficas, em muitos manuaisnséficientes;

* A partir do momento em que se recorre a intuicacg pma abordagem inicial, a definicdo
formal foi sendo desvalorizada e os estudantes‘@@ssionados” na determinacdo de
limites, com a aplicacdo de técnicas de célculos€ja, a partir do momento em que se faz
o desdobramento, entre o 11° e o 12° anos, dooeslesste conceito, verifica-se uma
precipitacdo nas técnicas de calculo, desvalorizanapreensdo do conceito, que comecgou
por ser intuitivo;

¢ A guestdo da ndo existéncia de limite, ou ndo énodgatada, ou, ao ser referida, ndo o é
com clareza;

* Os manuais mais recentes tém uma componente pratita forte, contrariamente aos
mais antigos, isto €, actualmente os manuais séeimultaneo, livros de actividades;

* A simbologia utilizada nem sempre é suficientemefdes,;

¢ Alguns exemplos que sdo usados como introdut@m®sentam resultados de limites, que
consideramos demasiado “precipitados”;

* Segundo a legislacdo em vigor, os manuais devermatarial de trabalho autbnomo, e,
relativamente a isso consideramos dificil que alguronsiga ser verdadeiramente;

» A utilizag&@o da calculadora grafica, obrigatoria,attual ensino secundario ndo nos parece
ser essencial no entendimento do conceito de #imit

E inquestionavel e fruto de uma evolugdo naturténgativa de tornar os manuais escolares o

mais apelativos e eficazes possivel, mas, a gnardade, € que as orientacdes que os estudantes
necessitam, procuram-nas junto do professor.
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CAPITULO V

1. Os exercicios/Os exames

Para se conseguir ter uma percepcdo mais comabtetiaca da evolucdo do ensino do conceito
de Limite, a alunos do ensino secundario, temadaaipara além da abordagem do conceito nos
manuais, dois elementos fundamentais: os exercimopostos nos manuais e 0S exames
nacionais.

Neste capitulo, iremos analisar de que forma apogtas de trabalho para os alunos,
relativamente ao estudo dos limites, apresentatasi@uais escolares, vdo de encontro aquilo
que é exigido nos exames nacionais e, tambémjoagrffe 0os exames nacionais estdo de acordo
com aquilo que é proposto pelos programas oficiais.

A andlise das tarefas propostas é um bom elemansoreflectir acerca da evolugéo do ensino
deste conceito.

O estudo iniciar-se-4 no sentido da actualidada pgrassado, até onde for possivel realizar,
uma vez que nem sempre este assunto foi matétiencplada em exames.

Programa de 2002

Relativamente ao programa elaborado em 2002 sanadis os manuais: “Espago 12" (Costa,
Resende, & Rodrigues, 2005), “Espaco 11" (CostaeRee, & Rodrigues, 2004) e “MAT 12"
(Brito & Aubyn, 2005)

Nestes manuais encontramos exercicios que, retaiMe ao conceito de limite, ttm como
objectivo preparar os alunos para questdes queropidm os seguintes itens:

A.  Estudo grafico das assimptotas
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Conhecimento do significado dém M
X — oo X

Conhecimento do significado ddim [f (x) - (ax+ b)]
X - *oo

Estudo analitico das assimptotas

Propriedades operatérias dos limites

Aplicacéo de técnicas de calculo (levantar indeitesigbes, usar limites notaveis)
Relacéo entre limite e continuidade

Recurso a definicdo Heine para a determinacaorute li

Aplicacdo do conceito de limite

Determinacéo de derivadas pela definicéo

w

«cmIemMmo O

Apoés esta descricdo consideramos util fazer a segobservacao: apesar de os itens B e C
estarem contemplados no estudo analitico das assasp(item D) decidimos realizar esta
separacao, pois uma situacdo é saber usar a irf@@onfiarnecida por este meio, outra € usar, de
uma forma mais ou menos sequencial, técnicas pres assimptotas. E, pelo facto de termos
encontrado exercicios onde estes itens aparecetadaseente, julgamos ser importante
mencionar cada um deles separadamente.

Relativamente aos exames, que irdo ser referidéengo deste texto, usaremos a numeragao
romana para nos referirmos aos diferentes assuelativos ao estudo do conceito limites e
guestionados nos diversos exames analisados, dut@hd o tempo em que este estudo foi
possivel. A enumeragdo desses assuntos € a seguinte

I.  Aplicacdo das propriedades operatorias / Aplicatgitécnicas de calculo
Il. Estudo da continuidade
f(x)

Ill.  Conhecimento do significado ddim —*

IV.  Conhecimento do significado ddim [f (x)- mx]
X — oo

V. Estudo das assimptotas

VI. Aplicacdo da definicdo de limite segundo Heine
VIl.  Utilizacdo da calculadora gréfica
VIIl.  Aplicac&o do conceito de limite

IX. Determinacdo de derivadas pela definicao.

O item VIII, nos exames, equivalente a letra |, n@nuais — Aplicacdo do conceito de limite
— refere-se a interpretacdo/identificacdo de uritdirpara posterior utilizacao.

A descricdo dos diversos tipos de aplicacdes, doaito de limite, resume-se, essencialmente,
a uma Unica categoria, de exploracdo, que é a Caghio”. Assim, os itens designados nos
manuais pelas letras A, B, C, D, E, F, G e J eemasnes pelos numeros |, lll, 1V, V, VI e IX
encontram-se nesta categoria. O item que estandesigpela letra | opelo niumero VIII é o
Unico que pertence a uma categoria diferente, uezaque implica uma interpretacdo para
posterior aplicagéo.

" Usaremos esta nomenclatura para nos referirmosnassos itens noutros manuais enquanto ela for
aplicavel.

80



“Limite”: um estudo sobre manuais escolares e esagm® Portugal

De seguida, apresentamos uma tabela onde se emnamgistadas todas as questdes saidas
em exame, relativas a este programa, e que envasgrconceito, onde se pode constatar quais
dos itens, atras referidos, estado envolvidos.

Os exames nacionais, que se enquadram no prog@malata de 2002, tiveram inicio em
2006, por isso, é nesta data que se inicia a panteela.

Saliente-se que, esta e as outras tabelas relatbssxames, ndo pretendem ser exaustivas,
mas meramente ilustrativas.

Exame
(c. 635) | I 1l \Y; Vv VI Vil /11 X
12F | I-5 I-5
- 4 -4 -4
-7
o | 22F -5
o
] I — I —
AN
6.1 6.1 11-6.2
- 6.2
12 F -5
@ - 4 -4
Q N-7.1 N-7.1
22 F I-5
-6 -6
12F | I-1
S
S I- 3 I- 3
Nlzafp |- 4 - 4
12F | I-2
© -5 -5
S[22F [ I-3 I3 3
o~ = - -
I-2.1 I-2.1

Pela observacao da tabela destacamos a forte aggBmca nivel de exames, entre o calculo de
limites e o estudo das assimptotas de uma funcéo.

Uma vez que verificamos existir grande analogiaeeos diversos itens contemplados, quer
Nnos manuais, quer nos exames, s6 poderemos afijureauns ndo se adaptam aos outros, se 0
grau de dificuldade dos exames for superior a@dtgidades propostas nos manuais.

Esta comparagdo sera realizada utilizando, paréeito,eexercicios seleccionados num e
noutro dos elementos em estudo, apés a referésciadicagcbes metodoldgicas contidas no
programa de 2002, para o 12° ano (Educacao, 2002b):

As indeterminacdes séo referidas apenas para moatrdimitacdes dos
teoremas operatérios. O programa apenas pressupde sp levantem
indeterminagcbes em casos simples. Dificuldade a néxceder:

4 _ 3_
im 22X i (xr1-x)stim X

X+ X2 +3 X o +00 x-1 X-1

E aconselhavel que os estudantes experimentem isaneégraficamente
a relacdo entre os limites no infinito da exponahcda poténcia e dos
logaritmos
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No desenvolvimento do programa, a recomendacace éogdimites notaveis, apesar de ndo
estarem especificados, sejam dados como informacéo.
No manual “Espaco 12" (Costa, Resende, & Rodrig@é65) de forma intuitiva, o aluno é

X
. , - . a
conduzido aos seguintes limites: im —=40,a>1end e
X — +0o Xn
. logg x . N . . o
lim —=—=0,a> lea >0, no subtema “Fungbes exponenciais e logaritmieashais a
X— too ¥
frente, no subtema “Célculo diferencial”, a propdsio estudo da derivada da funcéo exponencial
X
~ - ~ . .et -1 . In(x+1
e da funcéo logaritmica, séo deduzidos outrosluites: lim =0e lim M =1.
x-0 X x-0 X

No capitulo “Trigonometria e NUmeros Complexos” &itd o estudo intuitivo do limite:

: enx ) . . - - , ~
lim ——, e fica assim concluido o estudo dos limites r@welativos a fungées, e que
Xx-0 X

comp&em o formulario apresentado, aos alunos, xasaes.

Para a aprendizagem do calculo destes limiteseexjspara além de outras, as seguintes
aplicacdes:

19. Determina:

19.1, lim &
.=
192, lim 2=
o s X
. 19.3. 1im_-'—‘c;.-;

194, lim _(x.3%);

195, fim £—=;
A= +on e
o il
196. fim 2%
s 2 x
145. Determina:
o 153. Determina:
et -1 )
145, i'?ﬁ v w1, “mm'{:\-’q;);
145.2. fim - e -
¢ 1522, fim—om;
1x x Al s
1453, lim —=-;
w0 X . In(Bx+1
1533. lim—=—;
e,\'—i . v e
145.4. lim -
= = In{2x+1)

1534, lim———;
" =0 t—,‘-,]
145.5. lim x{e‘—q). 5
RS — . b el
1535 fim =——.
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Esta seleccdo de exercicios € uma das varias pssionforme ird acontecer com outros
tipos de exercicios e com outros manuais, mas gusderamos suficiente para comparar com os
exercicios propostos nos exames.

O que interessa é conseguir encontrar em cada aotigidades onde se consiga reconhecer
o nivel adequado & preparagdo para 0s exames aacion

O estudo das indeterminacdes, das assimptotasantiauidade, contém aplicacdes como:

102. Seja g a funcao definida por

2x°
[ Z se x<0
i

glx) =
llm—in(ﬁ 1) se x>0

Determina as assimptotas do
rrafica de n

-
- PN
¥ —16x
k
Considera a fungao f definida por f(x) = = se x=4 (keR).
2
2K se x<4
5—x

Indica o dominio da fungao.

Mostra que o gréfico de f admite uma e uma s6 assimptota horizontal.

Determina k de modo que exista limf(x) mas a funcao seja descontinua.
x—

No manual “Mat 12" (Brito & Aubyn, 2005) salientama facto ndo existir qualquer

. o In(x+1)
referéncia ao limite im ———~
X-0 X

=1. Os outros limites notdveis encontram-se no clapitu

nx . ~
que se estuda no capitulo “Funcdes

“Limites e continuidade”, com excepcédo démn
X-0

trigonométricas”.
As propostas de trabalho incluem muitos exercisgdos em exames de anos anteriores, por

isso, ndo podemos dizer que eles ndo se adequaaraanSss.
Analisando as questdes mais elaboradas saidas amexnacionais, relativos a este

programa, e que envolvem estas técnicas, temos4Edo, 1996 a 2009):
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[
\f:czirll—a: se >0

6. Considere a fungdo h, de dominic R, definida por h(z)=1{ 2 se =0

se <0

Resolva, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, os dois itens seguintes.
6.1. Estude a continuidade de h no dominio R.

6.2. Estude a fungdo h quanto & existéncia de assimptotas do seu grafico paralelas aos eixos
coordenados e, caso existam, escreva as suas equacgdes.

4. Seja f afungéo de dominio [—W, + 00{, definida por:

g se >0
flz) = 3sen(z)
—— & -mEG<0
z

Estude a fungdo f quanto & existéncia de assimptotas do seu grafico, paralelas aos eixos coordenados,
escrevendo as suas equagdes, caso existam.

A resolucéo destas actividades permite-nos conglugr

» 0 célculo de limites que envolve o levantamentideterminacgdes, solicitado nos exames,
nao ultrapassa o grau de dificuldade recomendddgpagrama;

» 0s limites designados por notaveis puderam seddménte explorados nos manuais acima
referidos;

» 0 estudo das assimptotas e da continuidade, redoraos manuais acima referidos, podera
ser considerado eficaz para permitir a preparaeéejada.

Para questdes como (Educacéo, 1996 a 2009):

4. Sejam f e g duas fungdes, ambas de dominio R*.

Sabe-se que:

o lim (f(z)—2z)=0;

r——+00

e afungiio g & definida por g(z) = f(z) + z2.
Prove que o gréafico de ¢ ndo tem assimptotas obliquas.

também é possivel encontrar preparacdo em cadaosnmdnuais, como, por exemplo, em
guestdes do tipo (Costa, Resende, & Rodrigues,)2005
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Sejam g e h as funcbes tais que

103. As assimptotas do grafico da gl = fl=x) e Alx) = fx + 2).
funcdo f, representada abaixo,

sdo as rectas de equagbes
r=x+lex=0. ) &
y=x+1ex 1031, im’_} g( )

Determina:

103.2. os nimeros reais a e bde
modo que:

fim (h(x)—ax—b)=0.

ek e

E (Brito & Aubyn, 2005):

. Determina as assimptotas de cada uma
das funcdes reais de variavel real:

—

: X3 g VX2 — 4
X S _—
T pied et R 2

3
X o ) X~ Vxi—1
X+ 1
X rer—1 ) x~_~log (x - 1)

X+ 2
X~ tn e

E, para as questfes que envolvem a aplicacao mécéefde limite segundo Heine, que neste
conjunto de exames se encontra apenas uma veza@ayd 996 a 2009):

5. Na figura 1 esta representada parte do gréfico de uma fungdo g, de dominic R e continua em R \ {—2}.
As rectas de equages T = —2 e y = 1 s#o as Unicas assimptotas do grafico de ¢.

Seja (#,,) uma sucesso tal que lim g(z,) = +oo.
n—+00

¥
g
|

temos em cada um dos manuais, aplicacbes que eoarsios apropriadas (Costa, Resende, &
Rodrigues, 2005); a saber:
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53. Seja g a funcdo representada no
referencial da figura.

1 — "

' e s :\\

i
-2 0 3 1

Relativamente & sucessdo (u,),
sabe-se que lim glu,) = 1.
0 termo geral de (u,) pode ser:

Ay, =-2+—;
n‘
Biu,=~2~—;
Cu,=3 —-L;
n+1
Doy, =3+—

e (Brito & Aubyn, 2005):

Escolhe a resposta correcta:

Na figura esta parte da representacdo grafica
de uma funcdo g de dominio IR e continua em

IR\{0}.

v
J
/
/2, —

VAN

A N,

_____ 7 Nt i

0 \ X

Considera a sucessdo de termo geral

u, = % Indica o valor de lim g (u,)

n— +oo
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Exercicios que envolvem a aplicacdo do conceitdirdiée, tais como (Educacéo, 1996 a
2009):

Na figura, esta representada parte do gréfico de uma fungéo f, real de variavel real.

o\
/\

(]

Qual das afirmacgdes seguintes & verdadeira?

(A) Nzoexists lim (- B) lim 75 = 3
im L 1 .
© B =2 ® s =*

Encontramos, no manual “Espaco 12", propostas cuesideramos serem suficientemente
preparatérias para a resolucdo de exercicios comaeoestd apresentado acima, como por
exemplo (Costa, Resende, & Rodrigues, 2005):

55. Seja fa funcdo a sequir
representada graficamente:
5

dlbevove

55.1. Indica o valor de:

55.1.1. fim f(x);

=0
55.1.2. limf(x);
w3 00
55.1.3. lim f(x);
w33

55.1.4. lim f(x);

a3

55.1.5. lim f(x).

ve 1
55.2. Comenta a afirmacéo:

"Existe lim f{x), mas ndo
existe Iirr; flx) "
=3

Este tipo de tarefa no manual “Mat 12" ndo estalegado graficamente, mas apenas
analiticamente.
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Programa de 1997

Um dos manuais analisados e que pretende dar ecuemin ao Programa de 1997 — “Func¢des
12" (A. V. Lopes et al., 1999) — apresenta proposize insistem no estudo grafico, apelando ao
uso da calculadora grafica, e solicitando a cogatrale graficos sem calculadora.

Apesar de estar referido no programa, verificamoge ndo existem actividades para
determinar o limite usando a definicdo de Heine.

Neste manual, os limites notaveis, que sdo apaesnino formulario que integra o exame,
séo obtidos com recurso a gréaficos e tabelas dmegalexemplificativos, ou seja, de forma
experimental.

Verificamos que este manual tem aplicacGes queaajual preparar os alunos para questoes
gue envolvem os seguintes itens:

A.

B.

Tommo 0O

Estudo grafico das assimptotas

Conhecimento do significado dém M
X — +00 x

Conhecimento do significado ddim [f (x) - (ax+ b)]

X - %00

Estudo analitico das assimptotas

Propriedades operatérias dos limites

Aplicacao de técnicas de calculo (levantar indegaigdes, usar limites notaveis)
Relagao entre limite e continuidade

Aplicacdo do conceito de limite

As indicacbes metodoldgicas, para este progran@,asdamesmas do programa analisado
anteriormente.

E a partir do ano 2000 que o programa ajustado98@ & contemplado a nivel de exames
nacionais.

A tabela seguinte, a semelhanga da anterior, coatéaferéncia as questdes colocadas em
exames e que contemplam Limites de Func¢des.

A numeragao romana refere-se aos itens anterioenesplicitados.

Exame
(. 435) | nolom IV v VI VI VI IX
o -2 [1-2 I-
8 12 F 2 -3
N - 2.1
22 F - 4.2 - 4.2
< |18F -4 -4
o
S [paf 12.1.2 1-2.1.2
13F 13 ch -2
- 3 - 3 - 3
@ |1aF2ach |I-3
Q [2af 3.1 3.1

88



“Limite”: um estudo sobre manuais escolares e esagm® Portugal

12F 1ach [ I-4 I- 4
- 4.2
AN
o -3 -3
o a a
S |1FF2%ch I-3.1.1
2aF N-2.1.1 1-2.1.1
N-2.1.1 N-2.1.1
a a
1BF21%ch | 55 Il-
= 3.2
Q [128F22ch |11 I-1
- 4 - 4 - 4
12F1ach | 5 5
8 [128F22ch I-1
Q -2.3 I-2.3
2aF _ IR _ ] i _

Com um conjunto maior de exames é mais facil dalieque as questdes colocadas em exame,
gue solicitam o célculo de limites, sédo, na gramderia, destinadas ao estudo das assimptotas.

Conforme podemos verificar, a variedade de itensleitios nos exames, de uma forma geral
€ bastante inferior aquela que as actividades cdah@ontemplam.

Quanto ao coeficiente de dificuldade, serd a qod&ducacéo, 1996 a 2009):

Na figura esta representada parte do

grafico de uma fungéo h, de dominio Y]
[0,5[U]5, + 0] :
3 X

As rectas de equagbes =5 e T

y = 3 s&o as Unicas assimptotas do e
grafico de h. 0 5 *
ndique o valor de x—l»Too 3t e

(A) O (B) 1 (C) 5 (D) + o

mais complexa que (A. V. Lopes et al., 1999):
Dhserva o grdfico da fungéo racional f.
5
—
—6 =3

Indica os limites quando x— —e e quando x—s + de cada uma das funcées definidas por:

a. f(x) b. f(x) + 5 c. fix— &) d. —5f(x) e. [f(x)]
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Cap.V — Os exercicios/Os exames

ou (Educacéao, 1996 a 2009)

. ) log,z
3. Indique o valor de lzliTl’[]+ eF =1
(A) o (B) 1 (€) -o0 Rf e

com grau de dificuldade superior a d) do exercemuinte (A. V. Lopes et al., 1999)?

129. Calcula:
) - oInx+1) 5 e —1
Ta. fim ———= = 7
x50 2x d {[227 nx+1)

Jm e 0 oAl

Mas, para questdes do tipo (Educagao, 1996 a 2009):

4., Deuma fungdo g, de dominio R, sabe-se que a bissectriz dos quadrantes impares é

uma assimptota do seu grafico.

Seja h afungdo, de dominio R, definida por h(z) = gj(;r)

Prove que o eixo Oz & uma assimptota do grafico de A.

ou (Educagéao, 1996 a 2009):

5. Considere uma fungdo f de dominio RT. Admita que f & positiva e que o eixo Oz &

assimptota do gréfico de f. Mostre que o gréﬁco'da fungéo % ndo tem assimptota

horizontal.

que, em termos de estrutura, ndo tém uma semelkt@megasivel com os exercicios propostos no
livro, serd que as poderemos considerar de grdifideldade superior?

O que podemos dizer € que exercicios deste tipperemp uma boa interiorizagdo dos
conceitos, de forma a facilitar a sua manipulacao.

Programa de 1991

Relativamente ao programa de 1991 foram analisadomanuais: “Matematica 11° ano”
(Neves & Brito, 1996) e “Matematica 12° ano” (NegeBrito, 1995).
No manual do 11° ano, podemos ler: “A definicdoHd#ne, normalmente, ndo se usa para

calcular o lim f(x)”, por isso, ndo estamos a espera de encontratdactes para calcular o
X—-a

limite segundo a definicdo estudada, o que, redbnacontece.

Também, nas “Orientacdes de Gestdo do Programalicéiédo, 1995b) emanadas pelo
Departamento do Ensino Secundario, em Julho de, E3@%ntramos a seguinte recomendacéao:
“Né&o calcular limites de fungdes, utilizando a deg§io”.

Da anédlise dos manuais acima referidos, encontranop®stas de actividades que incluem os
seguintes itens:

f(x)

B. Conhecimento do significado dem —*
X — +00 x
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Conhecimento do significado ddim [f (x) - (ax+ b)]

X — oo
Estudo analitico das assimptotas
Propriedades operatoérias dos limites
Aplicacao de técnicas de calculo (levantar indeigaigbes, usar limites notaveis)
Relagéo entre limite e continuidade
Determinacgao de derivadas pela definigéo.

Quanto aos exames relativos a este programa, tveugn a sua primeira edicdo em 1996, a
distribuicdo dos diversos itens encontra-se nddasguinte:

cemMmo O

Exame
(C. 135) I 1] 1] v \ VI VII VIII IX
12F 12chll- 1.1 -1.1
- 2.2 - 2.2
S [12F23chl-1 -1
N | 22F -1 -1
I-4 I-4
- 2.1 - 2.1 - 2.1
12 F 18 ch22Parte 2%Parte 12Parte
1.3 1.3 1
§ 12 F 22 ch 22 Parte 23 Partg 12 Parte
N 2.3 2.3 1
28 F 12Parte
4
12F 12ch -1 -1
§ N-1.1 | 1-1.1
— | 128F 22chl- 3 -3
22 F I-3 -3
1@aF18ch . . o _ _ | ] ai
¥ | 12F 22ach12 Parte
3 1
28 F -3 I-3
12 F 12 chll-2b) 11-2b)
5 |12F22chl-2
S |2aF _ _ _ _ _ ] H Hi 1
12 F 12 ch22 part
© - 4
S | 12F 22 ch12 parte 12 parte
- 4.2 4.2
28 F 12 parte 12 parte
4.1 4.1

Pela andlise da tabela verificamos que o calculorites estd quase sempre relacionado com
o0 estudo das assimptotas e menos com o estudamtiauidade, sobressaindo, também, questdes
que envolvem a aplicacdo do conceito de limite.

Num dos exames existe uma questédo que recorrenicéefde Heine, para obter um limite e,
por isso, consideramos que, aqui, este manuatrs ittsuficiente (Educacéo, 1996 a 2009):
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1. Na figura estd desenhada parte da representagéo
grafica de uma funggo £, cujo dominio & R\{2}. yT
Asrectas de equagdes =2, y=1 e y=10
sdo assimptotas do gréafico de f. 1
™ i -
Seja (x,) asucesso de termo geral o 2 =
z, =2— n?
Indique o valorde lim f (z,)
(A) 0 (B) 1 (C) — (D) +x

O manual acima referido, no que diz respeito aostds notaveis, da a informacgéo
relativamente aos limites que incluem a funcdo e&poial, deduz os limites relativos a funcao

o . senx
logaritmica e faz o estudo dém
X-0 X

Mas, no que respeita aos exercicios de aplicagdificamos que existe algum distanciamento
relativamente aquilo que se encontra nos exantese Jsonsideramos que o manual ndo explora
0 aspecto gréfico, e, por isso, ndo prepara coemtente para exercicios do tipo (Educacéo,
1996 a 2009):

, conforme refere o programa.

3. Na figura esta representada parte dos
graficos de duas fungbes f e g, y
continuas em R.

O gréfico de f intersecta o eixo Ox
no ponto de abcissa 3.

Indique o valor de  lim ?g)) ° / 3\ :

z—3"

(A) — (B) +oo (€) O (D) 1

ou (Educacao, 1996 a 2009):
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4. Arepresentacéo grafica deumafungdo g em [0, 2n] éaseguinte:

s " 1
4.1. Quanto a existéncia de assimptotas do grafico da funcgéo 9 no mesmo
intervalo, pode afirmar-se que:

N&o existem.

.Séoasrectas w=0 , x=w 8 w=2®w.
Sdoasrectas x=0 e y=0.

« 1
@ Sédo asrectas x o= & x =5 .

1
(@]

O item “Utilizacao da calculadora grafica” de agem diante deixa de fazer sentido analisar,
uma vez que, so a partir dos programas de 199& a gtilizacdo da calculadora grafica passou a
ser obrigatoria.

Quanto aos exercicios que apenas envolvem técdeaslculo, verificamos que o manual
contém aplicag@es, cujo grau de dificuldade suaergecessidades dos exames.

Parece-nos valido afirmar que as questfes (Educhg€é6 a 2009):

1+ z2e¥Hl se <0

1. Considere afuncio f : R — R, definida por f(z) = ;
l r+sen x

T

se >0

1.1. Estude afungio f quanto a continuidade.

1. Seja h afungéo, de dominio IR, definida por
1+e® sex<0
h(z)=4¢ 2 sex=20
3z4+2 sex>0

Relativamente & continuidade da funcdo A, no ponto (), qual das afirmacdes seguintes
é verdadeira ?

(A) E descontinua a esquerda e & direita

(B) E continua & esquerda e descontinua a direita
(C) E continua a direita e descontinua & esquerda
(D) E continua
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Cap.V — Os exercicios/Os exames

e (Educagéao, 1996 a 2009):

. Para um certo valor de £, é continua em a funcao efinida por
1 k R afunc definid
0 se <0
flz) = (In designa logaritmo de base € )
In(x + k) se >0

Qual éovalorde k ?

(A) 2 (B) 1 (€) 0 D) —1

de forma alguma serdo mais complexas que (Nevest&, B995):

3. Considere a func¢io definida em IR do seguinte modo:

A
fx) =41-e~* se x>0 L eR
k+log(x+e) se x<0

3.1 Determine k de modo que f seja continuaem IR .

e que (Neves & Brito, 1995):

4, Considere a funcio real de varidvel real,

{sem;x+wsx se x<0 e aa#0
569 = § 9
IM I
% =g

4.2 Determine o de modo que g seja contiuaem x =0 .

Programa 78/79 (11° ano) e 80/81(12° ano)

Os programas que comecaram a ser aplicados nmd0A@ano lectivo 1978/79 e no 12° ano,
no ano lectivo1980/81, reflectem-se em termos @mes, ao nivel do 11° e 12° anos, uma vez
gue, s6 a partir do ano lectivo 91/92, o ensinorsgério integra o 12° ano.

Apesar do conceito de limite ser introduzido no ah®, ele é aprofundado, com novas
funcdes, no 12° ano. E, € com os conhecimentosiratitgu neste nivel, que os alunos se
candidatam a exame de 12° ano.

Interessa, pois, analisar e comparar as propostaaidalno em manuais deste nivel com os
respectivos exames, que tiveram a sua primeirdedig 1981.

Um dos manuais analisados foi “M12 — Matematica2¢ dno” (Machado, Abrantes, &
Carvalho, 1990) e nele, no capitulo “Complementitses funcdes reais de uma variavel real”, as
propostas de trabalho, remetem para os seguiates it
Estudo analitico das assimptotas
Propriedades operatérias dos limites
Aplicagéo de técnicas de célculo (levantar indeitgagdes, usar limites notaveis)
Relacéo entre limite e continuidade
Determinacéo de derivadas pela defini¢céo.

“ommo
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Se analisarmos 0s exames, encontramos questbesngaklem sobretudo as propriedades
operatorias, o levantamento de indeterminagcOedeteaminacéo de assimptotas.
Na tabela seguinte apresentamos a distribuicadatsscontemplados e do respectivo exame:

Exame
(Via Ensino) | I I v |V VI vl IX
S [18F12ch 4.2
Q [12F25ch | 32 32
12F 18 ¢ch 4.2
§ 12F 22 ¢ch 3.3 3.3
« 4.1
22 F 3.1 3.1
12F 18ch | 3.3 3.3
8 4.1
S [18F22ch |33 3.3
4.2
12F 18ch | 3.3 3.3
oy 41
S [18F 22ch 33 3.3
22 F 3.3 3.3
4.2
12F 18ch | 3.2 3.2
41
& [12F22ch | 381 31
— | 2aF 3.1 3.1 3.1
3.2 3.2
12F2ach | 3.1 3.1
,5 4.1
it
22 F 3.2 3.2
S |18F1ach 4.4
S [ 22F 4.2 4.2
@ [1aF1ach [A2
=t 4.2 4.2
12F 18ch | 3.2 3.2
N B.2
@ |18F23ch |6.1 6.1
- A2
22 F 5.1 5.1
S |18F1ach — — — — — — — —
S [ 22F 6.3 6.3
g |1°F1ich 2.2
& [12F22ch 4.2 4.2
22 F — — — — — — — —
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Cap.V — Os exercicios/Os exames

13F 12 ch — — — [ = —
12F 22 ch -2
o Al Al
o
2
22 F V-2 V-2
12F 12 ¢ch l-3.2 l- 3.2
12F 22 ch l-2.3
o0}
[o0]
[e)}
— | oaf — — — — —
13F 12 ch I
IV- 4
> [12F2ach V-3
(@]
—
22 F V-1
IV- 2
12F 12 ¢ch -2 -2
12F2ach | IV-1 V-1
IV- 3
VI- 1 VI- 1
(e}
X [2aF V-1 [IV-1
- IV- 2 IV- 2
VI- 2
12F 12 ¢ch Il c) Il c)
12F 22ch IV a)
L0
‘3_.% 22F Il a)
11l b) Il b)
13F2ach [llla) Il a)
< b) | 1lb)
9 Il c) Il c)
- IV b)
12F18ch | IV b)
™ Vi a)
o
(@]
= [13F2ach V b)
13F 12 ch VIl a)
—
@ [1aF2ach |Vla)
—
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Da analise da tabela podemos concluir que exista walorizacdo na aplicacdo das
propriedades operatorias e de técnicas de cabsdociadas ao estudo de assimptotas.
Salienta-se, ainda, uma séria diminuicdo de itamsleidos em exames relativamente gas

existem nos manuais escolares
Comparemos, agora, 0s exercicios contidos num teondos elementos em estudo.

No manual atras referido sdo propostos exerciciosc

17. Calcular os seguintes limites:

1+2x\ " A
al  lim (f———x ) e) lim ( )
Xx— + = X L X
x 4 logy, (x*)
b)  lim | ) ) G el
r—= = \_1'{-,( -0 2x+ 3% .
. x+3y° 70 ; x—1
c) lim ( ) gl lim
s x +1 x =1 In x
2 i In{x—3
d)  lim (e" St ™ ) n) lim et ke, |
¥— 0 x—2 x=—2
e) lim 1 — 8% ;
| / 5x
=0 een (3x) ) X Lmo )
1
f) lim  cos (x)—1 : @
=0 ¥ sen (x) ) 2 f'fﬁf * e

i. Utilizando a definigdo de derivada de uma fungao num ponto,
caicular a derivada de cada uma das seguintes fungbes reais de
variavel real num ponto X, (supondo este, em cada caso, um
ponto do dominio que é ponto de acumulagdo):

1 Bx

aly= — cl y=

X2=1

b) y =+ x—-1 d) y=In (x*

2. Determinar as assimptotas dos graficos das fungdes reais de
variavel real:

~

g) _v=2x+arctg—';—

2

h) y=xe * +1

0 que, em termos de coeficiente de dificuldade,safi@o muito diferentes de (Educacéo, 1981
a 2002):

Considere a funcdo f , real de variavel real, definida por

i 7x — 2% — B
f(x) = 09, (7x ;i ) (e, numero de Neper)

1—e€

2. Calcule lim f(x)

x—2
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2. Seja f afuncio real de varidvel real, definida por

1 x

(e 5 tg 5

1

X

2.2. Calcule lim (f(x))
x—=0°
5. Considere a funcao real de variavel real
eX
g(x) = - (x - 1)

X

5.1. Estude a fungdo quanto a existéncia de assimptotas.

A analise de exercicios em cada um dos elementgaresthaver proximidade quanto ao
coeficiente de dificuldade, mas sobressai, relaterste aos exercicios anteriores, um aumento na
complexidade das técnicas envolvidas no calculordees.

Para efectuar um estudo semelhante, mas para anbl? Curso Complementar Liceal,
analisamos 0s seguintes manuais: “M11 — Matemétitaano” (Abrantes & Carvalho, 1984) e
“Matematica” (Fernandes, 1982).

O manual “M11” (Abrantes & Carvalho, 1984) contéativddades que envolvem:

CIEMMmMO

Estudo analitico das assimptotas

Propriedades operatérias dos limites

Aplicacao de técnicas de calculo (levantar indegaigdes, usar limites notaveis)
Relacao entre limite e continuidade

Defini¢cdo de limite segundo Heine

Determinacao de derivadas pela definigéo.

E, também, a definicdo de limite segundo Cauchy:
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17. Seja f a fungido definida em RS por r— flv) =x* -1
a) Comenta a seguinte afirmacao:

Para cada intervalo do tipo ]3 -3, 3+ 8[, 8¢ R*, existe pe-
lo menos um real positivo « tal que

yYel2—a, 2+ «f = flx)el3—-5,3+3][

b} Calcula o maior valor que « pode tomar para que se verifi-
que

xel2-a,2+af => flrle]2,4[..
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No manual de Palma Fernandes, encontramos propestesbalho como

4. Mostrar, aplicando a defini¢ao de limite de uma fungdo num ponto, que:

- = 1o q: b) lim =w se —=
0 lin @3 sex s b R
i -4 _4x
c) ll£n+mr(x) 3 SEIY 3+ 1

11. Verificar se as seguintes fungdes sao infinitésimos com x .

M) et +2m; b) x . __aV3x-(x*-1).
f g

Estas actividades envolvem os seguintes itens:
E. Propriedades operatérias dos limites
H. Definicdo de limite segundo Heine

Segundo o programa, pretende-se que o aluno:

o averigoe da exigténeia de limite, ou de limites lateral

de una fungéo guande x tende para um ponto, recorrends
és,aef;nagoes, em cas0s nao mais complicados ques
o . -
K - ; L
X 5 g quando x-»~-l
Vlex :

25241 para x 3]

x _45(x) = gquando x—»1

M-

para x <1

@determine o limite de uma fungio num ponE o, _recuvrrer_lde
208 teoremas sobre limites, em casos nao mais complicadns

gue os anteriores.

o

nagac nao mais complicades quet .

-

e¢averigue da existfneia de limite em casos de imdetermi-

3
X=2x 4l - quando x-~»1

X 7
xa-Qx w1
vV =a
LA, - vando X a
b P oy q 7
- 5*{ .
Xy e quando xI-» =02
v

© estude o continuidade de uma fungac em cagos nao mais
complicados ques
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x_,8x) =

X (%) =

X_z% + C(x)

para x€ &

S %=1 para x40

}uz—fc—%-a‘“- para x>0

para t€ERNE

com XE [“'2y2_]-

Alguns exames podem ser apreciados, na tabelaocalogianto aos itens envolvidos.

Exame
11° ano | I I v V VI VIl IX
1995| 1aF 4.2 4.2
1994 | 1af 4.1 4.1
1993 | 2a 4.3 4.3
1992 | 2a 4.3.2
1091 | 1aF 1ach | 42 4.2
1089| 1aF1ach | 2.1 2.1
1988 22 Fase. 1.3
1.2
~ 12F 12ch | 6.A- 6.A-
& 21 |21
—
12 F 22 ch _ N _ — _
22 Fase 1.1
© 12F 12 ch 4.1 4.1
& |12F.22ch| 51| 51
22 F 1.2
12F. 12ch 1.3.2
1.4
0 | 1af. 2ach| 3
o 3.1
—
3.2 3.2
1.1.1 | 111
22 F 1.1.2
1.5
12 Ep 12 ch 2.3
2.4
<t -
X 12 Ep 22 ch ] o L i 1 |
- 2
: 1.
a
2" Ep 13
12Ep 12 ch ] . L i 1 |
2 - 3.2
o 12 Ep 22 ch -
oa Ep 1.2
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12Ep 12ch| 12-b)| 12-b)
| 1-b)
AN
0 A oa 1°
® 12 Ep 22 ch | 1-b)
20
12a) [12a)
22 Ep. 1.2
. 1.3.2
a a
§ 12 Ep 12 ch 11
— 1.3.1
12 Ep 22 ch 1 B.

Desta tabela depreende-se que o calculo dos liegtésmais directamente relacionado com o
estudo da continuidade. Isto é, o assunto “limp@fece ndo poder existir “per si”, apoiando-se,
sistematicamente, no conceito de continuidade quaswino sabemos, a existéncia de um limite
num ponto nem sequer “obriga” a esse ponto pent@ecdominio da fungéo.

Os exercicios no manual “M 11" (Abrantes & Carvalh®84), como, por exemplo:

12. Dada a funcao r+—

descontinua para v = - 3.

; 1—-2x—-3x
a) lim ————
= += 5+ 3¢

L2+

bl fim ox—1

. x*—16

e) l’lzn—;_?r
. 3x-—8

lx+ 3|

=1

m) lim

1 10. Calcula cada um dos limites seguintes (se existir):

. vox
g} lim -
[ R
S

h) flim
-1 x+1

1
=2 —-—x+ 1
2

1) lim
v, 2x—1

x -3
3 Vy+1-2

investiga se ela é continua ou

13. Estuda a continuidade das fungdes seguintes nos pontos indi-
cados

a)

wl|= |-

para

para

para

=2 (no ponto 2);
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X ; {x) = f(2) .
d) Calcula hm2 L—r—g—— e diz qual é o significado geomé-
X— A

trico deste limite.

nao serdo muito diferentes de (Educagéo, 1981 %)199

i . 3 2
1. Dada a funcdo real de variadvel real f: x x = 3x .

1.3. Calcule lim —_—
e )

3x = 1 se x =< 2

2. Considere a fungiio f definida por #lx) = .

5 -3 se x> 2

2.1. Indique, justificando, equactes das assimptotas do graficode f paralelas aos eixos.

3. Considere a funcéo definidaem R por:
3x + 1 <— x <0
flx) =
x + 2
= - T=x>0
257 + 2 s
3.1. Mostire que existe limite da fungéo no ponto zero.

5. Considere a familia de fungdes reais de varidvel real cuja derivada € definida
em IR por

xt — 348
o= 1P

5.1.2. Justifique que para toda a funcéo f da familia se tem

. flx) — f2) _ 4
_Ixi;m—yz x*2 o 9

Mais uma vez, somos levadas a concluir que, neatéria, o coeficiente de dificuldade dos
exercicios propostos nos manuais, pode bem seararnegular o nivel de preparacdo necessario
para enfrentar uma situacdo de exame, com Su@gs®@, 0s exames cumprem o estipulado pelas
recomendacdes programaticas. Além disso, considsraje o grau de dificuldade segue as
indicacdes relativas a este programa.

Na época anterior ao Ensino Secundario estar dividdtm Curso Unificado, Curso
Complementar e 12° ano, o ensino liceal, terminem@ a conclusdo do 2° ano do Curso
Complementar.

Para a preparagdo para estes exames, que tinhabag®ro Programa 1974, analisamos o
manual “Compéndio de Matematica — 2° ano do Cumsoplementar” (Garcia, Anjos, & Ruivo,
1976).

Nele, encontramos actividades que envolvem:

D. Estudo analitico das assimptotas
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Propriedades operatérias dos limites

Aplicacao de técnicas de calculo (levantar indeteagdes, usar limites notaveis)
Relacédo entre limite e continuidade

Recurso a definicdo Heine para a determinacaordte li

Determinagao de derivadas pela definigéo

czomm

Y

Analisando a tabela construida & semelhanca dasicaes, apesar de possuirmos uma
amostra reduzida, podemos verificar que o célcelbrdites se relaciona, principalmente, com o
estudo da continuidade.

Exame I Il 1] v \Y \ VI IX

2 ) 6.1.1
© |12Epl?ch

1a E 1a Ch 1.1 1.1
o 11 11
@ |12EplachE
® 4.1 4.1
S |12Ep112ch |42 4.2

Analisemos, agora, 0 que acontece, relativamenge exercicios, através dos exemplos
seguintes, retirados do manual:

Aplicando a definicdo de limite de uma fung¢do num ponto, calcule:

a) lim —— b) lim — X ¢ lim Vx+2
x—+3 x+1 x—+—1 x+1 x—>—2

Averigte se s&o, ou nao, infinitésimos com x, as funcdes

a) W axt¥B3V x B Wy Bad— Let
7 g

Sendo 7 e g as funcdes definidas, respectivamente, por

2x para x= — 3 x% para x= — 3

I gl B = 1 7 pafa x< = 3 g X A0l =1y para x< — 3

calcule, se existirem, a) lim (F+g) (x) b) lim (f=g) (x)

¥ —=—23 X—=—23
c) lim {f+g) (x)

x—=—23

Compare as ordens dos seguintes infinitésimos cem x

a) x._,f(x)=3x%+ 2x? a8 (X)) =%+ 2%

b) x Vx x_,Vx
f g
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Calcule, se existir, cada um dos seguintes limites:

2 o % IR? ; 2x+3
o) o e ER L w  S ) Thy l(x-"l)x — }
x=—5 (x+ b)) (x — 3) weige  ¥E ek 2 x =1 =
+ Fa. ‘ P -
g lim AEEAL g VX g ey M2
x—s>—2 X+ 2 x—=0 X x—3 x— 3
Para além do estudo analitico da continuidade,
- Considere a funcéo
& = x <1
X f(x) = 2 _ 4
A ( ) L_ X+_3 ¥ 5
- Xt 3

2) Justifique que é descontinua no ponto x = 1.

existe, também, um estudo grafico, que é um conmgiemforte para a aquisicdo do conceito,
mas nao € frequente em questdes de exame, nesta épo

| —1. Por simples observacéo, verifigue que cada uma das funcaes repre-
sentadas & descontinua, dizendo qual o caso de descontinuidade.

j
)

(=]
=
(=)
>
7
(2]

~

—
™

Determine a partir da definicdo

a) f(3) sendo f(x) =

b) 1'(2) sendo f(x) =x?_ bx
¢) f'(9) sendo f(x) = Vx

d) F(0) sendo F(x)=2T_
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Verificamos que o conteldo e o coeficiente de dlifiade permitem enfrentar questbes, em
exames, como (Educagéao, 1978 a 1980):

4. Sendo g uma aplicagio de R em R, tal que,

— Pl &~ a<?
gio_g @)= , S ‘
3 & < —2vae > 2,

4.1. mostre que ¢ & uma funciio descontinua para x=2;

4.2. aplicando a defini¢iio de derivada de uma fungio num ponto,
calcule g'(—1);

1. Dada a funcio f, real de variavel real, tal que

x+4&£x <2
fix _f(x)=31 3x
lx—-l

€x>2,

1.1. averigie se a funcio f é, ou ndo, continua para x=2;

Seja dada a funcao j, real de variavel real, assim definida:

L
X wej(x)= = e BRI
x?2—x,sex>1.

6.1.1. Mostre que j é um infinitésimo com x — 1.

O programa de 1974 foi o culminar de uma experéimiciada no ano lectivo 63/64 e cuja
generalizagdo teve o seu inicio no ano lectivo43fitroducéo da Matemética Moderna.
Durante o periodo de experimentacdo, foram criagi@sas experimentais ou turmas piloto,
relativamente as quais achamos por bem analisarezsxa que tivemos acesso: exames de 1971,
de 1973 e 1974.
Nestes exames 0s itens contemplados sao:
1. Demonstracoes;
2. Esclarecer o significado de expressGes que conténsindbolo “lim” ou a
expressao”tende”;
Aplicacao de técnicas de calculo;
Estudo da continuidade;
Estudo de assimptotas;
Calcular limite de uma sucesséo a partir da deéimic
Identificar a definicdo de derivada com um limite.

N O~
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Exame 1 2 3 4 5 6 7
12 ch 6-A
N 22 ch 6-B
(@)
—
22ch VI-B
; VI-A.
a
22 Ep a)
12 ch 7-A.2 | 7-A1l
o™
& | 2ach 6-A
9 | 2%c -
22Ep 6-A.1 6-A.2 2.b)
12 ch
< 223 ch 5
o [ 22 Ep
—
12 ch 5.b)
22Ep
2a ch 3 5.b)

Neste conjunto de exames, destacamos o facto destbes relacionadas com limites
estarem, quase sempre, hum dos grupos de opca@mac@®es ainda que em nenhum outro
conjunto de exames, da era denominada de Matenhidarna, existem demonstracdes.

Programa de 1954

A base de trabalho relativa ao Programa 1954, bsguaanteve, relativamente ao estudo dos
limites, inalterado comparativamente ao prograntaram, o de 1948, era o manual da autoria de
Sebastido e Silva e de Silva Paulo.

As actividades propostas sao descritas sem a taogia usada até aqui, por esta ndo se
adaptar. Assim, temos:

» Célculo de limites pela defini¢ao;

e Célculo de limites com a aplicacdo dos teoremhsedomites;

» Estudo de infinitésimos;

e Célculo de limites recorrendo ao levantamentamdeterminacoes;

e Estudo de limites laterais;

» Demonstracoes;

* Problemas de aplicacdo ao mundo fisico,

» Estudo da continuidade de uma fungéo

Relativamente aos exames, sabemos que na décade existiam questdes que envolviam
este assunto, por isso, 0 que interessa ndo éi@ferparalelismo entre manuaisxames, mas
sim, apreciar as principais diferencas, no quaatipeito aos exercicios, relativamente a manuais
posteriores.
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Neste manual, encontramos demonstracoes:

14.* Prove que, sendo $ um nimero natural, se tem lim #? = 4 w0
x—> 4 oo

e lim s =+4w ou lim = —c conforme p é par ou impar.
*—>—co X —>—0o0

17.* Represente graficamente a fungdo ( — 1)©(#) de x» e mostre que
esta funcdo ndo tende para limite nenhum, quando x— -+ o ou quando
#— — . O mesmo para a fungdo (— 1)(1#) quando » — 01 on quando

1
# - 0~ . (Notar que, por exemplo, — — + o0, quando z-—+ 01 ).
x

que, apesar de estarem assinaladas como facudtat@@a deixam de existir, 0 que significa, pelo
menos, que um grupo de alunos deveria ser capaalighar este tipo de problemas.
Efectivamente, este tipo de exercicios ndo se &r@cem manuais posteriores.
Quanto aos exercicios para calcular o limite pefintdo ou usando os teoremas sobre
limites ou recorrendo ao levantamento de indeteagiias e mostrar que expressdes Sao
infinitésimos com outras, verificamos que eles daograus de dificuldade semelhantes aos

apresentados em manuais posteriores:

2. Aplicando a defini¢io 1 deste Capitulo, calcule:

; x 1
a) lim ———; b) lim —; ¢) lim V24— 2
22 7 — 4 i—>oa ¥ £—>3
1— 348 e
d) lWm ———— (Dividir ambos os termos por %)
PR i 5 a2
1 .
e) lim ————; ) lim |z|; g lm |x——3\
z—>8 2——3\/75 >0 =0

Q. Aplicando os teoremas sobre limites de fungdes, mostre que:
5 1

a lim 1— 3 :-—11, b lim S e T S
) x,—a-—az( ) }x—>4- (14 2 )? 25

ostre que sdo infinitésimos com ¢ 41 as varidveis

214+ 2
t—1

#—i—2.

8. Calcular:

\ a) lim ~—1ﬂ: (Dividir ambos os termos por x)

z—00 3%+ Vx
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O conjunto de exames, que nos foi possivel ol#tativos a este programa, permite-nos fazer
a listagem dos itens contemplados, os quais saecga,agm numero reduzido (os itens lll, IV, V e
VIl deixaram de fazer sentido) e apresentam-selpela seguinte:

Exame I 1 VI IX
2.a
© 12ch )
©
(%))
< *<_m6 2a ch 2.b)
30 -
< 23Ep 13 ch
=
. 2.a) 2.a)
a a
22Ep 22 ch 8.0)
3 12 ch 2.a) 2.a)
o 4
@0 22.ch 1.b)
g 7.0)
ar .
22Ep 8 8
. 8 12 ¢ch l.a) 1.b)
g ®)
= g 22 ch 2
< g 12 ch
o © =
— o 22Ep

Relativamente ao exame de 1974, 22 Epoca, 12 charapdsar de ndo existirem questfes
relativas a limites de funcgdes, existe uma questéoe limites de sucessdes e que consta de uma
demonstracgéao.

Deste pequeno conjunto de exames, verificamosageristirem questdes relativas ao Calculo
Infinitesimal, elas relacionam-se com a aplicac@oté&tnicas de célculo, incluindo ou ndo o
estudo da continuidade.

Os exames liceais das décadas de 40 e 50 ndo téstogs que envolvam o Célculo
Infinitesimal. Como vimos atras, entre 1936 e 1848ve um interregno no ensino da Calculo
Infinitesimal, nos liceus, o que justifica o fapara a década de 40.

Os programas de 1948 retomaram este tema, mascadadde 50, questdes a ele relativas,
encontram-se, apenas, presentes nos exames dioasitUniversidades.

O livro “Exercicios de Matemética” (Guimaraes, 1p8éstinado ao 3° ciclo dos liceus e a
preparacdo de exames de aptidao as Universidddlesrado segundo os programas de 1948, da-
nos uma noc¢ao do tratamento deste tema, em temkisog.

Assim, segundo o Dr. Andrade Guimardes, AssisteleteMatematica da Faculdade de
Ciéncias do Porto, os alunos deveriam estar prépsugara resolver questées que envolvam:

* Verificagbes/Demonstragdes
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Analisemos um dos exercicios resolvidos, neste:livr
1) Verificar que a fungdo y=x2{ injfinitésima com x.
Kesolucie

Regressando uma vez mais ao exercicio proposto, temos de provar
que dado um numero real positivo § > o se pode encontrar wm numero

real positive e, tal que, para fedos os valores de x que satisfazem 4 con-
digiie | x| <& também os valores de y correspondentes satisfazem & con-
digho | y | < %, ou seja (por ser y = x2) x2 < J.

Ora a desigualdade x2 — 3 > o equivale & seguinte

(x—5) (x-¥) <o, que se verifica quando
um dos binomios {01 negativo e o outro positivo, Suponhamos x nega-
tivo; entio x —§ <o, e deve ser x5 >> o, isto & x> —\/§; como
| x| - X, multiplicando a ultima desigualdade por —1 em ambos os
membros, fica: — x < \'/g ou seja | x | &\/5.
lﬁ_u]_):,sndo x positivo, como x-|- \/r\T}o, deve ser x—\/d < o, Isto &
X < (0. .

Como as eperagdes executadas se podem refazer em sentido inverso,
isto €, do fim para o principio, concluimos que para os valores de x tais
que | x| <5, também x? < ¥, e portanto, tomando ¢ = /5, & fungio y = x2
satislaz & definigfo de fufinitdsismo para v = o, como se desejava.

» Determinacdo da ordem infinitesimal entre duag®es

4y  Determinar as owrdens infinilesimais das jfungles
a) x%—a? b) x2tx—a?—a, em relagio a x—a,

» Calculo de limites

2 _g5x46
Caloular 1im f(x}:—_x_rzz—su:;;—i_f.

Pensamos que, por lapso, neste enunciado nao eligegpretende calcular o limite quando
tende para 2, o que se depreende da resolugao:

u - - -
Como f(2)= et concluimos gue x==z ndo pertence aa dominic da
> il T, s s —_
d—q ndo define niwiero algum
para x == Apesar disso, o fmite de f(x) para x =2 pode exsstir, e existe
mesmoe, neste caso,
Fazendo a mudanca de varidvel x==2-h, & claro que x==2 equivale

a h=o0. Vamaos pois calcular:

funciio, uma vez que a expressio

. (AhR—sE+h+6 L hi—h
lim f(2+h)=11m . (2_!_11*)2:4 = lim hT+4h
hso ho 0

Como o valor h = o ndo pertence ao dominio da funcdo racional de h que ¢

W e implificar a fraccio anteri et B e
m podemos S1MpPiiiicar a Iiracgao anierior e calicular lim h+4 3

h-:-lﬂ

I
o gue de acordo com o resultado do Exercieio precedente, dd — i Logo,

By E ey
X2 (Y

Pela resolucdo apresentada, confirmamos, como, sexstias condicdes, expectavel, ser a
nogao de infinitésimo a base para o célculo dedsni
« Estudo da continuidade de funcdes.
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53) Determinay os pontos de discontinuidade da fungdo
x24-1

Y

Exercicios como os que acabamos de ver requereacidage criativa e um raciocinio
dedutivo elaborado, para a realizagdo das demgiisga

Mas, os exercicios para calcular limites e estadeontinuidade, sdo semelhantes aos que se
encontram no manual destinada, apenas, aos liceus.

Verificamos que o que pretendia era um estudo,zapde forma analitica, assente na nogéo de
infinitésimo.

O livro de exercicios “Exercicios de Algebra, Trigmetria e Aritmética Racional’

(Fernandes, 1950), destinado a alunos do 6° anolicmss, mostra-nos a semelhanca que
acabamos de referir:

» Estudar a ordem dos infinitésimos:

1) Supondo que x — ( dizer qual é dos infinitésimos
2%° —x e 4%3—3 %% 0 que tem maior ordem.

« Calcular limites:

: 3l = ; 2xi—
4) Determinar o limite da fungdo f(x)= "~ — 3%t
5x5f o2x2-—13

guando X — oco.

Cuja resolugéo € pelo mesmo processo que o0 ques\danteriormente:

Fagamos x = —;— na fun¢do dada ou seja
Rs il
on e h? R e 2—3hi4 ho
Bl —1 | = S By
I Ao el 54+2h—2ahs
b ol

Atendendo a que quando ¥ — oo, h — 0 teremos

—00. ¢ to

£
lim f (x) = limf (—) :
X > oo Bl

I

0= &

w9

« Estudar a continuidade

v

9) Determinar se a funcdo f (x)w_ﬂ-g};—c:__alf é continua

quando x — 2.

Como uma func¢do 4(x) ¢ continua mo ponto x:=—a
guande lim f (a 4 h)=1 (a), teremos

h>1
' \:3_’;& B
I(=z} e ou f(2)= o
P szl o _3M+12 h4a1
{2 + h) e ou f(z2+4+h) o
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e, portanto, limf(234h)=

Ia
=0 ;

conclui-se que a fun¢fio dada é continua quando x =2 visto

IL

que lim f(2 4+ h)=1(2) =
h>0 4

Relativamente aos manuais elaborados para os pragnaosteriores, destaca-se a auséncia de
exercicios que envolvam graficos e de fungdes idefsnpor ramos.

Para programas anteriores a 1936, onde este ammeaitestudado, o estudo da continuidade
possuia um caracter bem distinto, uma vez que o eonceito de infinitésimo, mas sim o de
valor aproximado que lhe servia de suporte.

Para resolver a questéo (Martins, 1931):

G2y A funcio
3%+ dx —1

¢ continua no ponto 27 ¢ em 57 E no ponto x7

cuja resolugéo se pode analisar a seguir, veribsasso mesmo:

A funcio f(x) é continua no ponto ¢
o, quando £ tends para O

P

tim f(a +- b)==f [lim(a + &) = [ (a).
Ora a fungio

30 - dx — 1

tem ¢ valor

paray x=—2.

E continua no ponto 2, se, para valores de x
tam proximos de 2 quanto quisermos, a fungio
difere de 19 menos do que uma quantidade
anteriormente tomada, por mais pequena gue
esta seja. Ora para os valores que diferem 4 de
2, ou seja para os valores 2 -}- &, a funclio tem o
valor J

3(2+ AP 424 B)— 1=10 1 125+ 3h%-}- 4h—
— 191 A(16 - 3%).

A diferenca entre &ste valor e 16 é
k(10 +4-37%)
épode tornar-se menorique ¢, sendo = um nimero

positivo tam pequeno quanto quisermos?
Basta que seja
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f (16 - 3h) <=
ou

21 <157 3

0 que prova que, para todos os valores de #%

z
il
f

g ¢
{77 © valor da fun-

¢io difere de 19 menos que z, por mais pequeno
que &ste seja. A fungdo é continua no ponto 2.

citjo modulo seja inferior a -

O estudo dos limites estando subordinado ao estadoderivadas, conforme previsto no
programa, conduzia a resolucao de questdes do tipo:

13%) ¢ Qual a fun¢io linear que, no pbnto 0,
substitui a funcio

X3 —2x2tx417?
da seguinte forma:

134) Quere-se a funcio da forma ax b
que no intervalo 0 %, sendo % infinitamente
pequeno, dé os mesmos valores para a funcio,
dada. Temos, pois, de fazer uma interpolagio
linear naquele intervalo, isto é, calcular a e &,
de modo que seja

F0)=a.0 -5

fly=ak + b.
Ora no caso temos :

fO)=1

fy=~r—2+hr-+1.
Tendo de ser, portanto " ]

b=1
‘ ah+b=h5m2ﬂ2+h—i—l.

Donde
‘ B i
a="n—2r—r1.

Mas como £ é infinitamente pequeno, temos,

~ tomando o limite para que tende @, quando A
tende para 0

a=1.

A funcdo pedida ¢, portanto
x4 1.

Estes dois exemplos apresentados servem apenaguyate possa estabelecer comparacao
com fases posteriores do ensino deste conceito.
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2. Reflexdes finais

Chegamos ao momento em que é possivel fazer uniacdeada forma como o ensino do
conceito de limite de uma fun¢éo num ponto, temugdo, em termos da exigéncia imputada ao
aluna

A preparacdo para 0os exames nao se limita a résotle exercicios do manual adoptado, mas
também, a resolucdo de outras actividades, desolitros. Mas, aqui, 0 que interessa é verificar
se as propostas de exercicios, apresentadas ens alganuais, vao de encontro aquilo que se
espera que os alunos resolvam, em situacéo de exame

A recolha de exercicios efectuada, permite-nosrsali 0s seguintes aspectos:

« De uma forma geral, existe paralelismo entre agui é exigido, a nivel de exercicios, e o
que se pratica com a ajuda dos manuais;

* No que diz respeito ao 12° ano, salientamos a @agatdiminuicdo do grau de dificuldade,
no que diz respeito as técnicas de célculo envamyidos dois Ultimos programas;

¢ O estudo do conceito de limite, com recurso a gpéfide funcdes, pertence a uma fase
muito recente, ou seja, a partir dos programa98é;1

¢ O numero de itens envolvidos nos exercicios progasbs manuais, € mais diversificado
nos programas mais actuais;

» Para cada conjunto de exames e respectivos maanalsados, o numero de itens
envolvidos nestes ultimos, € sempre maior;

¢ Apesar de termos analisado uma quantidade sigiicale exames, ndo encontramos
questdes sobre este tema, que recorram a calcalgddica;

¢ Poucos sao os exames que nao tém questbes queaenviohites;

* O célculo de limites, pela definicdo, € muito pofreguente nos exames;

¢ O item “Demonstracdes” ndo foi incluido nas diversbelas, por ndo estar contemplado
nos exercicios, com excepc¢ao dos manuais relaiv@sograma de 1954;

» Os exames cumprem as indicacdes programaticas.
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Notas conclusivas

Ao longo desta dissertacdo fomos, em jeito dex@éle finais de cada capitulo, fazendo, de
algum modo, as nossas conclusdes. Interessa agoaaiar as nossas vivéncias no decurso desta
investigacao.

Partimos para este trabalho com um sentimentosdgisfacdo na forma como, por um lado,
0Ss manuais exploravam o conceito de “limite” e, potro, a forma como os nossos alunos, ao
longo dos anos, pareciam sentir, se possivel, utlifidles acrescidas no que respeita a
aprendizagem de tao fulcral conceito mateméticdil®ando ainda essas nossas reflexdes com
outros colegas de trabalho, haviamos percebidoudeaginsatisfacdo por nos sentida era, na
realidade, generalizada. Propusemo-nos, pois, Hbt@miesta oportunidade de uma dissertacao
de mestrado, abragarmos essas nossas angustiasigapporventura, de solug¢des claras.

A Histéria da Matematica pareceu-nos um campo adkmpara percebermos este percurso:
olhando para o passado, aspiravamos a compreertesente e a preparar o futuro, tal como
Herddoto nos havia ja dito no séc. V antes de @€r8abiamos que a tarefa seria dificil: de todos
0S assuntos que constituem o programa de matendidansino Secundario, o conceito de
“Limite” &, regra geral, 0 que mais hesitacdes estrangimentos suscita, tanto a professores
como a alunos.

Fomos a procura da abordagem e do desenvolvimertenth nos diversos manuais, ao longo
do tempo em que este conceito tem sido estudadapaformidade com os programas oficias.
Fomos ainda aferir da relacdo (ou falta dela) enfeexames e os préprios manuais e/ou
programas. VerificAmos, a este propoésito, de quenws® passado os exames reflectiam
preocupac¢fes genéricas patentes mais nos progthint@ge NOos manuais; num passado recente,
actualmente, de facto, os exames parecem ser @naulde uma pratica de regras que 0s manuais
exploram quase a exaustdo e que 0s proprios “eXgmneparatérios da responsabilidade do
préprio Ministério vem condicionar. Na realidadequ® que a importancia da compreenséo e do
raciocinio fica relevada para um 2° plano, em Bslagalgoritmizagao/tecnicismos téo frequentes,
em particular, quando esta em causa o conceitbrdiee”

Por outro lado, das diversas alteracfes curricsilatepreende-se, de formas cada vez mais
explicitas, a necessidade de encontrar resposiasvea mais sustentaveis, isto €, ha necessidade
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de encontrar estratégias mais eficazes para a eengito dos conceitos matematicos em geral e,
em particular, do de “limite”.

O recurso a intuicdo, coloca o “limite” num nivéfledente de complexidade, relativamente a
Algebra e & Geometria, porquanto nem as técnigasasémagens respondem, cabalmente, a esta
intuicdo tao “ingrata” porquanto englobalizadorapiéprio conceito de “infinito” (com todas e,
cada uma, das suas vertentes: potencial, actua), & foi precisamente na &lgebra e na
Geometria que a Analise Infinitesimal comecou @oagoiar, a partir do conceito de nimero e de
valores aproximados,

Um conjunto ser denso, quer dizer que, entre do@sguer elementos
do conjunto, se situa uma infinidade de outros eld@ws do conjunto
(Educagéo, 1977-78)

e a partir da posicao de figuras que se deslocagspeaco.

O comprimento duma circunferéncia € o limite pane tende a sucessao
dos perimetros dos poligonos inscritos, quando merd de lados cresce
indefinidamente.(Calado, 1956)

Chama-se tangente a uma curva AB, num ponto Minpatelda posicéo
da secante MX gquando o ponto X, deslocando-se sbéBrese aproxima
indefinidamente do ponto M (Calado, 1956)

Os primeiros manuais, para o ensino secundariofajae deste conceito, parecem colocar o
estudo dos limites na dependéncia do conceito deada — o limite parece servir, apenas, para
se poder falar numa quantidade variavel tdo pequeranto se queira, remetendo este conceito
para o estudo do movimento, que esta na sua origem.

The problem of defining and calculating instantamegates such as
speed and acceleration attracted almost all the hmataticians of the
seventeenth centurMorris Kline

(Anton, Bivens, & Davis, 2005)

Portanto, a nocdo de quantidade variavel e de epag@o é a que estd presente, para a
introducéo deste conceito, e durante muito tempos@ ver nele grande utilidade.

O assunto com que abre este volume — CALCULO NUMERI
APROXIMADO, em intima ligacdo com a TEORIA DOS I8 e como
base heuristica para a introducdo ao CALCULO DIFBRREAL... (Silva,
1978)
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Alias, como teremos ocasido de ver, € o estudwvaoses aproximados
que conduz naturalmente a teoria dos limites, bdsetoda a ANALISE
INFINITESIMAL, que, tal como a aritmética dos ndosenaturais, pode ser
desenvolvida com rigor l6égico impecavel, a parérum sistema de axiomas
(Silva, 1978)

Esta situacdo ndo foi, todavia, a que perdurouaat® nossos dias. Vemos que ja nos
programas de 1978 este tipo de estudo deixa dezeg Bendo o estudo dos infinitésimos o ponto
de partida para o estudo dos limites.

Mas, “Também no CALCULO NUMERICO APROXIMADO, quetinduzimos no capitulo |,
os erros desprezaveis (por exemplo no calculo de pmoduto) podem ser chamados
infinitésimos.”(Silva, 1978)

Portanto, se o que interessa € estudar situacdgsiemma variavel tem valores proximos de
zero, tanto quanto se queira, segundo este prog@mstudo pode comecar com 0 estudo dos
infinitésimos.

Entretanto, o que se perdeu ao passar por cimstddoedo Calculo Numérico Aproximado?

A observacdo relativa a este tema, que se encoatmrograma de Matemética, para o ano
lectivo 74-75 diz que “O objectivo deste niumeroaxaisicdo de linguagem adequada ao estudo
dos assuntosabordados nos nuimeros seguihtdsnites de sucessofes e limites de func¢des reais
de variavel real.

A partir daqui, vemos o estudo dos limites das desca apoiar-se no estudo dos limites das
sucessoes, através dos infinitésimos.

O resultado ndo terd sido 0 que se esperava, poentemente houve necessidade de
reformular o estudo dos limites das fun¢des. Polladn, a introdugéo deste conceito, passou a
ser feito a partir das
propriedades das fun¢des racionais fraccionariderd®a intuitiva, e por outro lado, o estudo do
conceito, foi alargado em termos temporais — esttddivo num ano e formalizagdo do conceito
no ano seguinte.

Com estas alteragbes, podemos supor que os estsidaadsaram a conhecer melhor este
conceito?

Provavelmente, sim. Na verdade, fazendo a comparagfie 0s exercicios propostos nos
manuais mais recentes e nos mais antigos, fackmesg apercebemos da grande diferenca, no
sentido de existir uma evolugéo positiva. Actualtegsd pelo facto de fazermos uma exploracao
grafica mais completa, acreditamos que o estudantaule uma imagem mais proxima daquela
que se pretende e, neste sentido, € compreenggaldo das assimptotas, neste momento.

Os exercicios dos manuais mais antigos, restrirggnpasicamente, ao calculo de limites,
com aplicacéo no estudo da continuidade.

O que se diz relativamente aos exercicios dos ngramfirma-se nos exames nacionais.

Mas("Estatutos da Universidade de Coimbra, 177272},

4 Além defta excellencia privativa , de que goza a Ma-
thematica pelas luzes da evidencia mais pura ; e pela exach-
dio mais rigorofa , com que procede nas fuas Demonftracges ;
e com que dirige praticamente o Entendimento ; habituando-o
a }}enﬁlr I'r_’)li‘da ,y € ?1th1(3dimmen[c em quaelquer outras ma-
terias ; contem em fi melma hum Syftema grande de Doutri-
nas da ‘Pmiog‘. imgormnc_ia.

117



Notas Conclusivas

Entdo, serd que a Matemética estd a cumprir plemtante seu papel, com a exclusdo das
demonstracgfes, neste tema, no ensino secundaraact

As demonstracfes requerem um tipo de trabalhoenitedl especifico e, talvez, aqui fosse
uma boa oportunidade para ele comecar a ser dégelovdfectivamente, este trabalho ja se fez
em programas anteriores, em circunstancias deigaslide ensino, bem distintas, o que néo
impede que ndo se faca uma reflexdo para as peléittuais.

O que temos verificado € que, em termos praticoestudantes, no calculo de limites, pensam
em substituir o valor da variavel pelo valor pagual tende o limite, sem existir uma consciéncia
plena dessa pratica.

Parece que o0 que se conseguiu foi aumentar asidages de manusear este conceito em
detrimento de uma concepgéao formal.

De qualquer forma, existe a nogdo clara de que,asemturidade necessaria para enfrentar
este conceito, qualquer que seja a estratégiaaddi ela serd infrutifera.

A par desta questdo da aprendizagem, existe tarab&noutra vertente que € importante ser
dada a conhecer aos estudantes, no sentido damelevdeste estudo, que € o da aplicabilidade
do conceito.

A primeira aplicacdo que os estudantes conhecatativa ao estudo das derivadas.

Através deste novo conceito os estudantes véenssibpimlade de determinar velocidades
instantaneas e a inclinagdo de uma curva, numndigizgdo ponto.

Mas, apesar de, actualmente, ndo estar contemptadasino secundario o Calculo Integral,
seria interessante dar a perceber a aplicacdoldaade limites na determinacdo de areas de

figuras, limitadas por curvas irregulares, com ueira de imagens como (Anton, Bivens, &
Davis, 2005):

=

’ a b l a
(@) (b)

gue permitem transmitir a nocdo de que a areagiamafisera a soma das areas dos “infinitos”
rectangulos, com larguras tdo préximas de zeramtquzossivel.
As aplicacdes € que “dao vida” aos conceitos empadvir de estimulo ao estudo daqueles.

Agora que damos por finalizada esta etapa, pamseHlmportante recomecar: muitos
documentos ficaram por encontrar, muitos mais palisar, muitas reflexdes/caminhos possiveis
por explorar e voltaremos, seguramente, a eles.

Sentimo-nos, porventura, menos seguros por causadde esses dominios inexplorados na
nossa dissertacdo mas sentimo-nos, igualmente, aoaf@ntes no que respeita as dificuldades
gue os nossos alunos, antes de termos desenvadgido investigagdo, nos apresentavam.
Ganhamos, seguramente, uma bagagem cientifica gs@®mos em crer, beneficiara,
principalmente, esses a quem dedicamos o0 nosso eal@drendizes do conceito de “limite”!
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