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Resumo

O problema que consiste em minimizar uma funcao nao linear sem restrigoes nas varidveis é
ha muito estudado. Existem varios métodos para o resolver, sendo o de Newton o método cldssico
e o mais conhecido. Devido as falhas deste método varias modificagbes tém sido sugeridas.

Neste trabalho estuda-se uma modificacao especifica ao método de Newton que se designa
por método de Newton modificado.

Ap6s a sua descricao prova-se a convergéncia global do método pelo menos r-linear. Em
seguida prova-se que a matriz associada ao método €, sob certas condicoes, definida positiva.

No que diz respeito a direccao gerada pelo método, prova-se que é do tipo gradiente no sentido
de Ortega e Rheinboldt (1970), e que satisfaz uma fracgao do decréscimo 6ptimo, condicao esta
associada as técnicas de regices de confianca. Por fim prova-se que a direccao modificada nao é

ortogonal a direccao de descida maxima.






Abstract

The nonlinear unconstrained minimization problem has been widely studied. There is a
variety of methods to solve it. The best known classical method is the Newton’s method. Due
to its failures several modifications have been proposed. In this work a special modification,
called modified Newton method, is considered.

We prove that the global convergence to a stationary point is at least r-linear and that the
associated matrix is, under suitable conditions, positive definite.

As far as the modified search direction is concerned, it’s proved that it is gradient-related
according to Ortega and Rheinboldt (1970) and satisfies a fraction of the optimal decrease. This
condition is usually associated with the trust region techniques. Finally we prove that the new

direction is bounded away from orthogonality to the negative gradient.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho foi realizado, sob orientacao da Professora Doutora Edite Fernandes, no ambito
da dissertacao do mestrado em Matematica Computacional, edicao de 1996, da Universidade do
Minho.

A Optimizagdo Nao Linear sem restricoes nas variaveis, dominio no qual este trabalho se
insere, pertence ao contexto mais amplo da Optimizacdo Nao Linear. A complexidade dos pro-
blemas desta drea surge do facto de quer as fungoes quer as restricoes envolvidas na formulacao
matematica dos problemas serem nédo lineares nas varidveis. Dada a dificuldade de resolver
analiticamente este tipo de problemas é vulgar recorrer-se a métodos iterativos para obter a
solucao. Embora enquadrando-se nesta drea, o trabalho aqui apresentado é de indole tedrica,
nao sendo, por isso, incluidos quaisquer resultados de implementagoes computacionais.

A importancia da programagao sem restri¢oes, designadamente dos métodos do tipo Newton,
é mais abrangente do que a sua aplicagao directa aos problemas sem restrigoes possa sugerir.
Hoje em dia, cada vez mais, se recorre aos métodos de penalizacao e de pontos interiores para
a resolugdo de problemas com restrigoes (de igualdade, desigualdade e com limites simples).
Como os problemas daqui resultantes sao, em geral, mais complexos do que os problemas sem
restricoes de base, o desenvolvimento de métodos eficientes e robustos torna-se cada vez mais
necessario e premente.

O objectivo primordial deste trabalho é caracterizar, quanto a convergéncia global, uma
modificacao do método de Newton para o cdlculo do minimo de uma funcao. Pretende-se,
ainda, estudar outras propriedades do método modificado.

Para uma melhor exposicao, esta dissertagao esta estruturada da seguinte forma. No Capitulo
dois é formulado o problema de optimizacao multidimensional sem restrigoes nas varidveis e sao

apresentadas as condigoes suficientes para que um ponto seja solugdao do problema. Em seguida



apresenta-se o método de Newton para a sua resolucao e a modificacdo a este método que
nos propomos estudar neste trabalho. No Capitulo seguinte sao enunciados alguns resultados
relativos a convergéncia local quer do método classico quer do método modificado, sendo ainda
apresentadas duas estratégias de globalizacao do método de Newton.

A caracterizagdo do método modificado acontece no terceiro Capitulo. Neste capitulo é
estabelecido e provado o teorema da convergéncia global do método modificado. Sao ainda
estabelecidas e provadas algumas propriedades do método e da direccao, nomeadamente que,
sob certas condigbes, a matriz associada ao método é definida positiva, a direcgdo é do tipo
gradiente, satisfaz a fracgao do decréscimo 6ptimo, e nao se torna ortogonal ao vector gradiente.

O ultimo Capitulo apresenta as conclusoes e propostas de trabalho futuro.



Capitulo 2

O Método de Newton

Vamos iniciar este capitulo com a formulacdo de um problema de minimizacao sem restrigoes
e com a apresentacao das condigoes suficientes para que o problema tenha solugdo. Em seguida
descrevemos o método de Newton bésico. Este capitulo termina com a apresentagao do método
de Newton modificado.

Como referéncia, para este capitulo, tomamos os trabalhos de Dennis e Schnabel [1] e de

Fernandes [3].

2.1 Caracterizacao do Problema

O problema da determinacao do minimizante de uma fung¢ao real de n varidveis reais, nao

linear e sem restricoes nas variaveis pode ser formulado matematicamente como

R0

onde f: R" — 1R.
Neste trabalho, denotamos o vector gradiente das primeiras derivadas da funcao f por Vf,

a matriz hessiana das segundas derivadas por H e o minimizante da funcao por z*.

A nocao de minimizante local recorre ao conceito de vizinhanca. Dada uma norma vectorial

||l.]| em IR™, definimos Vs(x) como a vizinhanga aberta de centro em x e raio § > 0, isto é

Vs(z) ={z e R"||lz —z|| <4}.

Um ponto z* € IR™ é um minimizante local forte da fungdo f se existir uma vizinhanga

Vs(z*) tal que, para todo x € Vs(z*) com = # x*

f(@®) < f(=).



Se a desigualdade for em sentido lato e * nao for um minimizante local forte dizemos que
x* é um minimizante local fraco. No caso de f(z*) < f(z), para todo = pertencente a algum

subconjunto D de IR™ que contenha z*, entdo z* é um minimizante global de f em D.

Definicao 1 Seja f : IR" — IR duas vezes continuamente diferencidvel no aberto D e z* € D.
a) x* é um ponto de estacionaridade da fungao f se |V f(z*)|| =0,
b) um ponto de estacionaridade * da fun¢ao f é um minimizante se a hessiana de f, H(z*),

for uma matriz definida positiva, isto €, se sT H (x*)s > 0, para todo o vector ndo nulo s € IR™.

2.2 0O Método de Newton

Consideremos a aproximacao quadratica da funcdo f em torno de um ponto z, numa vizi-
nhanca de raio d:

m(z +d) = f(z)+ V@) 'd+ %dTH(:E)d,

onded =z — 7.
Se H(x) for definida positiva, m tem um tnico minimizante global, Z*, que é a solugao do
sistema

Vi@)T +d H(z) = 0.
O minimizante do modelo quadratico é, entdao, tomado como uma aproximacao a z*:

*

ot~ 1* =7 — H(z)'Vf(2).

Assim, se H for néao singular, é possivel definir um processo iterativo que, em cada iteracao,

determina uma direccao
dp, = —H(zp) 'V f(zr), k=0,1,2,.. (2.1)
e uma aproximacao ao minimizante da funcao, dada por
Tpt1 = Tk + dg.

A direcgao definida pela equacao (2.1) chamamos direcgdo Newton, que denotamos por dé\f .
O processo iterativo acima descrito é o método de Newton bdsico, cujo algoritmo apresentamos

em seguida.



Algoritmo 1 (Método de Newton Basico) Dada f : R" — IR de classe C? em Vs(z*) e

xo € Vs(x*)
1. fazer k=0
2. calcular f(zy)
3. calcular o vector gradiente V f(zy)
4. calcular a matriz hessiana H(xy)

5. resolver o sistema

H(xk)dN = -V f(zk)

6. definir

Tht1 = Tk + dév
7. fazer k =k + 1 e ir para 2

Sempre que a matriz hessiana for definida positiva, a direccdo Newton é de descida. Os
métodos cujas direcgbes de procura satisfazem, em cada iteracao, esta propriedade dizem-se

métodos de descida.

Definicao 2 Seja f : IR" — IR uma funcdo cujas primeiras derivadas sao continuas no ponto
x e tomemos d € IR". Dizemos que a direccao d aponta no sentido descendente da funcao f

(direccio de descida) em x se e s6 se Vf(z)Td < 0.

A direcgao d € IR™ ser de descida significa que existe um escalar a > 0 tal que

flz+ad) < f(x).

Se H(xy) for definida positiva, a direccao Newton calculada por (2.1) é realmente de descida

relativamente a f, pois

Vi) d, = Vf(xe) [-H(zy) V()]
= — V()" [H(zk) 'V (zp)]< 0.

>0




2.3 O Método de Newton Modificado

O método de Newton bésico pode falhar devido a dificuldades originadas quer pela matriz
hessiana quer pela prépria direccao d{cv calculada por (2.1).

Quando a matriz H (z) é singular a direcgao Newton nao estd sequer definida. Existindo a
inversa da hessiana, esta pode nao ser definida positiva pelo que a direcgao d{cv pode nao ser
de descida. Se a matriz H ($)_1 existe e é definida positiva mas f nao é bem aproximada pelo
modelo quadratico pode acontecer que f(xg+1) > f(zx). Isto é, o novo iterando nao é melhor
que o anterior pois o valor da fungéo nao foi reduzido. Pode, ainda, ocorrer que dfcv seja quase
ortogonal ao vector —V f(xx) ndo sendo, entao, possivel progredir ao longo desta direc¢ao.

Algumas modificacbes a este método que tém sido introduzidas para resolver estes problemas
podem ser encontradas, por exemplo, em [1], [5], [10] e [15]. Neste trabalho analisamos uma
modificacao especifica do método de Newton que designamos por método de Newton modificado
e que de seguida descrevemos.

A solucéao dos problemas anteriores, apresentada pelo método de Newton modificado, consiste
em definir uma nova direcgao de procura como uma combinagao linear da direcgao Newton e da

direccdo de descida maxima'!, —V f(z). A direccdo modificada é,
d=(1—w(x)d" +w(x) [~V [(2)], (2.2)

em que dV é calculada por (2.1).

A nova direccio é de descida em z se dV ndo o for e w (z) satisfizer a seguinte condicio

Vf(z)TaN B
V@)V f(x)+ V() Ty

w(x) > a(z).

No caso em que H(x) é invertivel e definida positiva, tomamos w (z) = 0, ou seja d = d'.
Quando a matriz hessiana for singular tomamos w (z) = 1 o que equivale a considerar d =
—V f(z), isto é, d é a direccao de descida maxima.

Nos restantes casos calculamos

Vf(x)TdV
¢ N7 @It Vi@ @) 23)

w () = min

onde ¢ (z) é uma fungéo que tende para zero a medida que z tende para z* e 0 < a (z)+¢ (x) < 1.

Atendendo & definigao, temos 0 < w (z) < 1.

!Traducio do termo ”steepest descent”. Outros investigadores tém sugerido como traducéo ”descida abrupta”.



Passamos a descrever o algoritmo do método de Newton modificado. Denotemos w (zy) por

Wi .

Algoritmo 2 (Método de Newton Modificado) Dada f : R"” — IR de classe C? em
Vs(2*) e xo € Vi(2*)

1. fazer k=0
2. calcular f(zy)
3. calcular o vector gradiente V f(z)) e a matriz hessiana H(xy)

4. determinar a direccao

H(zy)dy = =V f (1)
e se a hessiana for singular, fazer w; = 1 e ir para 7
5. se Vf(zp)TdY < —e||Vf(zy)ll Hd{CVH, fazer wy, = 0 e ir para 7
6. calcular wy usando (2.3)

7. calcular

dy, = (1 — wy)dy +wi [~V ()]

8. definir

Tpy1 = Tk + dg.

9. fazer k =k + 1 e ir para 2






Capitulo 3

Analise da Convergéncia

Neste capitulo apresentamos as condicoes de convergéncia local do método de Newton. Para
isso introduzimos a defini¢do de convergéncia e alguns conceitos a ela associados. De seguida des-
crevemos dois processos distintos para a globalizacdao do método: o primeiro, com a introducao
de procura unidimensional, o segundo com introducao de regioes de confianca. Terminamos com

a descrigao das condigoes de convergéncia local do método modificado.

3.1 Conceitos

As definicbes e lemas que apresentamos nesta seccao tém como referéncia o trabalho de
Ortega e Rheinboldt [10].

Comecemos por introduzir as nogoes de convergéncia g—linear e r—linear.

Definicao 3 Seja {xy} C IR™ uma sequéncia convergente para x* € IR". Dizemos que a con-

vergéncia € q—linear se, para kg > 0,
[@rr — 27 < g llak — 27, VE = ko
com 7, € (0,1), para alguma norma |.| de IR"™.

Caso tenhamos ||zp41 — 2*| < ¢z, — *||%, para todo k > ko, com ¢ > 0, dizemos que a

sequéncia {x}} converge g—quadraticamente para z*.

Definigao 4 Seja {zp} C IR" uma sequéncia que converge para x* € IR". Dizemos que a

convergéncia € r-linear se existe kg > 0, tal que
lzk —2*|| < vF, Yk = ko

com 7, € (0,1).



Contrariamente ao que acontece com a g—convergéncia, a r—convergéncia é independente
da norma.

Se uma sequéncia {x} converge g—linearmente para x* entao também converge r-linearmente.
No entanto o inverso nao é verdadeiro.

Usaremos estas nogoes para estabelecer as condigoes de convergéncia global do método de
Newton modificado. Para melhor entendermos as diferencas entre o método modificado e o

método de Newton bésico comecamos por caracterizar o segundo quanto a convergéncia.

3.2 Convergéncia Local do Método de Newton

Relativamente ao método de Newton basico, descrito na seccdo 2.2, é do conhecimento
generalizado que a sequéncia por ele gerada, sob certas condigoes, converge g-quadraticamente

para o minimizante da funcao f. Essas condi¢Ges s@o estabelecidas no teorema que se segue.

Teorema 1 ([1, pp90])Seja f : IR" — IR uma fun¢ao duas vezes continuamente diferencidvel
no aberto D. Suponhamos que existem z* € D e r, > 0 tais que V. (z*) C D, Vf(z*) =0,
H(z*)™! eiste, |H(z*)"!|| < B e H € Lipschitz continua de constante v em V,(z*).

Entao, existe € > 0 tal que, para todo o xo € V.(x*), a sequéncia {z} gerada pelo método

de Newton estd bem definida, converge para o minimizante local x* de f e satisfaz

ka+1_x*” SBFYH{I:IC_JT*HQ7 k:071727'-'

Notemos que este teorema sé garante a convergéncia local do método, pois a condigao xy €
Vo(z*), impoe que a aproximagao inicial e o minimizante estejam suficientemente préximos.

Muitas vezes esta exigéncia é muito forte pois nao conseguimos obter xy nestas condigoes.

3.3 Globalizacao do Método de Newton

Como acabamos de apresentar, o método de Newton bdsico converge localmente. Nesta
seccao vamos estudar a introducao da técnica de procura unidimensional no método de Newton
como uma estratégia de globalizacao. Passamos, em seguida, ao estudo da estratégia de regioes
de confianga como outro processo de globalizagao.

Como referéncias tomamos, nesta secgao, [1], [14] e [15].
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3.3.1 Procura Unidimensional

No caso do passo Newton nao ser o mais apropriado, a procura unidimensional introduz um
escalar a que determina o comprimento do passo a dar ao longo desta direcgao, por forma a que
o valor da fungao objectivo diminua da forma desejada.

Podemos exigir que, em xx11, a funcao atinja o seu minimo ao longo da direccao de procura.
Neste caso, pretendemos calcular o} que minimize f(xj + ady) como fungao de a. Uma vez que
a € IR, este é um problema de optimizacdao unidimensional, conhecido por procura unidimen-
sional exacta. Uma alternativa ao célculo do « éptimo é procurar um valor deste pardmetro
aceitavel, isto é, um valor para o qual f(zp+adi) < f(xp). Esta condi¢ao, por si s6, ndo garante
a convergéncia do método. Outra alternativa, e a mais utilizada, é mais exigente que a anterior.
Impode que f, em cada iteragao, sofra uma reducao significativa.

Duas condigoes clédssicas a exigir a fungao, para que esta sofra uma reducao significativa,

reinem-se sob a condi¢cao de Wolfe-Armijo

flzp + adg) < f(zr) + )\an(l‘k)Tdk, A€ (0,1)

(3.1)
Vf(a:k + adk)Tdk > /BVf(xk)Tdk, RS ()\, 1) .

O método de Newton com procura unidimensional, depois de calcular a direccao Newton,
determina um escalar o > 0, utilizando um dos varios métodos de optimizacao unidimensional,

que satisfaca a condigao de (3.1) e define o novo iterando como

N
Tht1 = Tk + apdy,

As condigoes de convergéncia do método de Newton com procura unidimensional podem ser
encontradas no trabalho de Dennis e Schnabel [1, pp123] e podem ser resumidas no seguinte

teorema.

Teorema 2 Seja f : IR" — IR uma funcdo duas vezes continuamente diferencidvel e con-
sideremos o método de Newton com procura unidimensional satisfazendo (3.1). Suponhamos
que existe xo € IR" tal que f € limitada inferiormente em {x € IR"|f(x) < f(zo)}. Se H(xy)
for definida positiva e o seu mumero de condi¢cao for uniformemente limitado para todo o k,
entdo o método converge globalmente. Além disso, a convergéncia é q-quadrdtica se a sequéncia

{ax} C IR convergir rapidamente para 1.

11



3.3.2 Regioes de Confianca

A ideia do modelo de regioes de confianca é aceitar, para minimizante de f, o minimizante
de um modelo quadratico desde que este reflicta adequadamente o comportamento da funcao
objectivo.

Suponhamos que o passo Newton nao produz, na fungdo, uma reducao satisfatéria. No
método de Newton com procura unidimensional calculdvamos o melhor comprimento do passo
a dar sobre a direccao de procura dV. Na estratégia de regides de confianca comecamos por
escolher o comprimento do passo e, em seguida, usamos o modelo quadratico para determinar a
direcgao de procura. A decisao de aceitar, ou ndo, o modelo é baseada no valor da norma desta
direccao.

A formulacdo matematica do modelo de regides de confianca é

min  m(z + d)

s.a. ||d]] <.

(3.2)
para algum 6 > 0 e onde m(z + d) = f(z) + Vf(z)'d+ 1d" H(z)d.
A solugao deste problema é dada pelo seguinte lema.

Lema 1 ([1, ppl31])Seja f : IR" — IR duas vezes continuamente diferencidvel, H(x) € IR™™"

simétrica e definida positiva. O problema (3.2) tem como solug¢do
d(n) & — (H(x) + pI) ' V f(x)

para o unico p > 0 tal que ||d(p)|| = 0, a menos que [|d(0)|| < 6, onde ||.|| representa a norma
ly. Neste caso d(0) = d" ¢ a solu¢do. Para todo ju > 0, d(p) define uma direc¢io de descida de

femz.

A uma direccao de procura d pode-se exigir que satisfaca uma de duas condicoes: a fraccao
do decréscimo de Cauchy ou a fracgao do decréscimo Sptimo.
Denotemos m(xy + d) por mg(d) e a solu¢ao éptima do problema (3.2) por d*. Dizemos que

d satisfaz uma fraccao do decréscimo éptimo se
my(0) — my(d) = By (my(0) — my(d”)) (3-3)

com 3y € (0,1].

12



Dizemos que dy, satisfaz uma frac¢ao do decréscimo de Cauchy se

mg(0) — my(d) > By (mg(0) — my(cr)) (3.4)
onde 3, € (0,1] e ¢ é o passo de Cauchy. Este passo é definido como a solu¢ao do problema

min  mg(d)
s.a. ||d| < 6

d € span{—V f(zx)}!

e é dado por

V@l ) IV @)l
o) TVI@TH @) VG0 T S TH (o0 Vi)
—mv f(zr), caso contrario.

Enquanto a condic@o (3.4) relaciona o decréscimo verificado no modelo com a direc¢ao d,
na iteragao corrente, com o obtido caso fosse dado o passo de Cauchy, a fraccao do decréscimo
6ptimo (3.3) relaciona essa redugao como o decréscimo resultante do passo 6ptimo do problema
(3.2).

Facilmente se prova que a condigdo (3.3) implica a condigdo (3.4). Para isso mostra-se a

desigualdade
By (mi(0) — my(d”)) = By (m(0) — mu(ck)) -

Atendendo & defini¢ao de d* temos my(cx) > my(d*) pelo que

my(0) —mg(d”) > By (mg(0) —mg(d)) > By (my(0) —mi(cx)),

para (5 = f;.

A convergéncia global superlinear do algoritmo de regioes de confianga para um ponto de
estacionaridade de f foi provada por Powell em [11]. Posteriormente em [12], o mesmo autor,
provou um resultado semelhante em que o limite sobre a matriz que aproxima H (zj) depende
linearmente de k. As condigbes gerais para a convergéncia global destes algoritmos sao referidas

por Vicente em [14]:

Yspan{v}, com v € IR™, denota {av|a € R}

13



Teorema 3 Seja f : IR" — IR uma funcdo limitada inferiormente e V f uniformemente
continua. Se di satisfaz uma fraccdo do decréscimo de Cauchy e Hﬁ(xk)H € uniformemente

limitada, onde H (x1,) € uma aprozimacdo & matriz hessiana, entdo {x;} satisfaz
lim ||V f (2x)] = 0.
k—o0

Se, além disso, [ for duas vezes continuamente diferencidvel e dy, satisfizer uma frac¢do do
decréscimo dptimo, entao {xy} tem um ponto de acumulag¢ao em x* onde H(x*) € semi-definida

positiva.

3.4 Convergéncia Local do Método de Newton Modificado

Tal como o método de Newton bésico, também o método modificado converge localmente,
sob certas condicoes, g-quadraticamente para um ponto de estacionaridade de f. E possivel
estabelecer e resumir as condigoes de convergéncia no seguinte teorema e cuja demonstragao

pode ser encontrada em [8].

Teorema 4 Seja f : IR" — IR uma func¢do duas vezes continuamente diferencidvel no aberto
D c IR". Suponhamos que x* € D € tal que V f(z*) = 0, existe uma constante 3 > 0 tal
que H(z*) é nao singular e HH(J:*)_lH < B e H ¢ Lipschitz continua de constante v numa
vizinhanca de x* contida em D.

Entao, existe 6 > 0 tal que, para todo x¢ € Vs(z*), a sequéncia {x} gerada pelo método de
Newton modificado estd bem definida e converge pelo menos q—linearmente.

Além disso, se

KT H(z) *h < pph™h, Yy, € Vs(z*), h € IR®

e iy, < 1, para w (zx) definido por (2.3) a sequéncia {xy} gerada pelo método de Newton modi-

ficado converge q-quadraticamente para x*, sempre que 0 < w (zy) < 1.

O teorema anterior considera 0 < w (zy) < 1 pois, para w (r) = 1, temos direcgdes de

descida maxima que induzem a convergéncia linear, [15, pp86].
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Capitulo 4

Convergéncia (lobal do Método de
Newton Modificado

Neste capitulo estabelecemos um resultado sobre a convergéncia global do método de Newton
modificado.

Comegamos por incluir um conjunto de definicoes, lemas e teoremas essenciais & demons-
tracao que nos propomos apresentar. Em seguida estabelecemos e provamos o resultado pre-
tendido. Provamos também algumas propriedades quer do método quer da direccao de procura.

Todas as defini¢oes, lemas e teoremas seguem, salvo outra referéncia, [10], pelo que, neste

capitulo, usamos o vector p € IR" como direcgao de procura, sendo p = —d.

4.1 Teorema da Convergéncia Global

Notemos que, de acordo com a definicao de d”, a direccdo modificada apresentada em (2.2)

pode ser reescrita como

d = —[1-w(@)H() " +w(x)I] Vi)
= —[B(®)+w(z) | Vf(z), (4.1)

com B(z) = (1 —w (z))H(z)™ L.

O teorema seguinte estabelece as condigdes de convergéncia global do método de Newton

modificado.
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Teorema 5 Seja f : D C IR® — IR uma fung¢do duas vezes continuamente diferencidvel no
aberto D. Suponhamos que existe xg € D tal que L° = {x € D|f(x) < f(z0)} € compacto e
que f tem um numero finito de pontos de estacionaridade em L°. Suponhamos, ainda, que
B: L — IR onde B(x) = (1 —w(x))H(x)~!, com w(z) € [0,1), é continua para todo
z € L% e que

poh™h < ' B(x)h < pyh*h, Vz e L°, h € IR" (4.2)
W H(z)h < v,hTh, Ve L he R (4.3)

onde g, [y € Y1 nao sao necessariamente todos positivos, mas ou vy <0 ey >0 o0uy; >0e

_Mn 2 _
247 S < 71 L.

Consideremos

Tpo1 = T — [(1 —w (z))H (zp) "' +w (z) I] Vi(zxg), k=0,1,2,..

com 1 1
5’71 — o <mp S w(zp) < 5% + 0 _Il_ 1< 1, 4 =max(0,7,) (4.4)
onde ny < 1.
Entao {ax} C LO,
kl;rglo xp = z* e Vf(z*)=0

e se H(z*) € nao singular, a convergéncia é pelo menos r-linear.

Para demonstrar este teorema comecamos por apresentar os conceitos de G e F derivada de

uma funcao e a relacao entre elas.
Definicao 5 Uma func¢io f : D C IR" — IR, D aberto, é Gateaux (ou G) diferencidvel se para

algum x € D e todoh € IR" o limite

@) () =lim < (f(o + th) — f(2)) (4.5)

t—0
existir e f' (x) for continua.

A aplicacao f’ (x) é a G-derivada de f em z.

No caso de existir a aplicagdo linear f’ (z) : IR” — IR continua que satisfaz a condigao

i 1
1m ——-—
h—0 ||h]|

[f (@ + 1) = f(@) = f' (2) (W)]| =0 (4.6)
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entdo [’ (z) é a derivada de Fréchet ou F-derivada de f no ponto z.

A definigdo de F-derivada é mais geral do que a de G-derivada. Isto é, uma funcao que
seja F-diferencidvel num ponto é, necessariamente, G-diferenciavel nesse ponto. O inverso nao
¢é verdadeiro. Daqui temos que qualquer propriedade valida para G-derivadas é valida para
F-derivadas.

No entanto, se f : D C IR" — IR admite G-derivada f’ em cada ponto duma vizinhanca
(aberta) de z, e f’ é continua em z entdao f é F-derivavel em z, [10, pp71].

E também importante referir que se f admite G-derivada, f’, em todo o ponto de Dy C D,
e esta admite G-derivada, que denotamos por f”, entao f” é a segunda G-derivada da funcao.
Por sua vez, se f' admitir F-derivada entao f” é a segunda F-derivada de f, [10, pp75].

Outro conceito do qual necessitamos, ja ulitlizado no enunciado do teorema 5, é o de conjunto

de nivel de uma fungao.

Definigao 6 Se f: D C IR" — IR, entdo qualquer conjunto nao vazio da forma

Ly)={zeD|f(z)<~v}, ~v€R (4.7)

€ um conjunto de nivel de f.

Refira-se que se a funcdo f for continua e o seu conjunto de nivel compacto, existe Z* € D
tal que f(z*) < f(z), para todo z € D, [10, pp98].
Apés a apresentacao dos resultados que se seguem e cujas provas podem ser encontradas no

trabalho de Ortega e Rheinboldt, estamos aptos a iniciar a prova do teorema 5.

Teorema 6 (Teorema do valor médio) ([10, pp79])Seja f : D C IR"™ — IR e suponhamos
que f admite seqgunda G-derivada em cada ponto do convexo Dy C D. Entdo, para quaisquer x,

y € Dy, existe t € (0,1) tal que

Ly —o)THE +tly — )y - 2).

F@) = f) ==V (y—2)

Lema 2 ([10, pp480])Seja f : D C IR" — IR uma fung¢ao continua no aberto D e G-
diferencidvel no compacto L° = L(f(xo)) para algum xo € D. Para quaisquer x € L° e p € IR"

com Vf(x)Tp > 0 existe o > 0 tal que

flx —a*p)=f(z) e [z,z—a*p]cLP.
Em particular, se n > 0 for tal que
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f(x—ap) < f(z), Vz—apée (v,x—npnL°
entdo [z,x —np] C LV.

Lema 3 ([10, pp476])Seja f : D C IR™ — IR uma fungdo continuamente diferencidvel no com-
pacto Dy C D e §2 o conjunto, finito, dos pontos de estacionaridade de f em Dy. Consideremos

uma qualquer sequéncia {x} C Do para a qual

lim (zx —2k41) =0 e  lim Vf(xg)=0.
k—o00 k—o0

Entao
lim zpy =2 e Vf(z")=0

k—o0

com x* € Q.

Lema 4 ([10, pp477])Seja f : D C IR" — IR uma fung¢ao G-diferencidvel no aberto Dy C D e
suponhamos que {x} C Dy converge para x* € Dy.
Suponhamos, ainda, que Vf(x*) = 0, f admite sequnda F-derivada em x*, que a matriz

hessiana H(x*) € invertivel e que existe n > 0 e ko para os quais
flan) = f@rpn) =0 | V@), k> ko

Entdo a convergéncia da sequéncia {xy} € pelo menos r-linear.

Demonstracao do teorema 5 Das desigualdades (4.2) e (4.4) vem, para qualquer x;, € L° e

h € IR"
(1o +mo)h" h < W [B(ax) + wil] h < (py + 1)h"h (4.8)

para wy € [y, 1), pelo que a direcgao
Pk = [B(ag) + wel] V f(2k)

estd bem definida em L0,

Além disso, como de (4.4), 0 < %’3/1 < g + ng, temos

Viee) o = V()" [Blar) +wel] V (k)

> (o + o)V (x) "V f(2)

> 0.

V
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Assim, Vf(zx)Tpr, > 0, a menos que ||V f(z)| = 0, isto é, a menos que o processo termine
em Iy.

Consideremos, agora, o € (0,1] tal que [z, 2 — api] € L°. Pelo teorema do valor médio
existe & € (0, «) para o qual

Flaon) = F o — apy) = aVf ) o — 50*8] oy~ app.

Ora

Vf(xk)Tpk = Vf(:tk)T [B(.I‘k) + wkI] Vf(.ka)
= Vf(ap)" [B(ar) +wil] [Bay) +wpl] ™ [B(ay) + wil] V£ ()

= pl [B(zg) +wpl] " py,
1

T
[1/1 + 1pkpk7

por (4.8), pelo que, atendendo a (4.3),

1 1 A
fxr) — flog —apr) > o 1p;€pk - §a2pr(xk — &)
1
1 1
a— PPk — 50Dk P
1
1 1 7 4
>« P 271 | Pk Pk
L1
Assim,
[ 1 1,
Fx) — Flan— api) > a |1 - (m Loy 271)] e > 0 (49)

novamente por (4.4). Do lema 2 vem z1 = x,—py € LY donde, por indugao sobre k, {z;,} C L°.

Atendendo & desigualdade (4.8) e fazendo h = [B(zy) + wiI]"? V f(z,) temos

(1o + 1)V ()T [B(y) + wid ]2 [B(zy) + wil]? V f (1)
< Vi) [Bar) +wid]? [B(aw) +wid] [B(ar) +wil]? V f (2x)

< (py + D)V F ()T [Baw) + wpl]V? [B(ag) + wpl ] V f (wy,)
donde

(o +10)V f ()" [Blak) +wil) Vf(wr) < V()" [Blaw) +wid] [Blay) +wi] V f (zx)

< (1 + 1)V (zn)" [Blzg) + wel] V f(2x).
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Assim,

(o +10)°V (@) 'V f (k) < pelpr < (g + 12V f(2) TV f ()

pelo que

(o +m0)* IV F (@)lI” < pll® < (1 + D IV £ (i) |7 (4.11)

Desta forma podemos reescrever a desigualdade (4.9) como

Fan) = an = am) > [ 1= (0 53| (o 197

Uma vez que L° é compacto, o lado esquerdo da desigualdade anterior converge para zero e
entao lim ||V f(xg)|| = 0.
k—o00
Por outro lado, como py = xp11 — g, de (4.11) temos klirn (k41 — x) = 0. Por aplicacao
—00
do lema 3 temos

lim zp =2 e Vf(z*)=0.

k—o0

Nestas condigoes, o lema 4 garante a convergéncia, pelo menos r-linear da sequéncia {z;}. B

Os escalares i e j1; usados no teorema 5 podem ser entendidos, respectivamente, como um

minorante e um majorante dos valores préprios de B(z) em LO.

4.2 Propriedades do Método de Newton Modificado

No teorema 5 imposemos algumas condicdes aos escalares v, e puy. A justificagao de tais

res-tricoes é dada pelo lema 5.

Lema 5 Seja f: D C IR" — IR uma func¢do duas vezes continuamente diferencidvel no aberto
D e L° o conjunto de nivel da funcao f associado a xo € D. Suponhamos que B : L® — IR™*"

onde B(x) = (1 —w (z))H(z)™1, com w (z) € [0,1), é continua para todo x € L° e que
poh"h < W' B(x)h < pyh™h, Va € L°, h e R", (4.12)

RTH(z)h < ~vhTh, VYze L, he R", (4.13)

onde g, 4y € Y1 nao sao necessariamente todos positivos, mas ouw vy <0 ey >0 ouy; >0e

2
Y1 _ 5
R << - 1, entao

<1 4 = max(0,7). (4.14)



Demonstragao Em toda a demonstracao w denota w ().

Para 7, <0, por definigdo de 4, temos , 4; = 0 pelo que a desigualdade (4.14) se reduz a

w < H1
pq + 1

<1 (4.15)

Além disso, como pq > 0 temos, naturalmente, 0 < uf 17 < 1 donde

0<w<

Para 7; > 0, novamente por defini¢do de 4, temos 4, = ;. Assim, a condicao (4.14) vem

1 H1
w< =y + < 1. 4.16
571 i+ 1 ( )
Uma vez que —21171 < pq temos
g
- < +1
247 &
247 —
71N <+l
2+m
1+1 S 1
271 - /L1+1
o 1
s < om
M1+1 2
Por outro lado como p; < % — 1 vem
+1< 2 :>1 < !
. 7 21 pp+ 10
Notemos que
! U S N S S
2 1 2"+l
Temos assim, parafyl>Oe—2l}h§u1<%—1,
0<w< iy +—t1_ <1 m
2 ,U1+].

Na seccao 2.2, quando consideramos o método de Newton bésico, referimos que se a matriz
hessiana fosse definida positiva terfamos um método de descida. Uma questao interessante serd
saber se, ou quando, a matriz utilizada pelo método modificado, que na pratica funciona como

uma aproximacao a matriz H, é definida positiva.
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Lema 6 Sendo \; o menor valor préoprio de H(z)™!, com x € D, a matriz (1 —w (z))H(z)™' +

w(x) I € definida positiva se
Ak
M —1

0<w(z)< < 1.

Demonstragao Denotemos novamente w (x) por w.

1

Sejam Aq, Ag, ..., A, 0s valores préprios da matriz H(xz)™", com z € D. Como esta matriz é

simétrica todos os seus valores préprios sao reais e admite uma decomposigao espectral. Isto é

existe uma matriz real U, ortogonal tal que
H(z) ' =vQut
onde = diag (A1, Az, ..., \). Entdo, atendendo a que UUT =T

(1-wH@z) 4wl = (1-w)UQUT +wl
= (1-w)UQUT +wUUT
= U1l -w)Q+wlUT
= Udiag (1 —w)A\ +w, ..., (1 —w)\, +w) UL

= UQUT.

Para que a matriz (1 — w)H (x)~! 4+ wI seja definida positiva é necessario que

Zin, (1 —w] Xy +w) > 0.

Seja A, (< 0) o menor valor préprio de H(z)™!. Entdo

lI-wF+w>0=>w< A\ # 1.

Ak
A — 17
Como )y, é o menor valor préprio de H(z)™!, que ndo é definida positiva, a condicdo A\, # 1

¢é verificada automaticamente. Além disso, 0 < )\:‘ﬁ 7 < 1pois \; <0.H

Nesta prova consideramos w (z) € (0,1) pois os extremos w (x) = 0 e w (z) = 1 sdo casos
que, no algoritmo modificado, representam situagoes especiais. A primeira corresponde a H (x)
ser definida positiva e di = d]kv , a segunda verifica-se quando H (x) nao é invertivel e, neste caso,
dr, = =V f(zk).

Poderiamos usar, para provar a convergéncia global no método de Newton modificado, o
seguinte teorema enunciado por Ortega e Rheinboldt em [10, pp495] e que os autores utilizam

para estabelecer a convergéncia global de varios métodos.
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Teorema 7 Suponhamos que f : D C IR" — IR € continuamente diferencidvel no aberto D
e que eriste zg € D tal que L° = L(f(x0)) é compacto. Suponhamos, ainda, que f tem um
unico ponto de estacionaridade x* em D e consideremos xyy+1 = X — Ep0kDE, onde &, e ag SGo

T
calculados por forma a que xj, € LO para todo o k e que klim Vi) pr

i = 0. Suponhamos,
—+oco Pl

finalmente, que {px} C IR™ é do tipo gradiente para {xy}.
Entao

lim =z, = z*.
k—4o0

Sendo f : D C R™ — IR uma fun¢ao G-diferencidvel em D e {z;} C D uma dada sequéncia,
dizemos que a sequéncia {pr} C IR"™ de vectores nao nulos é do tipo gradiente para a sequéncia

{z}} se existe uma F-fungao o tal que

|V f (i) pi|

Entendemos por F-fungao uma qualquer aplicacao o : [0, +00) — [0, +00) tal que

lim o (tx) =0 implica lim ¢, =0
k—+o0 k—+o0

para qualquer sequéncia {t;} C IR".
Para estabelecer o resultado final de convergéncia global do método de Newton modificado,
usando o teorema 7, teriamos que estudar o factor de amortecimento &; e o escalar resultante
. . . |V f(2x) " pi|

da procura unidimensional oy e que provar que lim +——F—F—

fm> 00 Moxll
direcgao modificada seja do tipo gradiente sao estabelecidas no lema que se segue.

= 0. As condigoes para que a

Lema 7 A direc¢do di, gerada pelo método de Newton modificado, € uma direc¢do do tipo

gradiente (no sentido de Ortega e Rheinboldt) para a sequéncia {xy}, definida por xy11 = xi+dy.

Demonstragao Em toda a demonstragao wy denota w (xy).
Seja f: D C IR" — IR uma funcao duas vezes continuamente diferencidavel em D. Consi-

deremos a direcgao dj, de descida, escrita na forma (4.1)

di, = — [B(wg) + wi ] V f ()

onde B(xy) = (1 — wy)H (zx) L.

Consideremos as constantes i, (1 € 71, nao necessariamente todas positivas, tais que
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pohth < W' B(x)h < pyh*h, Yz e D, heR"

WTH(z)h <~y,hTh, Vze D, heR™

Tomemos 7y < 1 e gy € R tais que

1, 1, Hy .
571_H0<770§w§§71+ul+1 <1, 4 =max(0,v;)

|B@) + wl| < pp, Va € D.
De (4.17) e de (4.18) vem, para z € D, h € R" e wy € [, 1)
(1o +no)h"h < AT [B(x) + wIlh < (g + 1)hTh.
Dados uma matriz C(x), x € D e h € IR" temos

Ipll = |C@)C @)~ Al

IN

IC@)II|C(=)~"A]-
Em particular para C(x) = B(z) + wl, por (4.19)
1h]l < py [|C(2) "]
donde HC’(Q:)_th > pi5 " ||h]|. Daqui vem, considerando C(x)h = h
Ih]l = [|[C(2) " Ca)h]| = [|C(2) " A = p3 "t IC()A]l -
Notemos que, por definicao de 4, pg + ng > 0 e que, sendo dj de descida
V() d, <06 V() [= (Bay) +wpl)] Vf(zx) < 0.
Assim, para xj, € D, atendendo a (4.20) e (4.21)

\Vfe) de| = |-Vf(xe)" [Blzk) + wiel] V£ (k)|
= V()" [Blax) +wid] V f(zk)

> (g +10) IV f (@)

24

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)



= (uo +no) IV (@) [[VS ()]
N——
(1o +m0) IV f ()l g 1(B (@) + wid) V(@)

VIV @)l lldwll (4.22)

Y

onde v = %TJ;% > 0, isto é

|V f ()" di| > o (IV F(@r)l]) ldrll

onde o (t) = ~vt, é uma F-funcao. &

4.3 Propriedades da Direccao Newton Modificada

Como vimos na seccao 3.3.2, nas técnicas de regides de confianca é usual exigir-se que a
direcgao de procura satisfaca uma fracgdo do decréscimo 6ptimo dada por (3.3). De seguida
estabelecemos as condigOes necessarias para que a direccao gerada pelo método modificado

satisfacga tal condicao.

Teorema 8 Seja f : D C IR" — IR uma funcdo duas vezes continuamente diferencidvel no
aberto D. Suponhamos que B : D — IR™", onde B(z) = (1 —w (z))H(z)™! e w(x) € [0,1),

€ continua para todo x € D e que

pohth < KT B(x)h < pyh*h, Yz € D,h e R", (4.23)
|H(z)|| <7ve, VzeD (4.24)
com
1 1 H1
572—M0<770§w(33)§§72+ul+1 <1, (4.25)

onde p, e ndo sdo necessariamente positivos, mas — 22— < 2 _qe <38_1
Mo € Uy, p ’ 2+, — pr < Yo 0<7 = 2 po+ng

eny < 1.
Entao a direcgcao

dy = = [B(z) + w (zx) I} V f (1)
satisfaz wma fraccao do decréscimo dptimo, isto €
mi(0) — my(dy) > B (my(0) — my(dy))
onde 3 € (0,1], my(d) = f(zx) + Vf(zx)Td+ 3d"H(zx)d e dj € a solugdo dptima do problema
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de regioes de confianca

min  mg(d)

s.a. ||d|| < 6.

Demonstragao Denotemos w () por wg.

Uma vez que wy, € [0,1), comecemos por tomar wy, = 0. Neste caso

dy = djf = —H () 'V (),
que ¢ a solugo éptima de minmy(d). Assim, my(dY) < my(d}) pelo que

mpe(0) — mp(dy) = m(0) — my(di) = B (m(0) — ma(dy))

onde g € (0,1].
Consideremos, agora, wy, € (0,1).

Das condigoes (4.23) e (4.25) vem, para qualquer x € D e h € R"

0 < (o +mo) hTh < T [B(xy) + wil] h. (4.26)
Suponhamos que ||d}Y || = H—H () Vf(xk)H > 0. Entao por (4.24) existe ¢ > 1 tal que
|# @7 = = (4.27)
Y2
donde
il < 0k < |[—H (@) V(@) (4:28)

< |[# @) 19 £
< SV f(p)] -
Y2

Da definicao de my, e pelas propriedades da norma, temos

m(0) = ) = = [V + g (@) Hai]
< Vs d] + 5 [ Ha]
< IV FG Il + 17 [ )
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mas por aplicagao, a esta desigualdade, das condigdes (4.24) e (4.28) vem

m(0) —mi(d) < IVl 6k + 50 |1 H ()]

1
< Bl + 57208
1 c 2+c
< O V()| + 572%72 IVl = —5—0u IV w)] -
Desta forma,
2 *
o [k(0) — ()] < 8k [ (@) (1.29)

Novamente por definicao de my,
T Lor
m(0) — my(di) = =V f(xg)" di — §dk H(xy)dy,
mas atendendo a (4.24) e a (4.26) temos

—Vfa)Tdy = V()" [Blak) +wpl] Vf(zy)

> (no +m0) V£ ()l

V

dE H (zy,)dy

IN

1 (1) x|
72 llde®
Y2 lI= [Blak) + wid] V f ()|

Yo | B(wg) + wi || |V f () ||

IN

IN

1
Yoz le(l—wy) + Yowi] V£ (i) I
2

IN

pois da defini¢ao de B(x) e por (4.27)

[1B(zx) +wipl]l < |[B(zx)]| + lwed]]

< (0= wg) H ()| 4w
< (1= wp) | H ()| + wp
< (-w)

= ’;[c(l—wk)—}—%wk].

Assim, denotando ¢ (1 — wg) + yowy por o,
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o2
mi(0) — mi(de) > (no +m0) IV f(2p)l|” - %f IV f () |1
Y2

0_2
_ 1 [2 (10 + 10) — } 19 £ ()|

2 Y2
1 a*] 7
> B} 2 (po + 1) — ,72 ?5k IV (@)l

pois 26, < ||V f(ay)]|, de (4.28).

Recorrendo a (4.29), a desigualdade anterior pode ser escrita como

0.2
mn(0) = () > 32 2 ) = | 53 0m(0) = )

ou ainda
my(0) — mg(di) > B (mx(0) — my(dy))

2
com f = ;53 2(#0‘*'770)—%}-

Mostremos agora que 0 < 8 < 1.

Comecemos por notar que o = wy, (75 — ¢) + ¢, onde wy € (0,1). Assim, se vy, > ¢ temos

0<w(ya—c)<vyg—c
C<U<'YQ

62<02<’7%

o? c?

Vo< —— < ——
Y2 Y2

donde

% 2 (ko + o) — 72l < B

Como 0 < vy e 9 < 2(ug +ng) de (4.25) vem
v
2 ) [2 (ko + m0) — 72l > 0.

c(2+c

Por outro lado se v, < ¢ temos
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donde

Uma vez que v5 > 0,

72 [2( + 1) 02] >0= 7y > ¢
—— 12 (kg + 1) — — 72 :
c(2+¢) V2 2 (1o +mo)
Desta forma, como v5 < ¢,
2 2 2
72 c 72
< <Yy => ———E—— <7y
2 (po +1m0) ~ 2 (1o +m0) 27 2(pg + o) ?

= 79 < 2 (g + 1)

que é valido atendendo, novamente, a (4.25).
Assim, para todo v, > 0 temos 0 < 3.

Mostremos entao que 5 < 1. Dado que ¢ > 0 temos

_o < 0
V2
0.2
2(#0‘*'770)—,7 < 2(po + 1)
2
Y2
< 9_T2 .
g < C(C+2)(Mo+770)

Além disso, uma vez que ¢ > 1 temos ainda ﬁ < % donde

2
5§§72(M0+770)§1

Na demonstracao anterior consideramos Hd{cv H > di. No caso de Hd{cv H < §g, a direccao de
Newton modificada é a de Newton, que se prova satisfazer a condi¢ao do decréscimo 6ptimo.

O caso de ||dg|| > Ok, onde dj, é a direc¢ao modificada, nao é tomado em consideracao. Este
facto deve-se a "supormos” que, de alguma forma, a escolha de w (zj) limita o tamanho da

norma da direccao, pelo que o passo associado é sempre inferior a Jy.

Reunindo as condigoes do teorema 8 que envolvem o escalar v, podemos concluir que

) 3
Y2 < min (2 (o +n0),2(ﬂ0+770)> :
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Sob certas condicoes, uma direc¢ao que satisfaca uma fracgao do decréscimo 6ptimo, origina
uma redugao significativa do modelo quadratico, m (d), em todas as iteragoes. Podemos estabe-

lecer essas condicbes no lema que se segue e para o qual desenvolvemos a prova apresentada.

Lema 8 Sed € IR" satisfaz uma frac¢do do decréscimo optimo e ¥V f(z)T'd < —cy ||d|| |V £ (zk)]],

com ¢ € (0,1], entao existem ¢1,01 > 0 tais que, para todo § > 0,

mx(0) — mi(d) > &1 ||V f ()] min (5, JIW) ,

Demonstragao Seja, para a > 0,

h(a) = —[mg(0) —mg(ad)]

2
= aVf(xp)Td+ %dTH(.%'k)d,

entao

=
—
S
~—
I

Vf(zgp)'d+ ad” H(zy)d

h'(a) = dYH(zy)d.

Considere-se o problema
min h(a)

s.a. aldl] <9
e seja s* = a*d, onde a* é solucao do problema.

Se d H(x)d > 0 entdo

 dTH(zx)d dTH(zp)d = [d]

)

o { Vi@)Td (o Vi@)Td o 6
Tl caso contrario.

No primeiro caso

mi(0) —my(s™) = my(0) — my(a™d)

_ Vf(z)Td 1 (V) d\>
- dTH(xk)dvf(xk)Td_§ <dTH(:Bk)d> dTH(xk)d
_ L(VIa)T)” 1 IVl
2 dTH(zp)d — 2 ' dTH(xp)d
Como
dTH (zy,)d < ||d" H(x)d|| < ||d)|* | H ()|
femos A IV f@o)l® o 1 IV £ ol

dUH(zg)d || | H ()|
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pelo que

oo L2Vl
mlO) =) 2 5 T )
No segundo caso, isto é se —ﬁ > %,
o ) s, 16 4
mi(0) —my(s™) = —mvf(ffk) d—gmd H(zy)d
B s10 .
> —mvf(mk) d+ §mvf(l’k) d
_ 1 T
© o)
S
= S5Vl
Se d"H(zy)d <0, a* = 6/ ||d||, pelo que
o ) o 18 4
mi(0) —mp(s™) = —me(xk) d—§md H(xy)d
1
-V Ta
> il f(xk)
KB
>l [[Vf(zp)ll-
Atendendo a (4.30), (4.31), e (4.32) temos
v 2
mi(0) ~mi(s?) > min (c%”H A ST @l 615HVf<wk)H>
LIV e
= min (cl THa —(5 HVf(xk)H>
= S Ivse i (ol L)
Daqui, para g € (0, 1], vem
8m0) = mu(s) = 85 [V (amin (e [ 5)

= & ||Vf(ap)| min (a IV F Gl 5)

com ¢; = 3% >0eo0; =c1 >0.
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Atendendo a que por hipdtese, para 8 € (0,1],

my(0) — my(d) > B (my(0) — my(s™))

temos

mi(0) — my(d) > & ||V f(zx)] min <a ‘HV;( ))H” )..

Uma vez que ja provamos que a direc¢ao gerada pelo método de Newton modificado satisfaz
uma fraccao do decréscimo Sptimo, vamos estabelecer condicbes idénticas para provar que a
direcc¢ao (4.1) origina uma reducao significativa no modelo.

O termo ”significativa” diz respeito a relagao entre a quantidade de redugao do comprimento
do passo e o gradiente. O facto de se verificar, de iteracao para iteragao, uma reducao no valor
da funcdo néo significa convergéncia para um ponto de estacionaridade. A néo convergéncia
pode ocorrer de duas formas.

Na primeira, os passos calculados s@o demasiado grandes em relagao ao decréscimo verificado
no valor de f. Embora a sequéncia {z}} conduza a valores decrescentes da funcao, a sequéncia
{f (z1)} converge para dois pontos de nao estacionaridade.

Na segunda, os passos tornam-se demasiado pequenos e o decréscimo da funcao é reduzido
relativamente & norma do gradiente. Neste caso, a sequéncia converge novamente para um ponto
de nao estacionaridade.

O lema seguinte particulariza o lema 8 para o caso da direc¢do modificada calculada por

(2.2).

Lema 9 Nas condi¢des do teorema 8 existem ¢,01 > 0 tais que, para todo § > 0,

my(0) — my(dy) > @ ||V f ()] min (5,01W>

onde dy, € a direccao gerada pelo método de Newton modificado.

Demonstragao Atendendo ao teorema 8 e ao lema 8 basta mostrar que, com ¢; € (0, 1],

Vf(@r) d, < —cu ||dil| ||V £ ()] -
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Ora, da demonstracao do lema 7 sabemos que de (4.23) e de (4.25) vem

V(i) die| > v IV F (@)l Nl dil (cf.(4.22))

onde vy = “()Ttm’ > 0, sendo py > || B(zk) + wi!]|.

Assim,

\Vf(ar) de| > 7 IV f (@) Id
= Vi(ze) dy < =y IV f (@) lldill v V(@) dr >~V f (@) dill
= Vf(zp)Tdi < =7 ||V f(zp)]| |dxll

pois dj, é de descida. H

Tendo em consideragao o trabalho de Shultz, Schnabel e Byrd [13, Lema 4.1], o lema 8 surge
de forma imediata. Estes autores provam que qualquer direccao que satisfaca uma fraccao do
decréscimo de Cauchy induz uma redugao significativa no modelo. Ora qualquer direccao que
satisfaca uma fraccao do decréscimo 6ptimo satisfaz uma fraccao do decréscimo de Cauchy, logo
o resultado é imediato. Consequentemente o lema 9 é também um corolario do lema apresentado

no trabalho destes autores.

Um dos problemas que pode ocorrer com o método de Newton é o de a direccao por ele
gerada ser quase ortogonal a direccao de descida maxima. Uma vez que o método modificado
pretende ser uma alternativa a este método, temos interesse em saber se a direccao modificada
se torna, ou nao, ortogonal a direccao de descida méxima.

As condigoes para a nao ortogonalidade sdo estabelecidas no lema seguinte. Este lema exige
que o nimero de condicdo! da matriz do método de Newton modificado B(z) + w (z) I seja
limitado para que o co-seno do angulo formado pela direc¢ao modificada e o simétrico do vector

gradiente, em todas iteragoes, nao esteja numa vizinhanca de zero.

Lema 10 Nas condigoes do teorema 8 se o nimero de condi¢io de B(xzy) + wil satisfizer

en (B(xy) +wil) < v, v >0 finito, entdo

cos(0z) = V f(xr)" [Bay) + wi ] V f () 1
= N B + w1V )] = v

onde ||.|| denota a normals e 0y, € o angulo formado por —V f(zk) e di.

!Usamos cn(A) para denotar o nimero de condigio da matriz A.
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Demonstragao Pelas propriedades das normas

Vf(xr)" [Blai) + wpd] Vf(ze) < IVf )| |[B(zk) +wel] V£ ()]
< V£ 1 B(x) + wil|
donde
1 1

IV f(@i) I 11B (k) + wid] V f (2| - IV F (i) |1* 11 B () + wid||

Vf(xr)" [B(ar) + wi ] V f () S Vf(xr)" [Blar) + wi] V f ()
IVfa)ll I[B(xx) +we ]V fzi)| = |V f ()] | B(zx) + wi ||

V f(xr)" [B(zr) + wiI] V f () S 3!
IV (@) 1[B(xr) +wil] V()| — [[B(xx) + wl]|

onde &;(> 0) é o menor valor préprio de B(zy) + wy!.

Assim,
V f(xr)" [B(ay) + wil] V f () < 3!
IVf@) I [B(wg) +we ]V ()|~ [B(og) + wil||
1
& 1B@k) + |

1

H(B(fﬁk) + wkI)_lH | B(xx) + wid|| -

>

R |

Se &, é o menor valor préprio de B(xy)+ w1, é é 0 maior valor préprio de [B(zg) + wypI] ™,

pelo que
- 1
H[B(xk) + wi 1] 1” = _.
3
Refira-se que é necessério que as condigoes (4.23) e (4.25) se verifiquem para haver garantia

de &, ser positivo.
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Capitulo 5

Reflexoes Finais

5.1 Conclusoes

Apés a realizacao deste trabalho, varias conclusoes se podem tirar relativamente ao método
de Newton modificado. Naturalmente a mais importante diz respeito a sua convergéncia global.

O facto do método de Newton modificado convergir globalmente permite-nos concluir que,
sob certas condigoes, é uma boa alternativa ao método de Newton béasico. Tal como este, também
o novo método converge g-quadraticamente numa vizinhanga de um ponto estacionario de f,
no entanto, sendo globalmente convergente, pode funcionar como método de ”arranque” para o
processo iterativo.

Uma vez que o método é globalmente convergente e a direccao por ele gerada satisfaz uma
fraccao do decréscimo éptimo, condicdo esta associada aos algoritmos de regides de confianca,
somos induzidos a pensar que este método tem algumas semelhancas com a estratégia de regioes
de confianga. Surgem, no entanto, algumas questoes relacionadas com o controlo do passo. A
estratégia de regioes de confianca define o comprimento méximo do passo (regiao) a tomar na
iteracao seguinte de acordo com o que tera acontecido na iteragao corrente. A direccao Newton
modificada, de certa forma é controlada pela necessidade, ou nao, de calcular a funcao escalar
w (). Nao é, no entanto, até a data, 6bvio que esta necessidade seja controlada pela direcgao
da iteracao anterior. Tem sim a ver com a regiao onde se encontra a aproximacao da iteracao
corrente.

Muitas modificagbes ao método basico exigem que a matriz hessiana seja definida positiva
para que a direccao calculada seja de descida. Embora a direcgao modificada tenha sido con-
struida por forma a ser de descida, dependendo este facto da fungao escalar w (x), nao foi exigido,

a matriz modificada, que gozasse desta propriedade. Mostrou-se, no entanto, que a propriedade
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de ser definida positiva depende da forma como w (x) se relaciona com o menor valor préprio
da inversa da hessiana da fungao.

Outra propriedade de que a direccao modificada goza é a de nao se tornar ortogonal, sob
certas condigoes, ao simétrico do vector gradiente, que é uma situacao frequente no método de
Newton. Notemos que, atendendo a definicao de direcgao do tipo gradiente, a prova deste facto
¢é feita de duas formas distintas. A primeira usando a nocao de direc¢ao do tipo gradiente e
a segunda mostrando que o co-seno do angulo formado pelos dois vectores nunca estd numa

vizinhanca de zero.

5.2 Trabalho Futuro

Apés a realizacao deste trabalho hé alguns pontos que merecem atencao futura.

O mais interessante seria a caracterizacdo do método de Newton modificado como uma
estratégia de regioes de confianca. Para tal ha que estudar a relacao entre as direccoes geradas
pelo método em iteragoes sucessivas e estabelecer o algoritmo modificado como um algoritmo
de regides de confianca.

Um outro ponto a abordar seria o da convergéncia global do método de Newton modificado
recorrendo ao teorema de Ortega e Rheinboldt [10, pp495]. Para a aplicagdo deste resultado
hé que analisar o factor amortecimento, o escalar a e provar que kll}liloo %’;)HTP’“ = 0. Este
teorema é mais fraco que o teorema da convergéncia global provado neste trabalho no sentido
em que exige que f tenha um tnico ponto de estacionaridade em D. No entanto, o teorema de
Ortega e Rheinboldt [ibidem] ndo impoe restrigoes a matriz dos coeficientes B (z) + w (z) I.

Ainda dentro da convergéncia global do método, uma reflexao e uma anélise mais detalhada

poderiam conduzir & defini¢ao de condigoes que garantissem uma ordem de convergéncia (global)

superior a verificada neste trabalho.
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