Fisica 1

(Cinematica da Particula e de Mecanismos)

(2008)

Cinematica da particula — 1 Parte

1.1 — Derivada de um vector em ordem a um escalar

Seja um vector 4 fungdo de um escalar g: 4= 4 (2)

Define-se
dd . A(g+Ag)-A(g) . AA
- = hmAg—>0 =1 Ag—0 1
dg Ag

Notar que sendo
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— Al
A(g +Ag) A= Ajii, + Ayiiy + Ayiiy <> L A,
A3
vem
dA_dd g 49 Ay L g B Ay |y
dg dg dg dg dg dg

pois os versores podem depender de g !

Considere-se o caso particular em que o vector 4 ¢é o vector posi¢do 7 de um ponto P que se

se desloca no espago quando o tempo decorre e em que o escalar (g) € o tempo t.
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h

&

A sua derivada em ordem ao tempo chama-se velocidade do ponto P:

. AP dF dr - diy dr . di, dr . di
At dt dt dt dt dt dt

A7

Ao quociente E chama-se velocidade média durante o intervalo de tempo At.

1.2 — Representacdo intrinseca da velocidade e da
aceleracao

Vamos estudar um sistema de coordenadas a que se chama “intrinseco” pelo facto de ser
definido a partir da propria trajectoria. Notar que, assim sendo, os versores irdo depender nao so6
da posicao do ponto mas também da maneira como essa posi¢ao varia (trajectoria).

Triedo de Frenet ([; T 51)

a) Versor da tangente (7)

_ dF | == Etangente, pois d 7 o ¢;
T="—
ds

N
—
<S)

X

S
Il
Sl
>
S)

w=> £ versor, pois ‘d 17‘ = ‘ds‘ = ‘f‘ =1
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b) Versor da normal (77)
— K Curvatura da linha no
i = l d_T — ponto considerado.
K ds
Iz R —— Raio de curvatura da linha
7j = R_T no ponto considerado
ds

—

1
P Por definigio ¢ — =K

A)

, pelo que o vector 77 acima definido tem moédulo 1, i.é, é versor

» Verifiquemos que ¢ 77 L T

Notar que ndo foi o facto de o modulo ser 1 que foi relevante, mas sim o facto de o modulo ser
constante!

Se um vector depende de um escalar mas tem modulo constante (i.é, se so6 a sua direcgdo
varia) a sua derivada em relagdo ao escalar produz um vector que lhe é perpendicular

C) Velocidade (V)

. dr drds ds
Vv =

A velocidade é um vector dirigido
=VT
dt ds dt dt
—_— ——

segundo a direccdo tangente a

= trajectoria.

=V
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d) Aceleracao (a)

. dv d, __ dv._ dt
Ad=—=—0WT)=—T+V—
t dt t dt
dt dT ds v . L v
como —=——=—77$ =atT+_77
dt ds dt R R
I -
s =V =y

dv - .
a, =—— —> aceleragdo tan gencial
dt

2

v ~ I4
a, =— —> aceleragdo normal (ou centripta)
R

A aceleragio normal também pode chamar-se centripeta porque ela aponta para o centro de
curvatura da trajectodria.

O “centro de curvatura” por
defini¢ao situa-se sobre a J
recta normal, a uma P2 i t,)
distdncia da curva, “para
dentro”, igual ao raio de
curvatura.

Joaquim Carneiro 4



Fisica 1 (2008) Universidade do Minho

(Cinematica da Particula e de Mecanismos) Departamento de Fisica

= A componente tangencial da aceleragdo estd associada (¢ igual, alias) a variacao
do moédulo da velocidade isto ¢, a variagdo da “rapidez”.

= A componente normal da aceleragdo estd associada a variacdo da direccdo do
vector velocidade:

dt
dt

a,=v|—

Assim, as aceleragdes ( = forgas ) sdo necessarias nao so para fazer variar a rapidez de um
movimento mas também necessarias para fazer variar a direc¢do da trajectoria.

Casos particulares

—

1°T =cte (direc¢do constante)

——
_ dv dv_ dt _dv_.
a=—n= —( T)=—7T+Vv—=—7T =4,
dt dt dt dt
——

dv 2
=—T+— eral
p Rn (geral);
. . dv. v
neste caso é a=—t7: E_O:R oo, K =0

Uma linha com curvatura nula (ou, equivalentemente, com raio de curvatura infinito) é uma
recta.
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2° v = cte. (movimento “uniforme” no que respeita a rapidez)

=gn
——

o dv d . _ dv. dt . _
d=—=—0WT)=—T+Vv—=—1]=4d,
t dt t t R
=0

O caso R = const. — movimento circular — € um caso particular deste caso particular.

1.3 — Lei do movimento

Descrever um movimento ¢ fornecer a lei do movimento, isto é, especificar a
posi¢dao do ponto em estudo num dado sistema de referéncia em todos os instantes de
tempo por meio de uma expressao

x=x(t)
Fr=r()ey=y@l) < (qq sist. de coord.)
z=2(t)

E claro que as equagdes anteriores sdo as equacdes paramétricas da trajectoria, sendo
o tempo, o0 parametro. As equagdes cartesianas da trajectdria obtém-se pois por eliminagdo
do tempo.

2t x=2t 2

Ex. 7=2i+tj=lttle ly= =177y
0 z=0 z=0

NS —

eq. cartesiana

eq. paramétricas S
1 P da trajectoria

da trajectoria

1.3.1 — Problemas fundamentais da cinematica

Dados : vV, ;a()
N ——
condigoes iniciais (fungao do tempo
(t=ty) dado no caso geral)

Joaquim Carneiro 6



Fisica 1 (2008) Universidade do Minho

(Cinematica da Particula e de Mecanismos) Departamento de Fisica
x(?)
Determinar: 7(t) < 1y(t) (lei do movimento)
z(1)

E o problema mais frequente. Vejamos o método de resolugdo no caso particular de o vector
aceleracao ser constante.

. dar L. _ dv -
V=—r—dr=vdt a_jedv—adt
dt ¢
7 t v '
[dF=[7di Jav=[adt
7 10 Yo fo
”"’o=f"dt v=y,+dt (set,=0)
0 l
Logo,
.. 1.,
Ex.
y — — v - e - — —
v, - trajectoria? Dados: 7y=2j;V,=(i +j);d=_g cte)
/_ RN
2 F o+ Tyl al?
Yg=-gj -
eq. paraAmetrzcas
0 t 0 [1 X
) 1
F=lolelilelo—gr?l=l24r—-—gr*ly
2 2
0 0 0 0 z

Joaquim Carneiro 7



Fisica 1 (2008)

(Cinematica da Particula e de Mecanismos) Departamento de Fisica

Universidade do Minho

A equacgdo cartesiana da trajectoria obtém-se como vimos, por substitui¢ao do
parametro t;

xX=t=

y=2+x- %gxz =) (Pardbola)

1.3.2 — Alguns casos particulares

1.3.2.1 - Movimento com acelerac¢do constante ¢ rectilineo (d = cte-)

Neste caso, e escolhendo para eixo do x a propria recta sobre a qual se efectua o
movimento, temos que 7 ;7 ;V ;V, e d tém todos a mesma direcgdo, tendo componentes apenas

segundo aquele eixo. Notar em particular que @ tem a direcg¢io de V (de outro modo, a trajectoria

encurvaria !!).

Podemos pois escrever a seguinte relagao escalar:
1 >

Nao esquecer que pode ser
a > 0 = aceleracdo positiva => (movimento uniformemente acelerado)
a < 0 = aceleragdo negativa => (movimento uniformemente retardado)

a =0 = aceleragio nula (= v =v,)  => (movimento uniforme)

Joaquim Carneiro 8



Fisica 1

(2008) Universidade do Minho
(Cinematica da Particula e de Mecanismos) Departamento de Fisica
1.3.2.2 — Movimento circular
Neste caso ¢ preferivel utilizar a representagao polar:
y
g i — =
=T
) do o
, - =
- u, 6 =-
| oL P n
\
\ y .
\
N\
S ~
Velocidade / aceleracao
. ods_
)V =—T=VT
(*) I
d de
v=—S ds=Rdf=v=R=—=R6 (R=cte.)
dt’ dt
d Vs
L N J a=— N
(**)a Y
dv d’s d, . .-
&L L (RO)=R
dt df* dt
n=
Entao -
d=ROi, - RG%,
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Define-se:
( dog . -3 3
w=—=40 — Velocidade angular 9=angulo de rotagdo [rad]
dt , w-velocidade angular [rad/s]
do d60 . .
a= ) = e =6 — Aceleragdo angular o~ aceleragdo angular [rad/s?]
t

Vector velocidade angular, ou Vector rotacao

Define-se vector velocidade angular um vector tal que

V=w AR <V =M,w(momentoem Ado vector @)

z
Notar :

IPoAr=wAR

2°w 1 trajectoria

Existe uma correspondéncia entre os
movimentos de rotacao e os de translagao, que
pode ser expressa pelas seguintes relagdes:

X <=0 b dx Lo do _d
< 6 (ou w) dt dt ¥ ©a x Wy T = W, T,
y . ou dv o dw i Vyr =A@, b Ar L= F — T,
a =—; = — =
a <> 0 (oua) dt dt v.| |o.| |n] |or-on

Joaquim Carneiro
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Assim, e por exemplo, sabendo que para um movimento de translacdo com acelera¢do constante
se tem

I 2
x=x0+v0t15at

v=y,xatl

pode escrever-se imediatamente a expressdao para um movimento de rotacdo com aceleracao
constante:

1
0=0 +wt+—at

w=w,*at

Exemplo de aplicacdo: Determinar para a posi¢do
representada na figura, a velocidade linear de uma particula
que executa uma trajectoria circular com um raio de 1,5 m
e com velocidade angular constante de 10 rad/s.

v, rcos(45)
F=ri+rj+rk F=1rl=1rsin(45)
7, 0
>x
. 0
b=wi+oj+ok O=o, =10
w, 7
v, 0] (rcos(45)) [-Orsin45)] (-10.61
v=vi+vj+vk V=lv l=@x7=]0lxlrsin(45) =] Orcos(45) L =1 10.61
v, 0 0 0 0
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2 - Cinematica da particula — 2° Parte

2.1 - Movimento Relativo de Transla¢ao

z
Vesferq/Ccrro
° Y 4—@ Vearro
[ | ————
QO Q

Vesterascamo- VeloCidade da esfera em relacdo ao carro

Vesterassolo~ Velocidade do carro

Na figura seguinte estdo representados a posi¢ao de duas particulas onde os vectores r, € rg
sdo as posicoes absolutas dessas particulas. A posi¢do relativa entre as duas particulas ¢
definida pelo vector ry,,, € representa a posi¢ao da particula B em relacdo a particula A.

Referencial movel
z, solidario com A

Trajectoria da particula A

T, - Posigdo absoluta da particula A

[ Posi¢do absoluta da particula B

Ty, o - Posi¢do relativa da particula B em relagdo a
particula A e ao eixo movel.
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»Posicao:A posicdo da particula B ¢ definida como a soma vectorial da posicao
absoluta da particula A e a posic¢do relativa da particula B em relagdo a particula A

»Velocidade:A velocidade da particula B ¢ determinada a partir das derivadas
dos vectores posi¢do em ordem ao tempo.

Vg =V, +Vp/y

- dr .odrg .
Onde v, = d—? € Vg= d—f sao velociadesabsolutas, porque

sao medidos a partir do referencial fixo.

Ig/a

A velocidade relativa vy, , = ¢ observada a partir do refrencial movel

» Aceleracio:Através da derivada no tempo da velocidade ¢ obtido aceleracao
absoluta e relativa, cuja relagao ¢ semelhante a obtida com os vectores posi¢ao.

ag/a

agp=a,+dg,

dv
= _%pa
Onde ag,, =

¢ a aceleracdao B que observamos quando se esta colocadoem A e

solidario com o eixo movel x,,y,,z,
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Exemplo de aplicacgao:

Um comboio desloca-se a uma velocidade constante de 60km/h, atravessando uma
estrada conforme a figura mostra. Se o carro se deslocar a velocidade de 45km/h,
determine a velocidade relativa do comboio em relagdo ao carro.

EELS IS ——
vr = 60 km/h,

ot
) L)
4

ALY v, =45kmn

p I -\J

(a)

Vg =V, + Vg4

VBx VAx V(B/A)x
Vey r =494 Vay r T1VB/A)Y
VB, Vaz V(B/A)z

60 45cos(45) V(B/ A)x

0 0 V(B/ Az
V(B/A)x 60 — 45 cos(45) 28.18
Vs/ay =1 —45sen(45) =1-31.82{km/h]
V(B/A)z 0 0

V=288 =31.82] [km/h]
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2.2 — Sistemas em movimento relativo de rotacao

Considerem-se dois sistemas de referéncia centrados em O, um OXYZ fixo e outro
rotativo em torno do eixo fixo O4; seja Q a velocidade angular do sistema Oxyz num
dado instante (ver figura). Considere-se agora uma funcao vectorial Q (t) representada
pelo vector Q aplicado em O; como o tempo t varia, tanto o modulo como a direc¢ao de
Q variam. Como a variacdo de Q vista por um observador que usa o sistema OXYZ como
referéncia ¢ diferente da variagdo de Q vista por um que usa o sistema Oxyz, deve-se
esperar que a derivada de Q dependa do sistema que for tomado como referéncia.
Portanto, devemos designar por (Q),y,, a derivada de Q em relaciio ao sistema fixo OXYZ

e por (Q)o,,. a derivada em relagdo ao sistema rotativo Oxyz. Propomo-nos determinar a

relagdo entre estas duas derivadas.

Em primeiro lugar iremos decompor o vector Q em componentes segundo os eixos X, y € z do
sistema rotativo. Designando por i, j e k os versores correspondentes, escrevemos

0=0,i+0,j+0.k

Derivando a expressdo anterior em ordem ao tempo, e considerando os versores i, j € k como
fixos (pois para um observador em Oxyz sdo fixos), obtemos a derivada de Q em relagdo ao
sistema rotativo Oxyz.

QOxyz = Qx; + Qy] + Qzlg

Joaquim Carneiro 15
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Para obter a derivada de Q em relacdo ao sistema fixo OXYZ, devemos considerar os
versores 1,j € k como varaveis (moveis) quando derivamos Q

- d - . -
QOXYZ=E[Qxl +0,j +0.k]=

- e di. - di. - dk
Ooxrz= (O, +Qx71t>+(Qyj +Qy;’t)+(sz +0.~ )=

—

. . - . di d—:
OQoxvz=(0,i +0,Jj +QZk)+(QxE+ J

dk
_+ —_
7 dt Q- dt)

=Q0xyz

Observamos que a derivada de (Q)oyy, se reduziria aos trés ultimos termos da expressdo anterior

se o vector Q estivesse fixo dentro do sistema Oxyz, uma vez que (Q),,,. seria entdo nulo.
Mas, neste caso, (Q),yy, representaria a velocidade de um ponto material localizado na ponta

de Q e pertencente a um corpo rigidamente ligado ao sistema Oxyz. Entdo os trés tltimos
termos da referida expressao representam a velocidade desse ponto material; como o sistema
Oxyz tem uma velocidade angular Q em relacdo a OXYZ, no instante considerado, escrevemos

N

D _Gai

dt

d = - di d . dk. = =
—=QAj =0, —+0,—+0,—/—)=QA
dt (Qxdt Y dt det) o
% _onk

dt |

Sendo assim, obtemos a relagdo fundamental:

QOXYZ= QOxyz + 82 A Q

Joaquim Carneiro 16
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2.2.1 — Movimento tridimensional de um ponto material em
relacao a um sistema rotativo. Aceleracao de Coriolis

Vimos anteriormente que, uma dada funcdo vectorial Q(t) e dois sistemas de referéncia
centrados em O — um sistema fixo OXYZ e um sistema moével Oxyz — as derivadas de Q
em relagdo aos dois sistemas satisfazem a relacao

QOXYZ= QOxyz +€2 A Q

Supusemos, entdo, que o sistema Oxyz fora construido para girar em torno de um eixo fixo OA.
Entretanto, a derivada, permanece valida quando o sistema Oxyz € obrigado a ter somente um
ponto fixo O. Sob esta suposi¢ao mais geral, o eixo OA representa o eixo instantdneo de
rotacdo do sistema Oxyz, e o vector Q, a sua velocidade angular no instante considerado.

Consideremos agora o movimento tridimensional de um ponto material P em relagdo ao sistema
rotativo Oxyz que tem uma origem fixa O. Se o vector Q representar o vector posi¢cao r de um
ponto P num dado instante e Q a velocidade angular do sistema Oxyz em relagdo ao sistema

fixo OXYZ no mesmo instante (ver figura), entdo a velocidade absoluta vp do ponto material é
definida como a velocidade observada do sistema fixo OXYZ e ¢ igual a derivada (P oxrz
de r em relagdo ao sistema.

—

vP=r0XYZ=rOxyZ+Q/\r

Mas ’_;Oxyz define a velocidade \7p/ m do ponto P em relagdo ao sistema movel Oxyz.

Se considerarmos que o ponto P foi ligado ao sistema movel, entdo vy, representara a
velocidade relativa. Por outro lado o termo Q A r representard a velocidade vpr dum
ponto P’ do sistema movel que coincide com P no instante considerado e costuma
designar-se por velocidade de transporte. Temos, entdo,

onde V, =velocidade absoluta do ponto material P

—

Vp = velocidade do ponto P' do sistema movel

que coincide com P Z

Vi = velocidade de P em relagdo ao sistema movel

Joaquim Carneiro 17
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A aceleragdo absoluta ap do ponto material ¢ definida como a derivada de v, em relagdo ao
sistema fixo OXYZ. Calculando as derivadas em relagdo a OXYZ dos termos da relacao
fundamental, escrevemos

aP=§P=§2AF+QA?+—[?OxyZ]

dt

onde todas as derivadas estdo definidas em relacdo a OXYZ, excepto onde for indicado de outro
modo. Relembrando a relagdo fundamental, observamos que o ultimo termo da expressao
anterior pode ser expresso como:

d - = =~
_[ Oxyz]=r0xyz +QArOxyz

dt

Por outro lado, 7 representa a velocidade v, e pode ser substituido pelo membro do lado direito
da expressao representativa da velocidade absoluta v, apresentada anteriormente. Assim, ficara

EzP=§2/\17+§2/\(?0xyz+QA?)+(?5xyZ+QA?Oxw)
c_iP=I.7:Oxyz+QAF+QA(QA7)+2§2A?OWZ

O primeiro termo desta ultima relacdo representa a aceleracdo relativa ap;; do ponto P em
relacdo ao sistema rotativo. A aceleragdo de transporte sera a que existir quando a velocidade
relativa (e portanto também a aceleragao relativa) for nula e corresponde a soma do 2° e 3° termo da
expressdo anterior e estd associada a aceleragdo apr do ponto P’ do sistema movel que coincide
com P no instante considerado. Ao termo que “sobra” chama-se “aceleragdo complementar ou de
Coriolis” em homenagem ao matematico francés De Coriolis (1792 — 1843).

Note-se que a aceleracao de Coriolis s6 existe se existirem simultaneamente :

— mov.” de transporte (Q)

— mov.” relativo (Vp/ar)

e se além disso, ndo for Q// VP/M
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Exemplo de aplicagdo: Considere-se um ponto P materializado por uma cursor que se
move em translacdo (parametro §) com velocidade constante U ao longo de uma barra OB,
que por sua vez gira com velocidade angular constante w em torno de O e no plano vertical.

Determinar a aceleragdo do ponto P,

A OP+ @ A (@ A OP)

QY

;] —

p

L{

Ap/ar 0 (poisu éconst.)

—

Q)

c

Ficara:

0 0 S 0 u
ap=J0LA(OLAJOY+2J0LAJ0

) w 0 w 0
0 0 0 ~—0’S 0
ap =J0lAtoSl+2wul=) 0 l+J2mu
[0 0 0 0 0
(—w?S
5P=< 2(1)1.1
0
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2.2.2 — Sistema de referéncia em movimento geral

Considere-se um sistema fixo de referéncia OXYZ e um sistema Axyz que se desloca de
maneira conhecida em relagdo a OXYZ (gira e translada). Seja P um ponto material que se
movimenta no espaco. A posicdo de P ¢ definida, em qualquer instante, pelo vecto rp no

sistema fixo, e pelo vector r,, no sistema movel. Designando por r, o vector posi¢ao de A no
sistema fixo, vira

Mas a velocidade vp,, de P em relacdo a
AX'Y’Z’ pode ser obtida aplicando a relagdo
fundamental, bastando substituir o vector Q pelo
vector rp,, naquela equagdo. Assim vira:

Vp =V, + QA Tp 4+ (Fpr ) sy

Vo

=Vp/4

A aceleragdo absoluta ap, do ponto material ¢ obtida derivando-se a expressdo anterior, e
escrevemos

—

ZzP=§£+§AFP/A+§2/\(QAFP/A)+2§2A(?P/A)AWZ+(?}/A)AW

= .Y
=Va =Vp/4
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3 - Cinematica de Corpos Rigidos

3.1 - Movimento no Plano

O movimento plano de corpos rigidos pode ser decompostos em trés tipos de movimento
diferentes, classificados a seguir por ordem crescente de complexidade:

Movimento de Transla¢io

Movimento de Translacao: Graficamente regista-se este tipo de movimento quando um
qualquer segmento de recta formado por dois pontos do corpo, permanece sempre paralelo
e igual ao segmento original durante o movimento sendo a trajectéria dos pontos sempre
equidistante.

Movimento de rotagao

em torno de um eixo fixo Movimento de Geral no Plano

Movimento de rotacio em torno de um eixo fixo: No movimento de
rotagdo o0s pontos ndo pertencentes ao eixo fixo tém trajectorias circulares.

Movimento Geral no Plano: Quando um corpo esta sujeito a0 movimento
geral no plano, este pode ser sempre decomposto numa combinacdo de um
movimento translagdo e num movimento de rotacao.
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Movimento Geral Movimento de translacio
,‘i - Movimento de
rotacado
paiy

Movimento de Translacio

Num corpo rigido sujeito a uma translacdo no plano x oy, a localizagido dos
pontos A e B sdo definidos para um eixo fixo x,y através dos vectores r, €

ry O sistema em translagdo de coordenadas x’, y’ esta fixo ao corpo com
origem no ponto A.

Sistema de coordenadas em
translagdo

) X
Sistema de fixo
coordenadas

»Posicao: A posi¢ao dos pontos A e B sdo definidas respectivamente, pelos vectores

r, € g. A posicao relativa do ponto B em relagdo ao ponto A ¢ definida pelo vector
Ipa- Estes relacionam-se entre si pela seguinte expressao:

Ig =Ty +1g/5

»Velocidade: A velocidade ¢ determinada pela derivada do respectivo vector

posicdo em ordem ao tempo. Sendo que o vector da velocidade relativa de B em
relagdo a A ¢ nulo, pois o corpo ¢ considerado indeformavel.
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» Aceleragao: A aceleracdo ¢ calculada a partir da derivada do vector velocidade.
Para o movimento de translacdo € expressa pela seguinte relacao.

dp =dj

Movimento de Rotacio

No movimento de rotagdo em torno de um eixo, o movimento dos pontos que

formam o corpo € caracterizado pelas seguintes quantidades: posi¢do angular,
velocidade angular e aceleragdo angular:

\__ *Posi¢do angular ¢ definida pela variavel dO

- [rad]
o=
Ea=d
@ (T; *Vector velocidade angular ¢ definido pela
] variavel [rad/s] e a relacdo entre a
® QT; velocidade e a posi¢do ¢ expressa por:
i _ _do
Il w=-"
I dt
. — *Vector aceleragdo angular ¢ definido pela
OL variavel o [rad/s?] e a relagdo entre as outras
N ‘\r\‘\ , quantidades vem definida por:
i 16 —
6 d(_[) - d26
-~ _dw e
1 a dtz
4 dt
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Velocidade Linear- Os pontos que ndo pertencem ao eixo de rotacdo possuem
velocidade linear que se relaciona com a velocidade angular do corpo. Para um
ponto P genérico, a velocidade linear nesse ponto ¢ definida por:

Vp =W AN Tp
® 1,
em que vp = VPy ,W=Jo e =T,
® I,

k
w

J
Vp=0O A =0, @,

A

A partir do mddulo do vector velocidade linear obtemos somente a intensidade da
velocidade. No sistema a duas dimensodes, a direc¢do ¢ sentido do vector
velocidade podem ser conhecidos a partir da normal ao plano formado pelo
vectores velocidade angular @ e r e por aplicacdo da regra da mao direita; roda-
se o vector velocidade angular w no sentido do vector r.

Aceleracgao Linear- Por conveniéncia, a aceleragao linear de
um ponto P que ndo pertence a esse eixo ¢ decomposto em
duas componentes; componente tangencial e componente
normal a seguir definidas e representadas nas figuras.

i

=@=d(a_}/\_,) do - dI”P

a — Fp)=—ANTFp+WON—
dt dt dt dt
_ do _oodr, .
masd=— e Vp=——=@0AT,
! dt
G=ANFp+ DN (DAF,)
2
a,=wr
a=ar
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Exemplo: Um sistema de transmissdo ¢ constituido por dois discos A e B. O
disco A actua sobre o disco B que provoca o enrolamento da corda; com isto faz
subir o bloco C. Se inicialmente o disco A tiver velocidade angular de w,=8
rad/s e uma desaceleragdo de o, = -1.5 rad/s?, determinar qual a velocidade e
aceleragdo do bloco C ao fimde 2 s .

*Velocidade C

. 200 mm 5 0
B (o0 0 -0.2
Vp -08L=101LtAJ O
0 Wy 0
0
C
wg=40\rad/s
4
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/ 0 0.05 0
*C=*B/\R>C= OLtAad 0 L=102Wm/s
50 mm
4 0 0
< >
200 mm
B X
C
*Aceleracio
0
=10.15m/s*
0
[0
I 50 mm (@p), =y A Ry=10.15
a <
( P)t ST > 0
B 0 0 -0.2)
0.15¢=1 0 Al O l=ay=075
C 0
dg=4 0 lrad/s?
-0.75
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a'kv y
50 mm
200 mm
: >
0 0.05 0
° 7] 5. AR 2
v(aC)t=aB/\Rc= 0 A 0 \=1-0.0375tm/s
-0.75 0 0
C

As equagdes paramétricas para o movimento uniformemente retardado do
bloco C podem ser escritas:

gt

=0.2-0.0375*%(2) =0.125m/s

)

Vy =V +

A%
Ylt=2s

O movimento do bloco ¢ caracterizado por possuir uma aceleracdo constante
durante o movimento, pelo que esta ¢ igual a aceleracao inicial e vale:

a, = ~0.0375m/s>
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Movimento Geral no Plano

Posicao inicial Posicio final

O movimento geral no plano pode ser sempre decomposto no movimento
em translacdo e num movimento relativo de rotagdo. A partir do exemplo
anterior € apresentado graficamente esse principio.

Posicao inicial Posicio final

Ty

Rotaci
Translagao otagao

Ty

Na representa¢do anterior o movimento foi decomposto num movimento de
translagdo até fazer coincidir os pontos A, com a posi¢cdo do ponto A,; de
seguida aplicou-se 0 movimento de rotagdo em torno do ponto A, de forma a
obter a configuracdo da posicdo final do corpo. Assim pode definir-se o
movimento do ponto B como a soma de um movimento de translacdo mais um
movimento relativo em rotagao.

g =ry+7Typ

A partir da derivada em ordem ao tempo do vector posicdo obtém-se
respectivamente para a primeira ¢ segunda derivadas, a expressao da
velocidade e da aceleracao.
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> Velocidade

VB = VA T Vp/Aa = VA TWag XTxp

Na figura seguinte representa-se graficamente as componentes da velocidade
absoluta V, e da velocidade relativa V.
Posi¢ao inicial Posicio final

Va

Translagao Rotagdo

vVa

VB/A

» Aceleracao

dvp _dv, d
dt  dt  dt

(G)AB X Tap )

+tag, A =aAp T Apg XTup "'U)ABX((DAB XrAB)=

a,
AT (EB/A)t + (aB/A)n

As componentes da aceleracado relativa (tangencial e normal) definem-se a seguir:

(aB/A )t =g X Ipp

(aB/A )n = W p X (GJAB x ?AB)

Na figura seguinte estdo representados graficamente a aceleragdo absoluta e a
aceleracdo relativa, com componentes tangencial e normal.

Posicao inicial

Posigao final

a

Translagao
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A barra AB estd a rodar com a
velocidade angular constante de w,z =6

rad/s, Sabendo que o angulo 6=45° " @up=6radls
determine as velocidades angulares BC e z@=

o (‘
300 mm \
CD.

N\ 400 mm

A barra AB possui um movimento de rotagdo em torno do ponto 4. A velocidade
no ponto B ¢ definida decompondo o movimento geral em movimento de
translagao e no movimento relativo de rotagdo. Assim a velocidade do ponto B ¢
definida:

Vp =V, + Vg, , =V, +®, 5 Nlp
) J— 0.25* cos(30) [— 0.2171
—J1-025*sin(30) L =J—-0.125m

Sl [ o]

[01 [01 [—0.2171 [0.751
Vp=4d0L+JOLAJ-0.1251=)-1.302'm/s

lof fsf 1o |1 o

A barra BC possui movimento geral no plano. A velocidade no ponto C ¢ uma
combinacao da velocidade de translacdo de B e uma velocidade relativa de C em
relacdo a B (Velocidade de rotacdo). Neste caso a velocidade no ponto C ¢
definida da seguinte forma:

—

Ve =V ¥ Veo,p =Vp + Wi AN TFge

Translagao Rotacao Movimento Geral
y y \}( B y
l I O N =l
X B-fixo / c X / C *
- < \| Vc/B
) Vg VB
VB Vg
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J 0.75 J 0 1 JO.31
Vg =4-1.302lm/s e =4 0 lrad/s e =4 0 lm
[ o onc o]
0.75 ) 0 0.3 0.75
Ve =4-1302L+) 0 LAJ O L =1-1302+03*wy-m/s
0 Wp 0] 0

A barra CD possui um movimento de rotacdo no ponto D. A velocidade no ponto
C corresponde a uma velocidade de C em relagdo a D (Velocidade de rotagao).
Assim pode escrever-se a seguinte expressao:

Vo =V + Ve, p =V +WOcp A Fpe

J— 0.4* cos(45)) J— 0.2831

ne =4 0.4%sin(45) L =1 0.283 lm

o [0
0) 0 [(— 0.2831 0.283*

Ve =101 + 0 Al 0283 L =10.283*w,, tm/s
0 — Wp 0 [ 0

Como o ponto C ¢ comum as barras BC e CD, entdo, este, deve ter as mesmas
componentes de velocidade em ambas as barras. Impondo esta condigdo obtém-se:

0.75 1 0.283*60(1)1
—1.302+0.3%wy. L =10.283* w,y,
o | o

x:0.75=0.283*w,

y:=1.302+0.3*w,. =0.283* w,,

wWep =2.65rad /s
Wy =6.84rad /s

| o | | o |
Wcp=4 0 \radls WD = 0 Yrad/s
]—2_65 16.84"
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Fpe = { 0.45* @m(()())

No instante mostrado, a barra CD tem D) @
uma aceleragdo angular o.p=5 rad/s? e
uma velocidade angular wqp=2 rad/s? .
Pretende-se saber qual a velocidade e a
aceleracdo angular da barra 4B.

» Velocidade

A barra CD temi movimento de rota¢do centrado no ponto D.

Ve =Vp ¥ Veo,p =Vp + Wcp N Fpe

0.45* 003(60)1 J’ 0. 225]
] m

I 0.39 [

SN 1 I e ot
TR T e

A barra BC tem movimento geral no plano, (simultaneamente movimento de
translacao e movimento de rotacao).

Vg =Ve + Vg, 0 =Ve + W N Tep

Translaciao 4 Rotacio Movimento Geral
y
y Vi R

BC BC

+ /' . L.
B @ —> o} \

/ C X B C- ﬁxo R / / C X

Ve Ve Ve

| Zoas! o | 7o'l
Ve = 1— 0.45im/s Wpec =4 0 lrad/s T=4 0 im

o | e
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-0.8 0 J— 0.6 -0.8
Vp=1-045+ 0 Ad 0 L=1-045+0.6%wy-‘m/s
0 — Wy, l 0 0

A barra AB sofre um movimento de rotagdo em torno do ponto A.

Vp =V, +Vp, 4y =V, +WD,p NVyp

0.75*cos(45) 0.53
73 =40.75%sin(45) L =10.53m

0 0
0 0 0.53 —0.53*w p
vp=30L+1 0 LAJOS3L=1 053%w,, ‘m/s
0 W 45 0 0

Pela igualdade da velocidade no ponto B entre as barras AB e BC, obtém-se:
J_053*wAHl J ~0.8 l
0.53*w, g L =1-0.45+0.6*wyze

I

x:—0.53*w,z =-0.8 W g =1.51rad/s
y:0'53*(0/\B =—-0.45 +0'6*(DBC W = 2.083rad/s

[ ol | o |
WA = 0 Llrad/s Wpe = 0 rad/s
ll.SlJ 1—2.083J

A barra CD tem movimento de rota¢do centrado no ponto D.

» Aceleracao

dc =dp +&cp NFpe + Wcp A (wCD A ’”DC)=

=ap + (Zlc/u), + (c_iC/D);; Zep A Tpl
lo] lo|
®cp =40trad/s Gp =40lrad/s?

l2) ls)

Joaquim Carneiro 33




FiSica 1 (2008) Universidade do Minho

(Cinematica da Particula e de Mecanismos) Departamento de Fisica
ol Lol w1700 L tolallola L 00 |
a-=10L+J0LAZ 039 L+1J0LA|J0OLAL 0.39 =
lof Is [ o J BT o)
[_1.951 Jo.91 J—l.osl
=J-1.125t+]-1.61=)-2.725\m /s>

Lo Jlo] o]

A barra BC possui movimento geral no plano, simultanecamente movimento de
translacdo ¢ movimento de rotacao.

Transla¢ao ~ Rotacao Movimento Geral

B (ap/c )

dp =Ac + Apc N Tcp + Wpe A (wBC A ’”CB)

Sy vt 6 o U0 vl L O Y | P DY P | B
1 1 Ay | 0 1—2.083J 1—2.083J 1 0

J_losl J f261 J 1.55
2.725L+J0.6%* aw +1 0 L=)-27254+0.6%cy, m/s>
|| of I o

A barra AB tem movimento de rotacdo em torno do ponto A.

)

dp =d, +dpg, 4
dp =d,  + A p NV yp + @, p A (a)AB A FAB)

0
wpp=4 0 ‘rad/s
1.51
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0 0 0.53 0 0 0.53
673=J’01+J’ 0 /\JO.53 +J, 0 l/\ JO \[AJ’0.53\[ =
lof lew] Lo ) lrsif {lsif [ o]
—0.53*% —1.208 —1.208-0.53*x
=1 0.53%a, 1+J—1.2081=J,—l.208+0.53*a14b,1m/s2
o J Lol e ]

Por igualdade das aceleragdes no ponto B, obtém-se:

—1.208-0.53*ax 1.55
—1.208+0.53%x ,, L =1-2.725+ 0.6 *,
0 0
x:—1.208-0.53*c ,, =1.55 o, =5.85rad / s*

y:—1.208+0.53*x , = —2.725+ 0.6 *tp;, ay, =7.69rad /s>

0 0
Gus=1 0 lrad/s*; ay- = 0 rad / s>
5.85 —7.69

7.69rad/s* 2.085rad /s

Srad/s?
2rad/s

5.85rad /s>

1.51rad /s

I X
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3.2 - Movimento no espa¢o ; Rotacio em rela¢do a um ponto fixo

Quando um corpo gira em relagdo a um ponto fixo (por ex. o movimento de um pido), o
vector velocidade angular ndo permanece fixo. De facto, para qualquer instante de tempo, um
corpo com um ponto fixo gira instantaneamente em relacdo a um eixo que passa pelo ponto fixo
(isto ja foi referido anteriormente). Para ajudar a visualizagao do conceito de eixo instantaneo de
rotagdo, daremos um exemplo especifico. A figura seguinte representa um rotor cilindrico, feito
de plastico claro, contendo particulas escuras espalhadas por todo o seu volume. O rotor gira em
relagdo ao seu eixo com velocidade angular constante w,, € 0 seu eixo, por sua vez, gira em
relagdo ao eixo vertical fixo com velocidade angular também constante ®, nos sentidos
indicados.

Se o rotor for fotografado num dado instante durante o seu movimento, a fotografia
mostraria uma linha forte de pontos pretos, indicando que a sua velocidade, instantaneamente ,
seria nula. Tal linha de pontos sem movimento estabelece a posi¢cdo instantdnea do eixo de
rotacdo O — n. Qualquer ponto desta linha, tal como A, teria componentes de velocidade iguais e
opostas, v, € v, devido a w,. Todos os outros pontos, tais como P, apareceriam fora do foco, e o
seu movimento mostraria manchas com a forma de pequenos aros circulares em planos
perpendiculares ao eixo O — n. Sendo assim, todas as particulas excepto aquelas sobre a linha O
— n, giram em arcos circulares relativamente ao eixo instantaneo de rotagdo. Se fosse tirada uma
sucessao de fotografias, observariamos que o eixo de rotacao seria definido por uma nova série
de pontos pretos, e que o eixo teria mudado de posicdo, tanto no espago com em relacdo ao
corpo. Resumindo, diremos que para a rotagdo de um corpo rigido em relagao a um ponto fixo, o
eixo de rotagdo ndo ¢ uma linha fixa no corpo.

Joaquim Carneiro 36



Fisica 1 (2008) Universidade do Minho

(Cinematica da Particula e de Mecanismos) Departamento de Fisica

3.2.1 — Cones do corpo e espacial

Ainda em relagdo ao cilindro de plastico, o eixo instantaneo de rotagdo O — n gira num
cone circular recto em relacdo ao eixo do cilindro designado por cone do corpo. Como
o cilindro gira também em relacdo ao eixo vertical, o eixo instantaneo de rota¢ao gera
também um cone circular recto em relagdo ao eixo vertical designado por comne
espacial. A figura seguinte, caso particular em que as velocidades angulares sdo
constantes, mostra que o cone do corpo rola sobre o cone espacial.

S
/

Cone espacial
o

Cone do corpo

3.2.2 — Aceleragdo angular

A aceleracdo angular o de um corpo rigido em movimento tridimensional ¢ a derivada
em relacdo ao temo da velocidade angular, o = dw/dt. Contrastando com o caso de
rotagdo num plano Unico, em que o escalar o media apenas a variagdo no modulo da
velocidade angular, no movimento tridimensional o vector a reflecte ndo so variagdo
no modulo mas também a mudanca de direccdo do vector w. A aceleragdo angular ¢é
um vector que, no caso particular de w ser constante, ¢ perpendicular a . Com efeito,
se fizermos Q representar a velocidade angular com que o vector w propriamente dito
gira (isto ¢, precessa) ao formar o cone espacial, a aceleracdo angular que mede a
variacao da direc¢ao do vector m pode ser escrita como:

a=QAw
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A unica diferenca entre o caso de rotacdo em relagdo a um eixo fixo e rotagdo em relacao a
um ponto fixo reside no facto de que, para a rotagdo em relacdo a um ponto fixo, a aceleragao
angular a tem uma componente normal a w devido a variagdo da direccdo de w, bem como uma
componente na direc¢do de w, reflectindo as mudangas no mdédulo de w. Por outro lado, para a
rotacdo em relacdo a um eixo fixo, a tem apenas componente, ao longo do eixo fixo, reflectindo a
variagdo do modulo de w. Além disso, pontos do eixo fixo de rotagdo ndo tém, obviamente,
velocidade nem aceleracado.

IJ) IQ

Il
S
>
Ny

Cone espacial
Cone do corpo

Exemplo de aplicacdo: A carcaga do motor e o seu suporte giram em torno do eixo
Z com velocidade angular constante (precesao) d6/dt = 3 rad/s. O eixo do motor € o
disco giram a 8 rad/s em relacdo a carcaga do motor, na direccdo mostrada. Se {3 for
constante e igual a 30°, determine a velocidade e a aceleracdo do ponto A no topo do
disco, e a aceleracdo angular o do mesmo sabendo que:

0 =350 mm
£, =300 mm
h =150 mm
r=120 mm '
y=8radls;0=3rad/s
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Velocidade:

Na resolugdo que se segue, iremos projectar todas as grandezas vectoriais no referencial
movel (i.é, o ref!l Oxyz ) que designaremos por Ox,y, z, enquanto que o referencial fixo,
(ou seja, o ref OXYZ ) serda designado por Ox; y, z; . Sendo assim, a matriz de
transforma¢do de coordenadas entre os dois referenciais, ou seja a matriz que projecta o
referencial Ox, y, z, no referencial Ox,y,z, tem a forma:

1 0 0

[7] ]=O cosff sinf
0 —-sinf cospf

Além disso designaremos por:

|al|=0 ; || =7
Assim, Vira:
1 0 0 0] [0 -16) (-1.05
*§B=CT)1AFB‘S2= 0 cospB sing|{dolaleti=1 0 L=l 0
0 —sinf cosp|| |6 h 0 0

*17A/B =a71‘S2 A FA/B + @, A ?A/B
onde,
1 0 0 0 0
@1\S2= 0 cosf sing|lol=1Osing
0 -sinf cosp||O Ocos f
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Ficara:

0 0] (0] (O
#V,5=10sinBLade badylate =
fcos 8 r 0 r

résin/o’—ﬁﬁcos/a’ ry H(rsin/a’—ﬁlcos/o’)+r7 0.361
Vg = 0 +10 8= 0 =1 0
0 0 0 0

Logo,
-1.05 0.361 -0.689

v,=4 0 l+)J 0 l= 0 m/s
0 0 0

Aceleracao:

*liy =) A (@) AT, =

0 4, 0 0
g = Osinflal 0 l=l-r6%cospl=1-2.728
Ocos B 0 (6*sin 1.575

—rel

*dyp = N(D A rA/B)‘S2 + @y N(Dy ANFyp)+ 20 AV 5
b v —rel %f—/

~1r =d -
=a =G%r

0 0 0 0 0
" =10sinpla|lOsinplale L|=16%@rsinB-cosf—{,cos’ f)L=1-1.56
Ocos 8 fcos 8 r 0*(¢,sin B -cos f —rsin® B) 0.899

~
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0 0 0 0 ry 0 0
@ =lylaldyialetl=lylalol=a"=] 0 =] 0
0 0 r 0 0 —ry*| [-7.68
_rel
0 ry 0 0
£d“ =210sin LAl 0L=)2r0ycosp =1 499
Ocos 0 ~2r@ysinf -2.88
Finalmente,
0 0 0 0 0
a,=1-27281+1-156L+! 0 L+1499 L=10.702 m/s*
1.575 0.899 -7.68 -2.88 -8.086

| ]| = /(0.702) + (-8.086)* =8.12 m/ s>

G =0 N@ +@,) =

Acelerac¢ao angular:

0 0 0
Osinfla|lbsinpl+lyl]=
\6’005/3 fcos 0
(—@ycos ] (-208

0 =l 0 lm/s?
0 0
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4 — Cinematica de massas

4.1 - Introducio

Para o estudo da dinamica do sélido, que constitui o objectivo final desta disciplina,
vai ser necessario estabelecer as relagdes que existem entre forgas aplicadas aos solidos
e os movimentos que estes vao ter. Nestas relagdes intervém, directa ou indirectamente,
a massa, o modo como esta se distribui no espago e as distribuicdes espaciais de
velocidades e aceleragdes dos sistemas materiais.

Caracterizar-se-30, neste capitulo, os sistemas de vectores “quantidade de
movimento” e “quantidade de aceleragdo”, em cuja definigdo intervém a massa e a
velocidade ou aceleracdo, respectivamente. Caracterizar-se-4 ainda a “energia cinética”
dos sistemas materiais. A compreensao deste capitulo ¢ fulcral para o dominio das
matérias que se lhe seguirdo.

4.2 — Torsor das quantidades de Movimento

4.2.1 - Definicoes

Por vezes interessa considerar apenas a grandeza, direccao e sentido de um vector. Diz-
se entdo que este € um vector livre.

!
=~

Outras vezes, interessa saber também qual a recta suporte do vector.

Os vectores V, sdo o “mesmo vector”; V, e V, sdo
“equipolentes” , ou “iguais” mas ndo sio o “mesmo” vector.
Designam-se tais vectores por vectores deslizantes. A um
conjunto de vectores deslizantes chama-se torsor. Outras vezes
ainda, interessa (ndo s6 a grandeza, direccdo, sentido e recta
suporte, mas também) o ponto de aplicagdo (por ex., no estudo
da deformagdo de um soélido: a sua deformagdo depende do
ponto de aplicacao da forga).
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Interessa agora definir os elementos caracteristicos de um torsor. Considere-se um
torsor (conjunto de forgas, ou velocidades, p.ex.) e um ponto O no espago. Sejam V; o
conjunto de vectores deslizantes que constituem o torsor. Chama-se vector principal,
ou vector soma, V do torsor ao vector livre definido por:

V=37

Chama-se momento resultante em relagdo a O M, ao vector cuja linha de acgdo passa em
O e tal que

Mo = E’_i A‘ji =EM0(‘71')

i

—

VeM o sdo os elementos caracteristicos dos torsor em O.

A — Ponto material isolado

No caso de o vector genérico que tem vindo a ser apresentado, se tratar da velocidade
de um ponto material P, entdo define-se “quantidade de movimento” de um ponto material,
como um vector proporcional a sua velocidade, sendo a massa o factor de
proporcionalidade.

Define-se “momento cinético” de um ponto material em relagdo a um dado polo
(ponto O), como o momento em relacdo a esse polo, do vector quantidade de movimento
acima definido.
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B — Sistema material continuo (rigido)

Para uma distribui¢dao continua de massa, admite-
se que os sistemas sdo constituidos por um
numero infinito de pontos materiais discretos, aos
quais se associa uma massa elementar “dm”. Os
vectores quantidade de movimento € momento
cinético num ponto, terdo definicdo analoga,
apenas substituindo o somatorio (sistema discreto
de pontos materiais) por um integral estendido a
massa total do sistema material.

T
Il

. f OPAT/dm=f (OG+GP) Avdm
M M

—

Vector quantidade de movimento - Q
0 =fM vdm =fM (Vg +Vp/g)dm =fM (Vo +@ A GP)dm =
Q=fM Vg dm+ [, @& nGPdm=

Q=\7GfM dm+c?)/\fM C;Pa’m=M\7G

Nota :
fM GPdm =0 — momento estdtico relativamente
Conclusao : Qualquer que seja o tipo ao centro de massa
de distribuicdo de massa, teremos [, dm=M
sempre
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—

Vector momento cinético em O - H o

H, = [,, OP Avdm
= [, (OG+GP) A (% +@ n GP)dm
=fM OGA Vg dm +fM OGA(& A GP)dm +fM GP NV dm

+fM GP A(@ A GP)dm

=0GA VGfM dm + OG A (CT) AfM GPdm) + (fM GPdm) A Vg
+fM GP A(@ A GP)dm

=0GA MV, +fM GP A& A GP)dm

no entanto,
X W, X
fMGPA(c?)AGP)dm=fM yialdo,badylldm
z w, z
contudo,
x w, x x Z0, - Y, (O’ + 2o, — XYW, -XzZ,
yirnldo badytl=dylalxw, -z, | = —yxwx+(x2+z2)a)y—yza)z
z w, z z Yo, -xw, —Zxw, -zyw, + (x* + yz)a)z
mas,
fM (y2+22)dm=lxx > _fM Xydm=—fM y.xdm=—1xy
fM (x? +y2)dm=lzz : —fM yzdm=—fM zydm=-1,
vird
Ixx _Ixy _Ixz w,
[, GPAN@AGPYdm= -1, 1, -1, |{o,t=[I;]{}
_IXZ _Iyz Izz a)z

Joaquim Carneiro 45



FiSica 1 (2008) Universidade do Minho

(Cinematica da Particula e de Mecanismos) Departamento de Fisica

Assim, ficara:

d, =1, Y+ 0GA M 7,

ou
H, =[IG]{a)}+ O_>GA 0 ,ou H, =1—7G + 0_>GA 0
;\:_J

=H

I, =frx2 a’m=f(y2+zz)dm
I, =fry2 dm=f(x2+zz)dm
I, =fr22 dm=f(x2+y2)dm

O momento cinético de um sistema continuo, num dado ponto O, pode ser obtido
pela soma das seguintes duas parcelas:

1? resulta da multiplicacdo da matriz de inércia do sistema, definida no seu centro de
massa [I;], pelo vector velocidade angular (caso o corpo esteja a a rodar em torno de
um eixo que passe por G, obviamente).

2% ¢ o produto vectorial do vector posi¢do do centro de massa OG, pelo vector
quantidade de movimento do sistema Q.

Este resultado j& era esperado. Com efeito, conhecido o vector principal e o
vector momento em G de um sistema de vectores deslizantes, podemos calcular o
vector momento num outro ponto qualquer, utilizando a expressdo fundamental dos
campos dos momentos que acabou de se escrever. Tal equacdo traduz o conhecido
primeiro teorema de Koenig ¢ ¢ de uso muito frequente no calculo de vectores
momento cinético.
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4.3 — Torsor das quantidades de aceleraciao

4.3.1 - Definicoes

A — Ponto material isolado

Define-se “quantidade de aceleragdo” de um ponto material P, como um vector igual ao
produto da massa pelo seu vector aceleragao.

O momento em rela¢do a um dado ponto O desse vector, chama-se “momento dindmico
em O” do ponto material P.

B — Sistema material continuo

Numa distribuicao continua de massa, o torsor das quantidades de aceleracdo terd defini¢dao
semelhante, bastando apenas substituir um somatdrio (associado a contribuicdo de varios
pontos materiais) por um integral estendido a toda a massa.
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—

4.3.2 — Vector quantidade de aceleracio - Q

Qualquer que seja o tipo de distribuigdo de massa (discreta ou continua), ¢ sempre possivel
calcular o vector principal deste torsor, multiplicando a massa total pela aceleracao do
centro de massa. Com efeito, tem-se:

=~ - d d . _ d _ -
Q=fM ddm =fM Z(vdm)=EfM vdm=E(MvG)=MaG

4.3.3 — Vector momento dinimico em O - K

K, = [, OP~adm
M
contudo,

OP=(0G+GP) ; d=(dg+dps)

entdo,

K, = [, (0G+GP) A (dg +dpg)dm= [, (0G+GP) Aldg + @ A GP+é& A (& A GP)]dm
=0Gndg [, dm+0GAchfM GPdm+0GAa7A(me GPdm)+
+ (fM GPdm) Nag+ [, GPA (@ A GP)dm +[, GPAL@& A (@& A GP)]dm =

— - d — ~ —
=0GA M dg +EIM GPA (& A GP)]dm

K¢

Nota: fM GPdm =0

— - — — ~ _ — d — _ —
fM GPA (o A GP)dm +fM GPA[@ A (@ A GP)]dm = EfM GPA (@ A GP)]dm

Entao,

K,=K.+OGAM a,
——

=Hg;
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Esta tltima expressdo, traduz o 2° teorema de Koenig e ¢ muito utilizada no célculo
dos momentos dindmicos como se verd adiante. Caso o sistema material seja
constituido por uma associagdo de corpos rigidos, podera calcular-se o momento
cinético e o dinamico de cada um deles no respectivo centro de massa, transpd-lo para
0 mesmo ponto e fazer entdo o respectivo somatdrio, obtendo-se assim os momentos
cinético e dindmico do corpo como um todo.

4.3.4 — Componentes do vector momento dinimico em G, de um sélido rigido

No caso mais geral, teremos a seguinte situagao:

Ixx _[xy _Ixz W,
ﬁG=[IG]{a)} ) [IG]= _Ixy Iyy _]yz ,{CO}= a)y
_Ixz _Iyz Izz w,

Admitindo como op¢ao ldégica, que o referencial Gxyz € tal que a matriz de inércia ¢
constante (em geral este referencial estara rigidamente ligado ao s6lido), obtém-se:

d .7 T T T
EfM GPA (@ A GP)]dm =fM GPA (& A GP)dm +fM GPA[@ A (@ A GP)]dm

R i LUg] {0} ~{win(lg] {o})

Kg =[I;1{a} +{w} A ([Ig]{w})

No caso particular de o referencial Gxyz corresponder aos eixos centrais principais de
inércia do solido, entdo

L, 0 0
[I;]=|0 1, o©
0 0 I,
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4.4 — Energia cinética de um sistema material

4.4.1 - Generalidades

A energia cinética, energia acumulada por um corpo em movimento, pode ser
encarada, como mais tarde se verd, como uma fung¢do potencial de que derivam as
chamadas “forgas de inércia” associadas a esse corpo.

Trata-se de uma grandeza escalar, cuja definicdo matematica, no ambito do ponto
material, j& ¢ de todos conhecida:

2
=—my

Mais adiante, quando os conceitos de trabalho e energia forem estudados, esta
expressao sera justificada. Num sistema continuo, consideram-se um numero infinito
de pontos materiais, cuja energia cinética global sera:

T =%fM vidm

4.4.2 — Energia cinética de um solido em translacio

1 > 1_, 1. - -
T_EfM dem_EvaM a’m—EMvG Vg =
1 el
2 2 2
= EM {VGx 5 va, VGZ} va = EM\(VGX + VGy + VGZ
Ve, 2

A energia cinética de um so6lido em translacdo ¢ exactamente igual a energia que um ponto
material desse so6lido (i.é, o centro de massa) teria, se nele estivesse concentrada toda a sua
massa M.
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4.4.2 — Energia cinética de um so6lido em rotacao

1 - — - —
T=5fM(wAOP) (& A OP)dm =

Lt (wRsingYdm=L0?[ Fd

—sz w Rsin m—za)er m

1,
I'=—1I,w
2A

A expressdo de calculo da energia cinética ¢ agora formalmente idéntica a correspondente ao
movimento de translagdo, sendo a massa substituida pelo momento de inércia em relagdo ao eixo
de rotacdo e a velocidade linear pelo vector velocidade angular ou vector rotagao w.

4.4.3 — Energia cinética de um solido em movimento qualquer

Um movimento arbitrdrio de um corpo rigido pode ser sempre decomposto na soma de um
movimento de translagdo com o centro de massa, com um movimento de rotagdo em torno deste
ponto. Fazendo esta decomposicdo de movimentos, a expressdo de calculo da energia cinética

toma a forma

=%fM (¥, + @ A GP)- (Vg + @ A GP)dm =

1 ) 1 .= .= ..
=5Mdem+5fM (& A GP) (a)AGP)dm+va (& A GP) dm A/

Atendendo a que, na ultima parcela, v e @ sdo constantes em
relacdo 4 massa, esta anula-se, visto conter o factor “momento
estatico em ralacdo ao centro de massa”. A primeira e segunda
parcelas podem ser transformadas de modo semelhante ao que
foi feito na secg¢do anterior. Assim,

fM Ve dm =v(2;fM dm=Mv},

[,, (@nrGP)-(& A GP) dm=a)2fM rrdm=1,, 0’ o v
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dando origem a seguinte forma de célculo da energia cinética,

1,2 1 2
T=—Mvi+—Ico
2 G 2 AG

Esta expressdo traduz o “3° Teorema de Koenig”~ e permite decompor a energia cinética
de um solido com movimento qualquer, em apenas duas parcelas: a energia correspondente a
translacdo do centro de massa e a energia de rotacdo em torno do centro de massa.

E importante referir que, para efeitos de calculo, a parcela referente a energia de rotagao
o momento de inércia I,; , devera ser obtido a partir de momentos e produtos de inércia em
relagdo aos eixos baricentricos Gxyz que passam pelo ponto G, do eixo de rotacdo. Com efeito,
tem-se

1 1 I |
EIAGw2=_(IAGw a)) ( [ ]{a)})
—] -1 | (o,
1 1
a) O, a) y -1, o, =
]ZZ a)Z
lLwo. -1, ,0,-1, 0,
a) NN a) -1, O, +] y @y —I L, L=
-1 . w, I @, +/ o,
_1

2 1 2 1 2
=—1 o, +51yya)y +Elzza)z -l,o.0,-1, 00 -1, 00,

ou numa forma mais compacta:

2 %{w}’[fg]{w}
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Ou seja, tudo se passa como se houvesse uma projeccdo do vector momento cinético ([I] {w})
na direc¢do do vector w (obviamente colinear com o eixo de rotacdo). De facto, conhecida a
matriz de inércia de um solido, se quisermos obter o valor do seu momento de inércia ( I, ), na
direccao de um dado eixo que tenha como co-senos directores l,m,n, faremos:

1, =y 147

Onde o vector A, corresponde ao versor da direc¢@o do eixo A, ¢ que tem as seguintes

componentes:
A=li+mj+nk

[=cosO ;m= cosﬁy ; N =Cco0s0,

Deste modo o 3° Teorema de Koenig pode ser escrito da modo mais compacto na seguinte
forma:

1. . . 1
T=5MVG°VG+E{w}t[1G]{w}

Exemplo de aplicacao:

O sistema mecanico representado na figura é constituido por:

Corpo 1 — Um veio de raio r, comprimento £ ¢ massa m,, apoiado em duas chumaceiras

planas A e B, que sob a ac¢do de momento motor M, roda em torno de um
eixo horizontal X, com velocidade angular @ e aceleracdo angular ¢ -

Corpo 2 — Um disco de raio R, comprimento d ¢ massa m, , rigidamente ligado ao
corpo 1 no ponto O.

Suponha conhecidas as matrizes de inéricia dos dois corpos, em relagdo a eixos centrais
principais de inércia. Determine:

a) O torsor das Quantidades de Aceleragdo de cada corpo no respectivo centro de massa;

b) O torsor das Quantidades de Aceleracdo do mecanismo no ponto O,

¢) A energia cinética do mecanismo.
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0 =G,

O0G; = a (excentricidade)
04-0B -

@ = cte.

Resolucio:

Iremos exprimir todas as grandezas no referencial S, (x,, y;, z; ).

a) Corpo 1

Universidade do Minho

Departamento de Fisica

= quantidade de aceleragdo

O = mdg =mday = 0

= momento dinamico

o1 il ~ 7l
K, . =Hg s +oANHg .
N Ny 7 ]x1 0O 0116
KG]SI=HGIS1+<O>/\ 0 7, 0]30¢
0 O 0 [ 0
w J Zl J
(0] (1,0 1.0
o1 77l =1
KG1S1=HG1S1+<O>A O :>KG1S1=< O
0 0 0
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Corpo 2
= quantidade de aceleragdo
O, =m, an
dg, =:B+a7/\0 ,+o A (oA 0G,)
=0
0 —asing 0 0 —asing
dg, =10t A1 acose L +10LA[20LA L acosy
0 0 0 0 0
0 0 0 0
g = 0 +J0LA 0 = 0
2
afcos@ 0 abcos@ abcos@
0
m,ab cos % pL
= momento dindmico i
.—"LV]
) 772 ~ 2 e
KG2 Sl =HG2 Sl +a) A HG2 Sl
(772 772
H Galg, =[Tz—>1 ]H Galg,
_, [ ](u Uy =Uy, TUy,
1Ha, s L6, 19, V==V TV,
W, = [T1—>2 ]CD

—> U, > X

Uy, =Uu, COS@ + Vv, s
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Por exemplo, a matriz de transformagdo de coordenadas do referéncial — 1 no
referéncial — 2 pode ser obtida a partir da figura anterior. Ficara

Uy =U;COS@+V,SINQ u, cosp sing 0] (y

v, =-u;sing+v,cosp < Jv,l=|-sing cose O0fIy

z, =z z, 0 0 1]z
1. ]

Assim, teremos

cosp sing O0](6 Ocos @
@, =|-sing cosg 0[J0l=]-@sing
0 0 1](0 0
A, =i ),
I, 0 0 Ocos [x2900s¢ IIXZHCOS(p
Fléz 5 = 0 7, O ~Bsing| = —Iyzésingv =<—51x295in(p>
0 0 I, 0 0 0
Notar que:

1 5y “momento polar de inércia”

[x2 = I)’z + IZz

I =1 =1 =1 =—-1

Z 2 22 2 2 X2

De maneira inteiramente analoga, podemos obter a matriz de transformagdo de
coordenadas do referencial — 2, no referencial — 1. Assim, ficara:

cosp -sing 0

[Tz—>1]=[71—>2]t= sing cosgp 0
0 0 1
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72 72
HG2 s, =[Tz—>1 ]Hc:2 s,
. : ~ 1 900s2(p+]£19'sin2¢
cosgp —sing 0 lezHCOS(p & ]2
Héz 5 = sing cosep O <—51x295in¢)>=<1x29sin¢pcoscp—%t9'sin(pcos¢>
0 0 1 0 0
Ry ) (1 .. )
726(3+c032<p) 7219(3+cos2<p)
A =1 gsinzg l=iz] =] Tegsin
G, s = T S 2@ - G, . = A T Sm @ -
0 0
(1. . )
—260(3+cos2p)
0 4 ; 0
@Aﬁéz =Jolal 20sin2¢p = 0 '
S 4 I, .
0 —267sin2¢
| 4 J
0
o2 772 772
Kg, . =Hg, s +a)AHG2‘S]
(1, . “ (1, . ‘
—20B+cos2¢)| 17 |—=60 (3 +cos2@)
4 0 4
_ I, . . I, . .
KGZS1=< Tﬁs1n2(p >+<I 0 [ = 70s1n2q0 [
—2.6%sin2¢ I .
| 4 ) —267sin2g
0 4
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b) Quantidade de aceleragdo total (do mecanismo)

—

Q=Q1+Qz
0
Q=6+ —mzaéchS(p

m, a cos @

Momento dinamico total do mecanismo no ponto O

1 -2
K,=K,+K,
~1 — —_— = —
K0=KG1+ GIA 1=KG1=

ﬂ_/
-0

) — = —
g2 = -

([ .. ]
%0(3 +c0s2¢)

" Gisina
—0&Ssm
A @

Iﬁﬁ'z sin 2@
4

s
2 2
s
2

(.1, s 5 1]
[ 72(3 +COoS2¢) + mya” cos” @
+m,a’ ]sin 2¢ [

+mya’ ]sin 2¢

(2008) Universidade do Minho
Departamento de Fisica
0
=!-m, ab* cos g
m, abcos
1,0
0
0
—asing 0

12
Kg, +1 acosp L AJ—myab” cosg

0

m,al cos @

25 2
m,a“6cos” @
LT s
smya dsin 2

1

242
smya”0”sin 2@
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Entao:

P

1
X; 2 2
I, + 72(3 +C0S2¢) + mya” cos (p]
. 6 :
K, = 5 [122 +m,a’ ]sm 2¢ :
6’ :
[122 + mzaz]sm 2¢
m, R .
Se por exemplo, for m, =40kg; —==125; r=2cm; R=20cm; a=§; @ =30
my

e para um determinado instante se verificar que, @ = 290rpm; 6 =cte.=15 rad/ 52

ficara:
1
g2=5n5R2=08@;nﬂ
I, =lmlr2 =6.4x107 kg - m*
)
a=0.04m
6= 2202 _ 30 3714d/s
60
entao,
0 11.316
O=1-12718LN; K,=13.014 | N-m
20.1 185.314

¢) Energia cinética do mecanismo
T=T +T,

Corpo - 1 1 S, 1
e I = Eml (VGl 'VGI) + E{W}t [](;1 ] {a)}
ﬁ—/

=0
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| . 0 0](6
1,-21.0.0/ 0 1, 0|0
0 0 7,0
1 146 1
L =-1,00H 0 l=7-216
2 27
0
Corpo - 2

1 . 1
T, = Emz("c2 Vg, ) "'5{602}[ [£g,] {a)z}

Z —asme 0
‘7G2=07/\m2= O0LAaJ acosgp L= 0
0 0 Oacos
0
‘7Gz "7G2 = {O’ 0,60 acos 977} 0 = (ﬁacos ¢)2
dacosp
I, 0 0](6cosg
{wz}t[le]{w2}={‘9COS§0,—9Sin(ﬁ,0} o 7, 0 —Osing
0 0 I || o0
(I 0cosg |

{a)z}’ [£5,] {w2}= {Hcos @, - Osing, O}< - %Ixﬁ'sinw
0

a's
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{a)z}t [£5,] {w2}= I, (Bcos@)” + %IXZ (@sin @)

. I .
{0, g, s = 1,67 (cos> g + %smz §) =203+ cos2g)
entdo,

. I .
T, = %mz(ﬁacosw)2 + %92(3 +c0s2Q)

1. ., 1 . 5 Ix2 .
I'=—1,0"+_-my(facosp)” +—=6"(3+cos2yp)
2 2 8
-7 =T,

1 : , 1 1 )
T=Em2(t9acos¢)) "'E[le +le2(3+c052q0)]6

T= %(30.37 x 0.04x cos30°)? + %[6.4x 107 +0.25% 0.8 (3 + cos 60°)]>< 30.37°

T'=(22.14+325.77)=34791J
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