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Topicos de Geometria —2010/2011

Parte I
Conicas e quadricas

1 Cobnicas

1.1 Seccoes cOnicas

Uma (sec¢do) conica é a intersecgao de um cone circular recto! com um
plano.

Uma secgao conica é degenerada se incluir o vértice do cone; e nao-dege-
nerada caso contrario.

A figura seguinte ilustra os trés tipos de conica nao-degenerada: elipse,

hipérbole e parabola, respectivamente.

H& também trés tipos de conica degenerada: um ponto, duas rectas concor-
rentes, uma recta.

Nas secgoes 1.3-1.6 caracterizaremos os trés tipos de conicas nao-dege-
neradas como figuras do plano, utilizando propriedades das distancias dos
seus pontos aos focos e directrizes e obtendo equagoes na forma canénica; na
seccao 1.7 veremos que quase toda a equacao de segundo grau corresponde

a uma cobdnica, e como reconhecer esta dada aquela; finalmente, na seccao

'Um cone é a superficie formada pelas rectas que incidem num ponto fixo (o vértice)
e passam por uma curva (a base) ndao complanar com o vértice; um cone circular é um
cone cuja base é uma circunferéncia; um cone circular recto ¢ um cone circular cujo vértice
pertence a recta que passa pelo centro da circunferéncia base e é perpendicular ao plano
desta (essa recta é o eizo do cone).
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1.8 veremos que de facto toda a seccao plana de um cone é uma conica,

degenerada ou nao-degenerada, no sentido das secgoes 1.3-1.6.

1.2 Circunferéncias

Dados um ponto C' e um nimero r > 0, a circunferéncia de centro C e raio
r & o conjunto dos pontos cuja distancia a C' é r.

Em R?, como a distancia de um ponto (x,y) a um ponto (a,b) é

V@ —a)?+ (y— b2,
a circunferéncia de centro (a,b) e raio r é o conjunto
{(z.9) €R?: (v = a)’ + (y = b)* ="}

(z —a)?+ (y — b)* = r? é a equagdo dessa circunferéncia.
Se escolhermos um referencial cuja origem seja o centro de uma circunfe-

réncia de raio r, é claro que essa circunferéncia tera equacao

Podemos também descrever uma circunferéncia através de equacgoes pa-
ramétricas. Por exemplo (com a origem do referencial no centro da circunfe-
réncia),

xr =1 cost; y =1 sent (t €10,27]).

Se considerarmos a equacao
2+ dar+by+c=0

vemos facilmente (completando os quadrados) que é equivalente a

a\2 b\* 1 s 1,
<$+§) +<y+§) —Za +Zb —C

e, portanto, que é a equagao da circunferéncia de centro (—%, —g) e raio
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\/ia2+%b2—c (desde que }a® + ;b* — ¢ > 0).

1.3 Elipses

Dados dois pontos F; e F,, que inicialmente vamos supor distintos, e um
numero a, maior do que metade da distancia entre I} e Fy, a elipse de focos
Iy, Fs e raio médio a é o conjunto dos pontos P tais que a soma das distancias
de P a Fy e F, é igual a 2a.?

Consideremos um referencial ortonormado tal que F} tenha coordenadas
(—f£,0) e F tenha coordenadas (f,0), com f > 0 (colocamos o eixo das abcis-
sas na recta FiF e a origem no ponto médio do segmento [F} F3], orientando
os eixos de forma que F; tenha abcissa positiva). Repare que f < a (2f é a
distancia entre os focos). Ora, um ponto (z,y) pertencera a elipse se e s6 se

cumprir a condig¢ao

ViE+ 2y + V(@ = f)P+y*=2a
que é equivalente a
(a® = f2)a* + a®y* = a*(a® — f?),

ou seja,
2 2
S An—
a2 | a2 — f2

2Repare que, se permitissemos que a fosse menor do que a metade da distancia entre
Fy e Fy, a elipse seria vazia (devido a desigualdade triangular); e se permitissemos que a
fosse igual a metade dessa distancia, a elipse se reduziria ao segmento [F} F).
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Chamando b a \/a? — f2, ficamos com

22
S+ =1,
a b
que é a equacao da elipse na forma candnica.
A elipse na forma canoénica intersecta o eixo dos z em (—a,0) e (a,0);
e o eixo dos y em (0,—b) e (0,b); ao segmento que une os pontos (+a,0)
chamamos eizo maior da elipse; e ao que une os pontos (0, £b) chamamos
eixo menor. A origem é o centro da elipse — qualquer recta que passe pelo
centro intersecta a elipse em dois pontos, equidistantes do centro. Para além
disto, é facil ver que a elipse é simétrica relativamente a qualquer dos dois
eixos: se (g, yo) pertencer a elipse, (—xo, yo) € (g, —yo) também pertencerao.
Se os dois focos da elipse coincidirem, teremos uma circunferéncia de
raio a. Note que se colocarmos a origem das coordenadas no centro desta

circunferéncia, esta tera equacao z2 4 y? = a2, ou seja

2 2
z Y
ﬁjL?:l'

Podemos parametrizar uma elipse na forma canénica, por exemplo através

de
x = acost; y=>bsent (t € 10,2m)),

ou

T = acost; y=bsent (te|—m,m)).

1.4 Hipérboles

Dados dois pontos F e F5, distintos, e um ntmero a, menor do que metade
da distancia entre F) e Fy, a hipérbole de focos Fi, Fy e raio médio a é o
conjunto dos pontos P tais que o moédulo da diferenga das distancias de P a

Fy e F, éigual a 2a.3

3Repare que, se permitissemos que a fosse maior do que a metade da distancia entre
Fy e F5, a hipérbole seria vazia (porqué?); e se permitissemos que a fosse igual a metade
dessa distancia, a hipérbole seria constituida pela recta Fy F» menos o segmento |Fy Fy|.
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Como acima, consideremos um referencial ortonormado tal que £} tenha
coordenadas (—f,0) e Fy tenha coordenadas (f,0), com f > 0. Repare que

f > a (2f é a distancia entre os focos). Ora, um ponto (z,y) pertencera a

hipérbole se e s6 se cumprir uma das condigoes

Ve+ P4y = Ve —fP+y? =2

V=P +y =@+ ) +y? =2,

isto é, se

Vie+ )+ = (2= )2 +y? = 2,
o que é equivalente a

<f2 —a2)1‘2 - a2y2 — a2(f2 _a2>7

ou seja,
2 2
x Y _1

g_ﬁ—a?

Chamando b a +/ f? — a?, ficamos com

{E2 2
@ ¥

a? b2

que ¢é a equacao da hipérbole na forma candnica.
A hipérbole na forma canonica intersecta o eixo dos z em (—a,0) e (a,0);

ao segmento que une os pontos (£a, 0) chamamos eizo maior da hipérbole; a
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hipérbole nao intersecta o eixo dos y mas, por analogia com a elipse, chama-
mos também eizo menor ao segmento que une os pontos (0, £b). A origem
é o centro da hipérbole — qualquer recta que passe pelo centro, se intersec-
tar a hipérbole, intersecta-a em dois pontos, equidistantes do centro. Para
além disto, é facil ver que, tal como a elipse, a hipérbole é simétrica relativa-
mente a qualquer dos dois eixos: se (zg,yo) pertencer a hipérbole, (—zo, yo)
e (zo, —yo) também pertencerao.

Podemos parametrizar uma hipérbole na forma canénica, por exemplo
através de

xr = facosht; y = bsenht (teR)

_a _ btet te]ﬁw[uw?ﬂr
TS st YT 22 29 | )"

O sinal + no primeiro destes exemplos e o facto de o dominio do parametro

ou

no segundo exemplo ser a reuniao de dois intervalos disjuntos ilustram o facto
de que a hipérbole consiste de duas curvas, a que chamamos ramos.

Vé-se ainda facilmente que a hipérbole tem duas assintotas, de equagoes

_ b _ b
y—axey——ax.

1.5 Parabolas

Dados um ponto F' e uma recta d (ndo incidente em F), a pardbola de foco F

e directriz d é o conjunto dos pontos P cujas distancias a F' e a d sao iguais.

d
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Se considerarmos um referencial ortonormado tal que F' fique com coor-
denadas (a,0) e a directriz com equacao z = —a (colocamos a origem no
ponto médio entre F' e d, e o eixo das ordenadas paralelo a d), um ponto

(x,y) pertencera a parébola se e s6 se cumprir a condi¢ao

Vi —a) +y* =[x +ad,

que é equivalente a

y? = dax.

Esta é a equacao da parabola na forma canonica.

Ao ponto da pardbola mais préoximo da directriz chamamos vértice da
parabola; na forma canénica, corresponde & origem das coordenadas. A semi-
recta com origem no vértice e que passa no foco, chamamos eizo da parabola;
na forma canonica, corresponde a um dos semi-eixos dos x (positivo se a > 0
e negativo se a < 0). A pardbola é simétrica em relagdo ao seu eixo: se
(70, yo) pertencer a parabola, (xg, —1yp) também pertenceré.

Podemos também descrever a parabola (ainda na forma canoénica) através

de equagoes paramétricas; por exemplo,
r = —t; y=t (t € R)

ou
T = at?; y = 2at (t € R).

1.6 Caracterizagao das cdnicas pela excentricidade

As elipses e hipérboles podem ser caracterizadas de uma forma diferente do
que vimos acima — uma forma que permite uniformizar a caracterizacao dos
varios tipos de conicas nao-degeneradas.

Dados um ponto F', uma recta d (néo incidente em F') e um ntmero e > 1,
a hipérbole de foco F, directriz d e excentricidade e é o conjunto dos pontos

cuja distancia a F' é igual a distancia a d multiplicada por e.
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Se considerarmos um referencial ortonormado tal que F' fique com coor-
a 4

e’

denadas (ae, 0) e a directriz com equagao x = um ponto (z,y) pertencera

a hipérbole se e s6 se cumprir a condicao

que é equivalente a

Lo J .
a2 a?(e2—1)

ora, se chamarmos f a ae, para que F' tenha coordenadas (f,0) como F; na
secgao 1.4, vem a®(e? — 1) = f% — a? e portanto, chamando b a \/f2 — a2

como af, ficamos com

2 2
¢ v
a? b2

que é a equacao ja conhecida da hipérbole na forma canonica.

E imediato que esta ¢ também uma equacdo da hipérbole de foco F' =

(—ae,0) = (—£,0), directriz d’ de equagao xr = —% e excentricidade e; o que

significa que uma hipérbole tem dois focos (neste novo sentido, mas corres-
pondentes aos antigos) e para cada foco uma directriz. E também imediato

que, se tivermos uma hipérbole dada por dois focos F} = (—f,0), F5, = (f,0)
e raio médio a, a directriz correspondente a F) terda equacao x = —% e a
2

<.
Quanto as elipses, dados um ponto F', uma recta d (nao incidente em F')

correspondente a F, tera equacao xr =

4Colocamos o eixo das abcissas na recta perpendicular a d incidente em F, e a origem
O de modo que d fique entre O e F' e que a distancia de O a d seja igual a distdncia de F

. . 1
a d multiplicada por _z—.
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e um numero e € |0, 1], a elipse de foco F, directriz d e excentricidade e é o
conjunto dos pontos cuja distancia a F' é igual a distancia a d multiplicada

por e.

De facto, se considerarmos um referencial ortonormado tal que F' fique

com coordenadas (ae,0) e a directriz com equagao z = 2,5 um ponto (z,y)
e

pertencera a elipse se e s6 se cumprir a condi¢ao

que é equivalente a
xr Y

Ty g 1.
P a?(1—e?) 7

ora, se chamarmos f a ae, para que F' tenha coordenadas (f,0) como F3 na
secgao 1.3, vem a?(1 — €?) = a® — f? e portanto, chamando b a \/a? — f2

como ai, ficamos com
LUQ y2
arE=h
a b

que é a equacao ja conhecida da elipse na forma canodnica.

E imediato que esta é também uma equacao da elipse de foco F' =
(—ae,0) = (—f,0), directriz d’ de equacdo z = —% e excentricidade e; o
que significa que uma elipse tem dois focos (neste novo sentido, mas corres-
pondentes aos antigos) e para cada foco uma directriz. E também imediato
que, se tivermos uma hipérbole dada por dois focos Fy = (—f,0), F5, = (f,0)

. L1 . . . ~ 2
e raio médio a, a directriz correspondente a F) terda equagao x = —“7 ea

a?

correspondente a F, tera equacao x = 7

5Colocamos o eixo das abcissas na recta perpendicular a d incidente em F, e a origem
O de modo que F fique entre O e d e que a distancia de O a d seja igual & distdncia de F’

a d multiplicada por 1_162.
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E claro que as parabolas tém excentricidade 1.

O tnico inconveniente da caracterizagao das coénicas por foco, directriz
e excentricidade é o caso da circunferéncia — que deixa de ser um caso
particular das elipses. No entanto, convenciona-se que a circunferéncia tem
excentricidade 0; quanto & directriz, ndo existe (embora se diga, por vezes,

que esta “no infinito”).

1.7 Reconhecimento de conicas

Ja foi visto que qualquer conica nao-degenerada pode ser representada por
uma equagao do segundo grau.

Também as conicas degeneradas podem ser representadas por equagoes
do segundo grau. De facto, se o plano da conica passa pelo vértice do cone,

pode intersecté-lo

1. apenas no vértice, caso em que podemos colocar a origem das coorde-

nadas no vértice e tomar a equacao z2 + y? = 0;

2. ao longo de uma das rectas que formam o cone (o plano é tangente
ao cone), que podemos representar (em coordenadas adequadas) pela

equagao y? — 2axy + a’z* = 0 (equivalente a y = ax); ou

3. ao longo de duas das rectas que formam o cone (e que se intersectam
no vértice), que podemos representar (em coordenadas adequadas) por

uma equagao da forma y? — a?z* = 0 (que ¢ equivalente a y = +ax).

Reciprocamente, veremos que quase todas as equagoes do segundo grau
representam conicas. Consideremos uma equagao qualquer do segundo grau

em x e y, ou seja, uma equacao da forma
ar® +bxy +cy  + fr+gy+h =0, (1)

onde a, b, ¢, f, g, h sao niimeros reais e pelo menos um dos a, b, ¢ é diferente de
0. Esta equacao pode representar o conjunto vazio (por exemplo, z2+y%+1 =

0) ou duas rectas paralelas (por exemplo, 2 — 1 = 0); se nao representar o
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conjunto vazio nem duas rectas paralelas, representa necessariamente uma
seccao conica.

Vamos escrever (1) em forma matricial: sejam

(3t) () ()

entdo (1) é equivalente a
XTAX + FTX + h = 0.

Como A é uma matriz real simétrica, existe uma matriz P ortogonal tal que
PTAP & diagonal. Vamos determinar P: sejam )\ e u os valores proprios de

A e (uy,v1) e (ug,vy) vectores proprios unitarios associados a A e p; entao

A0
p=" ") ¢ Prap— ,
Uy U2 0 u
de maneira que, fazendo X = PX’ (isto é, X' = PTX), temos

(PxYTA(PX') + FY(PX') + h =0,

ou seja,

XN(PTAP)X + (FTP)X' +h =0;

agora, escrevendo

ficamos com
)\x/Q +/~L?/2 4 f’x'+g'y'+h =0. (2)

Se A=0oupu =0, (2) ¢ aequagao de uma parabola, de uma recta ou de

duas rectas paralelas: suponhamos que = 0 (a outra hipotese é anéloga);

6Por a matriz A ser ndo nula, nio é possivel A = p = 0.
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entao, completando o quadrado, vemos que (2) é equivalente a

se ¢ =0, ficamos com

N EC
/

=4 4 _
T Ve Ty

que representa o conjunto vazio, uma recta ou duas rectas paralelas, conso-
ante, respectivamente,

f/2 h f/2

e A0 e

se ¢ # 0, ficamos com

f/ 2 g/ h f/2
r,d __9 ro, .
(x+2>\ Y\ Ty T g )

7AW i n__ 1 h _ f? ~
Se agora escrevermos r” = o'+ ey =y +?_W’ esta equacao transforma-
se em .
"2 g /!
T ===y
A

que € a equacao de uma parabola na forma canénica: o vértice é em x” = 0,
y” =0, ou seja
S S

2\ g 4)\g’

_9
ax

e o focoem 2" =0, ¥y’ = ou seja, em

y_ L R R i

Tov YT T Ty Ty
Usando agora a formula X = PX’, podemos chegar as coordenadas do vértice
e do foco no referencial original.

Se A # 0 e p # 0, completamos ambos os quadrados em (2), e ficamos
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f/ ) g/ 2 f/2 /
/\(x—I—Q/\ +u y—f-Q“ 4>\—|— h

Vamos agora considerar separadamente os casos em que A e p tém o mesmo

com

sinal ou sinais diferentes.
Se A e u tiverem sinais diferentes, ficaremos com uma hipérbole ou com

2 /2
um par de rectas concorrentes: se {;—A + i_u — h =0, teremos

f’ L, g
Ty T Ay+2u’

. ’ 2 /
ou seja, duas rectas concorrentes em 1’ = —g—/\, Yy = 2 ; se f 9 —h #£0,
/2 2 "
— — g g
escrevendo 2 = o/ + L oY =yt ek = /\ +5 h, a equagao transforma—
-se em \
"
—ZBH2 + _y//2 _ 1;
k k
A
agora, um dos numeros e £ serd positivo e o outro negativo; fazendo entao
a—[eﬁ ,/—ﬁ, ou « @/——eﬁ \/>ﬁcamoscom
$1/2 y//2 y//2 .1',/2
— = = ou — — — =
2 32 32 a2

(respectivamente); em qualquer dos casos, teremos a equagao de uma hipér-
bole na forma canoénica.

Se A e p tiverem o mesmo sinal, ﬁcaremos com uma elipse ou com um

ponto (ou com o conjunto vazio): se f— 2 — h =0, a equacao representa
apenas um ponto (z’ = —%, Yy = —%); se % + 4/# h # 0 e escrevendo
como ha pouco 2 = 2’ + i 2)\, y' =y + gﬂ ek = fl2 + 4/5 — h, a equacao
transforma-se (como ha pouco) em
A 212 By
+ -y =1
PRy

. . . A W 2,
agora, se k tiver sinal oposto a A e p (ou seja, se 7 e % forem ntmeros

negativos), esta equagao representa o conjunto vazio; se k tiver o mesmo
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sinal que A\ e u, podemos fazer o = \/g e = \/% e ficamos com

ou seja, a equacao de uma elipse na forma canoénica.

Fica ao cuidado do leitor determinar os centros e eixos destas elipses e
hipérboles.

Resta apenas realgar que, como det(A) = det(PTAP) = Au a equagao

(1) representa
1. uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio se det(A) > 0,
2. uma parabola, uma recta ou duas rectas paralelas se det(A) = 0; e

3. uma hipérbole ou duas rectas concorrentes se det(A) < 0.

1.8 As seccgoes planas do cone

Consideremos um cone circular recto com vértice V' e tomemos um referencial
tal que a origem das coordenadas fique em V e o eixo dos z seja o eixo do
cone. A base do cone, sendo uma circunferéncia num plano perpendicular ao
eixo, e portanto de equagao z = 2 (29 # 0) e estando o seu centro no eixo,
tera equacao x* + y*> = 72 (r > 0) nesse plano.

Para obter uma equagcao do cone, consideremos um seu ponto P = (z,y, z)
qualquer. Esse ponto pertencera a uma recta que passa no vértice V e em
algum ponto () da base. Ora, () estard evidentemente & distancia r do eixo

A

fffffffff Q
R
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e, portanto, a distancia entre P e o eixo sera |;"—O‘ - |z| — o que significa que

2
T

z? +y2 = (—) 22,
20

que ¢ assim a equagao do cone (ﬁ ¢ a tangente do angulo entre uma recta

qualquer do cone e o eixo deste, mas o que nos interessa aqui é que é uma

P satisfara a equacao

constante).

Consideremos agora um plano 7 para intersectar o cone. Tendo o cone
uma equacao do segundo grau no referencial escolhido acima, também teré
equagoes do segundo grau em qualquer outro referencial (uma mudanga de
referencial é uma transformagao afim). Tomemos um referencial em que o

plano 7 tenha equacao z’ = 0. Sendo a equacao do cone
az” + by + c2? + fa'y' + gy + ha'Z + gl +ky +12 +m =0,
a equacao da interseccao do cone com 7, considerada como figura plana, seré
az” + by + fa'y' + j2’ + ky +m =0,

ou seja, uma equacao do segundo grau em duas variaveis. Como nao é possivel
que a intersec¢ao seja vazia nem que consista em duas rectas paralelas (ndo héa
duas rectas paralelas num cone), tem necessariamente de ser um ponto, uma

recta, duas rectas concorrentes, uma elipse, uma parabola ou uma hipérbole.”

"E possivel ir um pouco mais longe ainda com poucos calculos. Se escolhermos o
referencial original de forma que o eixo dos y seja paralelo & interseccao de m com o
plano definido pelos eixos dos x e y e que o angulo a € [0, 7] entre esse plano e o plano
7 seja o angulo entre o semi-eixo positivo dos = e o plano 7, a mudanga de referencial
consiste simplesmente numa rotagao em torno do eixo dos ¥, seguida de uma translagao:
essa rotagdo é tal que (z,y,z) = (' cosa — 2’ sena,y’, 2’ sena — 2’ cos a); substituindo

T 2

na equacao z2 + y% = (—

/2
p a, odey

2
) 22, o coeficiente de z'? sera cos? o — <%) sen
serd 1 e o de 2’y sera 0; pelo que vimos na secgao 1.7, a equacao resultante representaré
uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio (mas esta terceira possibilidade néo se coloca)

2
se cos? o — (i) sen? @ > 0, uma parabola, uma recta ou duas rectas paralelas (mas
2
esta terceira possibilidade nao se coloca) se cos? v — (%) sen? a = 0 e uma hipérbole

2
ou duas rectas concorrentes se cosZa — (%) sen?a < 0; chamando 3 ao angulo que
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Para terminarmos o capitulo sobre as coénicas, vejamos resumidamente
um outro processo, mais geométrico, de identificar a intersec¢ao de um cone
com um plano 7 (que nao passe pelo vértice do cone) — um processo devido
ao matematico belga Germinal Pierre Dandelin (1794-1847).

Se 7 for perpendicular ao eixo do cone (e portanto paralelo a base), a
seccao conica serd uma circunferéncia.

Senao, tomemos uma esfera interior ao cone, tangente a este e ao plano
m; chamemos F' ao ponto em que a esfera é tangente a 7; e C' a circunferéncia
em que a esfera é tangente ao cone. C estard num plano perpendicular ao
eixo do cone — este plano intersectara m, numa recta a que chamaremos d.

Chamemos ainda « ao dngulo entre o plano 7 e o plano da circunferéncia
onde a esfera é tangente ao cone; e 3 ao angulo que as rectas que formam o
cone fazem com o plano da base (ou com o plano da circunferéncia onde a
esfera é tangente ao cone).

A seccao conica formada por 7 é a parabola, elipse ou hipérbole de foco
F', directriz d e excentricidade %

elipse, em [Brannan, Esplen, Gray, pags. 19-20].

— ver a demonstragao, para o caso da

2 (Quadricas

Chama-se habitualmente quddrica ou, mais correctamente, quddrica no es-
pago,® a um subconjunto de R? representado por uma equacao de segundo

grau, isto é, a um conjunto da forma
{(z,y,2) € R®: ax® +by* + c2® + foy + gyz + hwz + jo + ky + 1z +m = 0},

onde a, b,c, f,g,h,j,k,[,m sao nimeros reais e pelo menos um dos coeficien-
tes a,b,c, f, g, h é diferente de 0.

cada recta do cone faz com o plano zy (complementar do dngulo que faz com o eixo do
cone; 8 € 10, %[), de forma que tg (5 = @, estas condigoes escrevem-se, respectivamente,
tgf >tga,tgf=tgaetgf <tga,ouseja, 0 >a, f=aef<a.

8As conicas, o conjunto vazio e a reunido de duas rectas paralelas sdo quadricas no
plano. Em geral, as quadricas em R"™ sao os subconjuntos de R™ solugao de equagoes do

segundo grau a n variaveis.
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Também se fala frequentemente em superficies quddricas mas, tal como ha
conicas que nao sao curvas (pelo menos num sentido habitual), ha quéadricas
que nao sao propriamente superficies (por exemplo, a equagao x? + y* + 22 +
1 = 0 representa o conjunto vazio, e a equacao 2 + y> = 0 representa uma
linha recta).

Para identificar uma quéadrica a partir da sua equacgao
ax® + by? + c2* + fay + gyz + haz + jor +ky +1z +m =0, (3)

seguimos um processo anélogo ao das conicas. Antes de mais, se definirmos

a %f %h Ji x
A= 3f b 39 J=1k e X=1|vy |,
%h %g c [ z

podemos escrever (3) como
XTAX + J'X4+m = 0;

como A é uma matriz real simétrica, existe uma matriz P ortogonal tal que

PTAP & diagonal — mais precisamente,

PTAP =

o O >
o T O
R O O

onde A\, i, v sao os valores proprios de A; fazendo X = PX/, ficaremos com

(3) na forma
)\$,2 +,uy/Q +I/z’2+j'x'+k’y'+l'z'+m — 0.

Restara apenas completar os quadrados, fazer uma translacao da forma z” =

¥+, v =y +yp, 2 =7 + 2, e as divisoes necessérias’? e teremos uma

9Nalguns casos podera ainda ser necessario trocar os nomes de algumas variaveis —

"2
y

4

por exemplo trocar " com y” em = ' para a reconhecer como do tipo 9 (cilindro
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equacao de um dos seguintes tipos de figura:

1. elipsoide: —— + L4+ 2 —1;

12 "2 12

6. cone eliptico: — + — — — = 0;
!
7. cilindro eliptico: — + = =1,

8. cilindro hiperbélico: — — = =1;
Q@

"2

9. cilindro parabdlico: — = y;
Q@

10. um plano: % = 0;

11. dois planos paralelos: z"? = a?;

12. dois planos concorrentes: — — = = 0;
«

"2 12

13. uma linha recta: — 5+ y__ 0;

62

12 y//2 Z”2
14. um ponto: ——i———i——zO;

ﬁQ

15. conjunto vazio: T + =+ - +1=0.

parabélico).

19
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A figura seguinte mostra um elipsoide, (parte de) um hiperboloide de uma
folha e (parte de) um hiperboléide de duas folhas.

A figura seguinte mostra (parte de) um paraboloide eliptico, (parte de)

um paraboldide hiperbolico e (parte de) um cone eliptico.

Finalmente, a figura seguinte mostra (parte de) um cilindro eliptico,

(parte de) um cilindro hiperbolico e (parte de) um cilindro parabélico.

‘aﬂ-irﬁ [ T 13

R

—— = [E=
" = T ===
P —
RS —— —

T s s N
"‘!‘ [ s R
T — N
= —




Topicos de Geometria —2010/2011

Parte 11
Geometria Diferencial

A Geometria Diferencial consiste essencialmente na utilizacao de ferramentas
do Calculo Diferencial e Integral para o estudo de objectos geométricos. Na-
turalmente, estas ferramentas sao mais directamente tteis para o estudo de
objectos suaves (suficientemente suaves para terem tangentes, pelo menos)
do que, digamos, para o estudo de triangulos'® (ou outros objectos pontiagu-
dos).

Aqui vamos concentrar-nos no estudo de curvas e superficies regulares
(o adjectivo “regular” é precisamente uma maneira de dizer “suficientemente

suave”).

3 Curvas e caminhos

3.0 Continuidade e derivacao de funcgoes vectoriais

Sejam U CRe F:U — R", com n =2 oun = 3. Vamos escrever

F(t) = (2(t),y(t)) ou F(t) = (x(t),y(t), 2(t))

(consoante n = 2 ou n = 3, respectivamente), de forma que z,y ou xz,y, z
sao fungoes U — R; a estas duas ou trés fungoes reais chamaremos as com-
ponentes da funcao F'.

Recordamos que F' é continua num ponto tg € U se e s6 se todas as suas
componentes sao continuas em tq. Além disso, F' é diferenciavel em %, se e s6

se todas as suas componentes sao diferencidveis em t5. A matriz jacobiana

10Gim, um triangulo s6 ndo tem tangentes em trés pontos, mas o leitor entendera por
que tem pouco interesse considerar as tangentes do tridngulo. . .
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de F' é uma matriz n x 1, que podemos identificar com um vector. Assim,

dizemos que o vector

F'(to) = ('(to), y' (o)) ou F'(to) = (2'(to), ' (to), 2’ (t0))

é a derwada de F' em ty. Se V C U for o conjunto dos pontos onde F' é
diferenciavel, a derivada de I’ é uma funcao V — R". F ¢ de classe C* se for
diferenciavel e a sua derivada for continua; ou, equivalentemente, se todas as
suas componentes forem de classe C'! (no sentido habitual para fungoes reais
de uma variavel real).

Esta derivada goza de varias propriedades anédlogas as das derivadas de
funcoes reais de uma variavel real, e que podem ser obtidas facilmente a partir
destas. Assim, por exemplo, é valida a Regra da Cadeia na seguinte forma:

se U,V C R e considerar fungoes F': U — R" e g : V — U, derivaveis,

(Fog)(t)=F(g(t) g'(t)

(onde - representa, naturalmente, a multiplica¢cdo de um vector por um es-
calar). Também sao validas as seguintes regras de derivagao dos produtos

interno e externo: se U C R e tivermos funcoes F, G : U — R", derivaveis,
(F-G)(t) = F'(t) - G(t) + F(t) - G'(1);
e, no caso de n = 3,
(Fx G)(t)=F'(t) x G(t) + F(t) x G'(t)

(estas regras dos produtos podem ser verificadas usando a definigdo de de-
rivada — de maneira analoga a da regra do produto usual em R — ou por
“forga bruta” — desenvolvendo o produto a esquerda e a seguir derivando e

aplicando a regra do produto em R).
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3.1 Definigoes iniciais

Definicao 3.1. Um caminho em R" é uma funcao continua v : I — R",
onde I € um intervalo de R.

Uma curva em R™ € a imagem de um caminho.

Se a curva C' € a imagem do caminho vy, dizemos que ~y percorre C, ou

que parametriza C, ou ainda que v € uma parametrizacao de C'.

A variavel t € I de uma parametrizacdo v : I — R” & habitual chamar

pardmetro.

Exemplo 3.1. Dado um ponto P € R", e um vector v € R™ ndo nulo, a

funcao
p: R — R™
t — PH4+tv

¢é continua e portanto é um caminho; a curva parametrizada por p é a recta

que incide em P e tem vector director v (isto &, P+ < >).

Exemplo 3.2. A funcao

vi (0,27 — R?

t  +— (cost,sent)

é continua e portanto ¢ um caminho; a curva percorrida por v é a circunfe-
réncia S' = {(z,y) € R? : 2? + y? = 1}.

Exemplo 3.3. A funcao

v: R — R?
A1)

é continua e portanto é um caminho; a curva percorrida por ~ é constituida

por duas semi-rectas ortogonais, ambas com origem em (0, 0).
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Exemplo 3.4. A funcao

vy: R — R3

t — (cost,sent,?t)

¢é continua e portanto ¢ um caminho; a curva percorrida por v é uma hélice

circular.

Exemplo 3.5. A funcao
A [0,27] — R?
cost sentcost
t — ;
(1 +sen?t’ 1+ sen2t>

¢ ainda continua e portanto um caminho; a curva que percorre é uma lem-

niscata de Bernoulli.!!

A equacdo geral das lemniscatas de Bernoulli (na forma canénica) é (22 + y?)? =
a®(x? — y?); nesta lemniscata em particular temos a = 1. Estas curvas foram encontradas
por Jacob Bernoulli em 1694, e tém a propriedade seguinte: o produto das distancias de
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Atengao: muitos autores (por exemplo, [PV Aratjo|, [MP Carmo], ou
|A Pressley|) chamam curva parametrizada (ou, abreviadamente, curva) ao
que n6s chamamos parametrizagao, e trago da curva parametrizada ao que
n6s chamamos curva.

Um caminho pode ser entendido como representando o movimento de
uma particula que percorre uma curva (ao longo de um periodo de tempo
representado por t). Por vezes, chama-se velocidade de um caminho ~y : [ —
R™ em t = to & derivada +/(tg), se esta existir. Mas aqui a velocidade nao
nos interessa muito e a derivada servird para estudar outras propriedades.

Consideremos um caminho v : I — R™ e um ponto (). Se tomarmos
um outro ponto y(t) do mesmo caminho, a recta que passa em (o) e y(t),
e que é uma secante desse caminho, tem como vector director y(t) — (o)
— ou qualquer multiplo nao nulo deste, em particular %Zo(to) Se t tender
%zo(to) poderé ter, ou nao, um

limite: se sim, isto é, se 7 for derivavel em tg, e se esse limite (= 7/(¢y)) for

para to (e portanto () tender para 7(ty)),

nao nulo, sera um vector director da tangente ao caminho v em t,.

Porque queremos calcular tangentes a caminhos e curvas, vamos limitar a
nossa atencao a caminhos diferenciaveis — e portanto a curvas que tém para-
metrizagoes diferenciaveis. Mas como quereremos calcular também curvatu-
ras (para o que necessitaremos de segundas derivadas) e tor¢oes (para o que
necessitaremos de terceiras derivadas) vamos limitar-nos ainda a caminhos
com “tantas derivadas quanto necessario” — na pratica, vamos limitar-nos

a caminhos de classe C'™°, embora o leitor deva reparar que cada resultado

cada ponto P da curva a dois focos F', 5 é constante; se se acrescentar a condigao de a
curva passar pelo ponto médio entre F; e Fs obtém-se precisamente uma lemniscata de
Bernoulli.



3 CURVAS E CAMINHOS 26

exige menos do que isso.
Mas, ainda devido ao propoésito de calcular tangentes, é necessario impor

outra restricao — vamos limitar-nos a caminhos, e curvas, regulares:

Definicao 3.2. Um caminho v : I — R" diferencidvel diz-se regular se
v (t) # 0, para todo ot € 1.

Uma curva diz-se regular se tiver uma parametrizagao reqular.

Os caminhos dos exemplos 3.1, 3.2 e 3.4 sao claramente regulares. O
caminho do exemplo 3.3 nao ¢é sequer diferenciavel; a mesma curva pode ser

parametrizada pelo caminho

p: R — R?
to— (£,27)

e este ¢ diferenciavel (¢'(t) = (3t2, 3t|t|)) — mas ¢'(0) = (0,0), e portanto ¢
nao ¢é regular.

Para simplificar a linguagem, e de acordo com as delimitacoes que ja re-
ferimos, daqui por diante, ao utilizarmos as palavras “curva”, “caminho” e
“parametrizagao”’ subentenderemos “diferenciavel (tantas vezes quantas ne-

cessario) e regular”.

Definigao 3.3. A tangente ao caminho v : I — R" em u = ugy € a recta
’Y(UO) + <’7,(U0) >.
Se a recta r for a tangente ao caminho v em u = ug, serd também tan-

gente & curva y(I) no ponto y(ug).

Exemplo 3.6. Considere a lemniscata parametrizada pelo caminho A\ do

exemplo 3.5. Este caminho é derivavel, e a sua derivada é

No[0,27] — R?
. —sent (2 +cos?t) cos(2t) (1+sen?t) — 3 sen?(2¢)\ ;
(1+sen?t)? ~ (1 + sen?t)?

note que X(t) # 0, para todo ¢ € [0,27[, e portanto A é regular. Como
A3) = (0,0) e N(5) = (—3,—3), arecta (0,0)+ < (—3,—3) >, ou seja, a

recta de equagao y = x, é a tangente a A em ¢t = T; como )\(37”) = (0,0) e
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N(E) = (3, -1), arecta (0,0)+ < (3,—1) >, ou seja, a recta de equacdo
y = —ux, ¢ atangente a A emt = 37” Assim, ambas estas rectas sao tangentes

a lemniscata parametrizada por A no ponto (0, 0).

3.2 Reparametrizagoes; orientagao

Uma mesma curva pode ter muitas parametrizagoes. Por exemplo, a circun-
feréncia S! pode ser parametrizada nao sé pelo caminho v do exemplo 3.2,
mas também por um qualquer dos seguintes caminhos (e, naturalmente, por

uma infinidade de outros):

7 [0,27] — R? v i [0,27] — R?
t — (cost,sent) t — (sent,cost)
v [0, — R? v (0,47 — R?
t — (cos2t,sen2t) t — (cost,sent)
Vs ] - 37”’ %] - R?
t — (sent,cost)

Definicao 3.4. Uma aplicacao B : J — R™ € uma reparametrizacao de um
caminho o : I — R™ se existir uma bijeccao p: J — I, diferencidvel, tal que

1. B=aou;e

2. 1/ (t) #0, para todo t € J.

Repare que se (3 é uma reparametrizagao de «, entao é também um ca-
minho regular: como a e u sao diferenciaveis, § = « o p é diferenciavel; e,

pela Regra da Cadeia, §' = o - i/, de forma que ' nao se pode anular.

H& mais algumas caracteristicas importantes a salientar nesta definicao:

1. se # é uma reparametrizacao de «, entao 3 e o parametrizam a mesma

curva (8(J) = a(u(J)) = a(l));

2. a rela¢do “é uma reparametrizagdo”’ é uma relagdo de equivaléncia (a

demonstracao deste facto fica como exercicio);
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3. se § & uma reparametrizacao de a, com [ = «a o pu, e se ug = u(ty),
entao ('(tg) = o'(up) - p/'(to) — e portanto os vectores 3'(ty) e o (ug)

sao colineares (note que 1/(tp) € um escalar nao nulo).

Esta terceira caracteristica indica em particular que a nossa defini¢ao de recta
tangente é (razoavelmente) segura: se 3 é uma reparametrizagao de «, entao

as rectas tangentes nos pontos correspondentes coincidem.

Exemplo 3.7. Considere o caminho v do exemplo 3.2 e os caminhos 73 e
75 do inicio desta sec¢@o: 73 e 75 sdo reparametrizagoes de 7y (e portanto sao

também reparametrizagoes um do outro). De facto, se tomarmos

M3 - [07 7T[ - [07 27T[ e M5 - ] - 3%7 %] - [07 27T[
t = 2 t — It
vemos facilmente que p3 e ps sdo bijecgdes, C™°, que p4(t) =2 e pis(t) = —1,

eque y3 = Yo U3 ey =70 Us.

Infelizmente, a reciproca da primeira dessas trés caracteristicas nao se
verifica: « e § podem parametrizar a mesma curva sem que sejam repara-
metrizagoes uma da outra. Por exemplo, o caminho v do exemplo 3.2 e o
caminho ~; do inicio desta seccao nao sao reparametrizacoes um do outro.!?

Mas ha uma classe de curvas em que se verifica esse reciproco:

Defini¢ao 3.5. Uma curva (compacta)'® simples aberta € a imagem de um

caminho injectivo cujo dominio € um intervalo fechado.

Por exemplo, se considerarmos os seguintes caminhos

a: 0, — R? B: [-5,5] — R?
t  +— (cost,sent) t = (t,t?)

vemos facilmente que a([0, 2F]) e 3([—5,5]) sdo curvas simples abertas; mas

12Nao existe nenhuma bijecgao continua entre [0, 27] e [0, 27 — o primeiro intervalo ¢
compacto e o segundo nao.

13Chamamos curva compacta 4 imagem de um caminho cujo dominio é compacto — ou
seja, € um intervalo fechado.
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a circunferéncia S* nao ¢ — tem parametrizacoes injectivas, mas os dominios
destas sao necessariamente da forma [a, b[ ou da forma ]a, b].*
Intuitivamente, uma curva simples aberta resulta de tomar um intervalo
fechado de R e “dobra-lo” sem auto-intersecgoes — ou seja, sem se cruzar e
sem que os extremos do intervalo toquem um no outro ou no interior do inter-
valo. Das quatro curvas representadas na figura seguinte, apenas a primeira

é uma curva simples aberta.

O
IO

A demonstracao do resultado seguinte serd dada em apéndice.

Teorema 3.1. Duas quaisquer parametrizacoes de uma curva simples aberta

sao reparametrizacao uma da outra.

Este resultado tem aplicacoes mesmo a curvas que nao sao simples aber-

tas, através da nogao de ponto simples:

Definicao 3.6. Um ponto P de uma curva C' diz-se simples se existir uma

vizinhanga V' de P tal que C' NV € uma curva simples aberta.

Embora S! nao seja uma curva simples aberta, como ja dissemos, é facil
ver que todo o seu ponto é simples (e o mesmo acontece, por exemplo, para
elipses). Na verdade, nos exemplos de curvas regulares vistos até agora, os
Gnicos pontos que nao sao simples sdo o ponto (0,0) da lemniscata (exem-
plo 3.5) e os pontos de “cruzamento” ou “entroncamento” que aparecem na
terceira e quarta curvas da figura acima.

Se P for um ponto simples de uma curva C', e se quisermos estudar
um qualquer aspecto local da curva em P, quaisquer duas parametrizagoes
de C funcionarao “como se fossem” reparametrizagao uma da outra — pois

podemos concentrar-nos numa vizinhanga V' de P tal que C' NV seja uma

14 A lemniscata do exemplo 3.5 também ndo é uma curva simples aberta — tem para-
metrizagoes injectivas (como?), mas com dominio necessariamente aberto.
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curva simples aberta, e restringir as duas parametrizacoes de forma a que
percorram apenas essa curva simples aberta.!®

Podemos expressar esta situacao dizendo que duas quaisquer parametriza-
¢oes de uma mesma curva sao, relativamente a um ponto simples, localmente

reparametrizacao uma da outra:

-

Definicao 3.7. Dado um caminho o : [ — R™, um caminho 3 : J — R" ¢
localmente uma reparametrizacao de «, relativamente a ug € I, se existirem

to € J, e,0 € RY tais que Bjy—s19+0) € wma reparametrizagio de offyg—c ug+e-

E claro que a terceira caracteristica salientada a proposito da definicdo
3.4 (de reparametrizac¢ao) se mantém para reparametrizagoes locais: se ug e
to sao valores correspondentes dos parametros, entdao o/(ug) é colinear com
3 (to)-

Em particular, se P for um ponto simples de uma curva (regular) C, C
tem uma e uma sé6 recta tangente em P.

Seja a um caminho e f = a o p uma sua reparametrizagao. Como p é
uma bijec¢ao continua entre intervalos, é estritamente monétona (e, como

w' # 0, tera de ser sempre p' > 0 ou sempre p' < 0).

Definicao 3.8. Dadas duas parametrizagoes v : I — R" ey : J — R" da
mesma curva C', dizemos que vy e 7 tém a mesma orientagao, ou definem a
mesma orientacao em C', se ¥ for reparametrizacio de v com ¥ = vyo pu e
w > 0.

Dizemos ainda que v e 7 tém, ou definem em C, orientagoes opostas ou

contrarias, se 5 for reparametrizagao de v com 4 =-~you e u’ <0.

Se considerarmos o conjunto das parametrizacoes de uma curva C', é
claro que a relagao “definir a mesma orientagao em C” é uma relacao de
equivaléncia. A uma classe de equivaléncia desta relacao chamamos uma

ortentacao de C.

5Em rigor, para que este argumento funcione, pode ser necessirio impor que as pa-
rametrizagoes sejam tais que P seja imagem de valores interiores dos parimetros — se
C = 81, com 7(t) = (cost,sent),t € [0,2n[, e P = v(0), a parametrizagdo v nao pode ser
restrita de forma a parametrizar C NV (seriam necessarios valores negativos de t).
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Definigao 3.9. Uma curva orientada € um par (C,O), onde C' € uma curva

e O € uma orientagao de C.

Na pratica, vamos dizer que consideramos uma curva orientada quando
tomamos apenas parametrizagoes com a mesma orientacao. Por exemplo, se
dissermos que C' tem a orientacao dada por 7, queremos dizer que conside-
ramos apenas parametrizagoes com a mesma orientacao de 7.

E também claro que se 7 e 4 forem dois caminhos, ambos com orientacao
oposta a 7, entdo 7 e 4 terao a mesma orientacao.'¢

Em geral, uma curva pode ter muitas orientagoes. Voltando ao caminho y
do exemplo 3.2 e aos caminhos 7; a v5 do inicio desta seccao, é facil ver que
e 3 definem a mesma orientacao em S', 5 define a orientagao oposta a essa,
mas 71,72 € 4 definem outras orientagoes (j4 que ndo sao reparametrizagoes
de 7).

No entanto, também neste aspecto as curvas simples abertas sao “bem
comportadas™ uma curva simples aberta tem duas e s6 duas orientacoes. De
facto, dadas duas parametrizacoes « e 3 de uma curva simples aberta, como 3
é necessariamente uma reparametrizacao de «, ha apenas duas possibilidades:
ou it = a~ ! o 3 tem derivada positiva e as duas parametrizacoes definem a
mesma orientacao na curva, ou i = o' o 3 tem derivada negativa e as duas
parametrizacoes definem orientagoes opostas. Se [a, b] for o dominio de « e
[¢, d] o dominio de 3, é claro que a(a) = (3(c) e a(b) = [(d) se a e (3 tiverem a
mesma orientagao, e a(a) = B(d) e a(b) = [(c) se a e B tiverem orientagoes
opostas — uma curva simples aberta tem dois extremos bem definidos, e
as duas possiveis orientagoes correspondem as duas escolhas relativamente a
qual dos extremos é o inicial e qual é o final.

Se considerarmos um ponto simples de uma curva, localmente a curva

também tera apenas duas orientagoes possiveis.

16Repare que nao faz sentido comparar as orientacdes de dois caminhos se estes nio
parametrizarem a mesma curva.
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3.3 Comprimento de arco

Consideremos um caminho v : I — R", e suponhamos que queremos de-
terminar o comprimento do trajecto percorrido por v entre t = a et = b
(a < b,a,be I} Devido a facilidade em calcular comprimentos de segmen-
tos de recta, é natural comegarmos por tentar aproximar este comprimento
por uma sequéncia de segmentos de recta: dividamos o intervalo [a,b] em
subintervalos [to,t1], [t1,ta], ..., [tn_1,tn], com to = a e t,, = b (estamos a
supor que tg < t; < ... < t,); o comprimento de cada um dos segmentos de
recta que queremos considerar é ||7y(¢;) — v(t;—1)||, e portanto a aproximagao

que queriamos é

Z Iv(ti) — y(ti-o)ll;

Yt —y(#i-1)
ti—ti—1

mas ||v(t;) —y(ti_1)]| = (t;—t;_1), e portanto podemos escrever

essa aproximagao como

>

i=1

Y(ti) — y(tic1)
t; —tiq

(ti — tic1);

ora, se formos subdividindo esta parti¢do de [a,b] em subintervalos, e por-

tanto fazendo n — +oo (mas sempre com to =a e t, =0b) e (t; —t;—1) — 0,

b
/ I/(6)] dt.

Esta discussao nao pretende ser uma demonstracao de algum resultado,

este somatorio tendera para

mas somente uma motivagao para a seguinte definigao:

Definigao 3.10. O comprimento (de arco) de um caminho v : I — R,

1"Repare que este comprimento ndo estd 4 partida definido. Sabemos (ou julgamos
saber) do que falamos apenas porque temos uma ideia intuitiva do que significa compri-
mento, mas nao é claro (nem sequer é verdade, se alargarmos o nosso Ambito a caminhos
nao diferenciaveis) que esse comprimento exista sempre.
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entre a e b (coma <b,a,bel) é

[l

Exemplo 3.8. Considere o caminho v do exemplo 3.4. O comprimento de
v entre 0 e 27 (trata-se de uma “volta” da hélice, entre os pontos (1,0,0) e
(1,0,%)) ¢

2m 2
1 1 24/26
/ (—sent,cost,g>H dt:/ \/sen2t+0032t+—dt: 70
0 0

52 )
Para a definicao 3.10 ser razoavel, é necessario que o comprimento seja

mvaritante por reparametrizagao, isto €, que se (8 for uma reparametrizagao de
a, entao o comprimento de ( entre dois valores do seu parametro seja igual ao
comprimento de « entre os valores correspondentes do seu parametro. Mas
é facil de ver que isto acontece, usando uma simples mudanca de variavel no
integral da expressao do comprimento: digamos que 3 = aop (nas condi¢oes
da defini¢ao 3.4), que vy, v s@o dois valores do parametro v de (3, com vy < vy,
e que ug = p(vg) e uy = p(vy); ja vimos que y' é sempre positiva ou sempre
negativa — no primeiro caso uy < u; e no segundo u; < ug; se for entao

' >0, o comprimento de « entre ug e u; é

/u1||0/(u)|| du = /v1||0/(,u(v))|| Ml(v) dv —

uo vo

[ 1) w@ldo= 13

V0 Vo

e se for ' < 0, devemos calcular o comprimento de « entre u; e ug, que é

/u0||o/(u)|| du = /%Ha’(,u(v))” 1 () dv =

u1 U1

[ 1) w@ldo= 1)

Vo Vo

Esta invariancia por reparametrizagao indica que o comprimento de um
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caminho entre dois valores do parametro pode ser utilizado para calcular o
comprimento de um arco (isto é, de parte) da curva percorrida por esse ca-
minho. Mas pode ser necessario ter algum cuidado com a escolha dos valores
do parametro. Por exemplo, imagine que quer calcular o comprimento do

arco da circunferéncia S' entre os pontos (1,0) e (0,1) (o arco mais pequeno

V2 V2

=,% ), e nao o que contém (—1,0)), e que se

— 0 que também contém (

propoe usar o caminho

i [0,47] — R?

t — (cost,sent)

ora, (1,0) = 74(0) e (0,1) = 74(ZF), mas o comprimento que pretende calcular
57”, e sim (por exemplo) o comprimento
de 4 entre 0 e 7 — entre 0 e 57“, v4 d& uma “volta a mais” a circunferéncia.

nao é o comprimento de 74 entre 0 e

Bastante mais importante para o que se segue é a proxima defini¢ao,

muito semelhante a anterior, mas com algumas diferengas a notar:

Definicao 3.11. Dados um caminho v : I — R™ e um valor ty € I, a fungao

comprimento de arco de y com origem em ty €

s: I — s(I)CR
; :
b S )] d
Repare que:

1. Se t > ty, entao s(t) > 0 e s(t) corresponde efectivamente ao compri-

mento de vy entre ty e t.

2. Set < ty, entdo s(t) < 0 e s(t) é simétrico do comprimento de 7 entre
te to.

3. A fungao s ¢ derivavel (s'(t) = [|7/(¢)]]).
4. A derivada de s nunca se anula (||7/(t)|| # 0, por v ser regular).

5. Como s é uma funcao real, definida num intervalo, com derivada que
nunca se anula, é injectiva; e portanto é uma bijeccao sobre a sua

imagem.
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Tomemos a inversa s~! de s; pelo Teorema da Funcao Inversa, podemos
verificar que s~! também cumpre as condicoes 3, 4 e 5 acima — isto é,
s71: s(I) — I é uma bijeccao derivavel tal que (s™')’ nunca se anula; assim,

pela definigao 3.4, a aplicacao

¢ uma reparametrizagao de 7.

Normalmente usa-se a letra s para representar o parametro de 7, o que é
natural: s = s(t).

Esta reparametrizacao tem propriedades muito interessantes, que veremos

mais adiante, e que sao consequéncia do seguinte facto:

Proposicao 3.2. Sejam v : I — R™ um caminho, s : I — s(I) C R uma
funcdo comprimento de arco de v e ¥ = yo s . Entdo | (s)|| = 1, para
todo s € s(I).

Demonstracao. Basta ver que, sendo y(t) = 4 o s(t), pela Regra da Cadeia

e portanto

e = | - :
ol

Esta propriedade de o vector derivada ser sempre unitario merece uma
designacao especial:

Se v : I — R™ for um caminho com a propriedade de ||7/(s)| =
seu parametro s nao é necessariamente uma fun¢ao comprimento de arco tal
como definida acima, mas apenas porque pode nao ter uma origem — isto &,
pode nunca acontecer s = 0 (ou dito ainda de outra forma, ndo ha garantia
de que 0 € I); no entanto, se tomarmos dois valores sg,s; € I, sg < sq,

acontece necessariamente que o comprimento de 7y entre sg e s1 €

51
/ lds = s; — sq.
50
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Assim, justifica-se a seguinte terminologia:

Definicao 3.12. Um caminho v : I — R" diz-se uma parametrizacao por
comprimento de arco se |7/ (s)|| =1, para todo s € I.

Se, além disso, v € uma reparametriza¢ao de «, entdo € wma reparame-
trizacao de o por comprimento de arco.

E, relativamente a7y, a curva y(I) diz-se parametrizada por comprimento

de arco.

Na pratica, uma reparametrizacao por comprimento de arco pode ser
muito dificil de calcular, ou mesmo impossivel de escrever em termos de
fungdes elementares (é o caso de um caminho que percorra uma elipse). No
entanto, para efeitos tedricos, podemos sempre tomar uma reparametrizacao
por comprimento de arco. Vamos ver um exemplo da utilidade disto no inicio
da préxima secgao.

Para terminar esta seccao, vamos ver que quaisquer duas reparametriza-

¢oes por comprimento de arco do mesmo caminho sao muito parecidas:

Proposicao 3.3. Sejam v e 7 duas parametrizagoes por comprimento de
arco, uma reparametriza¢ao da outra, com vy = 4o u. Entao pu(t) = £t +c

(onde ¢ € uma constante).

Demonstracao. Pela Regra da Cadeia,

mas, como [/(B)]] = [7(x(t)]] = 1, vem que |i/(8)] = 1, isto &, /(1) = 1
integrando, temos u(t) =+t + c. O

3.4 Curvatura

Queremos medir a curvatura de uma curva ou de um caminho, num ponto.
Intuitivamente, uma recta tem curvatura nula em todos os pontos, a curva-
tura de uma circunferéncia é também igual em todos os pontos e tanto menor
quanto maior for o raio e, na seguinte elipse, a curvatura é maxima em A e

B e minima em C e D.
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A ideia que vamos seguir para concretizar esta noc¢ao intuitiva é a seguinte:
a curvatura deve medir a variacao na direccao da tangente — se na vizinhanca
de um ponto a tangente varia muito, entao a curvatura é grande; se varia
pouco, entao a curvatura ¢ pequena. Isto sugere que para calcular a curvatura
devemos usar uma derivada. Como a derivada de um caminho nos da um
vector director da tangente, podemos pensar em usar a segunda derivada
do caminho; mas o vector (primeira) derivada do caminho pode variar nao
s6 em direccao mas também em norma, o que afectara a sua derivada. A
solucao é: em vez de derivarmos o caminho original, vamos derivar uma
sua reparametrizacao por comprimento de arco. Assim, a primeira derivada,

sendo sempre unitaria, nao varia em norma.

Definigao 3.13. Sejam v : I — R™ um caminho ¢ ¥ = v o s~ ' uma sua

reparametrizacao por comprimento de arco. A curvatura de vy em ty € I €
425
K(to) = || 5= (s(to))

S

Esta defini¢ao esta bem formulada: se 4 for uma outra reparametrizacgao

por comprimento de arco de 7, a curvatura resultante é a mesma. De facto,

~

ja vimos (na prop.3.3) que nesse caso, com § = 7 o u, se tem g/ = 1 ou

@' = —1; vamos chamar r ao parametro de 4 e s ao de 7, de forma que
s = pu(r); entdo, pela Regra da Cadeia,

dy dy dp

dr  ds dr
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&y dE dp  dy Pp Py (dp\® 4%
—ds % 77 . +0_d52

a2 dr ar T ds a? a2 \ar

e portanto a curvatura é igual, calculada usando 4 ou 7.

Exemplo 3.9. Considere uma circunferéncia de centro na origem e raio a,

parametrizada por

vi (0,27 — R?

t — (acost,asent)
A funcao comprimento de arco de ~, com origem em ¢t = 0, é

s: [0,2n] — [0,2an]

t — at

pois |[7/(t)|| = ||(—asent,acost)|| = a e portanto [ |7 (u)||du = [jadu =

at. Assim, uma reparametriza¢ao de vy por comprimento de arco é

505 - R

Y
S — (acosﬁ,asenﬁ)
a a
a segunda derivada de ¥ em cada ponto t = 2 ¢

d?*y  d(—sen 2, cos?) ( cos = seni)_( cost sent)

= = ) Y
a a a a

ds? ds

e a curvatura é

cost sent 1
k(t) = || [ =225, - —
a a a

— ou seja, é constante e igual ao inverso do raio da circunferéncia.

Exemplo 3.10. Um caminho tem curvatura constante nula se e so se para-

metriza uma recta, uma semi-recta ou um segmento de recta. (Exercicio)

Evidentemente, a curvatura é invariante por reparametrizacao: se (3 é

uma reparametrizacao de «, e se # é uma reparametrizacao de 3 por com-

primento de arco, entao 5 é também uma reparametrizacao de « e, sendo
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uma parametrizagao por comprimento de arco, ¢ uma reparametrizacao de «
por comprimento de arco — e portanto as curvaturas de a e 3, sendo ambas

obtidas de B, sao iguais.

Definicao 3.14. Sejam C' uma curva e v : I — R"™ uma sua parametrizagao.

Se a curvatura de vy em ty € Kk, entdo C' tem curvatura K no ponto y(to).

Os exemplos acima mostram-nos que uma circunferéncia tem curvatura
constante igual ao inverso do seu raio, e que uma recta tem curvatura cons-
tante nula.

Repare que, embora a curvatura de um caminho, para um valor do seu
pardmetro, seja Unica, uma curva pode ter mais do que uma curvatura no
mesmo ponto (se esse ponto for imagem de dois valores do parametro de um
caminho que a parametrize, e a esses dois valores corresponderem curvaturas
distintas do caminho). Mas, num ponto simples, a curvatura é tnica.

Ja foi referido que pode nao ser praticavel determinar uma reparametri-
zagao por comprimento de arco de um dado caminho. Assim, é conveniente
ter uma forma directa de calcular a curvatura de um caminho. Essa forma

sera apresentada na préxima proposicao.

Proposigao 3.4. Seja v : I — R® um caminho. A curvatura de v em ty é

) x A ()]
wlt0) = T P

Demonstragcao. Seja 4 uma reparametrizacao de v por comprimento de arco,

v =7 os. Entao, pela Regra da Cadeia,

dy dvy ds ~
=T Y onde &
T T as s YN g T

e portanto

#y _ d (dﬁ)_ L _ @@ s

@ (%)° ()"
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além disso, como s’ = +||7/]|,

/

() =IvIIP=+"-~
e derivando temos

I/ / /1

28/8//:7”.7’4_7'-’)// donde s's” =7 -4";

assim,
dZ,S/ _ 7//(5/)2 _ ’y’s’s” _ ’Y”(’}/ . ’Y/) _ ’}/(’Y/ . ,7//>‘
ds® (s7)" IvI1* ’

: A — = — 3
e como, para quaisquer trés vectores u, v, w € R?
— — = — = — o\
UX(UVxw)=(ud - -w)v —(u-v)d,
temos

&y _ A x ("%
> vt

ora, como 7" x ~' é ortogonal a v/, temos ainda que |7 x (7" x )| =

Y1~ 17" < 4'|l, e portanto

-

Esta formula, tal como estd apresentada, aplica-se apenas a caminhos

25
ds?

_ TN I I XA [ A O

[odl [odls [odlk

em R3. Mas repare que um caminho V() = (z(¢),y(t)) em R? pode ser
identificado com o caminho 73(t) = (x(t),y(¢),0) no plano R* x {0} C R?;
claro que o vector v§ x 74 = (0,0,2”(t)y'(t) — 2/(t)y"(t)) ndo pertenceréa a
esse plano (a nado ser quando for nulo), mas para a féormula da curvatura
interessa-nos apenas a norma desse vector. Assim, se tivermos um caminho

v = (z(t),y(t)) no plano, a sua curvatura sera dada por

2" (t)y (to) — 2" (to)y" (to)]
wlto) = Ok ‘

72

Exemplo 3.11. Considere a elipse de equagao % + y? = 1, parametrizada
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por
v 0,27 — R?

t — (2cost,sent)

Entao
7 (t) = (—2sent,cost) e ~"(t)=(—2cost,—sent),

donde (identificando R? com R? x {0})
17" () x /()] = (0,0, =2 cos* t — 2sen*t)|| = [|(0,0, =2)| =2

e a curvatura de v em t (e portanto da elipse em (t), ja que todo o ponto

da elipse é simples) ¢ dada por

a(t) = 1) x 'Ol _ 2 2

IV @IF (Vasen?t +cos?t)?  (V3sen?i+ 1)3

E facil ver que esta curvatura é maxima quando sent = 0, isto ¢, em t =0 e
t=m, ouem (2,0) e (—2,0); e minima quando sent = £1, isto é, em t =
et=23 ouem (0,1) e (0,—1).

3.5 Triedro de Frenet; torcao

Definigao 3.15. Seja v uma parametrizacao por comprimento de arco. Va-

mos chamar vector tangente unitario de v em s ao vector

Proposicao 3.5. Sejam I CR e F': [ — R" uma funcao derivavel tal que
|E'(t)|l = 1, para todo t € I; entdo, para todo t € I, F'(t) é ortogonal a F(t)
ou F'(t) = 0.

Demonstra¢ao. Como || F(t)|| = /F(t) - F(t), de [|[F(¢)|| = 1 vem que tam-
bém F(t) - F(t) = 1; derivando, temos F'(t) - F(t) + F(t) - F'(t) = 0, isto ¢,
F'(t)- F(t) = 0. O

Em particular, se v for uma parametrizacdo por comprimento de arco,
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— —
E— —

o vector 7" ( ) & ortogonal a +/( ) — excepto quando 7" é nulo (ou

seja, quando a curvatura de 7y é zero).

Definicao 3.16. Sejam v uma parametrizacao por comprimento de arco, e
s um valor do parametro para o qual a curvatura de v € nao nula. O vector

normal principal de v em s é

— N 7"(s)
") = e

. ~ — —
Assim, em cada ponto (de curvatura ndo nula), ¢ e 7 sdo vectores
.. . — L, .
unitarios ortogonais (em pontos de curvatura nula, 7 nao esta definido).

Repare ainda. que, como 7(s) = +/(s) = ()" ()] e (s) = Ih"(s)]]
t'(s) = rk(s)T(s).

Daqui para diante interessam-nos apenas caminhos (e curvas) em R3.

Definicao 3.17. Sejam v : I — R3 wma parametrizaciao por comprimento
de arco, e s um valor do pardmetro para o qual a curvatura de v € nao nula.

O plano osculador de v em s € o plano

—

v(s)+ < t(s), m(s)>.

O plano osculador de v em sy é o plano do qual o caminho se encontra
“mais proximo”, numa vizinhanca de sg. Vejamos que, se 7 for plano, isto
é, se a curva parametrizada por v estiver contida num plano, esse plano é o
plano osculador para todo o valor de s: de facto, se y(s) = (z(s),y(s), 2(s))
pertencer a um plano 7, de equagao ax + by + cz = d, para todo o s, isto ¢,
se

ax(s)+by(s)+cz(s) =d,

entao derivando duas vezes vemos que

az'(s)+by'(s)+cz'(s) =0
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2"(s)+by"(s) +c2’(s) =0,
ou seja, que ¥'(s) = (2'(s),y'(s), 2'(s)) e v"(s) = (¢"(s),y"(s), 2"(s)) perten-
cem ao plano vectorial paralelo a m; assim, o plano osculador

Y(s)+ < t(s), W (s)> =7(s)+ <7'(5),7"(s)>

é paralelo a 7 e, tendo em comum o ponto (s), é precisamente 7.

Se um caminho v nao for plano numa vizinhanga de s,, afastar-se-a do
plano osculador em sy & medida que o parametro s se afastar do valor sg;
esse afastamento sera tanto mais rapido quanto mais “torto”, ou “torcido”, for
o caminho. Queremos entao medir a velocidade desse afastamento, ou quéao
“torcido” é o caminho — a essa medida chamaremos torcao.

Repare que isso equivale a medir a variagao na direc¢ao do plano oscula-
dor — quando s se afastar de sq, essa direcgao variaré tanto mais quanto mais
rapidamente o caminho se afastar do plano osculador em sy. Quanto a direc-
¢ao de um plano, pode ser caracterizada por um vector unitario que lhe seja
perpendicular; ora, é muito facil introduzir um vector unitario perpendicular

ao plano osculador: basta tomar o produto externo 7(5) x 7 (s).

Definicao 3.18. Sejam v : I — R3 wma parametrizacio por comprimento
de arco, e s um valor do pardmetro para o qual a curvatura de v € nao nula.

O vector binormal de v em s € o vector

B (s) =t (s) x 7(s).
Como ¢é 6bvio, ||?(s) | = 1; assim, e pela defini¢ao de produto externo, o
terno
(F(5), 7(s), b (s))

constitui (para cada s) uma base ortonormada de R®. A este terno chama-se

triedro de Frenet.

Recordando que ‘ (5) =+'(s) e (s) = , € imediato que (v tendo

terceira derivada) b (s) é derivavel.
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—_
E o que acontece se derivarmos b (s)?

B(s) = T'(s) x W(s) + T (s) x W(s)
= k(s)T(s) x TW(s)+ £ (s) x 7'(s)
=¥ (s) x (s
Este resultado diz-nos que ?’(s) ¢ ortogonal a ?(s); mas, como H?(S)H =1,

. _> H . H .
ja sabemos que b'(s) é ortogonal a b (s); assim, b'(s) tem de ser colinear

— . L. .. =
com 7 (s) — isto é, é o produto de um escalar pelo vector unitario 7 (s).

Definigao 3.19. Sejam v : I — R3 wma parametrizaciao por comprimento
de arco, e s um valor do pardmetro para o qual a curvatura de v € nao nula.

A tor¢ao de v em s € o escalar 7(s) tal que

—

b'(s) = —71(5)7(s).

Ao contrario da curvatura, a torcao é definida de maneira a poder ser
positiva ou negativa: ?’(s) pode ter o mesmo sentido de 7 (s), ou o sentido
oposto; se tiver o mesmo sentido, sera negativa; se tiver o sentido oposto, sera
positiva. A razao para esta aparente inversao de sinais (ou seja, para o sinal
menos em ?’(s) = —7(s)7 (s)) é o facto de querermos que a tor¢ao positiva
corresponda a caminhos que ‘“rodam” no sentido directo; mais precisamente,
um caminho tem torgao positiva se se afasta do plano osculador no sentido

do vector binormal, e negativa se se afasta no sentido oposto.'®

Exemplo 3.12. Considere o seguinte caminho, que parametriza uma hélice

circular

v: R — R3
s +— (acoss,asens,bs)

(a,b € R, tais que a® + b* = 1, para que v seja uma parametrizagao por

comprimento de arco); a torgao de 7y é constante, e tem o mesmo sinal de b

18 Atengdo: alguns autores (por exemplo, [MP Carmo|), ignoram este argumento e de-
—

~ . . . e
finem tor¢ao como sendo simplesmente o coeficiente de b’(s) relativamente a 7 (s), ou
seja, como o simétrico da nossa torgao.
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(exercicio). Na figura seguinte estao representadas duas destas hélices, a da

esquerda com tor¢ao positiva, e a da direita com torcao negativa.

2

o C

Proposicao 3.6. Seja v : I — R3 uma parametrizacao por comprimento de

arco cuja curvatura nunca se anula. Entao v(I) estd contida num plano se

e so se a torgao de vy € identicamente nula.

Demonstra¢ao. Suponhamos que (/) estd contida num plano. Entao, como
j& vimos, o plano osculador de v é o mesmo, para todo o valor do parametro.
Assim, o seu vector binormal é constante, e portanto a tor¢ao é nula.
Reciprocamente, suponhamos que a tor¢ao de vy é constante nula. Entao
o vector binormal b é constante. Consideremos um ponto ¥(s) e derivemos

ﬁ
o produto interno de y(s) por b :

/

— — —
- b

(1) F) =) T +05)

— g
t

(s)- b +0=0;

—
entdao y(s) - b é também constante; se chamarmos d a essa constante e

escrevermos Y(s) = (z(s),y(s), z(s)) e D = (a, b, c), temos entao

ax(s) +by(s) + cz(s) = (x(s),y(s), 2(s)) - (a,b,¢) = d;
ou seja, qualquer que seja o s € I, y(s) pertence ao plano de equagao ax +
by + cz =d. O]

J& tinhamos visto que 7’(3) = k(s)7(s) e, por definicio de torcdo,

— N ) N —
b'(s) = —7(s)7m(s); o que podemos dizer sobre n’'(s)? Sendo b (s) =
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e, como ?(s) =1 (s) x ?(8) e (para todos os u, v

concluimos que
T(s) = —r(s) T (s) + 7(3)3>

(s).

As trés equagoes

)= EET)
() = —hls) T () +7(5) b (5)
b'(s) = ~7(5)7 (5)

sdo conhecidas como Formulas de Frenet (ou de Frenet-Serret), e sao facil-

mente memorizaveis na forma matricial

(s 0 w(s) O T (s)
z’ s = —k(s) 0 7(s) z(s)
b'(s 0 —7(s) 0 b (s)

Nesta secgao, supusemos até agora que 7y era uma parametrizacao por
comprimento de arco. E se v nao o for? Como definir 7(1&), W(t),?(t) e
7(t)? Naturalmente, usaremos uma reparametriza¢ao de v por comprimento
de arco; mas, ao contrario do que acontece para a curvatura, nem toda a
reparametrizagao por comprimento de arco serve (completamente) para este
proposito. Como queremos que ? tenha o mesmo sentido que 7/, necessita-
mos de uma reparametrizagao de v por comprimento de arco com a mesma

orientacao de 7.

Definigao 3.20. Sejam v : I — R® um caminho e ty um valor do parametro
para o qual a curvatura nao se anula. Seja ainda v uma reparametriza¢ao
de v por comprimento de arco com a mesma orientacao de 7.

Os vectores tangente unitario, normal principal e binormal de v em ty sao,
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respectivamente, os vectores tangente unitdrio, normal principal e binormal
de 7 em so = u(to).
Além disso, a tor¢ao de vy em ty € a torgao de 5 em so = p(to)-

O leitor devera verificar que esta definicao estd bem formulada: duas
reparametrizacoes 7 = yo u~' e 4 = yor~! de v por comprimento de arco,
com p' > 0e v/ >0, terao o mesmo triedro de Frenet e a mesma torgao.

Como ja foi dito, pode nao ser praticavel calcular explicitamente uma
reparametrizagao de y por comprimento de arco. Mas tal nao é necessério
para calcular o seu triedro de Frenet e a sua tor¢cao — basta reparar que,
se 4 = v o pu~! é uma reparametrizacao de v por comprimento de arco com
i > 0, entao

w(t) =11y @l

(jaque 1= [17']| = |7l |5z | = IVl ;7). No que se segue chamaremos, como

habitual, ¢ ao parametro de 7 e s ao parametro de 7 (s = u(t)).

E entao facil calcular ?:

- —
E também facil calcular b, se repararmos que +/(f) x 7”(t) tem a mesma

ﬁ
direcgao e o mesmo sentido que b (¢):

dy 4y dp dy A% <du)2 il d2p

= L. Z =27 s 4
dt  ds dt a2 ds? \ dt ds 2’ (4)

donde

dt © diz  ds  dt ds? \ dt ds dt?

= 25 2 = 572
SR R

2 5 2% 2 5 72
d_vxdv_d_v.d_ux<dv(d_u) L4 du)

T ds ot ds? \ a ds dt \ds a2’

ireita é & dp 4y d2p
mas a segunda parcela do termo da direita é nula, por 7! - == e 71 - =& serem
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vectores colineares; assim,

V() x () = (W' ()7 7 (s) x 7"(s

! t X 1 t
B () = 7/( ) 7”( )
1v/(t) x ¥"(t) ]l
Finalmente, é claro que 7 () = 7(15) X 7(15)
Resumindo:
7 7’ N ’Y/ % '7”
17/l |7 > "]
é
T=0bxt

48

A proposito, as igualdades (4) acima significam que 7/(¢) é colinear com

7' (s) (o que ja tinhamos visto ha muito) e 7”(¢) é combinacao linear de 7'(s)

e 7"(s); assim, < T =< 7(s),7"(s) > = <+'(t),7"(t) > e o plano

osculador de vy em ¢ & y(t) + < 7/(t),~"(t) >.

Quanto a calcular a torcao, bastara derivar o vector binormal em ordem

a s. Isto é, como

—s
dv _>edb b dp
as " it ds  dt

temos
ﬁ

b
@l

= —7(t)7(t).

Repare que um processo anédlogo a este pode ser usado para calcular a

curvatura: como

Kn e

T, AT _dT e
ds At~ ds dt
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temos
T~ <O

e como a curvatura é nao negativa, podemos ainda escrever
H
1t @®)]]
1@l

No entanto, ¢é frequentemente mais pratico usar a férmula da proposi¢ao

K(t) =

3.4. Tal como é mais pratico usar uma férmula analoga para calcular a torgao.

Proposicao 3.7. Sejam v : I — R3 um caminho e t um valor do pardmetro

para o qual a curvatura nao se anula. A torcao de v em t é

(v'(t) x"(t)) - 7" (t)
17/ () x 4" (1)]2

Demonstragdo. Seja = you ™! uma reparametrizacao de v por comprimento

T(t) =

de arco, com y/ > 0, e seja s = p(t). Vamos ver primeiro que

(V'(8) x¥"(1) -2"() _ (¥'(s) x3"(5)) - 7" (5)
[l (8) < " ()] 17" (s )>< PP

De facto, ja vimos que

donde
17/ () x "N = (' (#)° 15 (s) x 7" ()11

além disso, por ser v (t) = 7"(s)(1/'(t))* + 7' (s)p" (t), &
V() = T O + 37 O (D) + 7 (" (D)
e portanto

(7'(8) x 7"(1) - 7"(t) = (W' ()" (7' (s) x 7"(5)) - 7" (s).
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Vejamos agora que a tor¢ao de 4 em s (e portanto a tor¢ao de v em
4 . . (A ()x3"(5))-7"" () =) — Bt
t) é efectivamente igual a Fo e - Ora, de —mn (s) = b'(s) vem

(fazendo o produto interno por —7(s))

assim,

X1

e como, por um lado, ||57(s)]|> = ||7/(s) x 7"(s)||* (por ¥'(s) ser unitario e

ortogonal a 7" (s)) e, por outro, (u x v)-w = —(u x w)- v (para quaisquer

— = — :
uw, v, w € R?) concluimos finalmente que

T =

(Y'(s) x 3"(s)) - 7"(s) _ (3'(1) x7"(#)) - v"(#) O
[17/(s) x 3" (s)]I? () xy"@)*

Falta analisar o que se pode dizer, quanto ao triedro de Frenet e quanto
a torcao, a proposito de curvas. O vector tangente unitario nao é invariante
por reparametrizacao: se a e § forem duas parametriza¢oes da mesma curva
com orientagdes opostas, os seus vectores tangentes unitarios serdo (em cada
ponto) simétricos um do outro. O vector normal principal, pelo contrério,
¢ invariante por reparametrizacao, como foi visto na pagina 38'?. Assim, o
vector binormal também nao sera invariante por reparametrizacao: sendo o

— — . ~ . .

produto externo de ¢ por n, uma reparametrizagao mantera o seu sentido
ou inverté-lo-a consoante mantém ou inverte o sentido de .

Sendo assim, se considerarmos um ponto simples P de uma curva C, ha
duas escolhas para o vector tangente unitario ou para o vector binormal a P

em C — correspondentes as duas possiveis orientacoes locais de C.

YEmbora nio com essa terminologia: af falamos em segundas derivadas de reparame-
. ~ . . —
trizagoes por comprimento de arco — ou seja, K7 .
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Mas, se fixarmos uma orientagao em C, esta indefinicao desaparece:

Definicao 3.21. Sejam (C,O) uma curva orientada e v € O (isto é, 7 :
I — R™ € uma parametriza¢iao de C' com a orientagao O). Se o triedro de
Frenet de v emt € I ¢ (?,W,?), entao C, com a orientagao O, tem no
ponto ~(t) vector tangente unitario 7, vector normal principal 7 e vector

: - . N
binormal b — e portanto triedro de Frenet (¢, 7, b).

Quanto a torgao, € invariante por reparametrizagao: sejam (3 um caminho
e a = (J o u uma reparametrizagdo de 3 com u' < 0 (é claro que se fosse
p' >0, as torgoes de v e (3 seriam iguais); sejam ainda u e v = p(u) valores
correspondentes dos seus parametros para os quais as suas curvaturas nao
se anulam; entao, chamando ?a e ?5 aos respectivos vectores binormais,

temos

pela Regra da Cadeia,

du dv du
o (u) = B'(v) p' (u)
donde . N N
bw)  Dh) ) D)
le@)ll 1) e ()] 18 )
ou seja,
—Ta(u)Wa(u) = —75(v) Ws(v)
e, como 1 o(u) = 1 5(v),

Ta(u) = 75(v).
Assim, faz sentido definir tor¢ao de uma curva.
Definicao 3.22. Sejam C uma curva em R3 e~ : I — R? uma sua parame-

trizagao. Se a curvatura de v em ty € nao nula e a tor¢ao € T, entio C' tem

tor¢ao T no ponto y(ty).



3 CURVAS E CAMINHOS 52

E claro que uma curva pode ter mais do que uma tor¢do num ponto (se
esse ponto nao for simples). Mas num ponto simples uma curva tem no
méximo uma tor¢ao (ndo tem nenhuma se a curvatura for nula).

Repare finalmente que a invaridncia por reparametrizacao da torcao sig-
nifica que a proposi¢ao 3.6 pode ser estendida a caminhos que nao sao para-

metrizagoes por comprimentos de arco e evidentemente a curvas:

Proposigao 3.8. Seja v : I — R3 um caminho cuja curvatura nunca se
anula. Entao v(I) estd contida num plano se e sd se a sua tor¢ao é identi-

camente nula.

Demonstracao. Basta tomar uma reparametrizagao de v por comprimento

de arco e aplicar a proposigao 3.6. Il

Apéndice

Como prometido, vamos demonstrar o resultado seguinte, que foi enunciado

na secgao 3.2 (pag. 29):

Teorema 3.1 Duas quaisquer parametrizacoes de uma curva simples aberta

sao reparametrizacao uma da outra.

Demonstracao. Seja C' uma curva simples aberta; existe entdao um caminho
7 : |a, b] — R™, injectivo, que parametriza C'.

Devido a transitividade da relagao “ser reparametrizagao”, para ver que
duas quaisquer reparametrizacoes de C' sao reparametrizacao uma da outra
basta ver que qualquer parametrizacao de C' é reparametrizagao de v. Com
esse objectivo, consideremos uma qualquer parametrizagao o : [ — R" de C.

Por a parametrizagao vy ser injectiva, tem uma inversa v~ ' : C' — [a, b].
Vamos definir uma fun¢ao p: I — |[a, b] por

p=r"toaw
entao o = 7y o i e queremos ver que u verifica as restantes condi¢oes enunci-
adas na definicao de reparametrizagao, isto é, que p é uma bijeccao diferen-
ciavel e p/(t) # 0, para todo t € I.
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A sobrejectividade de p ¢ imediata: pu(I) = v~ (a(I)) = ~y71(C) = [a, b].
A injectividade sera verificada no final.

—1 & continua, por ser a inversa de

A funcao p é continua: de facto,
uma funcao continua definida num compacto,?® e portanto © € a composta
de duas fungoes continuas.

Para vermos que p ¢ diferenciavel, seria tentador dizer que p = v ! o«
¢ a composta de duas aplicacoes diferenciaveis; contudo, o dominio de v~! &
um subconjunto de R™ com interior vazio, e portanto nao sabemos falar em
diferenciabilidade. Felizmente, podemos caracterizar  de uma maneira mais
apropriada para este efeito.

Digamos que

V(1) = (2(t),y(t) e alu) = (x1(u),y1(u))

(o caso de curvas em R3 & perfeitamente analogo), e tomemos um wuy € I.
Seja tg = p(up); como é v'(tg) # 0 (por 7 ser regular), uma das componentes
de 7/(to) é ndo nula; sem perda de generalidade, suponhamos que /(o) # 0.
Entao, pelo Teorema da Funcao Inversa, existe uma vizinhanca T de %, tal
que a funcao z|7 ¢ injectiva e a sua inversa (z|r) ™! ¢ diferenciével; repare que
esta injectividade significa que no arco v(T') C C' nao ha dois pontos com a
mesma abcissa. Facamos agora U = p~(T'); temos que U ¢ uma vizinhanga
de uy (porque p é continua, e portanto a imagem reciproca por p de um
aberto ¢ um aberto).

Para simplificar, vamos escrever x em vez de z|r. Consideremos entao a
funcao

v: U — T

u — oz (zy(u)

E claro que v = ply: de facto, se t = v(u), entdo z(t) = z,(u) e o tnico
ponto em Y(7T) = a(U) com essa abcissa serd (z(t),y(t)) = (z1(u),y1(u)),

isto é y(t) = a(u), donde se conclui que t = p(u).

20Recorde que uma funcdo é continua se e s6 se a imagem reciproca de um qualquer
fechado é um fechado. Ora, a imagem reciproca por v~ ! de um fechado é a imagem por
~ desse fechado e, sendo o dominio de v um compacto, esse fechado sera compacto; sendo
~ continua, a imagem desse compacto serd um compacto — e portanto seré fechado.
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Ora, a funcao x; ¢ diferenciavel (por ser uma componente de «) e ja vimos
que a fungao 7! é também diferenciavel; assim, ply é diferencidvel por ser
a composta de duas fungoes diferencidveis. Como este argumento pode ser
repetido para cada valor de I (eventualmente com y e y; em vez de z e z1),
concluimos que a fungao p ¢é diferenciavel em todo o seu dominio.

Visto que y existe, falta ver que nunca se anula. Mas o = v o i, donde,

para todo u € I,

ora, se fosse p/(u) = 0, seria também o' (u) = 0; mas isso ¢ impossivel, pois
« € uma parametrizacao regular.

Finalmente, verifiquemos a injectividade de u: sendo p' continua definida
num intervalo e p/ # 0, tem de ser ' sempre positiva (e p estritamente
crescente) ou /' sempre negativa (e u estritamente decrescente); em qualquer

dos casos, i serad injectiva. O]

4 Superficies

4.0 Homeomorfismos

Um conceito muito importante para o que se segue ¢ o de homeomorfismo.
Recordamos que um homeomorfismo entre dois espagos topologicos (ou em
particular entre dois espagos métricos) X e Y é uma aplicacdo h: X — Y
bijectiva, continua e tal que a sua inversa h=! : Y — X é também continua.

Mas qualquer aplicacao é sobrejectiva sobre a sua imagem; isto €, se
h : X — Y for injectiva mas nao sobrejectiva, podemos dizer que h : X —
h(X) C Y é bijectiva. Assim, por abuso de linguagem diremos que uma
aplicacao F' : U — R™ é um homeomorfismo se for injectiva, continua e a
sua inversa F~! : F(U) — U for também continua. Dizemos também (sem
abuso de linguagem) que U e F(U) sa@o homeomorfos.

Vejamos trés exemplos (um de um homeomorfismo, outro de um nao-
-homeomorfismo e um tltimo de um nao-homeomorfismo que pode facilmente

ser transformado num homeomorfismo).
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Exemplo 4.1. A aplicacio o : R — R? dada por «a(t) = (¢, [t|) ¢ um
homeomorfismo. A injectividade é imediata (basta reparar que a primeira
componente de a é a funcao identidade); a continuidade também (tanto a
identidade como a fungao médulo sao continuas); quanto a a~! ser continua,
basta reparar que é a restri¢io ao conjunto a(R) de uma funcao R? — R
continua, nomeadamente a projec¢ao sobre a primeira coordenada (z,y) — .

(Parte d)o conjunto «(R) esta representado na figura seguinte. Este con-
junto, composto por duas semi-rectas com a mesma origem (0,0), é portanto

homeomorfo a R.

Exemplo 4.2. A aplicacao (3 : |0, 37“[ — R? dada por 3(t) = (cost, %sen 2t)
¢ injectiva e continua, mas nao é um homeomorfismo, porque 3~! nao é
continua em (0,0). Repare que lim,_ sx B(t) = (0,0) e (0,0) € 5(]0,25])

s

porque (0,0) = B(3). Ora, consideremos a sucessao (un)nen tal que u, =
3 — L Asucessao de pontos de 4(]0, 2[) dada por P, = 3(u,) converge para
lim,_ 5x B(t) = (0,0); no entanto, a sucessao 5~*(P,) = u, nao é convergente

em 10, %] (porque 2 ¢ 10, 2.

-=q

O conjunto 3(]0, 37”[) esta representado na figura acima. Poderiamos pen-
sar que existe uma outra aplicagao definida num intervalo de R cuja imagem
é este conjunto e que é um homeomorfismo. Nao vamos dar aqui os detalhes

do porqué, mas tal aplicacao nao existe: este conjunto nao ¢ homeomorfo a



4 SUPERFICIES 56

nenhum intervalo de R (o problema esta na forma de Y perto de (0, 0)).

Exemplo 4.3. A aplicagio v : [0,27[ — R? dada por y(t) = (cost,sent)
¢ também injectiva e continua, mas nao é um homeomorfismo, porque y~*
nao é continua em (1,0): a sucessao dos pontos v (27T — %) tende para (1,0),
mas a sucessao dos valores 2w — % nao é convergente em [0, 27[. Podemos
facilmente obter um homeomorfismo a partir de v, restrigindo o dominio a
10, 27[; no entanto, a imagem deixa de ser a circunferéncia S', e passa a ser
ST\ {(1,0)}. Uma circunferéncia “menos um ponto” é de facto um conjunto
homeomorfo a um intervalo aberto de R, enquanto uma circunferéncia nao é

homeomorfa a um intervalo de R.

Por uma questao de simplicidade, come¢camos por ver exemplos referen-
tes a conjuntos homeomorfos (ou nao) a intervalos de R; mas vamos estar
mais interessados em conjuntos homeomorfos a subconjuntos abertos de R2.

Adaptando os exemplos acima, é facil ver que as aplicagoes

R? —  R? 10,27[xR — R3

(u,v) +— (u,lul,v) (u,v) +— (cosu,senu,v)

sdo homeomorfismos — os cilindros com bases «(R) e v(]0, 27[), isto ¢é, os
conjuntos a(R) xR e v(]0, 27[) x R sao homeomorfos a R? e |0, 27 xR respecti-
vamente; mais geralmente, se X for homeomorfo a Y, X x Z serd homeomorfo

aY x Z. Também é facil ver que as aplicagoes

10, Z[xR — R3 [0,27[xR — R3

1

;5 sen 2u, v) (u,v) +— (cosu,senu,v)

(u,v) — (cosu

nao sao homeomorfimos. Mas aqui é preciso mais cuidado a tirar conclusoes
sobre os conjuntos envolvidos: £(]0, 2 [) x R de facto nao ¢ homeomorfo a
um subconjunto de R?; mas ([0, 27[) x R (ou seja, o cilindro de base S*) ¢é

homeomorfo a, por exemplo, R? \ {(0,0)} — isto porque

R*\ {(0,0)} — R?
)

u (% 2 2
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¢ um homeomorfismo e a sua imagem é S* x R.

Claro que os cilindros, isto é, os conjuntos da forma X xR (com X C R?)
sdo apenas um caso particular dos subconjuntos de R?. Mas de outros casos
apenas observaremos (sem o provar) que, tal como a circunferéncia S* nao é
homeomorfa a um subconjunto de R, a esfera S? = {(z,y,2) € R®: 2% +¢* +
2? = 1} nao é homeomorfa a um subconjunto de R?. Mas se lhe retirarmos
um meridiano (isto ¢, uma semi-circunferéncia méaxima) ficamos com um

conjunto homeomorfo a um rectangulo aberto: a aplicagao

10,27 [x]| —
(

21 - R?
u,v) +— (Cosucosv,senu cosv,senv)

¢ um homeomorfismo e a sua imagem é o conjunto S?\ {(z,0,2) € R3 :
r>0ex?+22=1}

4.1 Definicoes iniciais

-

Definigao 4.1. Uma parametrizacio de superficie de classe C* (k > 1) é
uma aplicacao o : U — R3, onde U ¢ um aberto de R?, tal que o é um
homeomorfismo (sobre a sua imagem) e € de classe C*.

A imagem o(U) de uma tal parametrizagao de superficie chamamos uma

porcao de superficie de classe C*.
Exemplo 4.4. As aplicagoes

o1:1]0,27[xR — R3

(u,v) — (cosu,senu,v)

o9 : 10, 2m[x] —
(

sao parametrizacoes de superficie de classe C°°; assim, os conjuntos

2l - S

s
bR
u,v) +— (cosucosv,senucosv,senv)

(S"xR)\{(1,0,2): z€ R} e S*\{(z,0,2) eR*:z>0e2”+ 2> =1}

sao porcoes de superficie de classe C'™°.
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Exemplo 4.5. A aplicagao

o3 : R?\ {(0,0)} — R3

u v 2 2
o) = (S Sy o +07))

¢ uma parametrizacao de superficie de classe C*°; assim, o conjunto S! x R

é uma porcao de superficie de classe C'°.

Exemplo 4.6. A aplicacao

R? — R3

(w,0) = (u,|ul,v)

¢ um homeomorfismo, mas de classe apenas C: nao é diferenciével nos pontos

da forma (0,v).

Na pratica, vamos em geral trabalhar com porcoes de superficie. Mas

interessa-nos saber que podemos considerar objectos mais gerais: superficies.

Definigao 4.2. Um conjunto S C R? ¢ uma superficie de classe C* (k> 1)

se, para todo o ponto P € S, existir uma vizinhanca V' de P tal que SNV é

uma porgao de superficie de classe CF.

Exemplo 4.7. Qualquer porcao de superficie de classe C* ¢ uma superficie

de classe C*: basta tomar, para qualquer P, a vizinhanca R3.

Exemplo 4.8. A esfera S? = {(z,y,2) € R® : 2 +y?> + 22 = 1} ¢ uma
superficie de classe C*°. De facto, ja vimos que S?\ {(z,0,2) eR*: 2z >0e
2?2+ 22 =1} é uma porgiao de superficie; basta encontrar uma porgao de
superficie contida em S? e que inclua o meridiano {(z,0,2) € R3 : x> 0e

r? 4 2% = 1}; ora, a aplicagao

R3

(— cosu cos v, sen v, sen u cos v)

10, 27[x] —
(

55l
u,

)

—
—

e

¢ uma parametrizacao de classe C™, e a por¢ao de superficie que parametriza
éSQ\{(m7y7O) €R31x§08x2+y2: 1}
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Assim, uma superficie € uma reuniao de porc¢oes de superficie, cada uma
com a sua parametrizacao.
Frequentemente, se o parametriza uma porgao de superficie contida numa

superficie S, diz-se que o é uma parametrizacao local de S.

Definicao 4.3. Um atlas de uma superficie S é um conjunto {o; : i € I} de
parametrizacoes o; : U; — R? tal que S = U o(U;).

iel
Exemplo 4.9. Considere as parametrizacoes 01,05 : |0, 27[x] — 3, 2[— R?
dadas por o (u,v) = (cosucosv,senucosv,senv) e oa(u,v) = (— cos ucos v,

senv,senwu cosv); o conjunto {0y, 09} é um atlas de S2.

Exemplo 4.10. Considere as aplicagoes

o1:]0,2n[xR — R3 09 : 10,27 xR — R?
(u,v) +— (cosu,senu,v) (u,v) +— (senwu,cosu,v)
e
o3 : R?\ {(0,0)} — R3
u v

(u,v) +—

, ,1o u2+02);
Vu2 + 012 Vu? + 02 8l )

cada um dos conjuntos

{o1,00} e {o3}
¢ um atlas do cilindro S! x R.
Tal como no caso dos caminhos, nao é suficiente pedir que as parame-

trizacoes de superficie sejam diferenciaveis; vamos exigir também que sejam

regulares:

Definigao 4.4. Uma parametrizagao de superficie o : U — R? diz-se regular

se, para todo (ug,vg) € U,

Jdo Jo
— (g, vg) X — (ug, v 0
ou, equivalentemente, 0s vectores g—Z(uo,vo) e g—g(uo,vo) forem linearmente

independentes.
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Uma superficie diz-se regular se tiver um atlas composto de parametriza-

coes requlares.

Exemplo 4.11. S? ¢ uma superficie regular, ja que as parametrizacoes oy, 0y

do exemplo 4.9 sao regulares:

80'1 60'1
=(—senwucosv,cosucosv,0) X (—cosusenv, —sen usen v, cosv)
Bu v
=(cos u cos® v, sen u cos® v, sen v cos v)
e
80’2 80'2
el =(senucosv,0,cosucosv) X (cosusenv,cosv, —senusenv)
u v

=(— cos u cos® v, sen v cos v, sen u cos” v)

e estes vectores sao nao nulos, pois

) 0 0 0
'% T H e 02 = Vcostv +sen2 v cos? v = cosv # 0
u
(vel-33D

Exemplo 4.12. O cilindro S x R ¢ também uma superficie regular: consi-

derando o atlas {01, 05} do exemplo 4.10,

0 0
821 8(:)1 = (—senu,cosu,0) x (0,0,1) = (cosu,senu,0) # 0
e
80'2 80'2

8u B0 = (cosu, —senu,0) x (0,0,1) = (—senu, —cosu,0) # 0

(0 seno e o cosseno nunca se anulam simultaneamente).

A partir de agora, vamos limitar-nos a parametrizacoes de superficie e
superficies regulares, e vamos em geral omitir o adjectivo “regular”.
Suponhamos que 0 : U — R? e 5 : U — R? sao duas parametrizacoes de

superficie, de classe C*, regulares, e que o(U) = S = 5(U). Entéo a aplicacao
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®:U — U dada por ® = 071 05 é uma bijec¢ao por ser a composta de duas
bijeccoes; mas, além disso, ® é de classe C*. Para verificarmos esta tltima
afirmagao, vamos fixar um ponto P = (zq, Yo, 20) = 0(ug,vo) = (g, Vo) €

escrever

o(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) e a(a,0)=(z(a,v),y(u,v),z(u,0));

como os vectores®' o, (ug,vy) e 0,(ug,vo) sao linearmente independentes, a
matriz jacobiana de o em (ug, vg), que é uma matriz 3 X 2 cujas colunas cor-
respondem precisamente a esses vectores, tem uma submatriz 2 X 2 invertivel;

sem perda de generalidade, suponhamos que essa submatriz é

Yu Yo (u0,20)

mas entao, pelo Teorema da Fungao Inversa, existem vizinhangas V' de (ug, vp)

e W de (xg,y0) tais que a fungao

h: V - w
(u,v) = (2(u,v),y(u,v))

é bijectiva e a sua inversa é de classe C*; ora, se fizermos V = V) =
cloo(V)e

h: V. - W
(@,0) — (&(a,0),y(u,v))
com W = h(V), ou seja, W igual a projeccio sobre o plano zy de ¢(V) =
o(V), teremos W =W e

como h™! e h sdo de classe C*, podemos concluir que ® também o é em V; e,

como podemos repetir este argumento para todo o (g, 0y) € U, concluimos

B 2 2
21Usaremos normalmente a n0tagao oy, 0, Tuus Cuv, - - - para 92,92 F-g .00 res

pectivamente.
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que ® & de classe C*.22 Analogamente, ®~! ¢ de classe C*.

E também claro que, se tivermos uma parametrizacio de superficie o :
U — R? de classe C* e tomarmos um homeomorfismo ® : U — U (para
algum U € R?) de classe C* com inversa de classe C*, a composta 6 = oo ®
serd uma parametrizacao de superficie regular: que cumpre as condigoes da
definicao 4.1 ¢ imediato, pois é a composta de dois homeomorfismos de classe
C*; quanto a ser regular, escrevendo (u,v) = ®(@,7) temos, pela regra da
cadeia,

O =0, Uz + 0,V € 05 = 0yUj+ 0y Vg,

donde

Ga X 05 = (ug vy — vz uz) (o, X 0,) = JacP (o, X 0y)

(onde Jac® é o jacobiano de ® — isto é, Jac® = det(JP), sendo JP a

matriz jacobiana de ®) e, como ® ¢é invertivel e derivéavel, Jac® # 0.2

Definicao 4.5. Uma parametrizacao de superficie & : U — R3 de classe C*
¢ wma reparametrizacio de uma parametrizacio o : U — R? de classe C* se
a fun¢io ® : U — U dada por ® = 0= oG for um homeomorfismo de classe

C* com inversa de classe C*.
A discussao acima prova o seguinte resultado:

Proposicao 4.1. Duas quaisquer parametrizacoes de uma mesma por¢ao de

superficie sao reparametriza¢do uma da outra.

No caso de duas parametrizacoes locais da mesma superficie, isto é, de
duas parametrizacoes de porgoes de superficie contidas numa mesma superfi-
cie (ou ainda, de dois elementos de um atlas de uma superficie), ndo podemos
falar estritamente em “reparametrizacao” se essas porc¢oes de superficie forem
distintas; mas, desde que a sua intersec¢ao nao seja vazia, podemos falar em
“reparametrizagao local”, restringindo os dominios das parametrizagoes aos

valores dos parametros que sao enviados na interseccao dessas porgoes:

22Este argumento é analogo & demonstracdo do teorema 3.1. E apenas mais simples,
por impormos, por definicao, que as parametrizagoes de superficie sejam homeomorfismos
(ao contrario das parametrizagoes de curvas).

BPod~! ¢ a funcio identidade em U logo, pela regra da cadeia, J® J(®71) = 1 e
portanto J&® é invertivel.
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Definigao 4.6. Uma parametrizacao de superficie 7 : U — R3 de classe C*
¢ localmente uma reparametrizacio de uma parametrizacio o : U — R3 de
classe C* se os conjuntos V = o Yo(U)No(U)) eV =6 (o(U)No(0))
forem ndo vazios e a funcio ® : V. — V dada por ® = o706 for um

homeomorfismo de classe C* com inversa de classe CF.

Teremos muitas oportunidades de utilizar o facto de duas parametrizagoes
locais de uma superficie serem localmente reparametrizacao uma da outra
(desde que parametrizem porgoes com intersecgdo nao vazia) e, em especial,

de nessa situagao usar a relagao

Ga x 65 = Jac(oc™t 0 &) (0, X 7).

4.2 Espaco tangente; orientacao

Tal como um caminho, ou uma curva simples fechada, tem uma recta tan-
gente em cada ponto, uma superficie tem um plano tangente em cada ponto.
Este plano tangente é formado pelas rectas tangentes nesse ponto as curvas
contidas na superficie. Para vermos melhor como isto funciona, e porque
¢ mais facil trabalhar com caminhos do que com curvas, vamos primeiro
convencionar que dizemos que vy é um caminho na superficie S se a curva
parametrizada por v estd contida em S.

Ora, se v : I — R? é um caminho na superficie S, e se 0 : U — R3
¢ uma parametrizagao local de S com v(ty) = o(ug,vp), entdo existe um
intervalo J C I, contendo tg, tal que v(t) € o(U), para todo o t € J. Ora,
oo~ :J — U éum caminho®, que representaremos por (u(t),v(t)), de

forma que, para t € J,
V(1) = o(u(t), v(t)).

24Que o1 o~y é diferenciavel, pode ser visto facilmente usando um argumento analogo ao
da péagina 61: em cada ponto (ug,vg), a matriz jacobiana de o tem uma submatriz 2 x 2
invertivel; se esta corresponder, por exemplo, a h(u,v) = (z(u,v),y(u,v)), e se y(t) =
(z(t),y(t), 2(t)), tomamos g(t) = (x(t),y(t)) e entdo o=t oy = h™! o g é evidentemente
diferenciavel. Que é regular, resulta da regularidade de v e da relagdo 7' = o,u’ + 0,0’
(mais abaixo): se fosse (07 o) (to) = (u/(t),v'(to)) = (0,0), viria v'(¢y) = 0.
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Usando a regra da cadeia, vemos que
V() = oulut), (1) () + au(ult), v(t) V(D)
ou, omitindo os parametros por uma questao de simplicidade,
v = o + o

(subentende-se que 7/, v’ e v’ sdo calculadas em t e oy, € o, em (u(t),v(t))).
Esta caracterizagao dos caminhos em superficies e das suas derivadas vai ser
util muitas vezes.

Por enquanto, interessa-nos reparar que, fixando-nos num ponto P =
v(to) = o(ug,vp), a derivada do caminho v (calculada em t,) ¢ combinagao
linear de o, e o, (claro, estas calculadas em (ug, v9)). Reciprocamente, sejam
a,b dois niimeros reais, pelo menos um dos quais néao nulo (de forma que o
vector a o, + bo, é ndo nulo); por U ser aberto, existe um ¢ > 0 tal que
Jug — ag, ug + ag[ x Jug — be, vy + be[ C U, e podemos definir um caminho

v:]—¢€,e[ — R3 por y(t) = o(ug + at, vy + bt); sera entao
v = oua+ oub.

Resumindo: as derivadas dos caminhos em S, tomadas em P = o(ug, vg),

sao precisamente as combinagoes lineares nao nulas de o, e o,, calculadas
em (ug, Vp))-
Definigao 4.7. Dadas uma superficie S e um ponto P € S, o espago (vecto-

rial) tangente a S em P, que representaremos por Ts(P), € o espago vectorial

formado pelo vector nulo e pelas derivadas ' (tg) dos caminhos v em S tais
que P = 7(to).

O que vimos acima diz-nos que, se ¢ : U — R3 ¢ uma parametrizacao

local de S e P = o(ug, vp), entao
Ts(P) = < 04,0, >

(oy € o, calculadas em (ug,vp)).
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Mas, para termos a certeza de que o espaco tangente esta bem definido,
falta ver que é invariante por reparametriza¢do (ndo queremos que, num
mesmo ponto P, duas parametrizacoes distintas fornecam espagos tangentes

distintos). Ora, se & for outra parametrizacao local de S, teremos
< 0g,05 > = < 0y, 0y >,

pois < 03,05 > € 0 espago ortogonal ao vector o X 05, < 0y, 0, > € 0 €spago
ortogonal ao vector o, X 0, e estes dois vectores sao colineares, devido a
relagao 5 X 05 = Jac(o™t o a) (0, X 0,).
Repare também que a regularidade de S (isto é, a independéncia linear
de 0, e 0,) nos garante que 7Zg(P) tem dimensao 2: é um plano vectorial.
Analogamente a(s) tangente(s) a uma curva num ponto, é natural consi-

derar também o plano afim tangente a S em P:

Definicao 4.8. Dadas uma superficie S e um ponto P € S, o plano (afim)
tangente a S em P € o plano P + Tg(P).

Mas, para todos os efeitos técnicos, é o espago vectorial tangente que nos
interessa.

Um subespaco vectorial de R?® de dimensao 2 (ou mais geralmente, um
hiperplano vectorial de um espago de dimensao n) fica completamente deter-
minado por um vector ortogonal. Assim, analogamente ao vector tangente

unitario a um caminho, definimos vector normal unitario a uma superficie:

Definicao 4.9. Dadas uma superficie S, um ponto P € S, e uma parame-
trizacao (local) o de S, com P = o(ug,vy), o vector normal unitario em P,

que representaremos por N,(P), é o vector

Oy X Oy

|ow x o
(0u € o, calculadas em (ug,vp)).
Se ¢ = 0 o ® for localmente uma reparametrizacao de o, sera

(?u X (?U _ Jac® (o, X 0y) _ Jac ® N, (P).
6w X 0yl || Jac® (o, x 0,)|| || Jac®||

N5 (P) =
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ou seja,
N3(P) = N,(P) se Jac® >0

N3(P) = —=N,(P) se Jac® <O0.

Definigao 4.10. Uma superficie diz-se orientavel se tiver um atlas A tal
que, para todas as parametrizacoes o : U — R3, & : U — R3 em A, para as
quais o(U) N &(U) # @, se verifica Jac(o™ 0 &) > 0.

Com um atlas nestas condigoes, tem-se N, = Nz em o(U)Ng(U). Assim,
se S for orientavel, pode definir-se em S uma funcao continua Ng que a cada
P faz corresponder um vector unitario Ng(P) normal a S.?* O exemplo
tipico de uma superficie nao orientavel é a fita, ou tira, de Mdbius; sem
detalhes técnicos, esta superficie resulta de “colar” dois lados opostos de um

rectangulo, depois de o “torcer”; esta representada na figura seguinte.

De qualquer forma, repare que qualquer por¢ao de superficie é orientéavel:

tem um atlas composto por uma s6 parametrizacao.

Definigao 4.11. Uma superficie orientada é uma superficie orientdvel S na
qual estd escolhida uma fun¢ao Ng, que a cada P € S faz corresponder um

vector Ng(P) unitdrio, ortogonal a Ts(P).
Nao havendo perigo de ambiguidade, escreveremos N em vez de Ng.

Exemplo 4.13. Considere a esfera S? com o atlas do exemplo 4.9. As contas

do exemplo 4.11 dao-nos

991 o don
N, = 24— 0 — — (cosucosv,senucosv,senv) = o1 (u,v)
UI_H%X@”_ ) ) — U1\,
ou Ov

25Se S nao for orientéavel, pode definir-se uma funcéo a cada P € S faz corresponder um
vector unitario Ng(P) normal a S, mas essa fungdo nao sera continua.
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902 o do2

_ ou v _ —
N,, = m = (—cosucosv,senv,senu cosv) = oa(u, v)

ou ov
o que significa que, no caso particular de S?, podemos definir uma orienta-
gao pela funcdo Ng2 tal que Ng2(x,vy,2) = (z,y, 2) (e, naturalmente, outra

orientacdo pela funcio Ng: tal que Ngz(z,y, 2) = (—z, —y, —2)).

4.3 Primeira forma fundamental; comprimento e area

Sejam o : U — R? uma parametrizacao de superficie e S = o(U). J& vimos

que, se v ¢ um caminho em S, existe um caminho ¢ — (u(t),v(t)) tal que

(1) = o(u(t), v(t)),

donde

/ / !/

/ / 12,

||/Y/||2 =77 = (Uu : Uu) ul2 + 2(0u . Uv) UIU, + (Uv : Uv) v

logo, fixando um ¢y, o comprimento de v com origem em t, é

t
s(t) = / V(oy o) u? 420y - 0,) w'v + (0, - 0,) 2 dr.
to
Costuma-se usar a seguinte notagao:
E=0,- 0, F=0,- 0, G=o0, 0,

de forma que

t
s(t) = / VEu? + 2Fuv' + Guv2 dr.
to
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Fixando um (ug,vy) € U, temos uma fungao

I,: R — R
(a,b) + FEa®+2Fab+ Gb*’

chamada Primeira Forma (Quadrdtica) Fundamental de o em (uq,vg).2

I, (a,b) = (a b)(i g)(;‘)

E
Representamos por F;  a matriz ( PG ) de I, de forma que, se A = (}),

Repare que

I,(a,b) = AT F; A.

Se nao houver perigo de ambiguidade, omitiremos o indice o, escrevendo
I(CL, b) = AT.F[A.

Como
(o - Uv)2 = ”UuH2H‘7v|’2 COSQl(‘Ma o)
€
o X avH2 = HUuHQHUvHQSen24<0ua0v)a
temos que
o X Usz + (0w - Uv)2 = ||UUHQHJU‘|27

ou seja, ||o, x 0,||* + F? = EG, e portanto
_ 2 _ 2
detFr = EG — F* = ||oy, X 0,]|°.

Infelizmente, a primeira forma fundamental (tal como foi definida aqui)

nao é invariante por reparametrizagdo: se ¢ = o o ® for (localmente) uma

20Estes (a,b) destinam-se a ser interpretados como coordenadas de vectores de
Ts(o(ug,v9)) na base (o4, 0y,).
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reparametrizacao de o, a matriz da sua primeira forma fundamental sera

o

F

. = o) Jo,
G F G

ou seja,

Fr, = (JO) Fp, ]9

A primeira forma fundamental é 1til em diversos problemas métricos —
por exemplo, célculo de angulos entre curvas na superficie. No entanto, a
Unica dessas questoes que vamos ver aqui é o calculo da area de uma porcao
de superficie.

Analogamente ao que fizemos para comprimento de caminhos, comega-
mos por considerar uma aproximagao da area de uma porcao de superfi-
cie; e tal como entao aproximamos esse comprimento por uma soma de
comprimentos de segmentos de recta, agora aproximaremos esta area por
uma soma de areas de paralelogramos. Seja entao o uma parametrizagao da
porcao de superficie, e consideremos quatro pontos dessa porcao, da forma
o (ug, vo), o (ug + h,vo), o(ug,vo + k) e a(ug + h,vo + k) (ou seja, tais que os
seus parametros sao os vértices do rectangulo [ug, ug + h] X [vg, vo + k]*®);
se os numeros |hl,|k| forem “muito pequenos”, esses pontos estardo proxi-

9

mos de ser os vértices de um paralelogramo®, cuja area serd uma apro-

ximagao da area de o([ug, uo + h] X [vg,vo + k])?°; mas a area de um pa-

2

: - ) -
ralelogramo cujos lados sdo (segmentos associados a)os vectores a’, b é

|| H?Hsen 4(7,?) = ||@ x ?H logo, neste caso, a area do paralelo-

2TE comum definir a primeira forma fundamental de uma forma um pouco diferente:
como uma fungio Is : Tg(P) — R tal que Is(w) = w - w (ou seja, os elementos do
dominio sao os proprios vectores do espaco tangente, em vez das suas coordenadas na
base (0.,0,)). Nesse caso, a primeira forma fundamental é obviamente invariante por
reparametrizagao — mas os seus coeficientes E, F), G nao sao. A matriz J® é a matriz de
mudanca de base de (63, 05) para (o4, 0,).

280u, no caso de h < 0, do rectangulo [ug + h, ug] X [vo,vo + k], ou ...

Dois dos “lados” desse quase paralelogramo sdo o segmento que une o(ug,vy) a
o(ug + h,vp) e o segmento que une o(ug,vg + k) a o(ug + h,vp + k); mas esses seg-
mentos sao “quase congruentes”’, ou seja, os vectores correspondentes sao “quase iguais™:
o(ug+h,v0+k)—o(ug,vo+k) = hoy(ug,vo+k) = hoy(ug,vo) = o(ug+h,ve)—o(ug,vg).

30Ver a nota 28.
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gramo sera

[(o(uo + hyvo) — a(uo, v0)) X (0(uo, vo + k) — o (ug, vo))|

o(ug + h,vo) — o (uo, vo) y o (ug, vo + k) — o (ug, vo)
k

\ ] K]

A nossa aproxmacao da area da porgao de superficie sera assim uma soma
de parcelas desta forma. Ora, como

o (up+h,vo)—o(uo,v0)

7 X

U(uo , V0 +k)—o(uo ,Uo)
k

(h kl)lgio 0) ‘ = llow(uo, vo) x v (uo, )|

o limite ((h, k) — (0,0)) dessa aproximagao sera
// |ow X oy || du dv
U

Ainda como no caso do comprimento de caminhos, este argumento nao

(onde U é o dominio de o).

pretende demonstrar nada, mas apenas motivar a seguinte definicao de area

de uma porcao de superficie:

Definicao 4.12. Seja o : U — R® uma parametrizacio de superficie. A drea

da por¢ao de superficie o(U) é

// llow X oy du dv.
U

E claro que, rigorosamente falando, esta &rea nem sempre existe, pois o
integral pode ser divergente (exemplo simples e 6bvio: a area de um plano).
Mas, existindo, a area de uma porgao de superficie assim definida, é
invariante por reparametrizagao: se o : U — R3 for uma reparametrizagao

deoced=0""

// |Ga X &3] du dv :// low x o]l |Jac ®| du dv
U o
:// ||Uu X UU‘|dUdU - // HO’U X O'deudU.
o(0) U

o0,
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Na pratica, podemos aplicar a defini¢ao 4.12 ao célculo da area de uma
superficie que nao seja simplesmente uma porgao de superficie: se uma su-
perficie S for a reuniao de vérias porgoes de superficie disjuntas (tipicamente
reunidas com algumas curvas), a area de S serd a soma das areas dessas

porgoes (as curvas ndo contribuem para a area total).

Exemplo 4.14. A 4rea de S? ¢ igual a area de S? \ {(z,0,2) € R?

x> 0e 2?4+ 22 =1}, que é (usando a parametrizagao o; do exemplo 4.9)

27
// dudv—/ / cosv dv du = 4.
10,27[x] -5 5

4.4 Segunda forma fundamental; curvatura

80'1 80'1
(9u v

7r
75

Nesta secgao vamos estudar a curvatura de uma superficie num ponto gené-
rico. Como veremos, é importante considerar que a superficie esta orientada
— e portanto, aparentemente, devemos limitar-nos a superficies orientaveis.
Mas, como nos interessa a curvatura num ponto, podemos antes concentrar-
nos apenas numa porcao de superficie que inclua esse ponto — e uma porcao
de superficie é sempre orientavel.

No que se segue, S serd uma porc¢ao de superficie orientada e P um ponto
de S.

Definicao 4.13. Seja w € Tg(P). O plano normal a S em P sequndo a
direc¢do de W € o plano
P+<w,N >

(onde N = N(P) ¢é o vector normal unitdrio a S em P, correspondente a

orientagao de S).

Sejam w € Tg(P) e m = P+ < w, N >; existe uma vizinhanca V de P

31

tal que C = 7N SNV éuma curva’’, a que chamaremos seccao normal de

. ~ — 2,
S em P segundo a direccao de w. Como C' é uma curva plana, o seu plano

31Consideremos um referencial ortonormado em que a origem das coordenadas é P,
0 eixo dos z & colinear com W e o eixo dos z com N; os planos P + Ts(P) e 7 te-
rao equagoes z = 0 e y = 0, respectivamente; tomando uma parametrizagao o(u,v) =
(x(u,v),y(u,v), z(u,v)) de S neste referencial e calculando as suas derivadas parciais em
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, P —
osculador serd o plano m que a contém; portanto, o vector w, pertencente a
— . ) T
< w, N > etangente a S em P, sera também tangente a C' em P; além disso,
— . L= = = —
se 1 for o vector normal principal de C'em P, sera n Lw e n € < w,N >,

— L1 ~ e, . N
donde n'//N e, como estes ultimos sdo ambos unitarios, 7' = £N.

Definicao 4.14. Seja w € Ts(P). A curvatura normal de S em P sequndo
a direccdo de W €

kn(W) = ke - N

onde k¢ € a curvatura (em P) da sec¢do normal de S em P sequndo a

. ~ —
direccao de w.

Ou seja, fip (W) = ko se W = N e k(W) = —kc se W = —N.

Sejam ¢ uma parametrizagao de S e vy uma parametrizagao de C' por
comprimento de arco com y(sg) = P; vamos escrever y(s) = (u(s),v(s)).
Serdao 7/(s9) um vector unitario colinear com w e ¥”(sy) = k¢ n, donde

(calculando tudo em sy ou (u(sp),v(sg)))

kn=7"-N
12 /! " /! 12 "
= (Oupt” + oyuu'v" + o u” + oy 'V + 00" 4 oy 0") - N

= (Oyu - N)U? +2(00p - N) 'V + (04 - N) 0™
(N é ortogonal quer a o, quer a 0,). Vamos usar a seguinte notagao:
e=0uy N f=0w N g=0u N,

de forma que
Ky = et +2f v + g

P, teremos 0y, = (Ty, Yu,0) € 0y = (T4, Yo, 0), de forma que, escrevendo A = ( iu zv )7
u v

|detA| = ||ow X 04| # 0; assim, pelo Teorema da Fungao Inversa, existira localmente uma
funcao (z,y) — (u(z,y),v(z,y)) e compondo-a com o podemos considerar uma parame-
trizagao local (z,y) — (z,y, 2(x,y)) de S; mas a intersecgdo de S com 7 é obtida fazendo
y = 0 e portanto vy(z) = (x,0, z(x,0)) fornece um caminho que a parametriza localmente.

Por outro lado, repare que a interseccao w NS nao é sempre uma curva: por exemplo,
se S for um cilindro e w paralelo ao seu eixo, ® NS é constituida por um par de rectas
paralelas (duas directrizes).
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Fixando um (ug,vy) € U, temos uma fungao

I,: R* — R
(a,b) + ea® +2fab+ gb*’

chamada Segunda Forma (Quadrdtica) Fundamental de o em (uqg, vp).

_(a e f a
wev-on(5 ) (1)

f
g

Repare que

e
Representamos por F;;, a matriz ( ) de I1,,, de forma que, se A = (§),

1, (a,b) = AT Fy; A

Se nao houver perigo de ambiguidade, omitiremos o indice o, escrevendo
(a,b) = AT F A.

Recapitulando: se quisermos calcular a curvatura normal da (porcao de)
superficie S = o(U) em P = o(ug,vy) segundo a direc¢do de w € Tg(P),

. —
basta-nos normalizar w, fazendo

=ao, +bo,

gF

e calcular a segunda forma fundamental de ¢ em P para (a, b):
k(W) = (a, b) = ea® + 2fab + gb*

(naturalmente, o, 0,, e, f e g calculados em (ug, vp)).

Entao, para termos todos os valores possiveis da curvatura normal num
ponto P, necessitamos apenas de considerar as curvaturas normais segundo
os vectores unitarios de Zg(P). Ora, o conjunto {w € Tg(P) : |w] = 1} ¢
fechado e limitado, e &, (em P) ¢ uma fungao real continua®?, logo tem um

valor méximo e um valor minimo nesse conjunto (e, pelo que ja foi dito, em

—_— . . 4 ~ ~ P —
32 As coordenadas de W no referencial (o, 0,), isto é a e b, sdo funcdes continuas de w,
e II é uma funcdo continua de (a,b).
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todo o seu dominio 7g(P) \ {0}).

Definicao 4.15. Aos valores mdzrimo e minimo da curvatura normal de S
em P chamamos curvaturas principais de S em P. As direc¢oes dos vectores
sequndo 0s quais a curvatura normal atinge esses valores extremos chamamos

direcgoes principais.

Para calcularmos as curvaturas principais de S = o(U) em P = o(ug, vp)
podemos aplicar o Método dos Multiplicadores de Lagrange a II com a con-
digdo ||ao, + bo,|| = 1, que é equivalente a I(a,b) = 1: se (a,b) for um tal

ponto de extremo de II, verificar-se-a
Vii(a,b) = A\VI(a,b) para algum A € R.

Mas VII(a,b) = (2ea+2fb,2fa+2gb) e VI(a,b) = (2Ea+2Fb,2Fa+ 2Gb);

assim, as condigoes a verificar sao

(D)D) - e

ou seja, escrevendo A = (§),
FriA=2FA e A"FA=1.

A primeira condi¢@o pode ainda ser escrita como (F;;—AFr)A = 0, ou ainda,
ja que Fr & invertivel (detF; = EG — F? = ||o,, x 0,||* # 0),

(F ' Frr — ML) A =0;

isto é, A serd um valor proprio e A um vector proprio de F; LF; 1. Mais ainda,
a curvatura normal segundo o vector a o, + bo, (que, recordemos, sera uma

curvatura principal) sera
(a,b) = ATFi A= AT(\FA) = NATF A=\

Esta assim demonstrado o seguinte resultado.
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Proposicao 4.2. As curvaturas principais de S = o(U) em P sdo os valores
proprios da matriz F; ' Frp; e as direcgdes principais sio as dos vectores cujas

coordenadas na base (o,,0,) constituem vectores proprios da mesma matriz.

Exemplo 4.15. Considere a parametrizagao local

o:]0,2r[xR — R3

(u,v) — (cosu,senu,v)
do cilindro S' x R. Os coeficientes da sua primeira forma fundamental sao

E = (—senwu,cosu,0) - (—senu,cosu,0) =1,

F = (—senu,cosu,0)-(0,0,1) =0, G =1(0,0,1)-(0,0,1) =1,

o vector normal unitério é

(—senwu,cosu,0) x (0,0,1)

N =
||(—senu, cosu,0) x (0,0,1)]|

= (cosu, senu,0)
e os coeficientes da segunda forma fundamental sao

e = (—cosu,—senu,0) - (cosu,senu,0) = —1,

f=1(0,0,0)- N =0, g=(0,0,0)-N =0;

-1

10 1 0 10

FlF, = = :
Lo (01)(00) (00)

Obviamente, os valores proprios desta matriz sao —1 e 0, e (1,0) e (0,1)

logo, temos

sao vectores proprios associados (respectivamente a —1 e a 0); assim, as
curvaturas principais de S* x R, com a orientacao dada por N, num ponto

o(u,v) = (cosu,senu,v), sao

Ki=—1 e k=0
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e as direcgoes principais sao, respectivamente, as direccoes dos vectores

=1 (—senwu,cosu,0)+ 0(0,0,1) = (—senu, cosu,0)

ts =0 (—senwu,cosu,0)+1(0,0,1) =(0,0,1)

(o cilindro S* x R tem curvatura normal nula na direcgio “vertical”, i.e., da
terceira coordenada; a outra direc¢ao principal é “horizontal” — e obviamente
tangente ao cilindro — e nesta a curvatura normal ¢, em modulo, igual a
curvatura de S'; o sinal — vem do facto de esta parametrizacao induzir um

vector N “virado para fora”).

A matriz F; ' Fr, sendo uma matriz real 2 x 2, pode (a partida) ter 0, 1
ou 2 valores proprios reais; mas como ja sabemos que a curvatura normal tem
um maximo e um minimo, fica excluida a hipétese de F, LF;1 néo ter valores
proprios reais. No caso de ter apenas um valor proprio, concluimos que esse
é o valor maximo e simultaneamente minimo da curvatura normal — isto é,
nesse caso a curvatura normal é igual para todas as direccoes, e assim toda

a direcgao é direccao principal; este caso merece um nome especial.

Definicao 4.16. Um ponto P € S para o qual todas as curvaturas normais

sao iquais diz-se um ponto umbilico.

Por exemplo, todo o ponto de um plano, ou todo o ponto de uma esfera,
¢ umbilico (exercicio).

No caso de F; LF,1 ter dois valores proprios distintos, teremos entdo duas
curvaturas principais, k1 e kg, associadas a duas direcgoes principais, que

podem ser representadas por dois vectores unitarios t_f, t_; € Ts(P).

Proposicao 4.3. Seja P um ponto nao umbilico de S. Entdo as direc¢oes

principais de S em P sdo ortogonais.

Demonstracao. Sejam ki, ko as curvaturas principais de S em P e

— —
1 = a0y + bla-vv ty = asoy, + bQUU
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vectores representativos das direcgoes principais; assim, escrevendo 77 = (le)

eT, = (Zj) temos
f[]Tl = Hlf]Tl € fHTQ = KQF[TQ.

Como

t_f . t_; = (104 + b10y) - (ag0y + baoy)

= Ea1a2 + F(a1b2 + (lgbl) + Gblbg = TIT.’F]TQ
(e, analogamente, t_; . t_f =TI F;Ty) vem que

ﬁ
ty

TQTfIITl = /<L1T2Tf[T1 = l'il(t_g)' ) € TleIITQ = HQTF?]TQ = Iig(t_ft_g))

Mas tanto T3 F;;T1, sendo uma matriz 1 x 1 (um ntmero real), como Fj;

sao matrizes simétricas, logo sao iguais as suas transpostas, e portanto

Ty FuTy = T Fi' Ty = T Fii'Ts,

ou seja,
— = — = — =
Ki(tr - to) = ki(t2 - t1) = ka(t1 - t2),
donde, se k1 # Ko, vem que _f . _2> =0. O

Vamos agora definir duas novas medidas da curvatura de uma superficie

num ponto.

Definicao 4.17. Sejam k1, ke as curvaturas principais de S em P. A cur-

vatura gaussiana de S em P €
K= K1K2

e a curvatura média de S em P ¢é

H:/il—i—/‘éz.
2

Repare que, se trocarmos a orientacao de .S, o sinal de ambas as curvaturas
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principais mudam, de forma que a curvatura média também muda de sinal,
mas a curvatura gaussiana nao.
A curvatura gaussiana goza de propriedades muito interessantes, mas aqui

vamos uséa-la apenas para classificar os pontos de uma superficie:
Definigao 4.18. Seja K a curvatura gaussiana de S em P. O ponto P diz-se
e um ponto eliptico se K > 0;
e um ponto hiperbdlico se K < 0;
e um ponto parabodlico se K =0 e H # 0;
e um ponto planar se K = H = 0.

P ¢ eliptico se as curvaturas principais forem ambas positivas ou ambas
negativas — o que significa que os vectores normais principais de todas as
seccoes normais por P tém o mesmo sentido; o exemplo tipico de ponto
eliptico € um ponto qualquer de um elipséide.

P ¢é hiperbolico se uma curvatura principal for positiva e outra negativa —
o que significa que ha sec¢des normais por P com vectores normais principais
com sentidos opostos; um exemplo de ponto hiperbélico é um ponto qualquer
de um hiperboléide de uma folha.

P & parabélico se uma curvatura principal (e s6 uma) for nula — o que
significa que uma (e uma s6) sec¢ao normal por P nao tem vector normal
principal; o exemplo tipico é um ponto qualquer de um cilindro circular.

P é planar se ambas as curvaturas principais forem nulas — o que significa
que nenhuma sec¢ao normal por P tem vector normal principal; o exemplo

6bvio é um ponto qualquer de um plano.??

33Mas atencdo: um ponto pode ser planar sem que a superficie seja (nem sequer local-
mente) plana — ou seja, sem que a superficie (nem sequer numa vizinhanga do ponto)
esteja contida num plano: por exemplo, no cilindro de equacdo y = x*, que pode ser
parametrizado por o(u,v) = (u,u*,v), os pontos da recta x = 0,y = 0 sdo planares
(exercicio).
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Parte 111
Analise Vectorial

Nesta ultima parte vamos calcular integrais de fungoes vectoriais ao longo de

caminhos e curvas e em superficies.

5 Integrais de linha

5.1 Integrais de campos de vectores ao longo de cami-

nhos e curvas

Na Parte II (Geometria Diferencial) convencionamos que “caminho” signifi-
caria “caminho C' regular” e “curva’ significaria “curva C' regular”. Mas,
para o que queremos fazer nesta tltima parte, essas condigoes sao demasiado

fortes. Assim, essas convencgoes serao substituidas por outras.

Definigao 5.1. A um caminho v : [a,b] — R"™ (ou seja, a wum caminho cujo
dominio é um intervalo fechado) chamamos um caminho compacto.

Uma curva é compacta se tem uma parametrizagcao compacta.

Exemplo 5.1. A circunferéncia S! é uma curva compacta, pois é a imagem
do caminho compacto 7 : [0, 27r] — R? com 7(t) = (cost,sent). Mas atengao:

St é também a imagem do caminho nao compacto 7|[0,2ﬂ[.

A partir de agora consideraremos apenas caminhos e curvas compactos,
C' regulares por pedagos (ou seja, C'! e regulares excepto num namero fi-
nito, possivelmente 0, de pontos). Seré essa precisamente a convengao adop-
tada: “caminho” querera dizer “caminho compacto C! regular por pedacos”
e “curva’ querera dizer “curva compacta C! regular por pedacos”.

Para reduzir facilmente o tratamento destes caminhos e curvas ao caso
C! regular, vamos definir a concatenacao de dois caminhos compactos tais

que o ponto final de um é igual ao ponto inicial do outro.
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Definigao 5.2. Dados dois caminhos « : [a,b] — R"™ e (5 : [c,d] — R" tais
que a(b) = f(c), o caminho o+ 3 € a aplicagao [a,b+ d — | — R™ tal que
(a+p)(t)=a(t)sea<t<be(a+p)(t)=p(t—b+c)seb<t <b+d—c.

Isto é, a + (3 corresponde exactamente a « de a até b e reproduz 3 de b
até b+ d — c.

(b)) =p(c)
B(d)

E claro que, se a e 3 forem C! regulares, a+f3 sera C' regular por pedacos,
sendo t = b o tinico ponto de (eventual) ndo derivabilidade, nao continuidade
ou anulamento da derivada. Reciprocamente, se v for C'! regular por pedacos,

sera

Y=ENAEYR Tt T

com cada ~y; de classe C! e regular.

No que se segue a maior parte dos raciocinios sera desenvolvida para
caminhos (e curvas) C'! regulares, devendo o leitor convencer-se de que podem
ser estendidos ao caso C'! regular por pedacos (por se aplicarem directamente

a cada pedago C*).

Definicao 5.3. Um campo de vectores em R™ é uma funcio F' : U — R",

onde U € um aberto de R™.

Vamos considerar apenas campos de vectores continuos.
Vamos também assumir que R” = R? ou R" = R? (na sequéncia de as

definigoes da parte I serem em R? e/ou R?).

Definicao 5.4. Dados um campo de vectores continuo F : U — R™ e um

caminho 7y : [a,b] — U de classe C*', o integral de F ao longo de v, repre-

/F-dr,
v

sentado por
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€ o integral
b
| Py

Repare que, sendo F' continuo e v de classe C' (e portanto 7/ de classe
CY), a fungdo real t — F(y(t)) - 7/(t) é continua, e portanto este integral
existe.

Frequentemente, escrevendo F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) ou F(z,y,z) =
(P(x,y,2),Q(z,y, z), R(x,y, 2)), consoante n = 2 ou n = 3 respectivamente,

escreve-se também
/F-dr:/Pdm+Qdy ou /F-dr:/de+Qdy+Rdz
¥ ¥ ¥ ¥

respectivamente. Informalmente, estas notagoes podem ser motivadas di-
zendo que (no caso n = 2; n = 3 é anélogo) fazemos r = y(t) = (z,y) e
portanto F - dr = F(y(t)) -7/ (t)dt = (P,Q) - (dz,dy) = Pdx + Qdy.**
Quanto a propria defini¢ao deste tipo de integral (normalmente chamado
integral de linha), é habitualmente motivada recorrendo ao conceito fisico
de trabalho desenvolvido por uma forga (representada pelo campo de vec-
tores) sobre uma particula que se move (descrevendo o caminho 7): para
uma deslocagao suficientemente pequena para ser aproximada por um seg-
mento de recta (e suficientemente pequena para F' ser aproximadamente
constante), esse trabalho é considerado como sendo medido pelo produto
interno do vector forca pelo vector deslocamento; como esse deslocamento é
Y(t1) — (to) = %Zo(t‘))(tl — 1), o somatorio dos produtos internos de F'
(calculado por exemplo no momento inicial de cada deslocamento) por estes

deslocamentos seréa

S rr)) - W gy

tiy1 — 1

e o limite deste somatorio (quando cada t;1; — t; tende para zero) sera

34Mais formalmente, seria necessario falar em formas diferenciais: uma introducao ele-
mentar aparece em [Marsden, Tromba, sec. 8.6]; um tratamento mais avancado pode ser
consultado em [EL Lima, cap.4 §1; cap. 7 §1-2|; pode consultar também [FR Dias Agudo,
§2.6-2.7).
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f; F(~(t)) - v/(t)dt. Uma motivagdo mais matemaética para a razoabilidade
desta definicao aparecera mais adiante.

Vamos agora estender esta definicio a caminhos C! por pedagos — isto
é, & concatenacao de caminhos C'!. Imagine que acontece o+ 3 ser ainda C*,
seré (pela defini¢cao de aw + 3 e pelas propriedades dos integrais de fungoes

reais, e usando as letras da defini¢ao 5.2)

b+d—c
/ F-dr=/ F(a+ ) (1) - (o + B) () dt
a+p3 a

- / Pl av [ PG bt o) Ao de

t)) - /(1) (g
b d
:/ F(a(t))-a’(t)dt+/ F(B(t) - 5'(t) di
= | F.dr F -dr
[ ]

Isto mostra que a seguinte definicao faz sentido.

Definicao 5.5. Dados um campo de vectores continuo F' : U — R"™ e um
caminho 7y : [a,b] — U de classe C' por pedagos, com v =1+ Y2+ -+ + Y
e cada v; de classe C* (1 < i <n), o integral de F ao longo de vy €

/F~dr:/F~dr—|—/F‘d7’—|—~--+/F-dr.
v " 72 Tn

Vamos agora examinar o que acontece quando se passa de um caminho ~
para uma sua reparametrizacao. Aqui a orientagao é um dado fundamental.
Se 7 : [¢,d] — R™ for uma reparametrizacao de 7 : [a,b] — R™ com a mesma
orientagao, isto €, ¥ = vy o u com g’ > 0 (onde 4’ existir), teremos, fazendo

t = p(u) (de forma que “dt = p/(u) du”),
d d
[ Fear= [ PG@)- T du= [ Feve p(w) () () du =
v Cb c
:/ F(y(t)) -+'(t) dt = /F -dr.

(E claro que, para sermos rigorosos, deveriamos dividir estes integrais em
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integrais ao longo de intervalos onde 7, v e u sejam C!' e soméa-los; mas
ja foi dito que, por simplicidade, estes céalculos/raciocinios serao geralmente
desenvolvidos apenas nos casos em que as fungoes envolvidas sao C*.)

Assim, a defini¢ao seguinte faz sentido.

Definicao 5.6. Dados um campo de vectores continuo F' : U — R" e uma

curva C' C U orientada, o integral de F' em C, representado por

/F-dr,
c

€ o integral fw F -dr, onde v € uma parametriza¢io de C' (com a orientagdo

considerada).

Repare que, se v e ¥ =« o tiverem orientagoes opostas, serd b = pu(c) e

a = p(d), de forma que

/aF e /jFWu)) 7 () du = /CdF(v o pu(w)) - (p(w)) ' (u) du =
= [ rowy-va=- [r-a

Se representarmos por CT e C~ a curva C' com duas orientacoes opostas,

/ F-dr——/ F - dr.
o+ -

5.2 Campos conservativos e campos de gradientes

teremos

Vamos ver dois tipos de campos de vectores com propriedades especiais, e
relaciona-los (verificando que afinal correspondem aos mesmos campos de
vectores). Mas antes é necessario definir caminho fechado.

Defini¢ao 5.7. Um caminho v : [a,b] — R"™ diz-se fechado se y(a) = v(b).
Definicao 5.8. Um campo de vectores F' : U — R"™ diz-se conservativo se,

para todo o caminho fechado ~ : [a,b] — U, f7 F-dr=0.

Os campos conservativos tém a propriedade de que o seu integral ao longo

de uma curva orientada depende apenas dos pontos inicial e final desta:
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Proposicao 5.1. Sejam F : U — R"™ um campo conservativo e o : [a,b] — U
e B:[e,d] — U dois caminhos tais que a(a) = ((c) e a(b) = B(d); entao

/F-dr:/F-dr.
a B

Demonstragao. Representemos por (—/3) um caminho que parametrize a
mesma, curva que (3, mas com orientacao oposta®>, e por a — 3 o caminho
a+ (—(); entdo o — (# é um caminho fechado (o seu ponto inicial é a(a) e o
seu ponto final é ((c), que s@o coincidentes). Mas entao, sendo F' um campo

conservativo, temos

0:/ F-dr:/F-dr—i—/ F-dr:/F-dr—/F-dr. O]
a—pf3 o (-B) [} B

Vamos agora ver o outro tipo especial de campos de vectores.

Definicao 5.9. Um campo de vectores F' : U — R"™ diz-se de gradientes se
existir uma funcao f: U — R tal que FF =V f.

Uma tal fungao f € wma primitiva, ou um potencial, do campo F.

Teorema 5.2. Sejam F : U — R"™ um campo de gradientes, com F = V f,

e :la,b] = U um caminho; entdo

/ F-dr = f(v(b)) - f((a)).

~

Equivalentemente, se C' for uma curva em U orientada com ponto inicial A

e ponto final B,
7= 3= ra)

Demonstragao. Seja [a,b] o dominio de v e seja v(t) = (z(t),y(t)) (no caso

de n = 2; o caso n = 3 é analogo); repare que

(7 07 (t) = S-(10)) G5 1) + 52 (300) ) = (9 o)) 7t

35Por exemplo: (—f) : [¢,d] — U, com (=3)(t) = B(c+d —t).
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¢ portanto

/ Fedr= / Fly(t)) -+/(t) dt = / (VF o)1) -7/ (1) dt
~ [Genwii=on®) - (on @. 0

A igualdade
/C Y/ -dr = [(B)— J(4)

sugere (sem necessidade de recorrer a conceitos fisicos) que a defini¢ao de
integral de linha é razoavel, ja que este funciona como o operador inverso do
gradiente, tal como a integracao e derivacao de fungoes R — R sao operagoes
inversas.

Mas esta proposicao tem ainda uma outra consequéncia interessante: se

F =V f ese~ for um caminho fechado (y(a) = (b)), vem que

/ Fdr = f(4(b)) — f(7(a)) = 0.

.
Ou seja,
Corolario 5.3. Todo o campo de gradientes é conservativo.

Mas, na realidade, todo o campo de vectores continuo conservativo é

também um campo de gradientes.

Teorema 5.4. Seja F': U — R"™ (onde U € um aberto de R™) um campo de

vectores continuo; entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1. F' ¢é conservativo;

2. para todos os caminhos « : [a,b] — U e 3 : [c,d] — U tais que a(a) =
B(c) e a(b) = p4(d), [ F-dr= fﬁF -dr;

3. F é um campo de gradientes.

Demonstracao. Basta ver que 1. = 2. = 3. = 1. Mas 1. = 2. ja foi visto

(proposicao 5.1), assim como 3. = 1. (corolario 5.3). Falta apenas ver 2. = 3.
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Suponhamos entao que o integral de F' ao longo de uma curva orientada
depende apenas dos pontos inicial e final desta; queremos ver que F' é um
campo de gradientes.

Inicialmente vamos supor também que U é conexo por arcos.

Fixemos um ponto A € U, e definamos a fun¢ao f : U — R da seguinte

forma: para cada X € U,
f0) = [ Fean
v

onde 7 : [a,b] — U é um qualquer caminho com v(a) = A e y(b) = X (por U
ser conexo por arcos um tal caminho existe e pela primeira suposicao f fica
bem definida). Vamos ver que Vf = F.

Supondo n = 2 (o caso n = 3 é perfeitamente analogo), vamos escrever

F = (P,Q), de forma que queremos verificar % =Pe g—i = (@Q. Ora,

or h—0 h

f(:v+h,y)—f(x,y):/QF~d7“—/ﬁF-dr,

onde « : [a,b] — U é um caminho com a(a) = A e a(b) = X = (z,y) e
B : [e,d] — U é um caminho com £(c) = A e f(d) = X + (h,0). Como 3
é um caminho qualquer nestas condig¢oes, podemos tomar § = « + 7, onde
v :[0,1] — U é um caminho com v(0) = X e (1) = X + (h,0) (isto &, ~
percorre primeiro a curva parametrizada por «, de A a X, e depois percorre

alguma curva em U de X a X + (h,0)), de forma que

/F-dr—/F-dr:/F~dr.
a B Y

Como U é aberto, contém alguma bola centrada em X, e para o calculo do
limite acima podemos considerar s6 valores de h tais que X + (h,0) esteja

contido nessa bola, e portanto tais que o segmento de recta com extremos X
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e X + (h,0) esta contido em U; podemos entdo tomar

v: [0,1] — U _
t  — X+t(h0)’

/ Fdr= / (P(1(1)), Qy(1))) - (. 0) dt = / P(y(t)) bt
:/IP(x+ht,y)hdt:/hP(m—l—u,y)du

(fazendo a mudanga de variavel u = ht); u — P(x + u,y) ¢ uma funcio
continua [0,h] — R ou [h,0] — R (consoante h > 0 ou h < 0) que tem

portanto uma primitiva p, de forma que
h
| P ) du = pihy - p(0)
0

of .. p(h)—p0) dp
| = — =P .
Br oo h du|,_, (z)

Analogamente se pode verificar que g—g = Q(z,y). Assim,
Vf=F.

Se U nao for conexo por arcos, serd U = Uy U U; U ..., onde cada U; é
conexo por arcos; podemos entao definir f por “ramos”, em cada U; fixando

um ponto A; e repetindo o raciocinio acima. ]

Como reconhecer se um dado campo de vectores é conservativo/de gra-

dientes? A proxima proposicao fornece um teste de eliminacao, para campos
ct.

Proposigao 5.5. Seja F : U — R™ um campo de gradientes de classe C*;

entao a matriz jacobiana de F' é simétrica em todos os pontos de U .

Demonstracao. Seja f um potencial de F'; entao f é de classe C? e portanto
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a sua matriz hessiana é simétrica; mas a matriz hessiana de f é a matriz
jacobiana de F'. O

Assim, se F' = (P, Q) for de classe C, para ser um campo de gradientes

terd de acontecer

orP  0Q
oy  Ox
(pois, sendo F = Vf = (%, g—fyc), esta condicao ¢ equivalente a 8(9; a]; = %);

ese F'=(P,Q, R) for de classe C'!, para ser um campo de gradientes tera de

acontecer

oP 0Q 0P OR 0Q OR
dy Oz 9z Oz © 0z oy

Veremos (em parte na proxima sec¢do e em parte na secgao 6.2) que a

implicagao reciproca (JF simétrica = F conservativo) é vélida desde que o

dominio de U seja simplesmente conexo (isto é, desde que qualquer curva

fechada em U possa ser contraida continuamente até um ponto); mas nao é

valida em geral:

Exemplo 5.2. Seja F': R?\ {(0,0)} — R? dado por

F<x,y>=<P<x,y>7@<x7y>>=( vy @ )

_x2+y2’m2+y2

Tem-se
oP  y? —a? 0Q

B W r
no entanto, sendo S'* a circunferéncia S* orientada no sentido contrario ao
dos ponteiros do relogio, por exemplo parametrizada por y(t) = (cost,sent),

t €10,2n],

2
sent cost
/ F-dr:/ —— 5o - (—sent,cost)dt
o 0 cos?t +sen?t’ cos?t + sen?t

2m
= / (sen®t + cos®t) dt = 21 # 0.
0

O conjunto R*\{(0, 0)} nao é simplesmente conexo: S! nao pode ser contraida

continuamente até um ponto em R? \ {(0,0)}. Veremos na proxima secgao
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que a “falha” aqui, mais especificamente, é a seguinte: o dominio de F' nao
inclui o ponto (0,0) e este pertence a regiao {(x,y) € R* : 22 +¢y* < 1}
delimitada por S!.

5.3 Teorema de Green

Definicao 5.10. Uma curva simples fechada é a imagem de um caminho

v : [a,b] = R™ tal que y(a) = v(b) € Y| € uma aplicagio injectiva.*®

E intuitivamente 6bvio (embora nio seja simples de provar) que qualquer
curva simples fechada em R? ¢ a fronteira de duas regioes disjuntas de R:
uma interior e outra exterior. Diremos que a regiao interior é delimitada pela
curva simples fechada.

Diremos também que a curva simples fechada esti orientada positiva-
mente quando é percorrida no sentido “contrario ao dos ponteiros do relo-
gio”; isto é, quando selecionamos a orientagao tal que, se nos colocarmos num
qualquer ponto da curva, olhando no sentido do vector tangente unitario, a
regiao delimitada pela curva fica “a esquerda”; ou, dito ainda de outro modo,
quando selecionamos a orientacao tal que, em cada ponto da curva, o vector
tangente unitario T e um vector normal ¥ que aponte no sentido da re-
giao delimitada pela curva formam uma base (7, 7’) de R? com orientacao

positiva.

Formalmente, para cada curva simples fechada ha infinitas orientagoes
positivas, que diferem entre si no ponto inicial (e final) considerado. Mas essa

diferenca é irrelevante para o céalculo de um integral ao longo da curva: se

36Recorde que uma curva simples aberta ¢ a imagem de um caminho v : [a,b] — R”
injectivo. Poderiamos definir curva simples como uma curva que é simples aberta ou
simples fechada.
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a:la,b] = R"e B [c,d] — R™ forem duas parametrizagoes da curva simples
fechada C', ambas determinando orientagao positiva, mas com «a(a) = a(b) =
P # Q = B(c) = 4(d), podemos dividir C' em duas curvas simples abertas
com extremos P e (), parametrizadas por restrigoes aq,as de a e (3o, 31 de
0, de forma que faF-dr:falF-dr+fa2F-dr:fBQF-dr—I—fﬁlF-dr:
fﬂl F-dr—i—fﬂ2 F.dr = fﬂ F'-dr. Assim, faz sentido falar em [, F-dr, onde

C™ representa C' com uma (qualquer) orientagao positiva.

Teorema 5.6 (Green). Sejam U um aberto limitado de R?, cuja fronteira
¢ uma curva simples fechada C, V um outro aberto de R* com U C V, e

F=(P,Q):V —R? um campo de vectores de classe C'; entdo

[ (85

(onde CT representa a curva C' orientada positivamente).

Demonstracao. Nao vamos dar uma demonstragao completa, mas indicare-
mos como poderia ser obtida.
Vamos supor inicialmente que a regiao U pode ser descrita das duas for-

mas seguintes:

U={(z,y) eR*:a<z<bep(z)<y<pr)}
:{(:U,y)€R2:0<y<dew1(y)<w<¢2(y)}

para alguns a,b,c,d € R e algumas fungdes 1,2 : [a,b] — R, ¥q1,1s :
[c,d] — R.
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Considere entao os seguintes caminhos, baseados na primeira das duas

descricoes de U:

ar: [a,b] — R? az: [pi(0),p2(b)] — R
z = (zp1(2) y = (by)
as: [a,b] — R? as: [pi(a), p2(a)] — R?
v = (2,02(2)) y = (a)

(g e ay 86 existem se a curva C' incluir algum segmento de recta vertical,
no “extremo esquerdo” ou “extremo direito”, respectivamente; senao p;(a) =
wa(a) e/ou ¢1(b) = ¢2(b)); usando a notagao da demonstragao da proposi¢ao
5.1, o caminho

a1+ Qo — g — Qy

(ou a1 — a3z — ay, ou a1 + ay — g, OU (] — (rg €asoO (g €/0U (g NAO exista)
parametriza a curva C', com orientagao positiva.

Como ¢é claro,

/mF.dr:/C+(P,Q).dr:/CY+(P,0).dr+/C+<O’Q),dT_

Vamos calcular | o+(P,0) - dr usando a parametrizagao a; + az — az — ay:

/C+(P,0)-dr:/m(P,O)-dr+/{12(P,O).dr—/ar(P,()).dr_/%(P’O).dT

b w2(b)

= [ P, 0)- (@ + [ Pe.9).0)- 0.0y
b p2(a)

= [ P, 0)- (e = [ (Pla).0)- 0 1y
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:/ P(as,gol(x))dx—i—()—/ P(x,ps(z))dx — 0
=/(H%%@D—H%w@m¢b

Por outro lado,

e2(2) gp b B
// —dxdy—/ / a—dydx—/ [P(z,y)]z;ijgg dx

=/<mnw@»—me@WMa

a

[ e

De forma analoga se poderia usar a segunda descri(;éo de U para parame-

Isto é,

trizar C' e seguidamente calcular [, (0,Q) -dr e [ fU dx dy; a conclusao

0Q
/C+(0,Q)-d7“ = //U%dmdy
e portanto

/C+F-dr:/c+(P,0)-dr—l—/c+(0,Q).dr://U(%—g—]yj)dmdy.

O Teorema de Green esta assim provado para regidoes que podem ser

seria

descritas das duas formas indicadas no inicio da demonstragao. Vamos agora

estendé-lo a regioes que podem ser decompostas em regioes dessas.
Suponhamos que U; e U; sao duas regioes, delimitadas pelas curvas C

e Oy respectivamente, tais que o Teorema de Green é valido para cada uma

delas; isto ¢, tais que para qualquer campo F = (P, Q) de classe C*,

B 0Q 0P B 0Q 9opP ‘
/c*fF.dr_//[ﬁ(ax ay)dmdye /C;Fdr—//Uz<ax ay)dmdy,

suponhamos ainda que U; e U, sao disjuntas, mas C; e Cy tém interseccao

nao vazia, e essa interseccao é uma curva C5, de modo que a curva C' =
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(Cy UCy) \ Cs ¢ a fronteira da regiao U = U; U Uy.3" Parametrizando C}
com «a + v, de forma que v é uma parametrizacio de Cs, C) terd uma
parametrizacao da forma (3 — v (pois Cj tera de ser percorrida em sentidos
inversos para C]" e C, — basta reparar que, em cada ponto, os vectores
normais v'1, U9 que apontam para Uy, Us tém de ter sentidos opostos); entao,

a + (8 sera uma parametrizacao de C* e

/ F-dr:/F~d7“~|—/F-dr
Cc+ o 8
:/F-dr+/F-dr—|—/F-dr—/F-dr
o v B v
cf cyf

Por outro lado,

90PN gty [ (2207 gy [ (2207
//U(ax 8y>dxdy_//(h<8x ay)dmdy—l— o\ on 9y dx dy,
e portanto
B oQ OP '
/C+F-dr—//U(% a—y)dxdy,

ou seja, o Teorema de Green ¢ valido para U.

Restaria ver que qualquer regiao U delimitada por uma curva simples
fechada C' pode ser decomposta em regioes que podem ser descritas das duas
formas indicadas no inicio da demonstracao. Essa possibilidade pode ser
comprovada em casos particulares (e pode ser elucidativo fazé-lo). Mas em
vez de tentar ver que a possibilidade é mesmo geral, repare que qualquer tri-
angulo pode ser descrito dessas duas formas; e, como qualquer poligono pode
ser decomposto em triangulos, o Teorema de Green é valido para qualquer

poligono. Entao, considere uma aproximagao poligonal C), de C' com n lados

37Esta frase ndo esta correcta; para C ser efectivamente uma curva e igual a fronteira
de U (que deve ser um conjunto aberto), deveria ser: a curva C = (C; UC3)\ C5 ¢ a
o

fronteira da regiao U =U; U Us; mas a diferenga entre (C1 U Cq) \ C5 e (C1 U Cy) \ C3 sdo
dois pontos, que nao afectam um integral ao longo de C, e a diferenca entre U; U U; e
o

Uy UUs é uma curva, que nao afecta um integral em U.
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(ou seja, uma curva poligonal com n vértices, todos pertencentes a C'); C,,

delimitird uma regiao U,; e seréd

B oQ OP ‘
/C;FF-dr—//n (% 8—y)dmdy,

ora, quando n — +00, o integral da esquerda tende para fc LF-dr; eoda

direita para fo (g—g — %—I;) dx dy. O]

Como uma primeira aplicacao do Teorema de Green, vejamos a implica-
cao “JF simétrica = F conservativo” para campos de vectores em R? com
dominios simplesmente conexos. Mas primeiro vamos definir formalmente

“conjunto simplesmente conexo”.

Definicao 5.11. Um conjunto U C R" diz-se simplesmente conexo se for
conexo por arcos e, dado qualquer caminho fechado 7 : [a,b] — U, existir
uma fung¢ao continua H : [a,b] x [0,1] — U tal que a aplicagao t — H(t,1)
¢ igual a v, para cada uy € 10,1, a aplicagiao t — H(t,up) € um caminho

fechado e a aplicagao t — H(t,0) € constante.

Esta definigdo nao faz mais do que formalizar a ideia (que ja tinha sido
referida) de que um conjunto U é simplesmente conexo se toda a curva fe-
chada em U pode ser contraida continuamente até um ponto (sem sair de
U, evidentemente). O que é importante aqui é reparar que se U C R? for
simplesmente conexo, e se C' for uma curva simples fechada em U, entao a
regiao delimitada por C' esta contida em U.

Mais adiante seré util o seguinte facto, simples de verificar: se X é simples-
mente conexo e f é um homeomorfismo, entao f(X) é também simplesmente

conexo.

Proposigao 5.7. Sejam U um aberto simplesmente conexo de R* e F =

(P,Q) : U — R? um campo de vectores de classe C'; suponhamos que, em

0Q _ OP.

todo o ponto de U, se verifica 3¢ = %, entao F € um campo conservativo.
’ ox oy’

Demonstracao. Seja v um caminho fechado em U; queremos provar que

va-dr:O.
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Vamos supor inicialmente que ~ é simples — ou seja, que a curva C
parametrizada por v é simples fechada. Entao C' delimita uma regiao V, e

por U ser simplesmente conexo, tem-se V' C U. Assim,

/ F~dr:// <8—Q—8—P>dxdy://0dxdy:0;
c+ v \0z Oy 1%

e, como fWF-dr:fC+F-dr ou va-dT: —fC+F-dT, vem va-dT:O

Se v nao for simples, podemos dividir a curva C' parametrizada por -~y
em curvas simples fechadas, e aplicar o raciocinio anterior a cada uma delas.
Nao vamos entrar em detalhes, mas pode ver que, na situagao representada
abaixo, v = v, + 72 + 73 (72 com o sentido dos ponteiros do relogio e y; € 3

com o sentido oposto ao dos ponteiros do relogio) e

yla)=y(b)

/F-dr:/F-dr+/F-dr+/F-dr
Y 71 72 V3

:/ F-dr+/F-dr:0+O:O [l
Y1+73 Y2

Pode agora reparar que o que falhava no exemplo 5.2 (pag. 88) era que
o Teorema de Green nao se podia aplicar: a regidao delimitada por S! nao
estava contida no dominio de F'.

Mas o Teorema de Green pode ser util mesmo em situacoes em que o

dominio de um campo de vectores nao é simplesmente conexo.

Exemplo 5.3. Considere outra vez o campo de vectores F' do exemplo 5.2;
recorde que o dominio de F' ¢ R?\{(0,0)} e a sua matriz jacobiana ¢ simétrica.
Considere ainda uma curva simples fechada K contida no primeiro quadrante

Q1 ={(z,y) e R*: 2> 0ey >0} O conjunto Q; é simplesmente conexo,
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logo o campo F'|g, ¢ conservativo:

/ F-d?":/ Flg, -dr = 0.
K+ K+

Exemplo 5.4. Continuando com o campo F' do exemplo 5.2: considere a
circunferéncia S* e uma outra curva simples fechada C| tal que o ponto (0, 0)

pertence a regiao delimitada por C.

h
N

Imagine que quer calcular fc . F -dr. Como a matriz jacobiana de F' ¢

simétrica, se (0,0) nao pertencesse a regido delimitada por C|, este integral
seria nulo. Ja sabemos que neste caso isso nao funciona, mas podemos fazer

o seguinte: seleccionemos dois pontos A, B de C' e dois pontos D, E de S*;

consideremos caminhos g, ap € 1, Y2 tais que a; + g parametriza C* (a; de
B até A e ay de A até B) e 71+, parametriza S’ (v, de E até D e 5 de D
até F); consideremos ainda um caminho ; de A até D e um caminho [ de

E até B. Teremos que a1+ (1 — 71+ B2 € ag — Py — 2 — f1 parametrizam duas
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curvas simples fechadas que delimitam regides onde F' esta definido. Assim,

/ F-drzOz/ F - dr.
a1+B1—y1+62 az—B2—y2—P1

Mas

/ F-dr—/ F-dr—/ F-dr—/ F-dr
c+ Si+ aj+az Y172
/Fdr+/F-dr+/F-dr—/F-dr
1 B1
/Fdr /Fdr—/F-dr—/F~d7’
2 71 72

/ F-dr+ / F-dr
1+B81—71+82 ag—B2—y2—P1

=0;

/ F-d?“:/ F-dr =2r.
c+ Si+

6 Integrais de superficie

+
@

ou seja,

6.1 Integrais de campos de vectores em porcoes de su-
perficie

Nesta seccao vamos definir integral de um campo de vectores sobre uma
porgao de superficie orientada. A limitagao a porgoes de superficie deve-se
apenas a uma questao de simplicidade: com um pouco mais de trabalho,
¢é perfeitamente possivel estender a definicao que daremos a integral de um
campo de vectores sobre uma superficie orientada. Mas a limitacao a (porgoes
de) superficies orientadas é essencial (repare que também no caso de curvas
definimos integral ao longo de uma curva orientada).

Tal como na parte II, sempre que dissermos que S é uma porcao de
superficie orientada e ¢ uma parametrizacao de S, quereremos dizer que o

determina essa orientagao (a nao ser que algo seja dito em contrario).
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Definicao 6.1. Sejam S uma porcao de superficie orientada, V' um aberto
de R tal que S CV e F : V — R3 um campo de vectores continuo. O

integral de F' sobre S, que representaremos por

//SF-dA,
// (oy X 0y) dudv,

onde , 0 : U — R?® é uma parametrizagao de S (com a orientagio conside-

rada).

€ o integral

Vejamos que este integral estd bem definido: se ¢ : U — R3 for uma

reparametrizagao (global) de S com a mesma orientagao, seré
c=00®

com ®(U) = U, Jac® > 0 (donde |Jac®| = Jac®) e 653 x 55 = Jacd (o, x

0y); Nesse caso,

// (60, 7 auxav)dudv—// (00 (i1, 5)) - (0 X o) Jac D dii di

// (oy X 0y) dudv

(pelo teorema de mudanca de variaveis para integrais duplos).
Repare que, se tomar em S a orientacao oposta a original, ou seja, se
tomar uma reparametrizagao 6 = oo® com Jac® < 0, sera |Jac ®| = —Jac P

e portanto

//U F(6(u,0))-(6g x & // (0 X 0y,) dudv;

isto é, uma mudanca de orientacao numa superficie produz uma mudanca de

sinal no integral de um campo de vectores sobre essa superficie.
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6.2 Teorema de Stokes

Nesta tltima sec¢ao veremos um teorema que é em boa medida o equivalente
ao Teorema de Green para curvas em R3.3® Para simplificar um pouco o
enunciado desse teorema, vamos definir rotacional®® de um campo de vecto-

res.

Definigao 6.2. Sejam U um aberto de R® e F' = (P,Q,R) um campo de
vectores derivdvel em U. O rotacional de F' € a funcdo rot F': U — R3 dada

por

om_(0R_0Q 0P OR 9Q 0P
S oy 0z 0z 0Ox 0x Oy/)

O rotacional de F' é frequentemente representado por V x F devido ao
facto (muito 1til para evitar decorar a expressao acima) de que, se interpre-

tarmos V = (2. 2 2 formalmente como um vector
oz’ Oy’ Oz ’

rot(P,Q,R) =V x (P,Q, R).

O seguinte teorema, embora contenha jé o essencial do Teorema de Stokes,

¢ uma versao preliminar, enunciada em termos de parametrizagoes.

Teorema 6.1 (Teorema de Stokes para parametrizagoes). Sejam o :
U — R3? uma parametrizacio de superficie, com U simplesmente conezxo,
K C U uma curva simples fechada que € a fronteira do aberto simplesmente
conexo D, 7y : la,b] — U uma parametrizagio de K com orientagao positiva,
B = 0o(D), V um aberto de R? tal que o(U) CV e F : V — R um campo

de vectores de classe C; entao

/ F-dr://rotF-dA.
ooy B

38 Chamar-lhe-emos “Teorema de Stokes”, como é habitual em textos introdutérios. Mas
é bom avisar que a expressao “Teorema de Stokes” (por vezes “Teorema de Stokes ge-
neralizado”) se aplica a um teorema mais geral, referente a variedades diferenciaveis de
dimensao arbitraria (muito simplificadamente: uma variedade de dimensdo n é um con-
junto localmente homeomorfo a um aberto de R™; uma curva simples é uma variedade
de dimensao 1 e uma superficie é uma variedade de dimenséao 2). Cf. [Marsden, Tromba,
sec. 8.6], [EL Lima, cap. 7, §8] ou [FR Dias Agudo, §2.7].

39Em inglés, o rotacional é habitualmente chamado “curl”.
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Demonstra¢ao. Vamos escrever ' = (P, (), R). Repare que

/ F«dr:/ (P,o,()).dr+/ (O,Q,O)~dr+/ (0,0, R) - dr.
ooy ooy ooy ooy

Escrevendo também o (u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) e y(t) = (u(t),v(t)),

(0 o07)(t) = (xuu + 2,0, yu' + y,0', 2,0 + 2,0)

(onde @y, Ty, Yu, Yo, 2u, 2o S840 calculados em (u(t),v(t)) e v/,v" em t) e por-

tanto

/ (P,0,0) - dr = / (P(o07(t)),0,0) - (c o) (t)dt

b b
= / P(oovy(t)) (z,u + z,0") dt = / (Poo(u(t),v(t))) (zy,x,) - (u,0")dt;
mas este é o integral do campo de vectores em R?
(u,v) = (Poo(u,v)) (xy,x,) = (Poo(u,v)x,, Poo(u,v)x,)

ao longo do caminho v e, aplicando o Teorema de Green, temos

/U (P,0,0) dr—// (au Poaa:v)—aa((Poa)aju)>dudv

// (Ppxyty + Pyyuxy + P2y, + (P o 0)Ty,

—P,x,x, — Pyyyxy, — Po2yxy — (P o 0)y,)dudy

— // (Pyyuty + Prozyty, — Pyyyry, — Pozyxy,) dudv
D

://D <O,aa—]:(a(u,v)),—g—§(a(u,v))) (0w X 0y) dudv
//( 8P’ aP) dA:
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analogamente,
0Q
0,Q,0) -dA
JRCCORE/ (505
/ (0.0, R) - dr—// (‘9R o 0) - dA;
somando estes integrais temos o resultado a que queriamos chegar. O]

Para enunciarmos o Teorema de Stokes de uma forma mais directa (sem
recorrermos a parametrizagoes), temos de analisar o que pode significar uma
curva simples fechada numa superficie delimitar uma regiao nessa superficie,
e qual a relagao entre as orientacoes de uma superficie e das curvas simples
fechadas nessa superficie.

Uma curva simples fechada no plano delimita uma regiao — isto é, é a
fronteira de um tnico aberto limitado (o qual é simplesmente conexo). No
entanto, numa superficie S, uma curva simples fechada C' podera delimitar
uma, duas ou nenhuma regiao limitada e simplesmente conexa. Imagine a
circunferéncia de equacoes 22 + 9> = 1,z = 0 no cilindro S* x R: divide o
cilindro em duas “metades”, nenhuma limitada (e, ja agora, nenhuma sim-
plesmente conexa). Imagine em vez disso, no mesmo cilindro, uma curva
simples fechada como na figura abaixo: claramente, delimita uma tnica re-
gido (que é simplesmente conexa). Finalmente, imagine uma circunferéncia
na esfera S? (por exemplo, um “paralelo”): divide a esfera em duas regioes,

ambas limitadas e simplesmente conexas.

) )

Mas, se nos limitarmos a porcoes de superficie, a possibilidade das duas
regioes desaparece; e, se nos limitarmos a porgoes de superficie simplesmente

conexas, uma curva simples fechada delimita uma e uma s6 regiao simples-
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mente conexa: se o : U — R? for uma parametrizacao de superficie, U
simplesmente conexo (o0 que é equivalente a o(U) ser uma porc¢ao de su-
perficie simplesmente conexa) e C' C S = ¢(U) uma curva simples fechada,
K = 07!(C) sera uma curva simples fechada que delimitara uma tnica regiao
D C U; entao, em S, C delimitaré a regidao B = (D) simplesmente conexa, e
S\ (BUC) nao sera simplesmente conexa (por ' (S\ (BUC)) = U\ (DUK)
nao o ser).

Quanto as possiveis orientagoes, repare que: qualquer curva simples fe-
chada tem duas orientagoes possiveis (a menos da questdo do ponto inicial
e final, que é irrelevante para o célculo de integrais); se C' for uma curva
simples fechada, com uma parametrizacao «, numa porcao de superficie pa-

Lo o sera uma parametrizacao de

rametrizada por o : U — R3, entdao v = o~
uma curva simples fechada em U — e estaremos nas condig¢oes do Teorema
de Stokes para parametrizacoes; sendo assim, se 0! o a for uma parametri-
zagao com orientacao positiva, teremos, para um qualquer campo de vectores
F, [ F-dr= [[yrot F-dA (e, claro, se 0~! o a tiver orienta¢io negativa,
[, F-dr = — [[,rot F' - dA); logo, faz sentido dizer que C' esta orientada
positivamente relativamente a regiao que delimita em o(U) quando conside-
ramos a orientagao dada por o o+, onde v é uma (qualquer) parametrizagao
de K = 07 !(C)) com orientagao positiva.

Isto é equivalente a dizer que C esta orientada positivamente, relativa-
mente a regiao B que delimita na porcao de superficie orientada S, quando
estd orientada de forma que, se nos colocarmos num qualquer ponto de C,
com a cabega para cima (sendo o sentido de “cima” indicado pelo vector
normal unitério de S) e olharmos no sentido do vector tangente unitario, a
regiao B fica “a esquerda’; ou, dito de outro modo, quando selecionamos a
orientacao tal que, em cada ponto da curva, o vector tangente unitéario 7,
um vector unitario @ normal & curva (e tangente a S) que aponte no sentido

da regiao delimitada pela curva e o vector normal unitario da superficie N

40Ge tivermos uma curva simples fechada numa superficie, como uma esfera, delimitando
duas regices simplesmente conexas, podemos escolher considerar uma ou outra — necessi-
taremos apenas de considerar uma porcao de superficie que inclua a regiao que escolhemos;
nessa porcao, esta seré unica.
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- = . ~ "
formam uma base (¢, v, N) de R® com orientacao positiva.!

Assim, o resultado seguinte é uma consequéncia imediata do Teorema 6.1.

Teorema 6.2 (Stokes). Sejam S uma por¢ao de superficie orientada, C C S
uma curva simples fechada que delimita uma regiao simplesmente conexa
B C S,V um aberto de R? tal que S CV e F : V — R3 um campo de

vectores de classe C'; entao

/ F-dr://rotF-dA
o+ B

(onde C* representa a curva C orientada positivamente em relagao a B).

Como uma aplicagao do Teorema de Stokes, vejamos a implicacao “JF

41 Consideremos um ponto qualquer P € C, supondo que C esta orientada_l)ositivamente
(ou seja, com a orientagdo dada por o o +...), e tomemos os vectores ¢, 7 e N em
P; queremos ver que (?,7,N ) tem orientacdo positiva — ou, equivalentemente, que
det(?, 7', N) = 1. Consideremos também uma outra curva simples fechada Cy, tangente
a C em P (ou seja, as duas curvas tém esse ponto, e a recta tangente nesse ponto, em
comum) e contida na regido B delimitada por C' (com a tnica excepgdo do ponto P); o
vector unitario normal a C; e tangente a S em P que aponta para a regiao delimitada
por C serd evidentemente o mesmo v’; se o~ !(Cy) for parametrizada com orientagio
positiva por 1, serd v = k7', com k > 0 (estas derivadas calculadas nos valores dos
parametros correspondentes a o~ !(P)) donde, em P, (0 o~;) = k(o 0o~') e o vector
tangente unitario a C7 serd o mesmo ?; entao, para o calculo de det(?7 7,N) em P,
podemos substituir C' por uma qualquer curva C7 nestas condicoes. Tomemos agora
para R3 um referencial ortonormado tal que P seja a origem e N tenha coordenadas
(0,0,1) (e portanto o plano P + 7g(P) tenha equagdo z = 0); poderemos considerar
uma parametrizagao local (z,y) — (z,y,2(z,y)) de S (v. nota 31 nas pags. 71-72) e uma
curva C nas condigbes acima que esteja contida na porgao de superficie coberta por esta
parametrizagao; teremos t = (t;,t,0), v = (vi,v9,0) e det(?,?,N) = t1vg — touy;
mas a curva v~ 1(Cq) sera a projeccio de Cp nas duas primeiras coordenadas e portanto
0s seus vectores unitarios tangente e normal apontando para o interior terao coordenadas
(t1,t2) e (v1,v2) e, como devem constituir uma base de R? ortonormada com orientacao
positiva, tem de ser t1vy — tov; = 1.
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simétrica = F conservativo” para campos de vectores em R? com dominios

simplesmente conexos. Repare que:
1. a condigao rot F' = 0 é equivalente a JF' ser simétrica;

2. se U C R? ¢ um aberto simplesmente conexo e C' é uma curva simples
fechada em U, entao podemos definir uma superficie S contendo C' e
na qual C' delimita uma regiao simplesmente conexa (esta regiao pode

ser o conjunto H ([a,b] x [0, 1]), nos termos da defini¢ao 5.11).

Entao, de forma analoga a da proposicao 5.7, podemos concluir o seguinte

resultado:

Proposicao 6.3. Sejam U um aberto simplesmente conero de R3 e F :
U — R3 um campo de vectores de classe C*; suponhamos que, em todo o
ponto de U, a matriz jacobiana de F € simétrica; entao F' é um campo

conservativo.
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