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5- ELEMENTO DE PORTICO 3D DE TIMOSHENKO

5.1 - Introducgao

Neste capitulo a teoria de Timoshenko descrita na sec¢@o 4.3 vai ser estendida a estruturas
porticadas tridimensionais. Um no deste tipo de estruturas ¢ caracterizado por seis graus de
liberdade (3 deslocamentos e 3 rotacdes). Uma barra pode estar submetida a seis
componentes de esforgos, designadamente, esfor¢o axial, esfor¢os de corte segundo os
eixos principais centrais de inércia (EPCI) da sec¢@o da barra, momento torsor € momentos
flectores segundo os EPCI. Se alguma das barras tiver desenvolvimento curvilineo, um
referencial suplementar aos considerados no capitulo 4 devera ser considerado, de forma a
caracterizar grandezas estabelecidas nos pontos de Gauss do elemento, nomeadamente, as
extensdes e as tensdes. Por este facto, a seccdo seguinte ¢ dedicada a defini¢do dos
referenciais utilizados na teoria de Timoshenko aplicada a estruturas porticadas
tridimensionais.

5.2 - Referenciais

Considere-se uma pega curva definida no sistema de eixos global g, (gl, g2,.9; ), pela sua

directriz e ¢ pela geometria das diferentes secg¢des transversais planas de area A,
ortogonais a e (ver Figura 5.1). Admita-se que esta sec¢ao ¢ discretizada em elementos de
portico 3D de Timoshenko. A geometria, os deslocamentos generalizados e os esforgos
generalizados desta peca estdo definidos em diferentes referenciais, que se estabelecem a
seguir.
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Figura 5.1 - Elemento de portico 3D de Timoshenko.

5.2.1 - Sistema coordenado global - g. (g1 Z5,g 3)

Sistema coordenado cartesiano usado para definir a geometria da estrutura no espago
(Figura 5.2). As coordenadas e os deslocamentos dos nos da estrutura, a matriz de rigidez
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da estrutura e o vector das forcas nodais equivalentes da estrutura sdo referidos a este
sistema.

g pg
g3, uj, b5

g pg
g5, U3, 05

Figura 5.2 - Referencial global.

5.2.2 - Sistema coordenado normalizado - s,

Sistema coordenado que serve de base a definicdo das fungdes de forma do elemento (ver
secgdo 3.2). A coordenada normalizada s, varia de —1 a +1 ao longo do eixo do elemento.

O eixo do elemento coincide com a linha que contém os centros de gravidade das secgoes
da peca.

5.2.3 - Sistema coordenado local - { i(f 1oLyt 3)

Sistema coordenado cartesiano definido localmente em qualquer sec¢do do elemento. A
defini¢do deste referencial nos pontos de integragdo numérica (pontos de amostragem)
serve de referéncia a definicdo dos estados de deformacdo e de tensdo (Figura 5.3). A este
referencial atribui-se por vezes a designagdo de tangencial pelo facto do eixo ¢, ser

tangencial ao eixo do elemento.
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Figura 5.3 - Referencial local.
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Para cada ponto de amostragem do elemento, este sistema ¢ definido por intermédio do
procedimento que se passa a descrever.

Versor do eixo /,
O vector /, ¢ tangente, no ponto de amostragem, ao eixo curvilineo s,. Assim,

P = Y 6.

ola & B '
€

A 4

Elzm:[ﬁn s 631]T (5.2)

sendo /7, o versorde /.

Versor do eixo 7,
Para se definir o versor de ¢, vai-se comecar por admitir que este eixo ¢ ortogonal ao

plano definido por 7, e %1 , pelo que

7, =i,
_‘0 1 1
TR TR Y 173 X%l (5.3)

i 1 (Coyi+ 0,5+ 04)

\/(EZI)Z "‘(511)2

Se ¢,, =/, =0,entdo i; e ¢, sdo colineares. Se além disto /,, >0, isto &, se a barra

esta orientada segundo o sentido positivo do eixo g,, como se ilustra na Figura 5.4a,

entdo ¢, obtém-se a partir do produto vectorial de ¢, com i,. Neste caso,
7,=[o 1 o] (5.4)

Se 7,, <0, isto ¢, se a barra esta orientada segundo o sentido negativo do eixo g, (ver

Figura 5.b), entdo 22 obtém-se a partir do produto vectorial de 7, e %1 . Também neste
caso,

7,=[o 1 0] . (5.5)
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g = g
I

[

g =1l

a) b)

Figura 5.4 - Barra dirigida segundo o sentido positivo a) e negativo b) do eixo g, .

— Versor do eixo /,

O versor do eixo ¢, obtém-se por intermédio do produto vectorial de [ , com [ 5

D=0 X, | (5:6)

Assim, a matriz que converte entidades do referencial local para o referencial global
apresenta a seguinte constitui¢ao:

4y 12 13

_[ ~ ~ ~

Zg=[€1 fz €3]: £21 gzz 623 . (5.7)
£31 £32 33

Considere-se agora que os eixos /, e ¢, ndo coincidem com os EPCI da secc¢do (ver
Figura 5.5). Por este facto, estes eixos sao designados por /, e /, e ao sistema coordenado
de eixos que formam com /, designa-se por referencial /. Neste caso, os versores de /.,

A

¢, sdo convertidos para o referencial dos EPCI por intermédio da relagio seguinte,

u'=rT"'u’ (5.8a)

em que
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1 0 0
T'""=|0 cosa sina (5.8b)
0 —sina cosa
sendo ¢ o angulo entre ¢, e £, (ou £, e /,), ver Figura 5.5. Assim,
Ut=1'""v"’
=lg| = T I
T v (59)
:ffggf
j>i
' a Ly
£ 0=,

Perfil em Z com a alma
num plano vertical

Figura 5.5 - Defini¢do do referencial local da barra para & nao nulo.

Na Figura 5.6 representam-se as situagdes em que os eixos ¢/, e /; ndo coincidem com os

EPCI, no caso de barra com eixo segundo o sentido positivo € negativo de g,.

gy =L, =1} &
l
3,"/ g, =1,
3 Y
S l, -
~ - ot ~
/2
}(x g =1
g =1 /
& 0 =0
a) b)

Figura 5.6 — Perfil em Z dirigido segundo o sentido positivo a) e negativo b) do eixo g5 .
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5.3 - Campo de deslocamentos

Considere-se a sec¢do do elemento representada na Figura 5.7. O campo de deslocamentos
define-se por intermédio das expressdes seguintes,

uf (g )= ! et 01 )= 04 ) (5.102)
g (o, )= () )=t 6 () (5.10b)
! (! xt xt)=ul +x. 6! (x!) (5.10¢)
em que
u! (x! )=u! (!, x, = 0,x =0) (5.11a)
wl(x! )=ul(x xs =0,x] =0) . (5.11b)

Figura 5.7 - Campo de deslocamentos.

No referencial local e global o vector dos deslocamentos tem as seguintes componentes,

U'=lu ul ul o o 6] (5.12)

Qg:[ulgc uyg usg 6F 65 6’5] (5.13)
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respectivamente. A conversao dos deslocamentos do referencial local para o referencial
. . ~ 14
global efectua-se a partir da matriz de transformacdo 7 ¢,

em que

definida na sec¢do anterior.

5.4- Campo de deformacoes

(5.14)

(5.15)

As extensdes sdo definidas no referencial local, sendo as componentes ndo nulas as

seguintes
8_uf ou; oy 00, o 00,
ox! ox/ x3 ox/ % ox/
glf 1 1 1 1
/ i auf au; ¢ (’%Ié / aelf
£ =\Vn(= =170+ 5.16
- 7/1; oxy  Ox, ’ O, ’ Ox, ( 2)
7o) ou! ou! o Oul 06
a l a l 2 a 14 x2 8 l
X3 X Xy X
ou
o
Ox,
aig_g;
ox,
- l
10 0 0 x -—x %wﬁ
&=l o0 0 -x. 0 0 xlagg (5.16b)
o 0 1 x 0 0| ﬁx}
00,
ox,
00,
Ox,
que em notagdo matricial fica
5.7
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g =Rg' (5.16¢)
sendo
1 0 0 0 Xy —x
R=| 0 -x; 0 0 (5.17)
0 0 x, 0 0
e
Ox,
a_”§ -6
! /
l ga‘
% + 92/ 8(
_ X, &,
g'= St |7 (5.18a)
1 t
8xf g?
00,
Ox,
00,
Ox,
em que
; auf
s =g (5.18b)
ox;
¢ a extensdo axial,
au;G _p!
o e
£ =\ ol [ (5.18¢)
3G
ox! +6,
1
¢ o vector das extensoes de corte,
, 00/
T Ay (5.18d)
ox,
¢ a extensao de tor¢do, ¢
5.8
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00,
ox,
00,
ox;

(5.18¢)

¢ o vector das extensoes de flexdo. Todas as componentes de extensdo estao no referencial
local.

5.5 - Tensoes

As tensdes sdo definidas no referencial local, sendo as componentes ndo nulas as seguintes
(ver Figura 5.8)

Qt :[O-lg sz TK}]T (5.19)

Figura 5.8 - Tensoes.

5.6 - Lei de Hooke

J4

A relagdo entre o vector das tensdes e das extensdes € estabelecida por intermédio da
matriz constitutiva D, no referencial local:

l l
o =D¢

(5.20a)

ou
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o | TE 0o 07 e
o =10 G, 0 |y, (5.20b)
2'1€3 0 0 Gy 71[3

em que E ¢ o modulo de elasticidade longitudinal do material e G,,, G,; s@o os mddulos
de elasticidade transversal do material nos planos ¢,/, e /,/,, respectivamente. Se o
material for homogéneo e isotropico G,, = G,; =G = E/(2(1+v)) sendo v o coeficiente
de Poisson do material.

5.7 - Esforcos

As componentes dos esforcos numa sec¢do do elemento, no referencial local, sdo as
seguintes (Figura 5.9)

g =vovov oMoy oml] (5:21)
em que
N/ = J.af dA,
A
Vv, = Iz‘fz dA,
A
V3€ = _[71[3 d4,
4 (5.22)

M 1" = I (— z'fzxg + rng )dA,

A

M, = I o) x;dA,
A
M, = —.[O'f x; dA
A
sdo o esforgo axial, o esfor¢o de corte segundo o eixo /,, o esfor¢o de corte segundo o

eixo ¢, o momento torsor, o0 momento flector segundo o eixo ¢, e o momento flector

segundo o eixo /,, respectivamente.
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Figura 5.9 - Esforcos na sec¢do de um elemento de Timoshenko no espago.
A relacdo (5.22) pode ser rescrita da seguinte forma
NNl T1 0 0]
vy 0 0lr
¢ o,
S LN LTS (e .
o = = , T, .
o Ml(, o - 3/ ¥ 2( 1/2 ( )
!
M! X, 0L
4
_M3/ | |~ X, 0 0 ]
pelo que
—/ T l
c'=[R"c"dd (5.24)
A
Substituindo (5.20) em (5.24) e tendo em atengdo a relacao (5.16c) obtém-se
:/ _ J‘ BT D ‘ dA
A
(5.25)
=[R" DRZ" d4
A
Efectuando o produto matricial R " DR obtém-se
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E 0 0 0 X!E  —xlE |
0 G, 0 ~x!G, 0 0
0 0 G ‘G 0 0
[R" DRaA=] L BB dA- (5.26)
! Y 0 -x;G,, x,G Glz(xj) +G13(x2) 02 0
xE 0 0 0 (! VE -xixiE
-X.E 0 0 0 —xixlE (v E |

Como os eixos ¢, e /, sdo principais centrais de inércia, e admitindo-se material
homogéneo e isotropico,

{ EdA=EA (5.27a)
{ G, dA=a,GA=GA, (5.27b)
£ G,y dA=a,,GA=GAL (5.27¢)
[Ex/dA=E[x/d4=0 pli=23 (5.27d)
y y
:[Gxi’dA:G:[xfdA:O pli=23 (5.27¢)
[Ex! x| dA=E[x/x;d4=0 pli=23 cli# (5.271)
y y
J;E(xf § dAzE{(xﬁ Vda=EL (5.27g)
[E(;) aa=E[(x;) aa=E 1, (5.27h)
y y

{ 6,2 +Gu(x§)2JdA=G£ (62 + (x2 pra=ci 1y (5270

* * ~ , . . 14 l ~
emque 4, e A, sdo as areas reduzidas de corte segundo os eixos ¢, € /5, I, € I sio

os momentos de inércia em torno dos eixos £, e £, e I, é o momento de inércia em torno
de /,. Assim,
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[EA 0 0 0 0 0
0 G4 0 0 0 0
D=[R"DRdA= 0 0 G4 000 5.28
R 0 GI/ 0 0 (5.28)
0 0 0 0 EIL 0
0 0 0 0 0 EI|
Desta forma, os esfor¢os determinam-se por intermédio da relagdo seguinte
c'=Dg' (5.29a)
Ox,
r ¢ ] - T au; /0
N, EA 0 0 0 0 > -6,
" X
v, | |0 GA 0 0 0 |l
Rk 2 4
vi | lo o G 0 0 |la " )
- 5.29
m!| |0 0 0 GI; 0 0 06, (5.29)
My lo 0 0 EIl 0 oy
, 00,
M, 0 0 0 0 0 EI
L3 L 3 axli
06,
V4
ox,
em que
D, 0 0 0
D= 0D, 0 0 5.30
e I (5.30a)
0 0 0 D,
sendo
D,=EA, (5.30b)
— 1G4Y 0
D.=| ? ol (5.30c)
0 GA,
D, =GI/, (5.30d)
[
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D _|EL 0 5.30
=l o EL (5.30¢)

as submatrizes associadas a rigidez axial, corte, tor¢ao e flexao, respectivamente.

Na formulacdo de Timoshenko, a distribui¢do das tensdes de corte 7,, e 7,; ¢ considerada

constante em toda a sec¢do transversal. Tal facto deriva da hipotese de que as secgdes
transversais se mantém planas apos a deformacao, o que ndo acontece na realidade, pois ha
uma distor¢cdo da seccdo. Assim, para ter em conta essa distor¢cdo e, consequentemente,

uma distribui¢do de tensdes ao longo da secgdo diferente da linear, multiplica-se a area A,
~ . /0 /0 . . ~
e A, da secgdo pelos coeficientes a,e ., respectivamente. Estes coeficientes sdo

designados por coeficientes de forma ou de distor¢do. A sua obtengdo, para cada direc¢ao,
l, e (,, ¢ feita aplicando o PTV, de forma a que o trabalho de deformacdo da tensdo

tangencial constante coincida com o exacto da teoria das vigas (Barros 1989, 1997). As
areas resultantes sdo designadas por areas reduzidas de corte (A4, € 4, ).

5.8 - Trabalho interno de deformacio

Substituindo as componentes do vector das extensdes e das tensdes na parcela do trabalho
interno de deformagao (4.13) do principio dos trabalhos virtuais obtém-se

5Wn(1f) = J.é‘(éé)TQ/Z dv = J-(é‘glf Oy +3Y ), T+ z'153)6”/ : (5.31)
o) o)

Desenvolvendo esta expressdo e tendo em conta as relagdes (5.16¢), (5.20a) e (5.28)
obtém-se

owi= [sle'f o' av
e)

V(

J

yle

s ) r D" av
)

2he (5.32)
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5.9 - Formulacio do elemento de portico 3D de Timoshenko por
elementos finitos isoparamétricos de classe C,

5.9.1 - Definigdo da geometria

As coordenadas cartesianas de um ponto qualquer do elemento, na coordenada
normalizada s,, obtém-se por intermédio da seguinte relagao

Eg(sl):ZNk(Sl)Ei (5.33a)
k=1
ou

]

xil

xg N(s,) © 0 .. NJ(s) 0 0 | £,
Xs)=| 0 N(s) 0 .. 0 NS(s) 0 (5.33b)

xé»g O NI(SI) O 0 Nn(Sl) xig,,n

‘x2g,n

_x§)1

em que 7 ¢ o nimero de nés do elemento, N, (s,) é a fungio de forma do elemento relativa
ao no k, avaliada na coordenada normalizada s, e x?, c¢/i=1,2,3 representa as coordenadas

do no k no referencial global. A relacdo (5.33b) pode ainda ser rescrita da seguinte forma

(5.33c)

(e)

em que X* é o vector contendo as coordenadas, no referencial global, dos nos do

elemento.

5.9.2 - Deslocamentos

Conhecidos os deslocamentos dos nds do elemento no referencial global, U g("), 0s

deslocamentos de um ponto qualquer do elemento, na coordenada normalizada s,
obtém-se por intermédio da relacao seguinte
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n
g — g
Ut ()= 2 N (s)U (5.34a)
k=1
7uf,
uz,
e
g
uf (N(s) 0 0 0 0 0 N(s) 0 0 0 0 0 Z;l (5.34b)
uy 0 Nl(Sl) 0 0 0 0 0 N”(sl) 0 0 0 0 azg,l
Mf ( )_ 0 0 Nl(sl) 0 0 0 0 0 Nn(sl) 0 0 0 31
615' Si)= 0 0 0 N](Sl) 0 0 0 0 0 Nu(sl) 0 0 2
6z 0 0 0 0 Nf(s,) o 0 0 0 0 N(s) 0 u;n
i . 0 0 0 0 0 Nl(sl) 0 0 0 0 0 N,z(51)_ Zz,n
3,n
o,
05,
65

em que u’, e 0F c/i=1,2,3 representam os deslocamentos e as rotagdes do nd k no

referencial global. A relagdo (5.34b) pode ainda ser rescrita da seguinte forma

U*(s,)=NY(s, ) U= (5.34¢)

5.9.2 - Matrizes de deformacdio

As extensdes num ponto do elemento, na coordenada normalizada s,, obtém-se a partir dos
deslocamentos dos n6s dos elemento, efectuando a seguinte operacao (ver (5.18))

g'(s,)=2.B.(s,)U, (5.35)
k=1
em que
] ‘ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ |
Qk:[ul,k Uy Uy gl,k ez,k 93,k] (5.36)

¢ o vector dos deslocamentos do noé £, no referencial local do elemento, e
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N, (fl ) o 0 0 0 0
dx,
o N k(fl) 0 0 0 —N(s)
dx,

0 0 d]\; ; (fl) 0 N(s) o
B, (s,)= %
by (Sl) . . . dN, (Sl) . . (5.37)

dx|
0 0 0 o N (f )
dx,
0 0 0 0 0 d]\; £ (fl)
L X

y . ~ . ’ . . ‘.,
¢ a matriz de deformagao relativa ao no k, avaliada na coordenada normalizada s,,e U, ¢

o vector dos deslocamentos do nd k, no referencial local. Substituindo (5.14) em (5.35)
obtém-se

£'()= 38w (5.38)
ou
gf(sl)iEk(sl)Qf (5.38b)
em que
US=luz, uf, uf, 0% 05 0% (5.39)

¢ o vector dos deslocamentos do né k, no referencial global, T“(s,) é a matriz de

transformagdo do referencial local para o referencial global, definida na sec¢do 5.2.3, ¢

|

B, (5)=B,(s,)[r*(s,)] . (5.40)

Para calcular dN, (sl)/ dx; da matriz B, efectua-se procedimento similar ao descrito na
sec¢do 3.3. Assim,

de(Sl):de(Sl) ds,
dx/ ds, dx|

(5.41)

Como

dx, = \/(dxlg )2 + (dxf )2 + (dxf )2 , (5.42)
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entao

(5.43a)

2 2 V2
dxf dxy dx§
= + +
ds, ds, ds,

Substituindo (5.33) em (5.43a) obtém-se

2 2 212
dif:i de(Sl)xlgk n de(Sl)xfk " de(Sl)ka
ds, = ds, ds, ’ ds, ’ (5.43b)

— g

que ¢ o Jacobiano avaliado na coordenada normalizada s,. Substituindo (5.43) em (5.41)
obtém-se

de(Sl):de(Sl) 1 .
dx| ds| J©

(5.44)

Na sec¢do 5.4, o vector das extensdes foi decomposto nas componentes de extensdo axial,
extensdes de corte, extensdo por tor¢do e extensdes por flexdo. Para determinar estas
componentes de extensdo a partir dos deslocamentos dos nos efectua-se o procedimento
que se passa a descrever.

— Matriz de deformagdo axial

(5.45)

em que [Z (s, )]Z :%{ .(s,) ¢ o versor do eixo local ¢, no referencial global, pelo que ¢

constituido pelos cosenos dos angulos que esse eixo faz com os eixos g, (gl,gz, g 3) do
referencial global e

U=l (s us . (5.46)

a a

Por sua vez,
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(5,)= 2 () (5.47)

¢ o termo correspondente ao nd k£ da matriz de deformagao axial,

U, =ty (5:48)
¢ o deslocamento do né k segundo o eixo local 7, e
Qi,k = [ufk ”ik ”ik]T (5.49)
¢ o vector dos deslocamentos do n6 k segundo os eixos globais g, (g1 225,83 )
— Matriz de deformagdo de corte
Neste caso,
:j (Sl ): B.i (Sl )Qik
. (5.50)
T
= Eck(sl)zeg(sl)]k Qf,k
k=1
em que
, v, I, 0
TE(s)= 2 7 5.51
T5(s) [Q 0 z} (5.51)
¢ a matriz de transformagao associada aos graus de liberdade de corte e
¢ lg L
ul=lrss )| vt (5.52)
Por sua vez,
—dZZIk(fl) 0 0 0 -Nls)
B (s)=| (5.53)
0 de(fl) 0 Nfs) 0
dx,

sdo os termos correspondentes no nd k£ da matriz de deformagao de corte,
e ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ T
U= [uz,k uy, O Oy 05 ] (5.54)

¢ o vector dos deslocamento do no6 & no referencial local, e

5.19
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T
Qf,k:[ulg,k ”2g,k u3g,k efk Hig,k esg,k] (5.55)

¢ o vector dos deslocamentos do né k no referencial global.

— Matriz de deformacgdo de tor¢do

A extensdo de torcdo obtém-se a partir dos deslocamentos, por intermédio da relagao
seguinte,

. (5.56)
= Etk(sl)[ng(Sl)]k Ufk
k=1
lg r T r . .
em que [Z . (sl)] i =lik (sl) ¢ o versor do eixo local 7, no referencial global e
¢ _[ lg ]T g
U'=[T(s,)] US . (5.57)
Por sua vez,
dN, (s
B, (sl)=# (5.58)
dx,
¢ o termo correspondente ao nd k da matriz de deformagao de torgao,
Uy =00 (5.59)
¢ arotagdo do no k segundo o eixo local 7, e
g T
A (5.60)

¢ o vector das rotagdes do né k no referencial global.
— Matriz de deformagdo de flexdo

As extensdes de flexdo obtém-se a partir dos deslocamentos, aplicando a expressao
seguinte,

éjf (Sl ): ZQ/'J{ (Sl )Q/fk
=1

= Bf,k (Sl)[zjg (Sl )]: Qi,k

k=1

(5.61)

em que
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T s)=. 1), (5.62)
¢ a matriz de transformagao associada aos graus de liberdade de flexao e
) ) T
v =) us (5.63)
Por sua vez,
dN, (S 1 ) 0
dx/
B, \s)= ! 5.64
_f,k( 1) 0 de(Sl) ( )
dx|
sdo os termos correspondentes ao n6 k da a matriz de deformagao de flexao,
) ) 0 |\T
Qj‘k = [92[,1( 93(,1{] (5.65)
¢ o vector das rotagdes do no k no referencial local, e
v, =los, or 0] 5.66
York Lk 2,k 3k ( . )
¢ o vector das rotagdes do no k no referencial global.
5.9.3 - Matriz de rigidez
Substituindo as expressodes (5.38) em (5.32) obtém-se
owl = [s') D' &
=10\ ) D & dL
lff)
. (5.67)
— Jé‘[gg(e)] Tf& ETQKE[ZQ’]TQ&(Q)QIL
)
Convertendo (5.67) para coordenadas normalizadas resulta
wl =slus ] [ ‘T 8" B Blr*] s s, U (5.68)
em que
K(e) :.[:lzngTQ[E[zfg]TJ(e)dSl (569)

¢ a matriz de rigidez do elemento. Aplicando a integracdo numérica de Gauss Legendre
(ver seccdo 3.3.3) ao calculo da matriz de rigidez, a relagdo (5.70) reduz-se a seguinte,

Joaquim Barros

5.21



Meétodo dos elementos finitos aplicado a estruturas reticuladas Capitulo 5

N

(e) 2L tg T AL e |T }(9)

K —21{2 8D Bl w, (570)
p

em que N, ¢ o nimero de pontos de integra¢do na direcg¢do s,, em correspondéncia com

a regra de integracdo seleccionada, W, € o peso associado ao ponto de integragdo de

coordenadas s; e J ¢ o Jacobiano.

A matriz de rigidez de um elemento pode ser obtida calculando-se as submatrizes de
rigidez associadas a deformacao axial, as deformagdes de corte, a deformacgao de tor¢ao e
as deformagoes de flexdo. Assim, substituindo (5.18a) e (5.30a) em (5.32) obtém-se

A

owi= [se') D g ar
o

D, 0 0 0]¢& 570

0 D, 0 0|z '
o O A B

0 0 0 D,|&,

Efectuando os produtos matriciais em (5.71) e fazendo intervir as relagdes (5.45)), (5.50))
(5.56)) e (5.61)) obtém-se

o= bz [rrsios [ee] avs s [resipos o] v+
) 1)

bl [resrpplreavrslos ) [r7800,8, |07 ] aus o
em que
KY = LLZﬁgEZDaEa[ZZg]TdL (5.73a)
K'Y = LLZ?E? D.B[r#] a (5.73b)
K= J[)ngﬁf D,8,[r| aL (5.73¢)
k= [178,0,8,[r ] @ (5.73)

sdo as submatrizes de rigidez axial, corte, tor¢do e flexdo, respectivamente. Aplicando a
integracao numérica de Gauss-Legendre, as relagdes (5.73) convertem-se nas seguintes
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() e ot (O]
K“ = z ZaggaDaEa _Zaé_ J sP Wp (5743.)
p=1
() & [ 1 )
K'= Y \[EB.DBTS| I, W, (5.74b)
p=l1
©_ L pr W7 1
K’ = z Ztéﬁt Dzﬁt I:Zté:l J s{’Wp (5740)
p=1
© N;{ 0 [re]” }<e>
Ki'= D \L/B,DB/T/| J[ W (5.74d)

p=l

em que N7, N{, N jl e N‘;f sdo numero de pontos de Gauss associados a integragao

numérica da matriz de rigidez axial, corte, tor¢ao e flexdo, respectivamente, fornecidos no

Quadro 5.1.

Quadro 5.1 - Pontos de Gauss para integragdo numérica das submatrizes de rigidez do elemento de
Timoshenko no espago.

Ordem de

Elemento o

integracao

Fungdo de
forma

Linear

Quadratica

Axial

Corte

Completa

Torgao

Flexdo

Axial

Corte

Reduzida = Selectiva

Torcao

Flexao

N[N [N W [N

5.9.4 - Vector solicitagdo

5.9.4.1 - Introducgao

Para complementar o sistema de equagdes de equilibrio sera necessario determinar as
forcas nodais, equivalentes as accdes exteriores. Nesta seccdo descrevem-se o0s
procedimentos necessarios a obtencdo das for¢as nodais equivalentes aos tipos de acgdes

seguintes:
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Forgas aplicadas em pontos nodais da estrutura;
Forgas aplicadas em pontos do interior de elementos;
Forgas de volume;

Forgas distribuidas por unidade de comprimento;
Deslocamentos prescritos.

5.9.4.2 - Forgas aplicadas em pontos nodais da estrutura

Considere-se que num ponto P da estrutura estd aplicado o vector de forcas
. . . . al
o=l R R oME oMP oM (5.75)

cujas componentes estdo referidas ao sistema global de eixos e estdo em correspondéncia
com os graus de liberdade definidos em (5.13). Admite-se que o ponto P coincide com o

centro de gravidade da sec¢do. Neste caso, as forgas nodais equivalentes a ac¢do de Qi

obtém-se espalhando Qi no vector das forgas nodais equivalentes da estrutura, Qé ®

5.9.4.3 Forgas aplicadas em pontos do interior de elementos

No ponto 4 de coordenada local s;' do elemento representado na Figura 5.10 est4 aplicado
o vector de forgas

. . - . - |7
o=l R R Mg oMp oM (5.76)

cujas componentes estdo referidas ao sistema global de eixos e estdo em correspondéncia
com os graus de liberdade definidos em (5.13).

83

&>

&

Figura 5.11 - Forcas generalizadas aplicadas em pontos do interior de elementos.

Para determinar as forgas nodais equivalentes ao vector (5.76) aplica-se o principio dos
trabalhos virtuais obtendo-se,
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Frous| (F u
Frous || FE u
F£ Sué Jok it
s L L N D (5.77)
MEs0E [ | M 4 s
ME505| | Mk 505
MEs0¢| |ME] 0%
em que,
ouy
ous
&lg
> bo=0U8 (5.78)
50
505
505

¢ o vector dos deslocamentos virtuais no né m, no referencial global. Como os
deslocamentos virtuais sdo quaisquer, (5.77) simplificar-se-a para,

F F¢#
Ef Ff
FE (o) F¥
=N,\s 5.79a
M m ( 1,A)<Mlg ( )
M3 M3
Mi], Mi],
ou
0% =N, (s.)0" . (5.79b)

As coordenadas locais do ponto de aplicagdo do vector de forgas Qi podem ser obtidas

recorrendo-se a condi¢do de se estar a trabalhar com elementos finitos isoparamétricos.
Assim, a coordenada s, , determina-se por intermédio da resolucdo da seguinte equagdo

ndo linear
xi = sz (sl,A )x;gm c/i=lou2ou3 (5.80)
m=l

em que x?, € a componente i do n6 m do elemento, no referencial global, e x, ¢ a

componente i do ponto 4 do elemento, no referencial global. Substituindo o valor de s,
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em (5.79) determinam-se as forcas nodais equivalentes ao vector de forgas generalizadas
aplicadas num ponto genérico 4 do interior de um elemento.

5.9.4.4 - Forcas de volume

Neste trabalho despreza-se os efeitos de aceleragdes rotacionais, pelo que apenas se simula
os efeitos de aceleracdes que geram forgas segundo o sistema coordenado global. Assim,
uma porc¢do de volume de um elemento de portico 3D de Timoshenko fica submetido as
seguintes forcas

dQVg,l g’
doy, 1= py&; dV (5.81a)
dQ§,3 g5
ou
dF; =pgdV (5.81b)

em que gf, g5 e g§ sdo aceleragdes segundo x{, x5 e xj, respectivamente, ¢ p ¢ a

massa por unidade de volume do material que constitui o elemento. Aplicando o principio
dos trabalhos virtuais e integrando na area do elemento e obtém-se,

o \e) _,
(Fy 5| = [N, 5T, pg" 4dL (5.82a)
lﬂf)

PR ) = () =

Fy,oU ), = me oU,, pII " | g AdL (5.82b)
1)
em que

5Qi:[uf ul uf]: (5.83)

sdo os deslocamentos de translacdo segundo os eixos locais.

Como os deslocamentos virtuais devem ser quaisquer, a relagdo (5.82a) converte-se na
seguinte

/(e e gl r
F=N, p“[lg] g“ AdL . (5.84)
IL(F)

Aplicando a integracdo numérica de Gauss Legendre ao integral de (5.84) obtém-se,
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1

: L
- N, ol g aslas

-1

:Z[ N p [z"g ]T g AJ} w (5.85)

em que

F, (sl,p)=(p(e) [fég ]T g A)(s.,p) (5.86)

sdo as forgas segundo os eixos do referencial local associado ao ponto de Gauss, avaliadas
nesse ponto.

5.9.4.5 - Forgas distribuidas por unidade de comprimento

Um elemento de barra 3D de Timoshenko pode ser solicitado por forgas generalizadas
distribuidas em correspondéncia com os graus de liberdade, conforme se representa na

Figura 5.12. Nesta figura q_f”'k (q = f para forcas e ¢ =m para momentos) representa a

forga generalizada atribuida ao n6 & do elemento, dirigida segundo o eixo 7, ¢/j=1,2,3, do

referencial local de um ponto do elemento. Por sua vez, qi" (q = f para forcas e g =m
para momentos) ¢ a for¢a generalizada distribuida por unidade de comprimento ao longo
do elemento, dirigida segundo o eixo /.

Para uma determinada posi¢do s, ao longo do elemento, o valor da carga uniformemente

distribuida obtém-se por intermédio das relagdes seguintes (no caso de elementos de trés
nos),

fL[l (Sl):Nl(Sl) _Lfll +N2(S1) _Lflz +N3(51) _Lf,lz.
fL/Z(Sl):Nl(Sl) _L/i +N2(Sl) _L/22 +N3(Sl) _L/23
fLéS (Sl):Nl (Sl) _L(/j +N2(Sl) _L(,32 +N3(Sl) _L[,33 (5.87)
mil (Sl):Nl(Sl)ng,ll +N2(51)”_’1L€,12 +N3(51)m£,13 ’
miz (Sl):Nl(Sl)n_/lf,zl +N2(sl)ﬁz,zz +N3(S1)mL[,23
més (Sl):Nl(Sl)n_/lLésl + Nz(sl)n_affz + Ns(sl)ﬁffs
ou,
¢ (s)=N"s)g. [ (5.87b)
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Figura 5.12 - Forgas distribuidas por unidade de comprimento num elemento de barra 3D de Timoshenko de

3 nos.
em que
_Nl o o0 o 0 O N~N, O O O O O N, 0 0 0 o0 o0 i
o ~n 0 0 0 0 0 N, 0 0 0 0 0 N 0 0 0 o0
(@) o 0o N O 0 0 0 O N, 0 0 0 0 0 N 0 0 o0
N =
- o 0o 0~ O O 0O O O N, 0 0 O 0 o0 N 0 O (5.88)
o o o o0 »~ O 0 O O O N, O 0 0 0 0 N O
o 0 0 0 0N~ O O O O 0 N, O 0 0 0 0 N
(¢
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0y "y ‘

— 7t i 70 — — — > 7t 7 — — — 7l — — — |7
- 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 3 1 2 3 .
gL = [fL,l L1 Ly My, o mpy mg fL,Z L2 L2 My, My, mp L3 fL.3 Ly Myz mpy mL,}] (5 89)

No comprimento infinitesimal dL = dx, a resultante das forgas generalizadas ¢

‘ 5.90
am (s,)=m (s, )t (520
dM ;> (s,)=m,* (s, )dL
dMEB(Sl):miB(Sl dL

ou
dQ' (s,)=q,(s)dL . (5.91)

Aplicando o principio dos trabalhos virtuais e integrando ao longo do lado solicitado
obtém-se,

0 =] T gtar (5.92)

lﬂf)

Para converter gi (forga generalizada distribuida em dL) para o referencial global

efectua-se a seguinte operacao
gi(sl):zkg(sl)z;(sl) (5.93)

em que T ° (s,) ¢ a matriz de transformagdo deduzida na secgdo 5.2.3. Convertendo o

integral em (5.92) para coordenadas locais e tendo em conta a relagao (5.93) obtém-se

1 - -

e T
0¢=[IN] ¢t s ds
-1
1 -~
— M(e)

1

r

| T%q) Jds, . (5.94)

1 - -
:J‘ _]_V(e)_T T qi J ds,
-1 -
Recorrendo-se a integragdo numérica de Gauss-Legendre (5.94) converte-se em

0 Zi {[N(")]T T*q,J } , (5.95)

St p
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em que Ns € o nimero de pontos de Gauss utilizados na integragdo ao longo do elemento
e Qi ¢ o vector constituido pelas forgas nodais equivalentes as forgas generalizadas

distribuidas ao longo do elemento, no referencial global, tal como se representa na Figura
5.13.

83

&>

&1
Figura 5.13 - Forgas nodais equivalentes as for¢as generalizadas distribuidas num elemento.

5.9.4.6 - Assentamentos de apoio

Os assentamentos de apoio podem ser introduzidos directamente no vector dos
deslocamentos, nas posi¢des correspondentes aos graus de liberdade prescritos. Para tal, o
sistema de equagdes de equilibrio (Barros et al. 1996),

Kg(E)Qg(E) :Qg(E) (5.96)
¢ reorganizado da forma seguinte

K kP Tus ] Qg .
ke g | g | Qg 1 RE®) (5.97)

g(E)

em que K, inclui as linhas e as colunas de interac¢do entre graus de liberdade livres,

K %SE) inclui as linhas e as colunas de interac¢do entre graus de liberdade fixos,

K f} [K inclui os termos de rigidez relativos a interaccao entre os graus de liberdade

E E ~ . . .
livres e fixos, U ;g( e U gf( ) sdo os vectores que incluem os graus de liberdade livres, a
determinar, e dos graus de liberdade fixos (de valor nulo ou imposto como sejam oS
. . . E
assentamentos de apoio), conhecidos, respectivamente, ng( Q )sd0 os vectores que

englobam as forcas nodais equivalentes em correspondéncia com os graus de liberdade

(E)

livres e fixos, respectivamente, € R’ é o vector que inclui as reacgdes nos apoios da

estrutura. Assim, os assentamentos de apoio sdo introduzidos no vector U f,( ),
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