Método dos elementos finitos aplicado a estruturas reticuladas Capitulo 4

4 - PORTICOS PLANOS

4.1 - INTRODUCAO

Os porticos planos sdo estruturas reticuladas que podem ser discretizadas por elementos de
viga com deformacdo axial. Assim, a simulacio do comportamento de podrticos planos
depende da teoria adoptada para modelar o comportamento dos elementos de viga. As teorias
correntemente utilizadas sdo, basicamente, a de Euler-Bernoulli € a de Timoshenko.

No elemento de viga de Euler-Bernoulli admite-se que as sec¢des transversais, normais ao
eixo da viga antes da deformacdo, mantém-se planas e ortogonais ao referido eixo apos a
deformacdo. Esta hipotese resulta do facto de nesta teoria se admitir que a rotacdo de uma
sec¢ao transversal ¢ igual a inclinagdo do eixo da viga (ver figura 4.1a). Neste caso a
deformagdo por corte ¢ ignorada, pelo que a aplicacdo desta teoria deve ser restrita a vigas
delgadas.

Na teoria de Timoshenko admite-se que as secgdes planas e normais ao eixo da viga antes da
deformacdo, permanecem planas mas ndo necessariamente ortogonais ao eixo da viga (ver
figura 4.1b). Desta forma ¢ possivel simular o comportamento de vigas em que ndo ¢
desprezavel a deformagao por corte.
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Figura 4.1 - Deformagdo de um elemento de viga segundo a teoria de Euler-Bernoulli (a) e de Timoshenko (b).
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Método dos elementos finitos aplicado a estruturas reticuladas Capitulo 4

Na figura (4.1) /. ¢é o referencial local da barra. Note-se que no caso dos porticos as equagoes

de equilibrio de cada barra sdo estabelecidas no referencial local da barra. A matriz de rigidez
e o vector das forcas nodais equivalentes sdo obtidas no referencial local da barra, sendo em
seguida convertidos para o referencial global x; da estrutura e assemblados na matriz de

.« . . . E E .
rigidez e no vector das forgas nodais equivalentes da estrutura, K™ e Q" , respectivamente.

4.2 - ELEMENTO DE VIGA DE EULER-BERNOULLI COM DEFORMACAO
AXIAL

A teoria de Euler-Bernoulli admite as seguintes hipoteses:

1) Os deslocamentos verticais u, de todos os pontos de uma seccdo transversal qualquer
T2

sdo pequenos, quando comparados com a altura da viga, e sdo iguais ao respectivo
deslocamento do eixo da viga;

i) O deslocamento lateral, Uy, ¢ nulo ( ver Figura 4.2 );

ii1) SecgoOes transversais planas e normais ao eixo da viga antes da deformag¢ao mantém-se
planas e ortogonais ao referido eixo ap6s a deformagao.

B para B": deformagao axial
B' para B" e B" para B"': deformagao por flexdo e corte

Figura 4.2 - Deformacdo axial de um elemento de viga segundo a teoria de Euler-Bernoulli.
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4.2.1 - Campo de deslocamentos

Tendo em conta as hipoteses admitidas na teoria de Euler-Bernoulli, o campo de
deslocamentos de um ponto qualquer da viga define-se por intermédio das seguintes relagdes
(ver também Figura 4.2),

u, (01, 0,,0)=u, (£,,0,=0,0,=0)-(,0, ({,,{,=0,{,=0)
u, (0,05, 05)=u, (£,,0,=0,0,=0) (4.1a)
u, (0,4,,05)=0,

ou, mais simplesmente,

u, (0,00, 05)=u, (€))=£,0, (£,)
ué,z(ﬁl,fz,&):ﬁ(,z(ﬁl) (4.1b)
u, (€1,4,5,£5) =0,

emque u, e u, sdo os deslocamentos de um ponto do eixo da viga segundo as direcgdes de
¢, e (,,respectivamente. Devido a hipotese iii), a rotagdo 0, de (4.1) ¢ igual a inclinagdo da

tangente ao eixo da viga deformada (ver Figura 4.1a), pelo que,

du,
0,=—" (4.2)
1
du,,
u, =u, —t, 7 (4.3)
1

4.2.2 - Extensoes

A unica componente ndo nula do tensor das extensdes ¢ a devida a variagdo de comprimento
das fibras paralelas ao eixo da viga, pelo que,

il (4.4)
g, =—". .
hode,
Substituindo (4.3) em (4.4) resulta,
dl/_lél d zug2 @5)
g, = - .
hode, ?de

ou
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&, =&,+¢&; (4.6a)
em que
du,
&, =— (4.6b)
drl,
¢ a extensao por deformacao axial e
2

(4.6¢)
¢ a extensao por flexao.

4.2.3 - Tensoes e esforcos

Se a Unica componente ndo nula do tensor das extensdes ¢ g, , entdo o, serd a unica

componente ndo nula do tensor das tensdes,

o, =Es, (4.7)

em que E ¢ o modulo de elasticidade do material. Substituindo (4.5) em (4.7) resulta

£ du,, a’zuk2 @8
o, = - .
T, tan
ou
o, =0,+0, (4.9a)
em que
du,
o,=F — (4.90b)
dr,
¢ a tensdo devida a variagdo de comprimento do eixo da viga e,
d’u,
o,=-E/l, - (4.9¢)

ar
¢ a tensdo devida a flexdo da viga.

O esforco axial resulta da integragdo de (4.9b) na area da seccdo transversal do elemento,

Joaquim Barros 4.4



Método dos elementos finitos aplicado a estruturas reticuladas Capitulo 4

di,

N, =[o,d4=E4—
o dr

| ~FAe,. (4.10a)

1

Por sua vez o momento flector obtém-se integrando, na sec¢do transversal da viga, o
momento em relagdo a superficie média da viga, provocado pela tenséo o, ,

M, =[t,0,d4
A

hi2 du, d’u,
= [ t,E|——t,—= |bdl,
i dr, drt (4.10b)
2 hl/2

u
=—E—2 [} bdl,

2
1 —h/2

=—Eyxli,

em que

hl/2
1, = [6bar, (4.11)

—h/2

¢ a inércia da secgdo transversal da viga, em relag@o ao eixo ¢, e b ¢ a largura dessa secgao,
e

d’u,
j— 2
Ep=X

ar

(4.12)

¢ a curvatura do eixo da viga.

Na figura 4.3 representa-se a convengao de sinais positivos para as tensdes e esforcos.

IR

(SN Of

eixo da = = + )
—_— — ——— P - - T
barra M,

Figura 4.3 — Convengdo de sinais positivos para as tensdes ¢ esforgos.
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4.2.4 - Expressao do principio dos trabalhos virtuais

Considere-se um elemento de viga de volume V solicitado por forcas generalizadas
proporcionais a sua massa Q,, forcas generalizadas distribuidas por unidade de

comprimento, @ , e forgas generalizadas aplicadas em pontos do seu dominio Qp. Sob este

carregamento o corpo sofre extensdes e deslocamentos virtuais, dg e OU , respectivamente,

pelo que, pela aplicacdo do principio dos trabalhos virtuais, o trabalho interno ¢ igual ao
trabalho externo realizado durante a deformacao virtual do elemento, i.e.:

[6c"cav= j5U 0,dv+ j5U 0,dL+sU"Q (4.13)

y

em que

SW© = jag cdV

nt
4%

= j-é'g((] o,dV
V(F)
do,)  d*ou, )| [du,  d*u,
=[] i, —— L E| g, = ddadr, (4.14)
Dl dr, dl’ dr, dr?

J-J-&" Ee,—1,0¢,Ee, — 1,06 Eg, +€5_Eef)dAd€
A

= [ (62, E A6, + 58, E1, 5%, )at,
®

¢ o trabalho interno de deformagédo virtual realizado durante as extensdes virtuais dg, . O

termo

[(6e, EAe,)dt, (4.15a)

i

representa a rigidez extensional do elemento e o termo,

I(@?f El, «?f)dfl (4.15b)

)i
representa a rigidez a flexdo do elemento.

Os termos da direita da igualdade (4.13),

[U'Q av+ | SQTQLdLHSQTQp (4.16)
yigl - -

1452

traduzem o trabalho externo realizado durante os deslocamentos virtuais U , em que
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P&,
0, =1pg. | (4.17)
0

sendo p a massa por unidade de volume do material que constitui o elemento e g , g, a

aceleracdo da gravidade segundo os eixos x; e x, do referencial global (ver Figura 4.4).

lid M

1
777
(x,)

Figura 4.4 — Componentes da acelerag@o da gravidade em porticos planos.

Por sua vez

0,=11, (4.18)

¢ o vector das forgas generalizadas distribuidas por unidade de comprimento em barras, sendo
f, e f, as forcas distribuidas por unidade de comprimento segundo os eixos ¢, € ¢,, e m,
2 /) 3

o momento distribuido por unidade de comprimento em torno do eixo ¢, (ver Figura 4.5).

(1

he
==

1

/
(x3)

Figura 4.5 — Forgas distribuidas por unidade de comprimento.
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O vector

O ={F (4.19)

representa as forgas generalizadas aplicadas num ponto P, sendo F, e F, as forgas segundo

0s €ixos x; € x2, € M € 0o momento segundo x; (Figura 4.6).

1

/
(x3)

Figura 4.6 — Forgas generalizadas aplicadas em pontos da estrutura.

4.2.5 - Discretizacao em elementos finitos de dois noés

Analisando as parcelas da expressdo (4.14) dos trabalhos virtuais verifica-se que o trabalho
interno de deformacao ¢ a adicao do trabalho por deformacao axial

EA—Ldr, (4.20)

d(ow, ) di,
LL dr, dr,

tratado nos capitulos anteriores, com o trabalho por flexao,

d*(ow,,) d%,
z{ Bl sl (4.21)
1le) 1 1

O comportamento por deformagdo axial ¢ simulado pela formulag¢do descrita nos capitulos
anteriores, enquanto o comportamento a flexdo serd apresentado numa proxima secgao.

Na parcela de trabalho interno por deformagao de flexdo, (4.21), existem segundas derivadas
da flecha u, ‘- Por este facto, deve-se utilizar elementos de continuidade de classe C; de forma

a garantir-se quer a continuidade dos deslocamentos quer da sua derivada (ver sec¢des 3.2 e
3.6.3).
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O elemento de viga mais simples de classe C; ¢ o dois nds representado na figura 4.7
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Figura 4.7 - Elemento de viga de Euler-Bernoulli de dois n6s. Graus de liberdade e fungdes de forma hermiticas
na simulag@o do comportamento a flexao.

A continuidade das primeiras derivadas obriga a tomar como grau de liberdade a rotacao,
du,, / dl, . Assim, cada n6 genérico i tem dois graus de liberdade u, e du,, / dl, , pelo que,

cada elemento tem quatro graus de liberdade. Desta forma, o campo de deslocamentos, u, ,

fica perfeitamente definido pela fungdo ctbica seguinte,
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w, (5)) = 0y +0L,S, + 0ys] + aL,s; (4.22a)
ou
a,
(04
23 2
u, (s)=[l s s 5] (4.22b)
s
a,
ou ainda
u, (s)=Sa. (4.22¢)
Derivando (422a) obtém-se,
u,, 5
=a, +2a,s, +3a,s; . (4.23)
Sy

Na sec¢do 3.3 verificou-se que no caso de um elemento de dois nés ou de um elemento de trés

nos, com nod intermédio ao centro,

dx, =J ds,
. 4.24
= L ds, ( )
2
Além disto, verificou-se ainda que
duy _ du, dv, (4.25)
ds, dx, ds,
Substituindo (4.24) em (4.25) e passando u; para u, ex; para {; obtém-se,
du,, _dusz dr,
ds, dl, ds,
. (4.26)
L a’u[2
2 dl,
As constantes ¢; de (4.22) calculam-se substituindo em (4.22) e (4.23) os valores de u, e de
du,, / ds, nos nds do elemento, resultando:
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u, (s, =-D=u, =q +a, (D) +a, (1)’ +a,(-1)’

du, L du,, L 5
-2 =——2=—6, =a,+2a,(-1)+3a,(-1
| a0 e D da )
: (4.27a)
u, (s, =+D)=u,, =a +a,(+D) + oy (+1) + a, (+1)°
du, Ldu,, L
‘2 =22 20 =g +2a,(+])+3a,(+1)?
| Taar g0 = m 2
ou
S
L 1 -1 1 —=1][aq
Sl o 1 -2 3| @27
Uy, 1 1 1 ||o, ’
L 0 1 2 3||la
562(/3 4
ou ainda
0y =Ca (427¢)

em que U .(:) ¢ um vector que inclui os graus de liberdade de flexdo do elemento. De (4.27¢c)

resulta,

u, (4.28a)
em que,

(/2 14 1/2  —1/4]
Lo |=3/4 —1/4 3/4 -1/4
Cc = . (4.28b)

0 -1/4 0 1/4

L 1/4 1/4 -1/4 1/4 |

Substituindo (4.28a) em (4.22¢) obtém-se,
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u, (s)=8C"'U;

_ 2 3
-h s 88

13 1,
=l St S
2 47 4

ou

ou ainda

1/2 /74 1/2 -1/4

]—3/4 -1/4 3/4 -1/4 Eem

0 -1/4 0 1/4 | %
1/4 174 -1/4 1/4 1|6,

- L—r .
u, (51):|:N1/1 ENIZ szl

U,

2

=)y

(4.292)

(4.29b)

(4.29¢)

em que [ﬂ f}e) ¢ a matriz das fungdes de forma do elemento de viga de dois nos,

representadas na Figura 4.7, e designadas de fungdes de forma Hermitianas (ou do elemento
de viga Hermitico de dois nos).

30 . (1 . .
As componentes de [ﬂ / } definem-se por intermédio das relagcdes seguintes,

Nl"; :%(2—331 +s13)

L—r L|1
N/, :—Nifz =—{Z(l—sl —s12+s13:|

2 2
f 1 3
Nj, :Z(2+3S1 —-57)

L—r L
2 2

N, ==N2xn =—B(—1—s1 +5] +sf)}

(4.30)

sendo N yf a func¢ao de forma correspondente ao grau de liberdade j do né i, relativa ao campo

de deformagao por flexao.

Repare-se que a derivada de N/ com i=1,2 é nula no né i, que N com i=1,2 tem valor

unitario no nd i e nulo no outro nd, que N;» com i=/,2 tem valor nulo no n6 i e que a

Joaquim Barros
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derivada de Ni» com i=/,2 tem valor unitario em i ¢ nulo no outro n6 (acompanhar esta
exposicao analisando a forma as fungdes representadas na Figura 4.7).

A inclinagdo do eixo da viga obtém-se derivando (4.29),

du/2 _a’ué2 ﬁ_a’u/2 %

dt, ds, dl, ds L

. , , o1 (431)
2[ 3 32§L( 1 1 32J23 32§L( 1 1 32J du,, /dl,
=—|——=+—5 = ——=—=S8 t=5 | ——=8 I —|——+=s5 +t—5
Ll 4 47" 20 4 27" 47" )4 4" 20 4 27 4 Uy,
du,, /dl,
Por sua vez, a curvatura da viga obtém-se derivando (4.31) resultando,
dZMZZ _i dl/lzz ﬁ
ae;  ds,\ de, )dr,
_d (G, ds, | ds,
ds \ ds, di,)drt,
- i(du‘Zstl +0 s,
ds,\ ds, )dl, de,
_dzl/t[z ﬁz
ds; \ dt,
4 dzu[2
5 ds;
_ 44 N’ ! U
L ds} =/
Uy,
413 L1 3 Yi 3 L(1 3 du,,, /dl, (4.32)
= RS Al TATES RS S 5T
ri2 202 2 )0 2 122 2 Uy,
du,, /dl,

pelo que
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Er=x
:afzm2
ae
=8Y'uY (4.33)
4 d*N/ | 4 d°N} | 4 d°NJ | 4 d°NL |
=72 7 o2 7 2 a2 Yy
L ds; (L ds; (L ds; L ds

6 113 6 1 37 o
:?Slg—z"f-zslg—?Slgz‘l‘—Sl Qf

em que QEf) ¢ a matriz de deformacdo por flexdo do elemento. Para se incluir o trabalho por

deformacao axial verifique-se que,
&, =B.'U" (434)
em que

B)=[B, 0 018, 0 0]

_[2ANT g g1 24Ny (4.35)
L ds, . L ds,

=[—l 0 0L o 0}
L ;

¢ a matriz de deformagdo axial, em que N, e NJ sdo as funcdes de forma nos noés 1 e 2,

representadas em (3.10). Por sua vez a extensao por flexdo pode ser obtida por intermédio da
seguinte relagdo

g =8YU"Y (4.36)
() _ 6 1 3 6 1 3
Ef —[0 ?Sl —Z+zS1 0 —?Sl z+le (437)
¢ a matriz de deformacgao por flexdo e
du du
U {u Cu = I, = } (4.38)
1, 1, dr, 20, 20, dr,
sdo os graus de liberdade do elemento de dois nos.
Substituindo (4.34) e (4.36) em (4.14) resulta,
e )’ +1 e e e e L e
oo =su [T 248+ [89] 1, @3-))5 ds, U (4.39)
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pelo que a matriz de rigidez do elemento fica

~| =

lj(l/) _ J-+l

o o~|—io o

+1
_L ds, U
2 -1 —
[ E4
L
12EI,  6EI, 12E1,  6EI,
L Lo o r
6EI, 4EI, 6EI,  2EI,
0 3 — 5 0 — TJ
=~ : CE . : U .(4.40)
L b
o 1L, GEL | 12EI, 6EI,
T r
6EI,  2EI, 6EI,  AEI,
0 3 500 _ 2 3
L r L I L ]

Por sua vez, as parcelas afectas ao trabalho virtual das forgas exteriores fica,

SWS=[sU"Q, Adt,+ [sU"Q at, +5U“ 0,

ext
L(é’) L(e)

-0 | [T 0, akas + [V 0, Fas 0,

(4.41)

em que
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'NT 0 0]
0 N/, N/]
ey - Z\(f)2 ]\gfz ]\gé
0 N NJ
| 0 N, Nj

(4.42)

¢ a matriz das fungdes de forma correspondentes a deformagdo axial e de flexdo. Em (4.42)

N sdo as derivadas de N/, estabelecidas em (4.31)

Constata-se que a matriz de rigidez deduzida no passo anterior ¢ igual a determinada na
convencional teoria das estruturas. Isto deve-se ao facto da expressao polinomial da flecha no
elemento hermitico de dois nés (equagdo (4.29)) coincidir com a que se obtém integrando a
equagao diferencial de equilibrio de uma viga submetida a for¢cas nos nos. O exemplo

seguinte pretende esclarecer este ponto.

4.2.6 — Exemplos de aplicacido

Exemplo 1

Obter a equagdo do campo de deslocamentos de um elemento de viga por

equacdo diferencial de equilibrio.
Resolucao

Na Figura 4.8 representa-se o equilibrio de um elemento de viga.

As equagdes de equilibrio no elemento de viga de comprimento d/, sdo,

integracdo da

dav,
DY F =0..—2=0
: dl,
(4.43)
dM,
DMy, =0 —==-V,
N dr, 2
pelo que
ML (4.44a)
-0, 44a
ar:
Substituindo (4.10b) em (4.44a) ¢ tendo em atencdo (4.12) obtém-se,
a’M, g* d’u, d'u,
—=—| EI, = |=EI, —=0. (4.44b)
dl; dl; Codl Podl
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1 (@ 2 1
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| | L |
o |
| |
- - J
Figura 4.8 — Elemento de viga.
A solugdo para esta equacdo ¢ um polindémio cubico em /.
2 3
w, (0)=a, +a,l, +ayl]+a,l] (4.45)
em que as constantes a; sao obtidas por intermédio das condi¢des fronteira:
u, (I'=0)=u
7, \1 1,
du,
dl - = 01@
1 {e)=o
@ @ (4.46)
e e
u, (=L =L)=u,,
du,
-2
d =0,
L ld=po=f

resultando o seguinte sistema de equagdes:
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]

g A, 1 0 0 07q

w;‘dgl B 01 0 0 | a, (4.47)
Uy, 1 L ' L |a '

g | o1 2L 3 aq,

2

L [

Resolvendo este sistema de equacdes obtém-se as constantes a,, que substituidas em (4.45)

resulta,
alulr,2 dun2
u, (0,) = fi(0)uy,, + L) —=+ f,(0)uy,, + f,(£) (4.48)
dl, dl,
em que
e (Y
1L +o{2)
RN
eame {88
(4.49)

0 2_ ﬁ 3
{2 44

), 4
wl)——z(—f};

Transformando (4.49) em coordenadas normalizadas verifica-se que estas fun¢des coincidem
com as funcdes de forma do elemento de viga Hermitico de dois nds (equacdes (4.30)).

Exemplo 2

Calcular os deslocamentos e as reac¢des da viga da figura 4.9 utilizando um elemento de viga
hermitico de dois nos.

12,u12

| L |
f, L’ f, L
N 12 12—
IE; al
l f, L L l
2 2
2

Figura 4.9 — Consola submetida a carga uniformemente distribuida.

Joaquim Barros 4.18



Método dos elementos finitos aplicado a estruturas reticuladas Capitulo 4

Resolucao

Na figura 4.9 representa-se as forgas nodais equivalentes a carga, f, , uniformemente

distribuida na viga. O sistema de equacdes de equilibrio da viga ¢ o seguinte,

] AL
Uy, - > +V142
12 6L -12 6L || du, %
El, | 6L 4' —6L 2I - 1,
4 i, 1o 12 . (4.50)
L' |-12 —6L 12 —6L| Uy, L
6L 20° —6L 4> | duy, 2
L dr, | J,L
L 12
Como
M, _g (4.51)
u —==0, .
e,
da resolugdo de (4.50) resulta
f,. L' du,, £, I?
u, =——3—; 2 =—"2 -V =Lf M, .=—F". 4.52
20, 8E[€3 dr, 6E1[3 102 f&z 1375 ffz ( )
Substituindo em (4.29b) obtém-se
: L—r duy,
uc/z(sl):szluzaz"'EN” dZ
r wh
=l(2+3sl—sf) _Snl +£l(—1—sl+sf+sf) _Jul : (4.53)
4 8EI, )] 24 6EIl,
L4
=—f€2—(4+7s1 +2s7 —57)
96EI,
4
Verificar que para s;=-1, u, =0, ¢ para s;= I, u, =— 81;1 , pelo que os deslocamentos
£

nos nos coincidem com os obtidos com a solugdo exacta. Contudo, no interior do elemento a
flecha nao ¢ igual a exacta, dado que a flecha exacta traduz-se por um polinémio de quarto
grau, enquanto a prevista pelo MEF determina-se por intermédio de um polinémio de terceiro
grau.

No que se refere aos momentos flectores tem-se
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2

d’u, ©
M, =-El, y=—EI, PTE =—EIl, B,u,

6 1 3 ' 6 1 3 fi,L
:—E]€3|:—Sl ;—Z+—Sl ;——sl Z+Zsl} 8EI, |- (4.54)

6EI,

rr r
= ———S
f@( P J

. 5 2 1 2 .
Verificar que para s,=-1, M, = Efm L" e para s;=1, M, =_Ef“ L” . Assim, o
diagrama de momentos representa-se por uma recta enquanto a solucdo exacta traduz-se por

uma equagdo do segundo grau,

:ﬁz
2

Ml3 (L_El)z-

A solucdo exacta e a prevista pelo MEF sdo comparadas na Figura 4.10.

= L -
£, L’
2
2
5, L MEF:
12 /
2
5= +1A3 fi,L
12
=5

Figura 4.10 — Diagramas do momento flector obtido de forma exacta e segundo o MEF.

Verifica-se que ambas as solugdes somente sdo iguais em s, :—1/ V3 e S, :1/ V3, que

coincidem com os pontos de Gauss correspondentes a quadratura de Gauss-Legendre de um
polinébmio de segundo ou terceiro grau.
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4.2.7 — Exercicios resolvidos
Exercicio n’1

Discretize com dois elementos de dois nds a barra representada na Figura er 4.1. Utilizando a
teoria de Euler-Bernoulli calcule:

a) A matriz de rigidez da estrutura;
b) O vector solicitagdao da estrutura;
¢) Os deslocamentos e as reacgoes;
d) Os momentos nos pontos nodais;
e¢) Constate que os momentos sdo exactos somente nos pontos de Gauss, s; = £ /.

Dados: E. = 30 Gpa, sec¢ao com 0.3 m de largura e 0.5 m de altura.

1, up,
? 50kN/m ‘D S
S-S
T R 05m
(15, 0,) _uh
0.3m
| 4m :
b
Figura er 4.1 — Viga a ser analisada segundo a teoria de Euler-Bernoulli.
Resolucdo

A Figura er 4.2 representa a discretizagcdo da viga com dois elementos de dois nos.

Q)] )

- 2m | 2m— =

Figura er_4.2 — Viga discretizada com dois elementos de dois nds

a) Calculo da matriz de rigidez da estrutura

e Matriz de rigidez de cada elemento

(12 6L -12 6L |
© © 6L 417 —6L 217 ©
K =" (L™=2m)
-12 -6L 12 —6L
| 6L 2> —-6L 4L |
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Efectuando o espalhamento das matrizes de rigidez dos elementos, na matriz de rigidez da
estrutura obtém-se,

(12 6L -12 6L 0 0 (12 12 -12 12 0 0

6L 41> -6L 20> 0 0 12 16 -12 8 0 0

) _ ~12 -6L 24 0 -12 6L NI “12 -12 24 0 -12 12
= 2l eL 20> 0 81> -6L 21| 12 8 0 32 -12 8
0 0 -12 -12 12 -6L 0 0 -12 —-12 12 -12

|0 0 6L 2L -6L 4L*| 0 0 12 8 -12 16 |

Vectores dos deslocamentos dos nds da estrutura:

sendo
duyy, duzy, dusy,
% dl; dl, dl,
up| % uz| % usz]
1‘\ 2 2‘\ 2 3 2
! \
Figuraer 4.3 — Graus de liberdade.
Uy, Uy, Upy, Uy, Uz, Usy,
Uy =\ au, |~ 0 Us =\ duy,, |~ 0 Us =1 duy, | = 0
dr, 14, dr, 204 dr, 3/,

os graus de liberdade dos nés 1, 2 e 3, respectivamente.
b) Célculo do vector solicitagdo da estrutura

e Vector solicitagdao de cada elemento

50kN/m

\ 2m |
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NOTA: O calculo resulta da aplicacao:

1
Q(e) :Q(él) :QEZ) _ J'MT (fl)gdél _ J.NT (Sl )z(e)stl
!

1

em que
q(f‘) — ~f€2 — -50
1 m,, 0

¢ o vector das forg¢as distribuidas no elemento e

N Ny
r_|No_ Mo
M
Ny, Ny

¢ a matriz das fungdes de forma do elemento de viga de dois n6s de Euler-Bernoulli. Assim,

- 50 - 50

w _|-16.67 o) _|~1667|
= - 50 = - 50
16.67 16.67

Efectuando o espalhamento dos vectores solicitagdo do elemento no vector solicitagdo da
estrutura obtém-se,

- 50
~16.67
&) _ | —100

L~

- 50
| 16.67 |

c¢) Célculo dos deslocamentos:

K(E) Q(E) — Q(E) +R
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12 12 -12 12 0 07 01 [-50+R,]
12 16 -12 8 0 0 |6, ~16.67
-2 -12 24 0 -12 12 | uy,, ~100
11719 =
12 8 0 32 -12 8 | 6., 0
0 0 -2 -12 12 ~12| 0 ~50 + R,
0 0 12 8 -12 16 | 05, ] | 16.67 |

Para simplificar o célculo,

[ 16 -12 8 06,1 [-16.67]
-12 24 0 12)uy, -100
11719 =
8 0 32 8|6, 0
| 0 12 8  16] 6y, | 16.67 |

Resolvendo este sistema de equagdes de equilibrio obtém-se,

6,,, ==0.0014225 rad
uy,, =—0.0017775 m
0, =0 rad

0,,, =0.0014225 rad

d) Calculo dos momentos nos pontos nodais

2

du,
M=-El—
dr;

1) _ f S f S
u, (s) = Njjuy,, + N0y + Nyuy, + N6, <

(1) — f f
u,, (sy) = N6y, + Nijuy,,

du}, 4N d> N
* u? ar? Oy T g Y2y
ANy _ 4 £(_L+§s )_ (_L+;S )
*  qr T 22\ 27271/ el
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_ 1,3 3
M(s,) = EI{(—2+2s1 )(—0.0014225 )=551(~0.0017775 )}

Pontos nodais:

s, =—1=M =16.75 KN / m
5, =0=M =66.68 KN/m

s, =+1=M =116.6 KN /m

e) Constatar que os momentos sdo exactos somente nos pontos de Gauss, s; = + / 5

slz—%:M:37.86 KN/ m

s1=%:M=95.50 KN / m

4.2.8 — Exercicios para resolver

1 - Na Figura epr 4.1 representa-se um elemento de 1 2 3

viga de Euler-Bernoulli de trés nos. Deduza as fungdes ? b CR

de forma deste elemento, em coordenadas \1 = > = +\1
- S,

normalizadas, s,.
Figura epr 4.1

2 — Deduza o vector das forgas nodais equivalentes de um elemento de viga de dois nos de
Euler-Bernoulli sujeito a momentos uniformemente distribuidos segundo o eixo ¢, (ver Figura

epr 4.2).

12

m [FL ]

W W W W W W
Lo )

Kl

Figura epr 4.2

3 - a) Determine as for¢as nodais no n6 2, equivalentes a accdo que actua no elemento finito
de dois nos de Euler-Bernoulli representado na Figura epr_4.3.
b) Como procederia se a viga fosse de secc¢ao variavel.

50 kN/m
M 0
1 2
‘ 5.00m
|

Figura epr 4.3
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4.3 - Elemento de viga de Timoshenko

A teoria de Timoshenko considera as duas primeiras hipoteses da teoria de Euler-Bernoulli
mais a seguinte:

i11) Seccdes transversais planas e ortogonais ao eixo da viga indeformada permanecem
planas mas ndo necessariamente ortogonais ao eixo da viga ( ver Figura 4.11).

Esta hipdtese representa uma maior aproximacdo a deformacgdo real de vigas de altura

consideravel. A medida que a relagdo vao/altura da seccdo diminui as secgdes transversais
deixam de se conservar planas apds a deformacao.

4.3.1 - Campo de deslocamentos

Os deslocamentos de um ponto qualquer da viga obtém-se por intermédio das seguintes
expressoes ( ver Figura 4.11)

w, (0,05,0) =, (£,,0,=0,0,=0)— 0,8, (£,,£,=0,,=0)
u, (01,03 05) =10, (£,,0,=0,¢,=0) (4.55)
, (£1,05,05)=0

emque u, ¢ u, sdo os deslocamentos de um ponto do eixo da viga.

12,u12

Figura 4.11 — Deslocamentos num elemento de Timoshenko.

4.3.2 - Campo de extensoes

Devido a hipoétese iii) desenvolvem-se extensdes de corte na seccdo transversal da viga.
Assim, o vector das extensdes ¢ constituido por duas componentes,
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&y dr,
e = ! = . (456
- |:ye1[j %_{_% )

du,
‘ do,
o= dr, M 0, —
c - dﬁgz 0 Odgl 4 57
i dgl Ly ( . )
= f,.‘[.l.:| + |:f;.f.:|
K 0
em que
g =duu (4.582)
dl,
¢ a extensao por deformacao axial,
ao,, _
Ef :—ézﬁz—fzgf =—l,x (4.58b)
¢ a extensao por deformacao de flexdo e
du,
g.=—=-0, (4.58¢)
- de :

¢ a extensdo por deformagdo de corte. Na figura 4.12 representa-se a deformacdo de um
elemento de viga de Timoshenko. Constata-se que

di,
0@‘ - -
e,

¢, = (4.59)

¢ o angulo médio devido a deformagao por corte.
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12»“12
(3,0, )< — o= - -
3 u11 ll’u11

Deformagao admitida

Figura 4.12 — Deformagéo por corte.

4.3.3 - Tensoes
O vector das tensdes ¢ composto por duas componentes,

o=lo, o.f (4.60)
em que

G, =0, (4.61a)

‘1
¢ a tensdo devida a deformacao axial mais a deformacao por flexdo e

(4.61b)

c.=1,,

¢ 1£2

¢ a tensdo de corte que actua na seccdo transversal da viga (plano /,/,).

4.3.4 - Lei constitutiva

O vector das tensoes ( 4.60) relaciona-se com o vector das extensdes (4.57) por intermédio da

seguinte lei constitutiva,
G, E 0]e,
o=|---|= ' (4.62a)
c. 0 G| e,
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ou

Oy E 0] ¢g
o=t |= [ } b (4.62b)
T(/léz 0 G ’Y[I(/Z

Se em (4.62b) a tensdo o, e a extensdo g, forem decompostas nas componentes devidas a

deformacao axial e deformacao por flexao obtém-se,

1Q
[
\Q
|
(@]
e
o
o

- ‘ (4.63)

pelo que

o, =—1,Ee,=—(,Ey. (4.64)

4.3.5 - Esfor¢os

Os esforgos obtém-se por integracdo das tensdes na seccao transversal da viga,

Nél o,
_ W2 | e
g = Mfs :j .[—h/Z _gzo-”l dt, |db
V. b T
" i (4.65)
O

YL
-[—11/2 _EZO-/ dﬁz db
T

c

]

Substituindo (4.63) em (4.65) ¢ tendo em conta (4.58b) obtém-se,
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E¢

1Y

I—h/z _nggf dt, db
Ge,

-]
b
{j_h;idfzdbEea
=\ [["" Aar,abEz, | . (4.66)
b

[[°° at,avGe,

b

[ bhEe, |

Assim,
AE ¢,
o=|M, |=|1, Eg, (4.67)

kS

L | |G e

c

em que
A, =(hb) =a A. (4.68)

¢ a area reduzida de corte e ¢ um factor correctivo introduzido de forma a que o trabalho
por deformagdo de corte, admitindo tensdes e distor¢des constantes na seccao transversal, seja
igual ao trabalho real. Note-se que a distribui¢do real de tensdes e extensoes de corte numa
seccao rectangular ndo € constante, sendo parabdlica para materiais isotropicos. No anexo Al
deduz-se a expressdo que determina o factor correctivo de corte. Na Figura 4.13 apresenta-se
valores de o para algumas secgoes.

l>

It
2a 2 &, t h
0=5/6 0=6/7 0=6/(7+20K ) o fg-%g
=0.
K=C/(1+C )
C=b/a

Figura 4.13 - Factor correctivo de corte para varias sec¢des transversais.
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Na figura (4.14a) e (4.14b) representam-se as tensdes e os esforcos que se podem desenvolver
num elemento de viga de Timoshenko.

Ga Gf

(13)%if—>l**** I ) St oy )Mu

J;
‘ +

‘ \
(CORSS 'Y _
3/ > —, — r
1
‘ \
A A
T, T,
Distribuicao Distribuigao
aproximada real

1) , . ) T T
l1 N, My, Vi, Vi,
Esfor¢o Momento Distribui¢ao Distribuicao
axial flector aproximada real
Esforco
de corte

Figura 4.14 -Tensdes (a) e esfor¢os (b) num elemento de viga de Timoshenko

4.3.6 - Expressdo do principio dos trabalhos virtuais

A expressao do trabalho virtual ¢ igual a estabelecida em (4.13). Substituindo as expressoes
(4.57) e (4.62) na parcela do trabalho interno de deformacao virtual obtém-se,
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nt

W = jag odV

y©

58 +5gf TE 0 g, +8j,
:j dv
o 58 0 G £,
Eg +E5/
H&? +5gf 555 ] dv

Gg
= .[(5‘9“ Es,+0¢, Ec, +0¢; Ec, + ¢, E¢, +583G86)dV

yle

(4.69)

Convertendo o integral de volume em integral de linha, tendo em atencao a relagao (4.58b) e
resolvendo o integral de area resulta,

SO = I(agj Eds,+55 El, 5 +05' G4, &, Jae, . (4.70a)

nt
)i

Substituindo (4.58) na anterior expressao,

o ([dow, dw, dse,  do, [dow, (di,
W = [| = EA=— = pl, — | =5, |GA] | — =6, ||d,. (4.70b)
S\ ae, " an, e T an, T a0 T e, T

Note-se que em (4.69) sdo nulas as parcelas seguintes,

’ B h/2 dou, d, B
[oelEe,ar=[|[ |-¢, E—2 |bdt, |dt,=0
yle) 1© h2 e, dt,

. (4.71)
h/2 dol, du,
jag Ee, dV= j [ |-t,——=E—"|bar, |d¢,=0
/ hi2 de, dr,
Em (4.70) a parcela
dou, du, ’
——EA—"-dl, = [5e] EAe, dl,. (4.72a)
Jo dl drl, o
representa o trabalho por deformacao axial, a parcela
doo, deo,
[|—==E1, —=at,= [5e] E1, & dl, . (4.72b)
dgl -3 dgl L(e) . 3 .
traduz o trabalho por deformacao de flexdo e a parcela
dsi, . (du, .
[ =50, |GA| S0, ||dt = [67 G4 e, d,- (4.72¢)
LU, Rl 7R i :

representa o trabalho por deformacao de corte.

Joaquim Barros 4.32



Método dos elementos finitos aplicado a estruturas reticuladas Capitulo 4

4.3.7 - Elemento finito de dois nos.
4.3.7.1 - Deslocamentos

Contrariamente ao elemento finito de dois nds utilizado na teoria de Euler-Bernoulli, no
elemento finito de dois noés da teoria de Timoshenko os campos de deslocamentos associados
aos trés graus de liberdade u, , u, e 0, sdo independentes e de continuidade Co. Assim,

cada grau de liberdade pode ser interpolado com as mesmas fungdes de forma, pelo que
u, (s,) =N, (s, )ulzl + N, (s, )uzz‘l
uaz(sl) =N, (51)”112 +N2(Sl)”212 . (4.73)
9((3 (s,)=N, (51)6’1/,3 +N, (s )02((3

em que N,(s;) e N,(s,) sdo as fungdes de forma do elemento de dois nos (ver Figura 4.15)
definidas em (3.10 ) e u,, ¢ o deslocamento do n6 i segundo o eixo £, e 6, ¢ arotagdo do

no i segundo o eixo /.

1

1”71

N, (s = 1/2(1-s))

N, (s)) = 1/2(1+s))

1 2

Figura 4.15 - Elemento de viga de Timoshenko.

Em forma matricial (4.73) fica,

_”m_
: Uy
U, N0 0 ; N, O 0 9
u, (51)2 0 N O 0 N, O ulm @
0, 0 0 N 10 0 N, " .
Usyy
_‘92(3
:N(E)U(C’)
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em que N ©)

4.3.7.2 - Matrizes de deformag¢do

A extensao axial definida em (4.58a) pode ser reescrita da forma seguinte (ver (3.30))

¢ a matriz das func¢des de forma do elemento.

.- du,  ds, du,
“ode, deg ds,
_ . (4.75)
2 du,
L ds,
Tendo em conta (4.74), a extensdo axial passa a determinar-se pela seguinte relagdo,
Uy,
Uy
s 16
g,(s,)= 24N, ();sz2 0 ol -3
L ds, P L ods, Uy, (4.76)
Uspy
_6)253
Bie) Q(e)
em que (ver (3.21))
o) _F dN, 24N, 0}
— |Ld ' Ld
g i 4.77)
= [—l 0 0:— O 0}
L
¢ a matriz de deformacao axial.
Por sua vez, a curvatura do eixo da viga,
= d(9€3 B dSl d@as
A= =0 ", ds,
. (4.78)
_ 2 de/a
L ds,
Tendo em conta (4.74) resulta
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_”m |
Uy
s e,
gf(sl): 0 0 24N, 00 24N, | Y5
L ds, | L ds, | u,, (4.79)
Uyiy
_ezm
_plr@
=BY'U
em que
B<fo 0 2910 o 24%]
L ds, L ds, (4.80)
oo -Lioo L
L L
¢ a matriz de deformacao por flexao.
Finalmente, a deformagao por corte fica,
du,,
gc = Y
dl, ’
dir
_ds B, g (4.81)
de, ds, K
2 du,,
Lde, "
Tendo em conta (4.74) resulta
_”1/,1_
Uy,
6
£.(s,)=|0 2dN, . 2 dN, —N, || -2
L ds, : L ds, Uz, (4.82)
Uypy
_‘92[3
- g9y©@
em que
4.35
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>

Y=o 29N _y g 24N,
L ds, : L ds,
1
L

{0 —% —%(1—s1) 0 —%(1+s1)}

(4.83)

¢ a matriz de deformacao por corte.

4.3.7.3 - Matriz de rigidez

Substituindo (4.76), (4.79) e (4.82) em (4.70a) resulta,

o =lou] [[89] £489+[8Y] £1, 89489 6.4 B ar,  (a84)

int
L

em que
k= [[B] EaBY ar, (4.852)
o)
k9= [[8Y] £1, BY ar,, (4.85b)
(e)
. L
k9= [[BY] 6.4, BY ar, (4.85¢)
L(L’)

sdo as matrizes de rigidez relativas a deformagdo axial, flexdo e corte, respectivamente, pelo
que,

K9 =© +/_€(;> +£9. (4.86)

Efectuando os produtos matriciais nas expressoes (4.85) e resolvendo os integrais obtém-se,

1 0 0i-10 0
0 000 00
© Z(E_Aj(e) 0.0 00 o0 (4.87a)
L)|-100:1 00
0 00:0 00
0 0 0i0 0 0]
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0 0 0 0 0 0]
00 00 0 O
w (ELY70 0 1:0 0 -1
kY = f5 e el (4.87b)
L 00 0:0 0 O
00 0:00 0
0 0 -1:0 0 1|
e
0 0 00 0 0]
L () -1 L
2 2
2 , 2
o (S0 3 5105 %
k' = | [0 O R (4.87¢)
0o -1 - L
0 L r ) — Lr
L 2 6 . 2 3]
Somando (4.87a) com (4.87b) e com (4.87¢) resulta,
E4 0 0 _E4 0 0
L * * L * *
G4, G4, 0 GA,, GA,,
L 2 L 2
G4, El, GA L G4,  EI, LG4,
0 "2 3 "2 ; 0 _ _ 3 2
_E4 0 £4 0 0
L * * L * *
o G4 G4 G4, G4,
L 2 L 2
G4, EI, LGA, G4, EI, LGA,
0 ‘2 IR ‘2 0 _ ‘2 3 C2
i 2 L 6 2 L 3
Se a matriz Q(e) agregar as submatrizes g(;), §_(;) e gﬁe),
B“=[p" BY BY] (4.89)

€ a matriz constitutiva incluir as submatrizes associadas a deformagdo axial (D, =EA), a

deformagéo de flexdo (D, = El, ) e a deformag@o de corte (D, =

G4,)),
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D, 0 0] [E4 0 0
D=0 D, 0|=|0 EI, 0 |, (4.90)
0 0 D 0 0 G4,

entdo a matriz de rigidez de um elemento pode ser obtida por intermédio da seguinte relagao,

£ = Hﬁ(a]f DBY dr,
“”1 I (4.91)
[T 8" 2 as

4. 3.8 - Efeito de "Locking"

Os integrandos de todos os termos da matriz de rigidez associada a deformagao axial, K ,, sdo

polindbmios de grau nulo. Por exemplo, a for¢a necessaria para aplicar um deslocamento
unitdrio segundo o primeiro grau de liberdade da barra, quando os restantes sdo nulos,
obtém-se de,

=["B, E4B, L,
14 )

oo (4.92)

=— S,
2L 7~

em que o valor de B, foi retirado de (4.77). O mesmo acontece com a matriz de rigidez

associada a deformacao de flexdao, dado que, por exemplo,

J.BEIB = ds,

4.93
E]/Z3 +1 ( )

T ™

Contudo, no célculo da matriz de rigidez associada a deformacdo de corte, k,, surgem
coeficientes cujos integrandos sdo polinomios de segundo grau. E exemplo disto o coeficiente
k..

—C33

. . L
[ B, G4 B Zds,
-1 3 2 39

. (4.94)
LG A/Z 1]
= [ sy ~
Assim, a aplicagdo da integracdo Numérica de Gauss-Legendre no calculo de k(e) requer 1

ponto de Gauss (PQG) para determinar /gff) e k(;) e 2 PG para calcular /gﬁf) (ver Quadro 3.1).
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Para se avaliar o efeito da integragdo numérica no comportamento em termos de rigidez
apresentada por um elemento de viga de Timoshenko vai-se estudar a consola representada na
Figura 4.16. Esta consola ¢ discretizada com um tunico elemento de dois nos. Neste estudo
vai-se desprezar os termos associados a deformacao axial, dado ndo existir deformacao axial
para o carregamento actuante.

b'S
S-S

12
|
(13)Ll E, A L h

L114717

—

S

% Ui, % Y21,
1 3 ‘7
)

0
011 21,

3

Figura 4.16 - Consola discretizada com um elemento de viga de Timoshenko.

Desprezando-se a matriz de rigidez afecta a deformacao axial, as equacdes de equilibrio do
elemento sao

[kﬂl) kg)] U = Q(” . (4.95)

Utilizando 1 PG e 2 PG para calcular ki,l) e lgf,y” , respectivamente, (4.95) fica,

* * * *

GA;, GA;, GA;, GA;,
L 2 L 2
G4, EI, LGA GA.  EI, LGA ||“e| |R&
2 ER 2 _ 2 _ 3y £2
2, L 3 2 L6 |G| | R (4.96)
GA;, GA;, GA;, GA;, u, | |-F
L 2 L 2 6y, | | O
G4, El, LG4, GA, EI, LGA,
2 _ I 2 _ £2 I 2
L 2 L 6 2 L 30

em que R; e R sdo a forga de reac¢do segundo ¢, e o momento de reac¢do segundo 7, no nd

1. Como u, =6,, =0, resulta

G4, G4,
_ y L
L 2= (4.97)
G4, EI, LG4, |6,, 0
_ 2 3 + 2
2 L 3
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pelo que

L N r I’
{u%} y | G4, 3El, El, {—F}

0, | y+1 r L | o0 (4.98)
El, El,
=FQ
em que F ¢ a matriz de flexibilidade. Da resolugdo de (4.98) obtém-se
3
uy, = | Lo LR (4.99)
c o oy+1\ G4, 3EI,
em que
Y 3
=3 =| == 4.100
Y ( L] ¥ (4.100)
sendo
A =% (4.101)

o parametro denominado de esbelteza da viga. No caso de viga de sec¢do rectangular
1, =(1xk)12 e 47 =5/6(1xh).

Se a consola fosse discretizada com um elemento de viga de Euler-Bernoulli a matriz de
flexibilidade da estrutura seria,

r )5
3EI, 2EI,
F=|"" 3 (4.102)
L L
2EI,  EI,

em que nao se considera a efeito do esforgo transverso.

Utilizando a convencional teoria das estruturas, baseada na teoria de Euler-Bernoulli, e
considerando a deformagdo por corte, a matriz de flexibilidade da estrutura apresenta a
configuracdo seguinte,
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L r I

—+
GA, ' 3EI, 2EI,
R (4.103)
2E], El,

3

Assim, o deslocamento u,, obtido em (4.102) e em (4.103) €

'‘Bsc L3
9 S F (4.104)

no caso de se utilizar a formulacao de Euler-Bernoulli sem inclusao da influéncia do corte, e

Bee L L3
) B . - 4.105
( 20, )ancm GA/ 3EI(’3 ( )

no caso em que a deformacao por corte foi tida em conta.

Efectuando o cociente entre (4.99) e (4.104) obtém-se,

L r
* +7
L N ¢ G4, 3E,
" (uf Tyl r
(“zez)mm rebo £ (4.106)
3EI,,
342 +3)

“ a2 13)

O valor de ¢ deveria tender para a unidade com o aumento de A (esbelteza da viga), dado que
com o aumento de A a influéncia de deformagéo de corte diminui, pelo que u,, dever-se-ia

. EBsc ~ .
aproximar de (uz(/z) - Contudo, tal ndo acontece, como se pode constatar na Figura 4.18.
. exacto

Verifica-se que para vigas muito esbeltas, isto €, quando A tende para infinito, ¢ tende para
zero, dado que a solucdo obtida com o MEF, utilizando a integragdo exacta no calculo da
matriz de rigidez tende para o valor nulo. Isto significa que o elemento de viga de
Timoshenko de dois nos ¢ incapaz de reproduzir, no limite (vigas muito esbeltas), a solu¢ao
que se obtém com a convencional teoria das estruturas (teoria de Euler-Bernoulli sem
deformagdo por corte). A medida que a esbelteza aumenta ocorre um fenémeno de
sobrerigidez numérica que vai aumentando com A, até tornar a estrutura infinitamente rigida.

Assim, verifica-se que o elemento de viga de Timoshenko, com integracdo completa (ou
exacta) permite obter resultados aceitaveis apenas para valores reduzidas de A.

Um dos procedimentos para resolver este problema consiste em diminuir a influéncia da
rigidez de corte, por intermédio de uma subintegragdo dos termos de K'”, utilizando um

—=c b
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numero de pontos de integragdo inferior ao necessario para o seu calculo exacto. Ao
subintegrar-se determinada matriz de rigidez estd-se a aumentar a flexibilidade do elemento.

1 P,w
s l
I
1 © 2 h
P 9 _ W, [Elemento de viga de Timoshenko)
s SR ccakl=—1 ~ W, (Solucion exacta de Euler-Bernoulli)
sk
) A= -;?

pilg
3

Solucién exacta

1 elemento ) (e)

¢ Integracién reducida de K. (1 punto)

2 elementos |

21 1 elemento Integracién de }S‘lflcon 2 puntos
[p=0,938; A+e0)
1 — - e ¥ ¥ +—L'.:.
: - —_— : R
3N +3 N (9=0,75; A = o)
LA

¢ 1 2 3 i 5 A

Figura 4.18 — Influéncia do n° de PG utilizados na integragdo da matriz de rigidiz de uma viga discretizada com
um elemento de Timoshenko.

Assim, ao subintegrarem-se os termos de @ie) estd-se a compensar a excessiva rigidez

introduzida em k(;) pelos termos de corte.

Integrando lgie) com um ponto de Gauss obtém-se,

oS
oL 2 L I
G102 4 T2 4

£ = —= (4.107)
DR
Lo L L
L2 4 2 4

Utilizando (4.107) em vez de (4.87¢) no anterior exemplo, as relacdes (4.97) e (4.98) passam
a apresentar a seguinte forma,
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| G4, .
L 2 _”uz - F
G4 (EI, LG4 )|, }{ 0 } (4.1082)
_ 2 3 + 2 L /5
2 L 4
ou
KU =0 (4.108b)
(&
L . r r
wy, | |\ G4 4EI, ) 2EI, [-F (4.1099)
0,,, r L |0 .
2EI, EI,
ou
U =r“0". (4.109b)

Verifique-se que F coincide agora com a expressao (4.103), excepto no coeficiente Fj;.
Calculando u,, por intermédio de (4.109) obtém-se,

L r
u =-F F=- —+ F. 4.110
(1, )=-F, [ G EIJ (4.110)

A relagdo entre este valor e o exacto, obtido com um elemento de Euler-Bernoulli (sem
deformacao por corte) fica,

Uy, 30 +3
= 2 . 4111
() ( )EBSC 4/12 ( )
245 Jexacto

que se representa na Figura 4.18. Verifica-se que ¢ tende para 0.75 quando A tende para
infinito, pelo que a sobrerigidez devida ao corte desapareceu com a subintegragdo de kf) )

A excessiva rigidez introduzida pela integragdo exacta dos termos da rigidez de corte
denomina-se na nomenclatura Inglesa de "Locking".

Por sua vez, ao integrar-se exactamente os termos de kff) e /gif) e subintegrar-se os termos de
kff) , esta-se a aplicar a denominada integracdo selectiva, dado que ¢ completa nos termos de

£ e lg(;) e reduzida nos termos de &'
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Da analise da Figura 4.18 e da expressao (4.111) verifica-se que, com um elemento a
discretizar a consola, o resultado obtido ndo é exacto. Contudo, se a consola for discretizada
com mais elementos a solucdo converge rapidamente para a exacta, conforme se pode
constatar no Quadro 4.1.

Quadro 4.1 - Evoluc¢ao do erro com a discretizacao da consola

Valores de A=/ /h—oc

Nuamero de 4 8

elementos

Uy,

¢=W 0.938

20 2 Jexacto

4.3.9 — Exercicios resolvidos
Exercicio n° 1

Discretizando a consola representada na Figura er 4.3 em um elemento finito de trés nos de
Timoshenko:

a) Calcule a matriz de rigidez desse elemento utilizando a integracdo selectiva;

b) Considerando os resultados obtidos com a integracao selectiva, determine os
deslocamentos e os esforcos para a ac¢do aplicada na consola.

c) Tragar um grafico que relacione a flecha na consola com o parametro ¢ em que,

Uy,
o EBsc
(s, YEB)

exacto

®»

sendo
(EBSC) - _ FL3
exacto 3EI(/3

(u3c/z)

Dados: L=10 m; E= 30 GPa; F=100 kN; A= 1x1 m?

E.lI,
L

Figura er 4.3 — Consola sujeita a uma forga concentrada F na sua extremidade livre.

Resolucdo:
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a) Célculo da matriz de rigidez de um elemento de trés nds utilizando a integragao selectiva

e QGraus de liberdade do elemento de Timoshenko de trés nos:

Campo de deslocamentos:

uy (s9) =N, (suy,, +Ny(suy, + Ny(s)us,
uy, (51)=Ny(s)uy,, + Ny(s))uy,, +Ns(s))us,

0,,(s;)=N,(5))8;,, + N,(5))0,,, + N;(s5,)05,,

Sob a forma matricial;

w lsp=|{0 N0 0 N, 0 0 Ny 0 |uy,

Matriz de rigidez correspondente a deformacao axial:

=a

dN i 2 dN i 2 dN ]
= 2_1 0 0 : z 2 0 ! g 3 0
L ds, i L ds, i L ods,
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2 1 P2 2 1
B =|—(s, —— 0 0+ —(=2 0 0 — (s, +— 0 0
b, |:L(S1 2) i L( s1) L(Sl 2) :|
1 L
Ky = [BiBABdt, = [BIEAB, = ds,
(E) 2
L -1
Calculando os termos ndo nulos:
1 1
K, =[BLEAB, Zds =225 [ (s -2y ds =1 2
1,1 % 1 1 2 2 _lL 2 3 L
1 1
K, =[BEAB, s, =200 [ 25, - P (as s =3 22
T 2 2 L 2'L L
1 1
K, ZJEZEABa £ds1=% i(sl_l)z(lerl)dsl_l%
v 2 2 1 2’072 L
1
K, =[B8 s, Zas =P [ A a 1004
4,4 ’ 4 2 2 3
1 1
K, =[B] EaB, Las =P [2(20) 2 (5, + Dyats, =224
4,7 % 4 2 2 71L L
1 1
K, =[B]EaB, Las =2EA[ (s, D5, + Dyas, =222
T g L2 3L
Entdo:
(7 0 0! -8 0 0! 1 0 0]
O 0 0,0 0 0; 0 0 0
o 0 0! 0 0 0! 0 0 0
-8 0 0:16 0 0:-8 0 0
EA : :
K,=—| 0 0 0: O 0 0: O 0 0
3L i i
0 0 04 O 0 0 O 0 0
1 0 0:-8 0 0! 7 0 0
0 0 0: 0 0 0 0 0
o 0 0oi o0 0 0:i 0 0 O
Matriz de rigidez correspondente a deformacdo flexdo:
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N dN
Ef: 0 Eﬂ , 0 Ed 2 E 3
Lds, | L ds, | L ds,

2 1. 2 2 1
Efz|:0 0 z(Sl—E) : 0 0 z(—Zsl) : 0 0 z(sl-l‘a):l

1
L
(e) _ T _ T
Ky = jﬁfEI&@fdfl = jngIQEf Edsl
¢ -1

L(()

Efectuando procedimento similar ao anterior obtém-se a matriz de rigidez relativa a flexao:

o 0 0 i{0 0 00 0 0
O 0 0 0 0 0 10 0 0
o 0 7 :0 0 -8:0 0 I
0o 0 0 :0 0 0 :0 0 0
@ _El 5 5
Kf9=—>0 0o o0 {0 0 0 0 0 0
3L ; ;
0o 0 -8:0 0 16 0 0 -8
o 0 0 0 0 0 i0 0 0
o 0 0 :i0 O 0 :i0 0 0
o o 1 :0 0 -8i0 0 7]
Matriz de rigidez correspondente a deformacao corte:
dN : dN : dN
B.=|0 2N, -N, : 0 24N, -N, : 0 2 4N, - N,
L ds, ’ L ds, : L ds,

§C=[o 2= —%smsl—l)éo 225 —(l—sf)éo L5 4) —%sl(ml)}

1
e * * L
K = [BIGA B.al, = [BIGA] B, = ds,
-1

@

Elementos nio nulos resultantes do produto B! B, :
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22 23 25 26 28 29]
33 35 36 38 39

55 56 58 59

66 68 69

8,8 8,9
- 9’9_
1 * o1 *
. L LG4, 2 1.2 1 7 G4,
K, =|B' G4, B, =ds, = =5y =)= (s, — s, = ———
—a J.l—”z f2=e o 2 {L(l 2)L(‘ 2) 3L
Seguindo o mesmo raciocinio obtém-se:
G4, GA, . GA, GA,
K, =—2 K, __85%%, K, :EGA[ (K, =—D2 K =-—D
—t23 2 —t2,5 3 L — 26 3 2 —t2.8 3L —2,9 6
. . . G4, .
K, :iLGA(/ K, =—EGA/ K, :iLGA/ K, =—2 K. :—LGA[
3.3 15 -2 3,5 3 -2 3,6 15 -2 3.8 6 3.9 30 2
G4, GA, .
KC :E P ;Kc :O;KC :_§ ly ;Kc ZEGA/
5,5 3 5,6 5.8 3 L 5.9 3 -2
K. =§LGA;‘ ; K, =—%GAZ ;) K, =iGA;‘
—%6,6 15 2 —%6.,8 3 2 —%6,9 15 “2
7 GA,, GA;,
cgg 3 L > =gy 2
o =G
— %99 15 2

Somando as submatrizes de rigidez associadas a deformacao axial, de flexdo e corte, obtém-se
a matriz de rigidez de um elemento de trés no6s de Timoshenko:
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TEA
3L
7 GA;Z 1 GA;Z
3 L 2 L
E *
TEL 2 GA,
3 L 15 2

b) Calculo dos deslocamentos:

Calculo das caracteristicas mecanicas da estrutura:

A=1x1=1 m?

A =%A =0.8333 m?

E

= =15 GPa
2(1+v)

1, =0.08333 m*

Resolvendo o sistema de equagdes de equilibrio obtém-se:

3L 2

16 G4, 0 864
Bl 3L
16 EI, .

0 55 n 8L Gy ey
GA, ! ) L 7GA
_8 I —EGA/ 704,
. EI . .
EGA, 82 +£GA[ ;—ch[
37" 0 3 [ o h

j. - *... ..5. P mE“‘I“; [
5 2 +—GA

Joaquim Barros

Capitulo 4
Lo,
LEL, 1
3 L 30
%GAZZ
_§EI[3 1
3 L 15
—%GA:
EI
LBV
3 L 15
0
0
-F
0
4.49
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uy,, =—0.0027 m
0,,, ==0.0011 m

uy,, ==0.0104 m

03, =—0.0020 m

b) Tragar um grafico que relacione a flecha com o parametro ¢ :

FI’
) oy = —=——=—0.00111
(u2£2)exacto 3E]é3 m
Calculo do parametro ¢ :
Uy, _
(ué(z) )exacto —0.0011
u _
o= (E)zéz _ 0.0004 =0.364 (com L=5 m)
(MZC/Z )exacto —-0.0011
40
w ya
i 20
10
0
5 10 15 20 2%
L/h
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Exercicion’?2

Discretize o pértico plano representado na Figura 4.24 por dois elementos de Timoshenko de
dois nos. Utilizando a integracdo selectiva no calculo da matriz de rigidez dos elementos da
estrutura e a integracdo exacta no céalculo dos esforcos, determine:

a) A matriz de rigidez da estrutura;
b) O vector solicitagdo da estrutura;
¢) Os deslocamentos e reacgoes;

d) Os esforgos.

Dados:
e E-=30GPa
e v=0.0

e Km=500000 KN/m

100kN/m
2000 L b b T ]
[
km
7 o
% 0.6m ase |
%
0.3m
/
i0.00Sm
4 * X
4m 6m

Figura 4.24 — Portico plano (teoria de Timoshenko).

Resolugao:
a) Calculo da matriz de rigidez da estrutura
e (Calculo das caracteristicas mecanicas da estrutura:

A=03x0.6=0.18 m

- E _ 6
G—2(1+V)—15><10 KPa

*

A = %A =0.15 m’ (area reduzida de corte)

Deslocamentos na estrutura em cada no:

Matriz de rigidez para cada elemento incluindo a rigidez por deformagao axial, flexdo e corte:
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@ 3

&
Entao:
g cosa —sena o ¢,
g, |=|sena cosa 02,
g5 0 0 1 ¢,
cor —semr 0| 0 0 o0[[08 -06 0{ 0 0 0]
s cor 0 0 o o/lo6 08 0:0 0 0
0 0 1: 0 0 ojjo o 1:0 0 0
Izg= : = j
0 0 0 cor -semx 0| |0 0 0 08 -06 O
0 0 0 semx comwr 0|0 0 0:06 08 0
0 0 0i 0 0 1o o o:0 0 1]

Rigidez da mola no referencial global:
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ks=rrk, [rnf

em que

= lg =

cos —sen 3
Tm
sen cos

K., =K

m

[ cos’ cosﬂsenﬂ} © [0.5 -0.5

} (B=-45)
cos fsen B sen’ 3 -0.5 0.5

Célculo da matriz de rigidez do elemento 1, 2 e da mola:
@ ) T
K =1, xK"[r,,]

KP=Kk?  (a=0°)

[ 853200 302400 - 675000 —853200 —-302400 ~ 675000 |
302400 676800 900000 —302400 - 676800 900000
- 675000 900000 2844900 675000 -900000 2780100

—853200 —302400 675000 853200 302400 675000

—-302400 - 676800 —-900000 302400 676800 -900000

| — 675000 900000 2780100 675000 —-900000 2844900 |
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[ 900000 0 0
0 375000 1125000
0 1125000 3402000
(2)
Kg - r
—~900000 0 0
0 —375000  —1125000
|0 1125000 3348000
250000
Km =
—250000

—-900000

0

0

900000

0

0

—250000
250000

0

—375000

—1125000

0

375000

—1125000

1125000

3348000

—1125000

3402000 |

Efectuando o espalhamento das matrizes de rigidez dos elementos na matriz de rigidez da

estrutura obtém-se:

[ 853200 302400 -675000 | —853200  —302400 - 675000 0 0 0
302400 676800 900000 -302400 - 676800 900000 0 0 0
~675000 900000 2844900 675000 —900000 2780100 0 0 0
es0 a0 G000 | Us0 o0 60 | oo o 0
K'®=|-302400  -676800  —900000 302400 1051800 225000 0 375000 1125000
~675000 900000 2780100 675000 225000 6246900 0 ~1125000 3348000
0 0 0 0 ~375000  —1125000 — 250000 625000 —~ 1125000
0 0 o 1 o 1125000 3348000 0 ~1125000 3402000 |
b) Calculo do vector solicitacao:
I
W 100kN/m
@ P4 b b ;b
5 6m -
pl? pl
v c 2
4.54
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200
0, =[-300
~ 300
0
~ 300

300
c¢) Calculo dos deslocamentos ¢ reacgdes:

KO xu® —0® 1R

(853200 302400  —675000 | —853200 —302400 —675000 { 0 0 o T o JT7TRT
302400 676800 900000 ~302400 —676800 900000 0 0 0 |-0005 | R
~675000 900000 2844900 675000 900000 2780100 0 0 0 0 R,
B0 30400 67000 175300 30400 675000 | 900000 0 N S
~302400  —676800 —9000003 302400 1051800 225000 0 ~375000 1125000 | w, |=|-300
~675000 900000 2780100 675000 225000 6246900 0 ~1125000 3348000 | uy, | |-300
0 0 0 0 ~375000 —1125000§ ~250000 625000  —11250000 u,, | |-300
|0 0 o 0 1125000 3348000 0 ~1125000 3402000 w5, | | 300 |

Para simplificar o calculo:
E) () (&), (E)
Ky xu, " =0, -K, xu;

Resolvendo este sistema de equagdes de equilibrio obtém-se:
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R, =132.55 KN

R, =266.7 KN

R, = 473.3KN.m

1y, =0.0064038 m
y,, ==0.013949 m
1y, =—0.00428163 rad
s, =0.006034101 m

uy, =0.00470304 m
2

s, =0.01047012 rad

d) Calculo dos esforgos

Para um elemento de dois nos so6 existe 1 ponto de Gauss (s; = 0):

e Momento flector:

u, <~
5;=0

M"Y =Els, = E](%)%

S

MO = E](%)(— %)ue + EI(%)(%)ud =—-32400x0+32400x (—0.00428163) = —138.7 KN.m

MO = Ele, = EI(%)%

u, <=
s, S

5,=0

M = EI(%)(—%)ue + EI(%)(%)ud =-27000x (—0.00428163)+27000x0.01047012 = 398.3 KN.m

e Esfor¢o axial:
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dN
N® =E4e, = EA(%)—d :

U, <
S f

5;=0

NO = EA(%)(— %)ue + EA(%)(%)ud = —1080000 x (—0.003) + 1080000 x (—0.00324376) = —263.2 KN

dN
N® =Ede, = EA(%)d—l

U, <
S 7

5,=0

N® = EA(%)(— %)ue + EA(%)(%)ud =-900000x 0.0064038 +900000x 0.006034101 = —332.7 KN

4.3.10 — Exercicios para resolver

1- A altura da viga biencastrada representada na Figura 1 varia de forma parabodlica de 2
metros em x;=0 até 1 metro em x;=10 metros. Na viga actua uma carga distribuida
parabolicamente, cujos valores se representam na figura 2. Discretizando a estrutura em dois
elementos de 3 nos e utilizando a teoria de Tismoshenko determine:

a) a matriz de rigidez de um elemento aplicando a integragao reduzida de Gauss-Legendre;

b) o vector das forcas nodais equivalentes a ac¢ao que actua no elemento;

Dados: largura da viga=0.5 m; mddulo de elasticidade do material=30 GPa.
200 kN

100 kN 100 kN

| 10m | 10m |

Figura 1

2 — Admita que as barras 2 e 3 do portico plano representado na Figura 2 sdo discretizadas por um
elemento finito de 3 nés e a barra 1 é discretizada por um elemento finito de 3 nds de barra
biarticulada. Utilizando a formulag@o de Timoshenko e adoptando a integragdo reduzida:

a) calcule a submatriz de rigidez relativa ao né C;

b) calcule as forgas nodais no ndé C, no referencial global, equivalentes as ac¢des que actuam na

estrutura,
c) calcule os esfor¢os de flexdo nos pontos de Gauss do elemento que discretiza a barra 2, admitindo
que os deslocamentos do né B, C ¢ E , no referencial global, sdo os seguintes:

NoB:u, =0.0m;u,_=-2.6919¢-04m; 6, =-2.1632¢e—04 rad.
NOE u, =1.9258¢—04m; u, =-6.23e-06m; 6, =2.4807¢—04 rad.
N6 C u, =5.7424e—-05m; u, =-1.8049¢—04m; 0, =-6.7355¢—04 rad.
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d) com base nos momentos flectores obtidos nos pontos de Gauss, determinados na alinea anterior,
calcule os momentos no n6 B. Comente os resultados obtidos.
Dados: barras 2 e 3: b=1.0 m, h=0.3 m; E=30 GPa, v =0.0

Barra 1: drea=0.1 m*, E=200GPa, v = 0.0

-
30kN/m
YV VYV VY VY
3.00m
30kN/m
4 3 DE
3.00m
X
L —
(xa)
,,L 4.00m ,,I' 3.00m ,,L

Figura 2

3 — O eixo da estrutura representada na Figura 1 € descrito pela equacao

5 2
x,=———I(x, ) +x
2 100 ( 1) 1
e a espessura da estrutura determina-se segundo a equacdo
h =—1'25 (x] )2 —ﬁxl +1.5.
100 100

Discretizando a estrutura com um elemento de 3 nos ¢ utilizando a formulacao de
Timoshenko, calcule o deslocamento vertical do né 3 devido a actuagdo do peso proprio da
estrutura. Despreze a deformabilidade axial da estrutura e utilize a integracdo reduzida no
calculo da matriz de rigidez do elemento.

Dados:

Peso especifico do material constituinte da estrutura=25 kN/m’;

Largura da estrutura = 1.0 m;

Modulo de elasticidade longitudinal do material constituinte da estrutura = 30 GPa;
Coeficiente de Poisson=0.0.

| X2

O :: 0.25m N\

3

5.00 m

1.50 m

5.00 m

5.00 m

Ah

Joaquim Barros 4.58



Método dos elementos finitos aplicado a estruturas reticuladas

Capitulo 4

Figura 3

1 — O portico plano representado na Figura 1 foi discretizado em 3 elementos de 3 nds. Utilizando a
formulacdo de Timoshenko e a integracdo reduzida obtiveram-se os deslocamentos nos nos da

estrutura apresentados no Quadro 1.

a) Calcule o esfor¢o axial num ponto de Gauss do elemento que discretiza a barra 1;
b) Calcule o momento flector num ponto de Gauss do elemento que discretiza a barra 2;
¢) Calcule o esforco de corte num ponto de Gauss do elemento que discretiza a barra 3;

d) Com base nos esforcos indicados no Quadro 2, extrapole os momentos flectores para o né 2 e os

esforcos de corte para o n6 7.

Dados:

Modulo de elasticidade longitudinal do material constituinte da estrutura = 30 GPa;

Coeficiente de Poisson=0.0;
Largura das barras = 0.7 m;

A variagdo da altura das barras ¢ a representada na Figura 2.

100 kN/m

5.00 m

Variagdo da altura da secgdo dos elementos finitos

- Elementos e
i

& €3 D

h=0.50m

h=1.00m
- Elemento
; il i+2
G B o
b 100m h=075m h=050m
5.00 m L 8.00 m
d K 1
Figura 1

Quadro 1
*** Nodal displacements:

(global coordinate system)
Point number (ipoin)
X1 displacement (delta-x1)
X2 displacement (delta-x2)
Theta-x3 rotation (delta-tx3)

ipoin delta-x1 delta-x2 delta-tx3

1 0.00000000 0.00000000 0.00149995

2 0.00081408 0.00000000 0.00059338

3 -0.00200657 0.00121595 -0.00028815

4 0.00081408 0.00066868 -0.00030253

5 0.00081408 -0.00216944 -0.00225808

6 0.00047488 -0.02106080 -0.00555692

7 0.00000000 -0.03526722 0.00000000

(unidades: deslocamentos em metros e rotacdes

em radianos)
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Quadro 2

*** Resultant stresses in the Gauss points:
(local coordinate system)
(same sign convention for any Gauss point)

Element number (ielem)

Gauss point number for axial forces (igsta)

Gauss point number for bending moments (igstb)

Gauss point number for shear forces (igsts)

Gauss point global coordinates for axial forces (gpcot a)
Gauss point global coordinates for bending moments (gpcot b)
Gauss point global coordinates for shear forces (gpcot_s)

L1l axial force (N11)

L2 shear force (N12)

L3 bending moment (M13)

ielem igsta N1l gpcot_a

igsts N12 gpcot_s

igstb M13 gpcot b
1 1 -2055.62134239 1.05662433 1.05662433
1 2 -2055.62134239 3.94337567 3.94337567
1 1 127.02127549 1.05662433 1.05662433
1 2 127.02127549 3.94337567 3.94337567
1 1 189.80693341 1.05662433 1.05662433
1 2 708.36911911 3.94337567 3.94337567
2 1 0.00000000 1.05662433 5.00000000
2 2 0.00000000 3.94337567 5.00000000
2 1 169.38861820 1.05662433 5.00000000
2 2 458.06375280 3.94337567 5.00000000
2 1 123.15738629 1.05662433 5.00000000
2 2 1028.80687455 3.94337567 5.00000000
3 1 -1543.36139601 6.69059892 5.00000000
3 2 -1543.36139601 11.30940108 5.00000000
3 1 -630.94010768 6.69059892 5.00000000
3 2 -169.05989232 11.30940108 5.00000000
3 1 1257.23407740 6.69059892 5.00000000
3 2 -590.28678401 11.30940108 5.00000000

(unidades: kN, kN.m, m)

1 — A estrutura representada na Figura 1 estd descretizada em 4 elementos de 3 nos de Timoshenko.

a) Desprezando a deformabilidade axial das barras e utilizando a integra¢do reduzida, calcule os
coeficientes de rigidez relativos ao n6 B.

b) Calcule as forgas nodais equivalentes no n6 B.
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¢) Considerando dois pontos de Gauss por elemento, calcule os esforcos de flexdo e de corte no
elemento n° 1, sabendo que os deslocamentos dos nds deste elemento, no referencial global, sdo os

seguintes :
N6  deslocamento segundo x1 deslocamento segundo x2 rotacio segundo x3
1 0.00000000 0.00000000 -0.00084618
2 -0.00000000 -0.00091344 -0.00056319
3 -0.00000000 -0.00127759 0.00003270

d) Com base nos esfor¢os do elemento n° 1 , determine o momento no nd A. Se os resultados ndo lhe
parecem aceitaveis, explique como procederia para melhorar os resultados obtidos.

Dados: b=0.3 m, h=0.7 m; E=30 GPa, v =0.0
Mola: k,, =500000kN /m

100 kN
A *
A ! 2 3 4 B s 50 kN/m
v X )
»7/
g
o
<
on
X3
L 5.00 m L 4.00 m L
4 7 7

Figura 1

1 — Discretizando a consola representada na Figura 1 em dois elementos de 3 nods de
Tismoshenko, de igual comprimento, calcule:

a) A matriz de rigidez da estrutura;

b) O vector das for¢as nodais equivalentes, admitindo que a barra esta submetida ao seu
peso proprio, a forcas distribuidas por unidade de comprimento de valor igual a 50
kN/m e a uma forga concentrada de 100 kN aplicada na extremidade livre da consola;

¢) O deslocamento vertical da extremidade livre da consola;

d) As reacgoes;

e) O momento flector e o esforco transverso no ponto de Gauss mais proximo da seccao
de encastramento. Admita que os deslocamentos dos nds 2 e 3, no referencial global,
sd0 0s seguintes:

No Deslocamento segundo x, (m) Rotagdo segundo x; (rad.)
-0. 00820588 -0. 00735665
3 -0. 04257247 - 0. 02090955
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f) Determine os momentos flectores nos pontos nodais do elemento n° 2,. sabendo que os
esforcos nos pontos de Gauss deste elementos sdo os apresentados no Quadro
seguinte. Comente os resultados obtidos.

El ement nunber (ielem
Gauss poi nt nunber for
Gauss poi nt nunber for
Gauss poi nt nunber for

X axial force (Nx)
XY shear force (Nxy)
Y bendi ng noment (M)

ielem igstm
igsts

igstb

2 1

2 2

2 1

2 2

2 1

2 2

axial stresses (igstm
(igsth)
(igsts)

bendi ng stresses
shear stresses

Gauss poi nt gl obal coordinates (gpcot_m
Gauss poi nt gl obal coordinates (gpcot_b)
Gauss point gl obal coordinates (gpcot_s)

Nx
Nxy
W

0. 00000000
0. 00000000

- 328. 74848110
-159. 58485223
840. 75756015
135. 90910652

[eeNerNecNorNocNe))

gpcot _m
gpcot _s

gpcot _b

. 05662433
. 94337567
. 05662433
. 94337567
. 05662433
. 94337567

[elojololoNo]

. 00000000
. 00000000
. 00000000
. 00000000
. 00000000
. 00000000

NOTA: No célculo da matriz de rigidez, do vector das for¢as nodais equivalentes e dos esforcos utilize a

integracao reduzida.

Dados:

Peso especifico do material constituinte da estrutura=25 kN/m”;
Largura da estrutura = 0.4 m;

Modulo de elasticidade longitudinal do material constituinte da estrutura = 30 GPa;
Coeficiente de Poisson=0.0.

50.0 kN/m

v

v

h=0.008x>—0.16x, +1.2

Figura 1
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1 - O elemento de quatro nds representado na Figura 1 1 2 3 4

;e O . o T O
pertence a um poértico plano. Utilizando a teoria de ? b Y ‘
Timoshenko e a formula¢do isoparamétrica dos = }=_,\ = |
elementos finitos: -1 s, +1

. . . X

a) determine a matriz de deformagdo, B, deste I 75 3.0 8.5 (m)

elemento, em coordenadas normalizadas, s, .

b) calcule os valores da matriz de deformagao relativa

Figura 1 - Elemento finito de quatro
ao corte, B, ,em s, =0.

nos.

2 - Na folha em anexo apresenta-se um ficheiro de dados do programa de célculo automatico
femixnd.

a) Desenhe a estrutura e as condi¢des de ligacdo da estrutura ao exterior.

b) Represente as ac¢des que actuam na estrutura.

¢) Calcule o coeficiente de rigidez Ké? da matriz de rigidez da estrutura.

d) Admitindo que os deslocamentos dos nos da estrutura em analise, no referencial global, sao
os seguintes (obtidos por intermédio do femixnd):

*** Nodal displacenents
(gl obal coordinate system

Poi nt nunber (i poin)

X di spl acenent (delta-x)

Y di splacenent (delta-y)
Theta-Y rotation (delta-ty)

i poin del t a- x delta-y delta-ty
1 0. 00000000 0. 00000000 0. 00064587
2 0.00112211 0. 00115465 0. 00017538
3 -0. 00038725 -0.00119933 -0. 00290275
4 -0.00019362 -0.01095866 -0.00395138
5 0. 00000000 -0. 01698954 0. 00000000

determine os momentos flectores nos pontos de Gauss do elemento n° 2.

3 - Na Figura 2 representa-se um edificio habitacional de trés andares situado em Guimaraes e
num terreno tipo I1.

Utilizando o método de Rayleigh, determine as forcas maximas ao nivel de cada andar
devidas as acgles sismicas regulamentares segundo a direcgdo x, (no calculo dos

deslocamentos considere as vigas de rigidez infinita).

rf-— === = r - -1 1
I t_ij I 3.0 (0.4x04) (0.4x0.4) (0.4x0.4)
| | |
| | | e
i i 1][6.0 (0.45x0.45) (0.45x0.45)
| i | 3.0 .45%0. 45x0. (0.45%0.45)
1 i | L
— [FE Gk
! i i 4.0 (0.5x0.5) (0.5x0.5) (0.5x0.5)
| | |
! i ! 1 1
' i 1 []6-0 e e R
i i i [ P >
: . 6.0 6.0
! ! !
____________ Fq-._._-_._._-_.F'_V (m)
< ?F ' xl
6.0 6.0
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Dados:
- modulo de elasticidade longitudinal do betdo = 30 GPa; coeficiente de
amortecimento=5%
- vigas de sec¢do 0.3x0.7 m’;
- peso proprio das lajes, com 0.3 m de espessura = 3 kN/m?;

- peso de revestimentos e paredes de alvenaria = 2.5 kN/m?;
### Main title of the problem
### El ementos de tres nos
##H# (KN, m)
Teste Conp. Est. - Fevereiro 1998 ;

### Main paraneters
; nelem (n. of elenents in the nesh)
npoin (n. of points in the nmesh)
nvfix (n. of points with fixed degrees of freedom
ncase (n. of |oad cases)
nmats (n. of sets of material properties) (only in linear regine)
nspen (n. of sets of elenent nodal properties) (only in linear regine)
ntype (problemtype)
ntyan (type of analysis)
nnode (n. of nodes per el enent)
ngaum (n. of Gauss points for axial rigidity)
ngaub (n. of Gauss points for bending rigidity)
ngaus (n. of Gauss points for shear rigidity)
ngstm (n. of Gauss points for axial forces)
ngstb (n. of Gauss points for bendi ng nonents)
ngsts (n. of Gauss points for shear forces)
ndi me (n. of geonetric di nensions)
ndofn (n. of degrees of freedom per node)
nprop (n. of material properties used in the formnulation)
npren (n. of elenent nodal properties used in the fornulation)
npscs (n. of points with specified coordi nate system
nsscs (n. of sets of specified coordinate system
npspr (n. of springs)
nsspv (n. of sets of spring vectors)

HEHFHHHHHHHEF TR

OCOOONIAWNNNNNNNWRORREENOIN

### Material properties index, elenment nodal properties index and
### i st of the nodes of each el ement

# ielem mat no ielnp I nods ..
1 1 1 1 2 3 ;
2 1 1 3 4 5

### Coordi nates of the points
# ipoin coord-gl coord-g2

1 0. 00000000 3.00000000 ;
2 2.00000000 1. 50000000 ;
3 4.00000000 0. 00000000 ;
4 6. 50000000 0. 00000000 ;
5 9. 00000000 0. 00000000 ;
### Points with fixed degrees of freedomand fixity codes (1-fixed;O-free)
# ivfix nof i x ifpre
1 1 110;
2 5 101

### Points w yh specified coordinate system (i ndex, point nunber and type
### of coordi nate systemn
# ipscs npspe itycs

### Specified coordi nate system
# isscs

### Transformation matrix fromspecified to gl obal coordinate system (coscs)
### (Each row of coscs includes the conmponents of a specified

### coordi nate systemvector in the gl obal coordinate system

# ivect coscs...

# isscs

### Transformation matrix fromspecified to gl obal coordi nate system (coscs)
### (Each row of coscs includes the conmponents of a specified

### coordi nate systemvector in the gl obal coordinate systen)

# ivect coscs...

### Spring index, point nunber, type of spring vector, rigidity value
### and flag to choi ce between displacerment rigidity (d) or

### rotational rigidity (r) (only when npspr > 0)

# ipspr nsprp ityvs sprva drrif

### | ndex set of spring vector. Conponents in the global coordinate system
### of the sets of spring vectors (only when nsspv > 0)
# isspv
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# cgspv. ..

### Sets of material properties
### (Young nodul us, Poisson ratio, mass per unit volune and thermnic coeff.)

# imats young poi ss dense al pha
1 30e+06 0. 00 1.0 le-5
### Sets of el enent nodal properties

### (Cross section area, tortional and flexural inertia and

### | ocal coordinate systemdefinition angle in degrees)
# ispen
1
# inode bar ea bi n2
1 0.15 0. 003125
2 0.15 0. 003125
3 0.15 0. 003125
#
### Title of the first |oad case
Accoes
### Load paraneters
0 ; # nplod (n. of point |oads in nodal points)
0 ; # ngrav (gravity load flag: 1-yes; 0-no)
2 ; # nedge (n. of edge |oads)
0 ; # ntenp (n. of elenents wth tenperature variation)
0 ; # nepol (n. of elenment point |oads)
0 ; # nprva (n. of prescribed and non zero degrees of freedom
### Poi nt |1 oads in nodal points (loaded point and | oad val ue)
### (gl obal coordi nate system
# iplod | opop pl oad-gl pl oad-g2 pl oad- g3

### Gravity load (gravity accel eration)
### (gl obal coordinate systen
# gravi-gl gravi-g2

### Edge | oad (| oaded el ement, |oaded points and | oad val ue)

### (1 ocal coordi nate systen)
# i edge | oel e
1 1;
# | opoe q_l1 q_l2 g_l3
1 0.0 0.0 0.0 ;
2 0.0 -15.0 0.0
3 0.0 -30.0 0.0
# i edge | oel e
2 2
# | opoe g_l1 q_l2 g_l3
3 0.0 -30.0 0.0
4 0.0 -30.0 0.0
5 0.0 -30.0 0.0 ;
### Thermal |oad (| oaded set tenperature variation, n. of elenents,
### | oaded bar, uniformtenperature, 12 variation, |13 sectional thick.)
# itemp loelt
# il opo t euni tevab_|2 secth_13

### El ement point |load (loaded el enent, distance to the |eft
### end and | oad val ue) (gl obal coordinate systen)
#illle loelp Illep epoil_gl epoil_g2 epoil_g3

### Prescribed variables (point, degree of freedom and prescribed val ue)

### (gl obal coordinate system
# iprva nnodp ndof p prval
END _OF_FI LE ;

2 - Na folha em anexo apresenta-se um ficheiro de dados do programa de célculo automatico
femixnd.

a) Desenhe a estrutura, as condi¢des de ligacdo da estrutura ao exterior e as caracteristicas
geométricas das secgdes das barras.

b) Represente as ac¢des que actuam na estrutura.

¢) Calcule a submatriz de rigidez associada aos graus de liberdade do no 3.

d) Determine os esfor¢os de corte no(s) ponto(s) de Gauss do elemento n° 3, admitindo que os
deslocamentos dos nds da estrutura em analise, no referencial global, s3o os seguintes
(obtidos por intermédio do femixnd):
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Poi nt nunber (i poin)

X di spl acenent (delta-x)

Y di splacenent (delta-y)
Theta-Y rotation (delta-ty)

i poin del ta- x delta-y delta-ty
1 0.00000000 0.00000000 0.00000000
2 0.00236404 -0.00012215 -0.00306316
3 0.00515614 -0.00024431 -0.00057076
4 0.00515614 -0.00111798 -0.00006192
5 0.00515614 0.00000000 0.00091145
6 0.00542503 0.00007585 0.00017789
7 0.00536218 0.00000000 -0.00008697

e) Obtenha os momentos flectores nos pontos nodais dos elementos n° 3 e 4, admitindo que os
esfor¢os no(s) ponto(s) de Gauss dos elementos sdo os seguintes (obtidos por intermédio do

femixnd):

Element number (ielem)

Gauss point number for axial force (igstm)
Gauss point number for shear force (igsts)
Gauss point number for bending moment (igstb)
Gauss point global coordinates (gpcot m)

Gauss point global coordinates (gpcot b)

Gauss point global coordinates (gpcot_s)

X axial force (Nx)

XY shear force (Nxy)

Y bending moment (My)

ielem igstm Nx gpcot m

igsts Nxy gpcot_s

igstb My gpcot b
1 1 -219.87798778 4.00000000 0.75000000
1 1 -50.00000000 4.00000000 0.75000000
1 1 41.35264524 4.00000000 0.75000000
2 1 -219.87798778 4.00000000 2.25000000
2 1 -50.00000000 4.00000000 2.25000000
2 1 -33.64735476 4.00000000 2.25000000
3 1 0.00000000 5.25000000 3.00000000
3 1 -74.54051071 5.25000000 3.00000000
3 1 -32.97308485 5.25000000 3.00000000
4 1 0.00000000 7.75000000 3.00000000
4 1 50.45948929 7.75000000 3.00000000
4 1 -63.07436162 7.75000000 3.00000000
5 1 -49.70248624 3.00000000 3.75000000
5 1 66.26998166 3.00000000 3.75000000
5 1 -48.51243122 3.00000000 3.75000000
6 1 10.29751376 1.00000000 5.25000000
6 1 -13.73001834 1.00000000 5.25000000
6 1 17.16252293 1.00000000 5.25000000

Comente os resultados obtidos.

ANEXO

### Main title of the problem
### (kN,m)

Exame de Complementos de Estruturas - Fevereiro 1998 ;

### Main parameters

nelem (n. of elements in the mesh)

npoin (n. of points in the mesh)

nvfix (n. of points with fixed degrees of freedom)

ncase (n. of load cases)

nmats (n. of sets of material properties) (only in linear regime)
nspen (n. of sets of element nodal properties) (only in linear regime)
ntype (problem type)

ntyan (type of analysis)

= 3 H 3 3 3

RONRFRRFRWJO
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nnode (n. of nodes per element)

ngaum (n. of Gauss points for axial rigidity)

ngaub (n. of Gauss points for bending rigidity)

ngaus (n. of Gauss points for shear rigidity)

ngstm (n. of Gauss points for axial forces)

ngstb (n. of Gauss points for bending moments)

ngsts (n. of Gauss points for shear forces)

ndime (n. of geometric dimensions)

ndofn (n. of degrees of freedom per node)

nprop (n. of material properties used in the formulation)
npren (n. of element nodal properties used in the formulation)
npscs (n. of points with specified coordinate system)
nsscs (n. of sets of specified coordinate system)

npspr (n. of springs)

nsspv (n. of sets of spring vectors)

OCOOONMWNKRKFRRERRERKFHEENDN
B S S S

### Material properties index, element nodal properties index and
### list of the nodes of each element

# ielem matno  ielnp 1lnods
11 1 1 2 ;
21 1 2 3 ;
31 2 3 4 ;
41 2 4 5 ;
51 2 3 6 ;
61 2 6 7 ;
### Coordinates of the points
# ipoin coord-gl coord-g2
1 4.00000000 0.00000000 ;
2 4.00000000 1.50000000 ;
3 4.00000000 3.00000000 ;
4 6.50000000 3.00000000 ;
5 9.00000000 3.00000000 ;
6 2.00000000 4.50000000 ;
7 0.00000000 6.00000000 ;
### Points with fixed degrees of freedom and fixity codes (l-fixed;0-free)
# ivfix nofix ifpre
1 1 111 ;
2 5 010 ;
3 7 010 ;

### Sets of material properties
### (Young modulus, Poisson ratio, mass per unit volume and thermic coeff.)
# imats young poiss dense alpha

1 30e+06 0.00 1.0 le-5 ;

### Sets of element nodal properties
### (Cross section area, tortional and flexural inertia and
### local coordinate system definition angle in degrees)

# ispen
1
# inode barea bin2l
1 0.09 0.000675 ;
2 0.09 0.000675 ;
# ispen
2 ;
# inode barea bin21
1 0.18 0.0054 ;
2 0.18 0.0054 ;
#
### Title of the first load case
Accoes ;

### Load parameters
# nplod (n. of point loads in nodal points)

; # ngrav (gravity load flag: l-yes;0-no)

; # nedge (n. of edge loads)
#
#
#

7

; ntemp (n. of elements with temperature variation)
nepoi (n. of element point loads)

nprva (n. of prescribed and non zero degrees of freedom)

;

oooNON

;

### Point loads in nodal points (loaded point and load value)
### (global coordinate system)

# iplod lopop pload-gl pload-g2 pload-g3
1 3 50.0 0.0 0.0 ;
2 6 0.0 -100.0 0.0 ;

### Edge load (loaded element, loaded points and load value)
### (local coordinate system)
# iedge loele

1 3
# lopoe q 11 q 12 q 13
3 0.0 -50.0 0.0 ;
4 0.0 -50.0 0.0 ;
# iedge loele
2 4 ;
# lopoe q 11 q 12 q 13
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END_OF FILE ;

4 — A viga representada na Figura 1 esta discretizada por um elemento de 3 nds de
Timoshenko. Deduza o vector das for¢as nodais equivalentes a ac¢ao actuante.

50 kN/m

e

5.00 m

Figura 1
1 — No Quadro 1 apresenta-se um ficheiro de dados do programa de calculo automatico
femixnd.
a) Calcule a submatriz de rigidez associada aos graus de liberdade do no 6.
b) Determine os esfor¢os de flexdo no(s) ponto(s) de Gauss do elemento n° 1, admitindo que
os deslocamentos dos nds deste elemento, no referencial global, sao os seguintes (obtidos por
intermédio do femixnd):
Poi nt nunber (i poin)
X di spl acenent (delta-x)

Y di splacenent (delta-y)
Theta-Y rotation (delta-ty)

i poin del ta- x delta-y delta-ty
0. 00000000 0. 00000000 -0. 00000000
2 -0. 00004607 -0. 00010529 0. 00005157
6 -0. 00003950 -0.00017111 -0. 00005264

2 - Na Figura 1 representa-se um edificio habitacional de | P! p?
trés andares situado em Lisboa e num terreno do tipo II. 2 } - "

a) Calcule as for¢as de massa que actuam ao nivel de - TP
cada piso.

b) Distribua essas forcas pelos porticos que discretizam a
estrutura.

¢) Utilizando o método de Rayleigh, determine as forgas

maximas ao nivel de cada andar, no pdrtico lez , devidas I

L]

—
>
>

5.0

||

>/
>

as acgdes sismicas regulamentares (no calculo dos
deslocamentos considere as vigas de rigidez infinita). 50

Dados: - (m)
- modulo de elasticidade longitudinal do betao = 35 GPa; < ‘
- coeficiente de amortecimento=5% 5.0 o
- vigas de sec¢do 0.3x0.6 m?;

- peso proprio das lajes, com 0.25 m de espessura = 3.0 Figura la

kN/m?;

- peso de revestimentos e paredes de alvenaria = 2.0

kN/m?;

i
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P, P?

30| [035%035) (0.35x0.35)

3.0 | [©40x0.40) (0.40x0.40)

40 (0.45%0.45) (0.45%0.45)
« :}: >

5.0 5.0

Figura 1b

Quadro 1 — Ficheiro de dados do programa femixnd (continua)

(0.35x0.35)

(0.40x0.40)

(0.45x0.45)

(m)

3.0

3.0

4.0

Py, P, P

X,

3

(0.35x0.35)

(0.40x0.40)

(0.45x0.45)

(0.35x0.35)

(0.40x0.40)

(0.45x0.45)

### Main title of the problem (kN,m)
Exame de Complementos de Estruturas - Setembro de 1998 ;

### Main parameters

5 ; # nelem (n. of elements in the mesh)

10 ; # npoin (n. of points in the mesh)

3 ; # nvfix (n. of points with fixed degrees of freedom)

1 ; # ncase (n. of load cases)

1 ; # nmats (n. of sets of material properties) (only in linear regime)
2 ; # nspen (n. of sets of element nodal properties) (only in linear regime)
10 ; # ntype (problem type)

1 ; # ntyan (type of analysis)

3 ; # nnode (n. of nodes per element)

2 ; # ngaum (n. of Gauss points for axial rigidity)

2 ; # ngaub (n. of Gauss points for bending rigidity)

2 ; # ngaus (n. of Gauss points for shear rigidity)

2 ; # ngstm (n. of Gauss points for axial forces

2 ; # ngstb (n. of Gauss points for bending moments

2 ; # ngsts (n. of Gauss points for shear forces

2 ; # ndime (n. of geometric dimensions

3 ; # ndofn (n. of degrees of freedom per node)

4 ; # nprop (n. of material properties used in the formulation)

2 ; # npren (n. of element nodal properties used in the formulation)
0 ; # npscs (n. of points with specified coordinate system)

0 ; # nsscs (n. of sets of specified coordinate system)

0 ; # npspr (n. of springs)

0 ; # nsspv (n. of sets of spring vectors

### Material properties index,
### list of the nodes of each element

# ielem matno ielnp lnods
1 1 1 1 2 6 ;
2 1 1 1 3 8 ;
3 1 2 4 5 6 ;
4 1 2 6 7 8 ;
5 1 2 8 9 10 ;
### Coordinates of the points
# ipoin coord-gl coord-g2
1 7.0 0.0 7
2 5.5 2.0 ;
3 8.5 2.0 ;
4 0.0 4.0 7
5 2.0 4.0 7
6 4.0 4.0 ;
7 7.0 4.0 7
8 10.0 4.0 7
9 12.0 4.0 ;
10 14.0 4.0 ;

### Points with fixed degrees of freedom and fixity codes

# ivfix nofix ifpre
1 1 110 ;
2 4 010 ;
3 10 010 ;

### Sets of material properties

### (Young modulus, Poisson ratio,
# imats young poiss dense alpha
1 30e+06 0.00 1.0 le-5 ;

##4# Sets of element nodal properties

element nodal properties index and

(1-fixed; 0-free)

mass per unit volume and thermic coeff.)

#4## (Cross section area, tortional and flexural inertia and
### local coordinate system definition angle in degrees
# ispen
1
# inode barea bin2l
1 0.5 0.01042 ;
2 0.5 0.01042
3 0.5 0.01042 ;
# ispen
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# inode barea bin2l

1 0.5 0.04167 ;
2 0.5 0.04167 ;
3 0.5 0.04167 ;

#

### Title of the first load case
Accoes ;

##4# Load parameters
0 ; nplod (n. of point loads in nodal points
ngrav (gravity load flag: l-yes;0-no)
nedge (n. of edge loads)
ntemp (n. of elements with temperature variation)
nepoi (n. of element point loads)
nprva (n. of prescribed and non zero degrees of freedom)

coowo
HH o W %

### Edge load (loaded element, loaded points and load value)
### (local coordinate system)
# iedge loele

1 3
# lopoe g 11 g 12 g 13
4 0.0 -50.0 0.0 ;
5 0.0 -50.0 0.0 ;
6 0.0 -50.0 0.0 ;
# iedge loele
2 4
# lopoe g 11 g 12 g 13
6 0.0 -50.0 0.0 ;
7 0.0 -50.0 0.0 ;
8 0.0 -50.0 0.0 ;
# iedge loele
3 5 ;
# lopoe q 11 q 12 g 13
8 0.0 -50.0 0.0 ;
9 0.0 -50.0 0.0 ;
10 0.0 -50.0 0.0 ;
END OF FILE ;
1 — Na Figura 1 representa-se um ‘,

elemento de viga de Timoshenko

de 3 nos. Determine as forcas 0.5m F=100 kN T
nodais equivalentes a for¢a de |
100 kN aplicada ortogonalmente A e —
ao eixo dg vi Ogg d Ol 2 © 3
ga, a 0.5 m da sua s (¢,)

. 1.5m ! 1.5m 3 4,

extremidade esquerda. | | |
Figura 1

2 — A estrutura representada na Figura 2 esta descretizada em 4 elementos de 3 nos de Timoshenko.

e) Desprezando a deformabilidade axial das barras e utilizando a integra¢do reduzida, calcule os
coeficientes de rigidez relativos ao n6 B.

f) Calcule as forgas nodais equivalentes no né B.

g) Considerando dois pontos de Gauss por elemento, calcule os esforgos de flexdo e de corte no
elemento n° 1, sabendo que os deslocamentos dos nds deste elemento, no referencial global, sdo os

seguintes :
N6  deslocamento segundo x1 deslocamento segundo x2 rotacio segundo x3
1 0.00000000 0.00000000 -0.00084618
2 -0.00000000 -0.00091344 -0.00056319
3 -0.00000000 -0.00127759 0.00003270

h) Com base nos esforgos do elemento n° 1 , determine o momento no nd A. Se os resultados ndo lhe
parecem aceitaveis, explique como procederia para melhorar os resultados obtidos.

Dados: b=0.3 m, h=0.7 m; E=30 GPa, v =0.0
Mola: k,, =500000kN /m
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100 kN
I *
50 kN/
7A;§17 2 3 4 B s m .
1k4:7
g
S
<
on
N
X3
5.00 m L 4.00 m L
7 4
Figura 2

1 — No Quadro 1 apresenta-se um ficheiro de dados do programa de calculo automatico
femixnd.

a) Desenhe a estrutura, as condigdes de ligacdo da estrutura ao exterior e as caracteristicas
geométricas das secgdes das barras.

b) Represente as ac¢des que actuam na estrutura.

c¢) Calcule a submatriz de rigidez associada aos graus de liberdade do n6 5.

d) Calcule as forcas nodais equivalentes correspondentes aos graus de liberdade do né 5.

d) Determine o momento flector e o esfor¢o de corte no ponto de Gauss n° 1 do elemento n° 2,
admitindo que os deslocamentos dos nds da estrutura em analise, no referencial global, sdo os
seguintes (obtidos por intermédio do femixnd):

Poi nt nunber (i poin)

X di spl acenent (delta-x)

Y di splacenent (delta-y)
Theta-Y rotation (delta-ty)

i poin del t a- x delta-y delta-ty
1 0.00000000 0.00000000 -0.00016467
2 0.00000000 -0.00030491 -0.00084488
3 0.00017332 -0.00028604 -0.00007005
4 -0.00037563 -0.00079193 0.00019140
5 0.00006277 -0.00019359 0.00021382
6 0.00003138 -0.00015256 -0.00003199
7 0.00000000 0.00000000 0.00033052
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Quadro 1 — Ficheiro de dados

### Main title of the problem
## Linear analysis
Complementos de Estruturas: la. chamada de Novembro de 1999 ;

### Main parameters
3 nelem (n. of elements in the mesh)
npoin (n. of points in the mesh)
nvfix (n. of points with fixed degrees of freedom)
ncase (n. of load cases)
nmats (n. of sets of material properties) (only in linear regime)
nspen (n. of sets of element nodal properties) (only in linear regime)
ntype (problem type: 10-2D Timoshenko beam; 11-3D Timoshenko beam)
ntyan (type of analysis:1-lin.;2-mat. nlin.;3-dyn. lin.;4-dyn. mat. nlin.)
nnode (n. of nodes per element)
ngaum (n. of Gauss points for the axial stiffness matrix)
ngaub (n. of Gauss points for the bending stiffness matrix)
ngaus (n. of Gauss points for shear stiffness matrix)
ngstm (n. of Gauss points for the axial forces)
ngstb (n. of Gauss points for the bending moments)
ngsts (n. of Gauss points for the shear forces)
ndime (n. of geometric dimensions)
ndofn (n. of degrees of freedom per node)
nprop (n. of material properties used in the formulation)
npren (n. of element nodal properties used in the formulation)
npscs (n. of points with specified coordinate system)
nsscs (n. of sets of specified coordinate system)
npspr (n. of springs)
nsspv (n. of sets of spring vectors)

COO0OONEWNNMNNNNMNNWREONNRE W
e S S R S e SR SE Sk SR e Sk SR $E oF 9 SE oF o 9E F 9 o

### Material properties index, element nodal properties index and
### list of the nodes of each element

# ielem matno ielnp lnods
1 2 2 135;
2 1 1 245 ;
3 1 1 567 ;

### Coordinates of the points
# ipoin coord-gl coord-g2
1 0.0 0.0 ;

~N oy U W N

0NN O
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### Points with fixed degrees of freedom and fixity codes (l-fixed;0-free)

# ivfix nofix ifpre
1 1 110
2 2 100 ;
3 7 110

### Sets of material properties
### (Young modulus, Poisson ratio, mass per unit volume and thermic coeff.)

# imats young poiss dense alpha
1 30e+06 0.0 0.0 0.0 ;
2 200e+06 0.0 0.0 0.0 ;

### Sets of element nodal properties

### (Cross section area, tortional and flexural inertias,
### local coordinate system definition angle in degrees and
### position of the shear center at the section)

# ispen
1;
# inode barea bin21
1 0.3 2.25e-03 ;
2 0.3 2.25e-03 ;
3 0.3 2.25e-03 ;
# ispen
2 ;
# inode barea bin21
1 0.1 le-09 ;
2 0.1 le-09 ;
3 0.1 le-09 ;
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#

### Title of the first load case
Load case title (1) ;

### Load parameters
0 nplod (n. of point loads in nodal points)
ngrav (gravity load flag: l-yes;0-no)
nedge (n. of edge loads)
ntemp (n. of elements with temperature variation)
nepoi (n. of element point loads)
nprva (n. of prescribed and non zero degrees of freedom)

7
7
7
7
7
7

coowNn o
H oS o HE S e

### Edge load (loaded element, loaded points and load value)
### (local coordinate system)
# iedge loele

1 2 ;
# lopoe f 11 f 12 m 13
2 0.0 0.0 0.0 ;
4 0.0 -20.0 0.0 ;
5 0.0 -40.0 0.0 ;
# iedge loele
2 3
# lopoe f 11 f 12 m 13
5 0.0 -40.0 0.0 ;
6 0.0 -40.0 0.0 ;
7 0.0 -40.0 0.0 ;

END OF FILE ;

2 — A seccdo da viga DE da estrutura representada na Figura 2 varia parabolicamente ao longo

do seu desenvolvimento longitudinal. Para analisar esta estrutura, as barras biarticuladas

foram discretizadas por um elemento finito de 3 nos e a viga DE foi discretizada por 10

elementos de 3 n6s de Timoshenko de igual comprimento (2 metros cada).

a) Adoptando a integragdo selectiva no calculo da matriz de rigidez dos elementos finitos da viga DE,
calcule os coeficientes da matriz de rigidez global da estrutura, correspondentes aos graus de
liberdade do n6 D.

b) Considerando a ordem de integragdo que julgue adequada (justifique), calcule as for¢as no

n6 D, equivalentes a ac¢ao do peso proprio da viga.

c¢) Sabendo que os deslocamentos, no referencial global, dos nds do 1° elemento da viga (ver

Figura 2) sdo os seguintes (unidade de deslocamento em metros e de rotacdo em radianos):

*** Nodal displacements:
(global coordinate system)

Point number (ipoin)

X displacement (delta-x)

Y displacement (delta-y)
Theta-Y rotation (delta-ty)

ipoin delta-x delta-y delta-ty
7 (1° né do elemento 1) 0.00036459 -0.00036458 -0.00234074
8 (2° né do elemento 1) 0.00036459 -0.00268326 -0.00221977
9 (3° n6 do elemento 1) 0.00036459 -0.00482145 -0.00199181

calcule os esfor¢os de corte e de flexdo, no ponto de Gauss mais proximo da seccao D da
viga. Comente os resultados obtidos.

d) Se a viga DE estivesse submetida a uma de variagdo diferencial de temperatura Atg,
descreva os procedimentos necessarios para calcular as for¢as nodais equivalente a esta accao,
num elemento finito de Timoshenko de 3 nos.

Dados:
Barras biarticuladas: A= 100.0 sz; E; =200.0 GPa
Viga DE: largura = 0.5 m; E.= 30.0 GPa, v.=0.0; o = 1.0><10'5/°C; Ye=25.0 kN/m’®
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Figura 2

1 - a) Admita que a viga simplesmente apoiada, representada na Figura 1 ¢ discretizada por
um Unico elemento finito de quatro n6s de Timosenko.
a) Deduza a matriz de rigidez exacta deste elemento, apenas considerando a deformagado
por flexdo e corte;
b) Quantos pontos de integracdo de Gauss-Legendre serdo necessarios para calcular
exactamente as forgas nodais equivalentes a ac¢@o actuante no elemento. Justifique.
¢) Admitindo para p o valor de 100 kN/m, determine as forcas nodais equivalentes a
ac¢do actuante;
d) Calcule os deslocamentos dos nos do elemento;
e) Utilizando trés pontos de Gauss por elemento, determine os esfor¢os de flexdo e de
corte nesses pontos de Gauss;
f) Extrapole os esfor¢os obtidos na alinea anterior para os nds do elemento finito.
Comente os resultados obtidos.

Dados:
Seccdo rectangular com largura de 0.5 m e altura de 0.7 m.
E.=30.0 GPa, v=0.0.

p kN/m
l// © o r\4
=~ 2 3 i
= | = | =
3.00 m
Figura 1
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