Método dos elementos finitos aplicado a estruturas reticuladas Capitulo 3

3- ELEMENTOS DE BARRA BIARTICULADA MAIS AVANCADOS E CONDICOES
PARA CONVERGENCIA DA SOLUCAO

3.1 - Introducgéao

Neste capitulo serdo obtidas as fungdes de forma, estabelecidas no referencial normalizado do
elemento. Os conceitos de elemento isoparamétrico e de Jacobiano serdo introduzidos. A
integragdo numérica a ser utilizada no célculo dos integrais que surgem na formulacdo sera
apresentada. Alguns requisitos associados a convergéncia da solugdo serdo enunciados e os
tipos de erros mais correntes que afectam essa solucdo serdo apontados. Nas expressoes deste
capitulo ndo se utilizard o sobreindice (e) indicando elemento, de forma a simplificar a
exposicao.

3.2 - Elementos unidimensionais de classe Cy. Elementos Lagrangeanos

No capitulo anterior as fun¢des de forma utilizadas eram polindmios de 1° grau dado que se
admitiu fungdes lineares para simular a distribui¢do de deslocamentos em elementos de barra
biarticulada de dois nos. Esta interpolacdo polinomial garante que o campo de deslocamentos
¢ continuo dentro do elemento e entre elementos. Aos elementos que satisfazem estes
requisitos de continuidade denominam-se de elementos de classe Cy. Em geral diz-se que um
elemento é de classe C, se o campo de deslocamentos tem continuas as n 1* derivadas.

Num elemento unidimensional o campo de deslocamentos pode-se representar pela
aproximacao polinomial seguinte

u(x)=a, +a,x +a,x +...+a,x" (3.1)

em que o a o, sdo constantes. Considerando-se o polindmio de 1° grau adoptado na sec¢ao
2.3 — ver expressao (2.10) -, a relagdo (3.1) reduz-se a seguinte

u,(x) = o, +a,x,. (3.2)
Para calcular as constantes o € o, € necessario conhecer os deslocamentos em dois nos.

Assim, se o elemento de comprimento L® tiver um deslocamento u ;7nonod 1 ewu;rnond 2
obtém-se (ver figura 3.1):

u(x)=u,=0 +a,x
1( 1) 1,1 1 2 7M1, ‘ (33)
u(x,) =u, =y + o, x,,
Resolvendo (3.3) obtém-se,
u,(x,) = Gia = %), - =) (3.4a)

I U, + 1@ U,
ou
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u,(x;) = Ny(x,) U, + N, (x,)) U, (3.4b)
em que

(X, —x) ) (x, = x,,)

Nl(xl) = L(e) b Nz(x1) = L(e) (35)

sdo as fungdes de forma do elemento de barra de dois nos, ja obtidas na sec¢do 2.3.

N, (x) N, (x) Geometria inicial
1 1
X
—cp —e» —
gt 2 Uy,
X
Xi2
N, (s) N, (s) Geometria normalizada
1 ‘ 1
| X
—o» ; —
ul,l s,=-1 5,=0 s, =+l
X1 5
= 2 -

Figura 3.1 - Geometria real (a) e normalizada (b).

O procedimento acabado de expdr para obter fungdes de forma de um elemento finito pode
ser estendido a qualquer tipo de elemento. Todavia, este ¢ um processo que recorre a
resolugdo de um sistema de equagdes, ndo sendo, por isso, 0 mais conveniente.

Para o caso de elementos unidimensionais de classe Cy pode-se recorrer as propriedades dos
polinémios de Lagrange para obter fungdes de forma de elementos finitos unidimensionais.
Estes polindmios assumem um determinado valor num ponto e o valor nulo num conjunto de
pontos pré-fixados. Assim, se esse determinado valor for normalizado (convertido ao valor
unitario) e os pontos que caracterizam esse polindmio coincidirem com os pontos nodais do
elemento, entdo as fungdes de forma coincidem com os polindmios de Lagrange. Por esta
razdo, os elementos finitos estabelecidos com base em funcdes de forma definidas por
intermédio de polindémios de Lagrange chamam-se elementos Lagrangeanos.

A funcdo de forma do n6 i de um elemento Lagrangeano unidimensional de n nds obtém-se da
expressao seguinte,

(x, — xl,l)(xl - xl,z) e (X - xl,i—l)(xl - xl,i+l) e (X - xl,n)
(xl,i - xl,l)(xl,i - xl,z) (xl,i - xl,i—l)(xl,i - xl,i+1) (xl,i - xl,n)

ou, de forma condensada:

N;(x) = (3.6a)
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. X — X
Ne)= I |— | (3.6b)
A= \ M T 4
Para o caso de um elemento de dois nos (n=2) obtém-se:
X — X2 Xio =X Xio =X
Ni(x) = = = — (3.7a)
Xip = X2 Xio T X L
X — X, X=X,
N,(x) = o (3.7b)
Xio = Xy L

De seguida vai-se introduzir o conceito de referencial normalizado do elemento. No caso de
elementos unidimensionais este referencial ¢ constituido por um unico eixo, definido pela
variavel s;. A relagdo entre s; e x; define-se por intermédio da relagdo seguinte

X, — X
s, = 2% (3.8a)
em que
X, +Xx
Yo =——2 5 = (3.8b)

¢ a coordenada, no referencial local da barra, x;, do ponto central da barra. No presente caso o
referencial local da barra coincide com o referencial global, dado que a estrutura é constituida
por uma barra. Assim,

s;=-1no né esquerdo da barra (x;=x, 1)
s; =0 no ponto central da barra (x;=x;c)
s; =1 no no6 direito da barra (x;=x; 7).

Analisando (3.8a) constata-se que esta relagdo transforma a geometria real do elemento numa
geometria normalizada em que o comprimento da barra tem o valor de duas unidades (ver
Figura 3.1).

A introdugdo da varidvel normalizada s; nas fungdes de forma torna-as independentes da
geometria real do elemento, o que ¢ de grande interesse pratico, conforme se ird constatar em

proximas secgoes.

Por analogia com (3.6b), N;(s;) passa a apresentar a seguinte forma:

n S| = Sy
N;(sy) = H - |- (3.9)
J=1G=) \ St T 81

Para um elemento Lagrangeano de dois nds, s;; = -1 € s;, = +1, pelo que, pela aplicagcdo de
(3.9) obtém-se,
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) 1

S

N, (s,)) = S‘ — =5(1—s1) (3.10a)
1,1 1,2

Ny(sy =25 Ly (3.10b)
Si2 7 Sit 2

Substituindo (3.8a) em (3.10) obtém-se (3.7), como ndo podia deixar de ser.
Para um elemento quadratico de trés nds s;; = -1, s;2 = 0 e s;,3 = +1. As fungdes de forma

deste elemento obtém-se por intermédio de (3.9) e apresentam a configuracdo seguinte (ver
Figura 3.2),

(s, — S1,2)(S1 - Sl,s) _ 1

Mts) = (510 = 5208, = 515) - ES] (i =) G119

Ny(sy) = S TS T 88) oy (3.11b)
(812 =508, = 85)

Ny(sy) =S8 Z8) Ly (3.11¢)

(S1,3 - 51,1)(51,3 - S1,2) 2

Efectuando procedimento similar para o caso do elemento cubico de quatro nds, s;; = -1,
si2=-1/3,s13=1/3 e s14 = +1, obtém-se as funcdes de forma seguintes (ver Figura 3.3),

N (s) =

(s, — 51,2)(31 - S1,3)(51 - 51,4) _ _i(sl N l)(Sl B l)(Sl ~1)  (3.12a)
(51,1 - 51,2)(51,1 - 51,3)(S1,1 - S1,4) 16 3 3

N, (s,) = (51 =500 =850 —814) 2—2(S1 1) (s, - %)(Sl ~1)  (3.12b)

(S1,2 - 31,1)(31,2 - S1,3)(S1,2 - 31,4) 1

(s, — 8,08, —5,,)(8, —5,,) 27 1
Ny(s,) = 1 IRPALS! 1208 14) 2 (s, + D 1) (3.120)
(515 =510 (S5 = $1) (815 = 514) 16 3
(s, —s,,)(s;, —5,,)(s, —5,5) 9 1 1
N,(s,) = 1 RPAC 1208 13) 2 s+ D5+, -0 (3.12d)
(S1,4 - 51,1)(51,4 - Sl,z)(51,4 - 51,3) 16 3 3
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N, (s)

N, (s)

Figura 3.2 - Fungdes de forma do elemento quadratico de trés nos.

N, (s)

Figura 3.3 - Fungdes de forma de um elemento cubico de quatro nds.
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3.3- FORMULACAO ISOPARAMETRICA E INTEGRACAO NUMERICA

3.3.1 - Conceito de formulagio isoparamétrica

O conceito de formulacao isoparamétrica refere que as coordenadas cartesianas de um ponto
qualquer do elemento podem ser obtidas a partir da interpolagdo das coordenadas cartesianas
dos nos do elemento, sendo as fungdes de interpolacdo as mesmas utilizadas para interpolar os
deslocamentos no interior do elemento a partir dos deslocamentos dos nés do elemento. Essas
funcdes de interpolacdo sdo as fungdes de forma do elemento finito. A referida interpolagdo ¢
bastante importante dado que permitird estabelecer uma expressdo que relaciona as
coordenadas cartesianas com as coordenadas normalizadas. Esta expressdo ira ser utilizada no
calculo das derivadas das fun¢des de forma em relagdo as coordenadas cartesianas, dado que
as funcdes de forma sdo definidas em fun¢do das coordenadas normalizadas,

dN, (s)) _ dN,(s)) ds;
dx, ds, dx,

(3.13)

Ha assim que estabelecer uma relagdo entre x; e s, para calcular (3.13).

No capitulo anterior constatou-se que dN, (sl)/a’x1 surge no calculo das extensdes. Assim,

para o caso de um elemento de dois nos,

g LGy HCh (3.14)
dx, ’ dx, ’
Tendo em conta (3.10) e (3.13),
dN,(s) _ dN, (Sl)ﬁ:i(_l_sljﬁ:_lﬁ (3.15a)
dx, ds, dx, ds,\ 2 )dx 2 dx,
dN, (s,) _ dN2(S1)di:i(l+Sljﬁ:lﬁ (3.15b)
dx, ds, dx, ds;\ 2 )dx, 2dx
que substituidas em (3.14) converte esta relagdo na seguinte,
_ 1 ds, N 1 ds, (3.16)

£ ——u ——U,.
1 1,1 1,2
2 dx, 2 dx,
E assim necessario calcular ds, /dx, para determinar &, . Para tal vai-se recorrer ao conceito

de formulagdo isoparamétrica que, para um elemento finito unidimensional de dois nos,
representa-se pela relacdo seguinte

xl(sl) =N, (Sl)xl,l + N, (Sl)xl,Z (3.17)

sendo x;; € x;2 as coordenadas cartesianas dos pontos nodais 1 e 2 do elemento. Assim,
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dx, (s,) _ dN, (s,) X, + dN, (s) X,
ds, ds, ’ ds, '
1 1
LR E , (3.18)
L(e)
2
pelo que,
1
dx, = ds, (3.19a)
2
e
ds, 2
— = ) 3.19b
dx, L ( )
Substituindo (3.19b) em (3.15) obtém-se,
an (s) _ _1 2 1 (3.20a)
dx, 21 S
o) 12 _ 1 (3.20b)
dx, 219 ¥
pelo que,
B = {le (s)) dN, (Sl):|
- d d
Hi Hi (3.21)
B 1 1
e @
¢ a matriz de deformacao do elemento de dois nés de barra biarticulada.
Substituindo (3.19b) em (3.16) obtém-se,
g = L2 u,, + L2 u
O S B (L N )
2L 2L (3.22)
1
= F(ul,l —up,)

Além da formulacdo isoparamétrica existe ainda as formula¢des superparamétrica e
subparamétrica. Diz-se que se utiliza uma formulagdo superparamétrica quando para se
determinar as coordenadas cartesianas de um determinado ponto do elemento se utiliza um
nimero de pontos maior que o nimero de pontos utilizado na interpolagdo do campo de
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deslocamentos. Neste caso, as funcdes de forma associadas a interpolagdo da geometria do
elemento sdo de maior grau que as func¢des de forma relativas ao campo de deslocamentos do
elemento.

Pelo contrario, na formulagdo subparamétrica a geometria do elemento ¢ interpolada por
intermédio de um menor nimero de ndés que os utilizados para interpolar o campo de
deslocamentos, pelo que, neste caso, as fungdes de forma associadas a geometria do elemento
sdo de menor grau que as fungdes de forma relativas ao campo de deslocamentos.

A utilizacao destas formulacgdes estao relacionadas com a maior ou menor complexidade da
geometria da estrutura, face ao seu campo de deslocamentos. No presente trabalho apenas se
tratara da formulagdo isoparamétrica dado que é a mais utilizada nos programas de calculo
automatico baseados no MEF. Além disto, se a complexidade geométrica de uma estrutura for
tal que apele para o uso de uma formulacao superparamétrica, e se apenas estiver disponivel a
formulagdo isoparamétrica, o recurso ao refinamento da malha ¢ uma estratégia adequada
para resolver o problema.

3.3.2- Formulacio isoparamétrica do elemento de trés nos.

O deslocamento de um ponto de um elemento de barra quadratico (3 nds) pode ser obtido a
partir dos deslocamentos dos nds e das correspondentes fungdes de forma,

U (Sl )=N1 (Sl)ul,l +N, (Sl)ul,Z + N, (Sl )”1,3 (3.23)

em que N,, N, e N, sdo as fungdes definidas em (3.11). Utilizando-se a formulacdo

isoparamétrica, as coordenadas cartesianas de um ponto do elemento podem ser obtidas a
partir das coordenadas dos nds do elemento, recorrendo-se para tal, as fungdes de forma
utilizadas na interpola¢do do campo de deslocamentos,

xl(sl) =N, (Sl)xl,l + N, (Sl)xl,z + N, (Sl)x1,3' (3.24)

A extensdao num ponto do elemento obtém-se a partir da seguinte relacao,

du, < dN,
= — = _u
1 dxl ; Xl Li
dN, ds, dN, ds, dN, ds ]| "
s s s
B S Bl 2 %01 HYs 0y U, | (3.25)
ds, dx, ds, dx, ds, dx
Uz
= BU"
Tendo em conta (3.11) verifica-se que
aN, _ s, - 1 ; N, _ =25, N, _ s+ 1 (3.26)
ds, 2 ds, ds, 2

pelo que
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B = ﬁHsl - lj —2s, (sl + lﬂ (3.27)
dx, 2 2

Para determinar ds, /dx, comega-se por derivar (3.24) em relagdo a s, ,

dx, dN, dN, dN,
J = X+ Xip ¥ —— X3
s, ds, ds, ds,
= (sl - %)xu + (— 2s1)x1,2 + (sl + %jxm (3.28)
_ (x1,3 - x1,1)+ 2s, (xl,l - 2x1,2 + xl,s)
2
pelo que,

s 2

=—= . (3.29)
dx, L9+ 2s(x, — 2x, + x,5)

Repare-se que se o nd intermédio estiver no centro do elemento, x,, = (x,, + x,;)/2, que é a

situacao mais corrente, entdo (3.29) reduz-se a,

a5 _ 2

o = ich (3.30)

Admitindo-se esta ultima situacao,
(e)
% - L2 (3.31a)
1
e
L(e)
dx, = 5 ds, (3.31b)

pelo que,

B= L(Ze) Ksl —%) - 25, (sl +%ﬂ (3.32)

Substituindo (3.32) em (2.96a) e sabendo que para o caso de barra biarticulada D=FEA
obtém-se,
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1
5 —=
2 2 2 1 1
K(E) = J.L(e) L(e) _2S1 EAF|:(S1 - Ej _2S1 (‘Sl + Ej:|dx1 : (333)
S +—
Fazendo intervir (3.31b) em (3.33) e efectuando os produtos matriciais obtém-se,
I 1Y 1 1 1|
s —— =258 —— s ==l s +—=
2 2 2 2
o 2EA 1 1
K = 7o L —2s, (51 - Ej 45! —2s, (sl + 5] ds, .(3.34)
1 1 1Y
s ==\ 8 += =288 +—= s+ —
| 2 2 2 2
Calculando os integrais resulta,
A 14 -16 2
K9 =|==1| |-16 32 -16]|. (3.35)
6L
2 -16 14

Substituindo no vector das forcas nodais equivalentes, (2.96b), N pelas suas componentes

definidas em (3.11) obtém-se

1 1
ESI S, - E
07 =] |+s)-5)|qdx (3.36)
1 1
_ESI A\ + E
e substituindo dx, pela relacdo (3.31b),
2 1 1 2 o
e 1
Q;) - J‘_l (1+s)d-s5) g ) ds, . (3.37)
1
=S| 8 + =
()

em que ¢, ¢ a for¢a uniformemente distribuida ao longo do eixo da barra. Calculando os

integrais resulta,

3.10
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(e)
0" = (M) 4 (3.38)

pelo que o nd central absorve quatro vezes mais carga que os nos de extremidade. Esta
conclusdo poderia ter sido obtida aplicando o principio do trabalhos virtuais (PTV)
representado esquematicamente na Figura 3.4 (a for¢a g e os correspondentes deslocamentos
foram considerados normais ao elemento, somente para simplificar a exposi¢ao).

Q,
q |
IS | .
: dx = ds,
-~ OXf=- 2
i 5”:N1§”1,1+N25”1,2+N3§”1,3
du,
ou
1 2 3

Figura 3.4 - Aplicag@o do PTV na determinag@o das forgas nodais equivalentes no n6 2.

Assim,
0, du,, = L(e) qdxSu. (3.39)
Dado que
()
dx = L ds (3.40)
2
resulta
1 L(e)
0, i, = L q—-dsu. (3.41)
Tendo em conta que,
ou = N, du, + N,ou, + N, du, (3.42)
e que
ou, = ou, =0 (ver Figura 3.4) (3.43)

(3.41) reduz-se a,
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L(e) 1
0, du, = qTL N, ds bu, (3.44)
ou
L(e) 1
0 =q—[ (-s)ds
(c.q.d) (3.45)
_iq L(c’)
6

3.3.3 Integracao Numérica

Nas anteriores sec¢des verificou-se que o calculo da matriz de rigidez e do vector das forgas
nodais equivalentes dos elementos de uma estrutura passa pela resolugdo de integrais. Estes
integrais podem ser de dificil resolucdo, principalmente em estruturas bi- e tridimensionais.
Por este facto, a resolucdo dos integrais ird ser efectuada com recurso a técnicas de integracao
numérica. No presente trabalho descrever-se-4& somente a integracdo numérica de
Gauss-Legendre, dado que ¢ a mais utilizada nos cddigos computacionais de analise de
estruturas baseados no MEF (Alvaro e Barros 1998).

Admita-se que se pretende integrar a fungao,
f(x)=C +C,x, +C,x) +C,x; + Cyx} + Cy x; (3.46)

no intervalo [-1 +1], isto &,
1
I:L f(x)dx, . (3.47)
Segundo a regra da integracdo numérica de Gauss-Legendre, este integral ¢ igual & soma dos
produtos dos valores que a fungdo f (xl) toma numa série de pontos conhecidos, no interior

do intervalo, f (x1 =X, p; ), por uns determinados coeficientes, denominados de pesos, W, (ver

figura 3.5), isto &,

1= J.,ll S (x)dx, = f(xl,Pl)VVl + f(xl,PZ)VVZ + f(xl,p3)W3 (3.48)
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f(x )a
f(x
( l,Pl) f(XI,P2) X, )

\ — 1
T/'“T\ ‘ ‘ ‘
| | | | |
| | ‘ | \
\ \ \ \ \
\ | [ | \
| | ‘ | \
| | ‘ | \
| | | | |
\ | [ | \
| \ \ | |
| \ \ | |
\ | [ | \
| 1 ‘ | | >

-1 Xl Xim Xp3 +1 X
Figura 3.5 — Fungdo f ()c1 ) avaliada em determinados pontos X, =X, p, .
Assim, para uma quadratura de ordem n,
I, = f(xl,Pi) 4 (3.49)

i=1

em que W, ¢ o peso correspondente ao ponto de integragdo i € n ¢ o niimero desses pontos.

Substituindo (3.46) em (3.47) obtém-se

1
IZJ‘_I (Cl + C, x, +C3x12 +C4x13 +C5x14 +C6xf)dx1

2 3 4 5 6t (3.50)
“lex+C, oo v o
2 3 4 5 6 .
Como os termos com expoente par sio nulos fica,
I:(C1 +%+%}—(—Cl - C; —%)
(3.51)
=2C, + 2C3 + 2C5
Substituindo agora (3.46) em (3.48) obtém-se,
I=(C +C, X p t G x12,P1 +C, xl3,P1 + G xﬁPl + G xls,Pl)VVl
+(Cy + CyXypy + Cyxppy + Cy X py + Cs X} py + Cox) o)) W, (3.52)
+(C + G, Xip3 T G, x12,P3 +C, x13,P3 + G xﬁm + G x15,P3)W3
Reordenando (3.52) fica:
Joaquim Barros 3.13



Método dos elementos finitos aplicado a estruturas reticuladas Capitulo 3

I=W +W, +W)C +
(X1 W+ Xy py Wy + 2, ps W) €, +
(xip1 W, + xim W, + xim W) C, +
(xip1 W+ x W, + xim w)C, + - (3.53)
(xipl W, + xim w, + xim w,)Cs +
(xip1 W, + xim W, + xim w,)C;

De (3.51) e (3.53) verifica-se que,

W+ W, +W, =2
xl,PIVVl + X py w, + xl,P3VV3 =0

Xlzﬂ VVI + x12P2 W2 + xlzPS VV3 =
(3.54)

1,P1 1,P3

W+ xt W, xt W=
1,P1 1,P2

1,P3

2
3
x’ Wl+)c]3’P2W2—i-x3 W,=0"
2
5
xiFlVK+xiP2VV'2+fo3VV3=O

Este sistema de equagdes ndo lineares tem como incognitas os pesos W;, Wr e W3, e as
coordenadas x, ,,, X, », € X, p; . Resolvendo este sistema obtém-se,

W;=0.5555555556 X,y =—0.7745966692

W,=0.8888888889 X, p» =0.0 (3.55a)
W3=0.5555555556 X, py = 0.7745966692

ou,

W=5/9 X, =—V3/5

W=8/9 X, =0.0 (3.55b)

W=5/9 %, = V3/5 .

No caso de um polindmio de grau m, a quadratura de Gauss-Legendre fornece a solugdo
exacta se forem utilizados (m+1)/2 pontos de Gauss. Assim, com n pontos de Gauss
integra-se, de um modo exacto, um polindmio de grau 2n-1.

No exemplo analisado, o polindmio de grau cinco exige a utilizagdo de 3 pontos de Gauss.
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n.° de

pontos de integracao

Quadro 3.1 — Pesos e coordenadas dos pontos de Gauss.

Grau do
| polindmio !

-0.8611363116
-0.3399810436
0.3399810436
0.8611363116
-0.9061798459
-0.5384693101
0.0
0.5384693101
0.9061798459
-0.9324695142
-0.6612093865
-0.2386191861
0.2386191861
0.6612093865
0.9324695142
-0.9491079123
-0.7415311856
-0.4058451514
0.0
0.4058451514
0.7415311856
0.9491079123
-0.9602898565
-0.7966664774
-0.5255324099
-0.1834346425
0.1834346425
0.5255324099
0.7966664774
0.9602898565

0.3478548451
0.6521451549
0.6521451549
0.3478548451
0.2369268851
0.4786286705
0.568888889
0.4786286705
0.2369268851
0.1713244924
0.3607615730
0.4679139346
0.4679139346
0.3607615730
0.1713244924
0.1294849662
0.2797053915
0.3818300505
0.4179591837
0.3818300505
0.2797053915
0.1294849662
0.1012285363
0.2223810345
0.3137066459
0.3626837834
0.3626837834
0.3137066459
0.2223810345
0.1012285363

A ] et et LI e LA -

: ____ 'r _________________________ —_

No caso geral, se uma fun¢ao for um polinomio de grau m-1,
f(x)=C +C,x, +Cyx] +...+C, x"". (3.56)

O integral desta funcao
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1= fx)dy

=2C, +§C2 +%C5 + ... (3.57)

m—1 2
= Z ny

Jj=1(impar) .]

pode ser discretizado num sistema de m equacdes nao lineares com m/2 incognitas W; e m/2
incognitas x, ,, :

2 se j for par
i W o=l TP (3.58)

1

0, se j for impar
Resolvendo este sistema de equagdes obtém-se as incognitas W; e x, ..

No Quadro 3.1 apresentam-se os pesos e as posi¢cdes dos pontos de avaliacdo da fungdes
polinomiais (coordenadas normalizadas dos pontos de integracdo) até ao 15° grau.

Exemplo
Determine o integral da fung¢do
fx)=1+x +x +x +x

no intervalo [-1 +1] quer analiticamente quer pela integragdo numérica de Gauss-Legendre
utilizando ordens de integragdo crescentes até obter a solucao exacta.

¢ Solugao analitica

+1 P e +1
I = x)dx, =|x + 1+ +L 4+ L4711 =30666
[ £ ) { St 5}

-1
e Quadratura de Gauss-Legendre
- Com um ponto de Gauss (admitindo que se trata de um polinomio de 1° grau)

x,=0; =20 = I=f(x, =0)W =1x2.0=2.0
- Com dois pontos de Gauss (admitindo que se trata de um polindmio de 3° grau)

X, ==1/A3; x, =1/3; W=1.0, W=1.0 =

= I=f(x, =—1N3)W + f(x,=1//3)W, =2.888
- Com trés pontos de Gauss (admitindo que se trata de um polindmio de 5° grau)
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x,=—3/5; x,=0.0; x, =~/3//5; Wi=5/9; W,=8/9; W3=5/9
I=f(x,==3/\5)W,+ f(x, =0.0) W, + f(x, =/3/~/5) W, =3.0666

Assim, trés pontos de Gauss integram exactamente polindmios de grau cinco ou grau inferior.

No caso de integrais de superficie (duplos) em coordenadas normalizadas,

1 1
I = L .[_1 f(x,,x,)dx, dx,

1 1
_ jl[ [ f(xl,xz)dxl}dxz (3.59)
1 n
- L |:;f(xl,Pi’x2)VVii|dx2
Admitindo
glx,) =2 f(x X)W, (3.60)
i=1
entdo (3.59) fica
1
I = L g(x,)dx,
n (3.60)
= g(x2,Pj) W]
J=l
pelo que
1= Z {z f(xl,PiBXZ,Pj)VVi:|VVj
o - (3.61)
= Z S X pis Xy p )W, W
Jj=1 i=1
Desenvolvendo procedimento simular para os integrais de volume (triplos) obtém-se,
1 el el
I = L L L f(x,,x,,x;)dx, dx, dx,
n n n (3.62)
- ZZZ S Xy pis X s X3 p )W, W, W
i=l j=1 k=1
Joaquim Barros 317



Método dos elementos finitos aplicado a estruturas reticuladas Capitulo 3

3.3.4 Etapas para o calculo da matriz de rigidez e do vector das forcas nodais
equivalentes de um elemento isoparamétrico de barra de n nés.

a) Interpolagio do campo de deslocamento
Os deslocamentos de um ponto do interior do elemento obtém-se a partir da relagdo seguinte

.
o (3.63)
U,
:[Nl N, . Nn] .
_ul’n_
NU"Y

b) Interpolacio da geometria

Segundo a formulacdo isoparamétrica, a coordenada x, de qualquer ponto do elemento
obtém-se a partir das coordenadas dos pontos nodais do elemento e recorrendo as fungdes de

forma utilizadas na interpolagdao do campo de deslocamento,

(1) _
X (xl) =N x,+N,x,+...+ N, x,

n
= Z N, x,;
i=1

_xu _
(3.64)
X2
=[N, W, N
_xl’n_
NX(e)

c) Extensoes
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dN, dN, N,
&(x)=—wu, +—u, +..+—"u,
dx, dx, :
5 dN,
= z _ull
o dx,
U, ) (3.65)
_|dN, aN, dN, || U2
dx, dx dx,
_ul,n
— E(@) Q(g)
Na sec¢do 3.3.1 verificou-se que
dNi (Sl) — sz (Sl) ﬁ (3 66)
dx, ds, dx,
De (3.64) constata-se que
& _ AN,
ds, < ds, " (3.67)
=J
pelo que
dx, = J ds, (3.68)
e
as _1 (3.69)
dx, J

em que J € o Jacobiano associado ao ponto de Gauss. Substituindo (3.69) em (3.66) obtém-se

dN, dNn, 1

— = 3.70
dx, ds, J (3.70)
pelo que a matriz Q(e) em (3.65) passa a apresentar a configuracao seguinte
B _ l{ﬂ dN, dNn}
J| ds, ds, ds, (3.71a)
_ lé(é)
J

em que
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59 {le dN, dN, } _ (3.71b)

ds, ds, = ds

O J pode ser interpretado como sendo o determinante do Jacobiano da transformagao entre os

.. ) ) ) . dx
referenciais x; e s;. Neste caso, como =1, o determinante do Jacobiano coincide com d—lem

s

1

que dx; ¢ o comprimento que um elemento de dimensdo infinitesimal tem no referencial x; e
ds; € esse comprimento no referencial s;. Em problemas bidimensionais J € uma matriz 2x2 e
em problemas tridimensionais ¢ uma matriz 3x3.

d) Tensoes e esforcos

No caso unidimensional,

oc=D¢

3.72
— DE(Q) Q(e) ( )

em que D ¢ igual ao modulo de elasticidade longitudinal do material do elemento (E).
Integrando (3.72) a area da secgdo transversal da barra, A, obtém-se o esforco axial,

o=N=DB“Uu" (3.73)
em que
D =EA (3.74)
e) Matriz de rigidez do elemento

Em seccdes anteriores verificou-se que a matriz de rigidez de um elemento de barra
biarticulada se determina por intermédio da seguinte relagdo,

k= [8Y] E4BY ax, . (3.75)

Substituindo (3.68) em (3.75) e tendo em conta (3.71a) resulta,

Ale T ~Ale
= [5( )} EABY I ds,. (3.76)

Tendo em conta (3.71b) conclui-se que um coeficiente genérico da matriz de rigidez obtém-se
a partir da seguinte relacao,

—EA4 —ds, . (3.77)
-1 ds, ds, J

Aplicando a integracdo Numérica de Gauss-Legendre obtém-se,

i

k(e) J-l dN de 1
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m=1

» [gN _ dN. 1
k' = U EA—L—| W 3.78
Y Z { ds, ds, Jl " (3.78)

em que p € o nimero de pontos de Gauss. Se a barra for de sec¢do variavel a area 4 em (3.78)
deve ser substituida por 4(s; ), isto &, pela area na sec¢do correspondente a ordenada s; ,,, que
pode ser obtida pela condigdo de elemento isoparamétrico,

A(Sl,m) = Nl (Sl,m)Al + N2 (Sl,m)AZ +...F Nn (Sl,m)An (379)

em que A;, 4,...,A, sdo a area das sec¢des correspondentes aos pontos nodais do elemento e
Ni(s1m), No(Sim),-.., Nu(S1.m) sd0 as funcdes de forma do elemento, utilizadas na interpolacao
do campo de deslocamentos, e avaliadas no ponto de Gauss de ordenada s; .

f) Vector das forcas nodais equivalentes

Para uma forca distribuida ao longo do eixo da barra, g,, verificou-se em secgdes anteriores
que o vector das forgas nodais equivalentes era determinado pela seguinte expressao,

0" =], N qdx. (3.80)

Substituindo (3.68) em (3.80) resulta
e 1
0 =[ N'gJds. (3.81)

Aplicando a integragdo Numérica de Gauss-Legendre obtém-se

0 = i [NT q J] W (3.82)
=7 — Stm m

m=1

Se g, for varidvel ao longo da barra, o valor de ¢, no ponto de Gauss de ordenada s, ,, pode
ser obtido recorrendo a condi¢do de elemento isoparamétrico,

9, (Sl,m) =N, (Sl,m)ql,l + N, (Sl,m)%,z +...+N, (Sl,m)ql,n (3.83)
emque ¢, ¢,,.., q;, S0 os valores que a fungdo g, assume nos nés do elemento.

3.4 — Fluxograma de um programa de elementos finitos

Na Figura 3.6 representa-se o fluxograma de um programa de elementos finitos para analise
linear de estruturas reticuladas.
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Leitura e validagao

dos dados

Célculo da matriz de rigidez de
cada elemento e espalhamento na
matriz de rigidez da estrutura

Parametros gerais relativos a geometria:

N.° de nos

N.° de elementos

N.° de nds ligados ao exterior
N.° de casos de carga

N.° de tipos de materiais

N.° de tipos de secgdes
Outras informagdes

- Numeragdo dos nds dos elementos;

- Coordenadas dos nos;

- Condigdes de ligagdo da estrutura ao exterior;
- Propriedades dos materiais;

- Caracteristicas geométricas das barras;

- Ciclo aos casos de carga:

Titulo

Parametros que definem quais e
quantos os tipos de carregamentos
afectos ao presente caso de carga
Forgas generalizadas aplicadas em
pontos nodais;

Peso proprio;

Forcas generalizadas distribuidas
por unidade de comprimento;
Forgas generalizadas aplicadas em
pontos do interior dos elementos;
Variagdo de temperatura;
Assentamentos de apoio;

Outros carregamentos

- Para cada elemento:
- Para cada PG
Valor de EA

Derivadas 9N,

E
Espalhar I_C(E) em K

Resolucao do sistema de

equagdes K'U" =0"

- Métodos
- Método directo de Gauss
- Método iterativo dos gradientes conjugados

E E
- Obtém-se os deslocamentos Q e as reacgoes E

para cada caso de carga

Célculo do vector das
forgas nodais equivalentes

de cada elemento e
espalhamento no vector

Aan Cmeiiv a A

- Para cada caso de carga
- Para cada elemento
- Para cada PG

Fungdes de forma N i

n dN
J = LX,
iZ:l: dSl Li

Qie) = Zp:[ﬂT 9 l]s

m=1

1m

(e) E
Espalhamento de Q em Q

Calculo das

tensoes/esforgos em

rada nantna Aa (Fanice Aa

- Para cada caso de carga
- Para cada elemento

U© U(E)

- Para cada PG

Calculo de EA

e =BYy®

s 2
Lm Sm

o — EE(‘) Q(é’)

Stm Stn

oy, =N, =0, A=EAB" U"

SLm
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3.5 - Seleccao do tipo de elemento
A selecgdo do tipo de elemento depende:

1. das caracteristicas proprias da estrutura a analisar;
2. dos tipos de elementos disponiveis no programa de calculo;
3. da experiéncia acumulada na resolugdo de estruturas segundo o MEF.

No momento de seleccionar um elemento finito para discretizar uma determinada estrutura
devem ser tidas em conta as seguintes recomendagoes:

1. Em zonas de elevada concentragao de tensdes deve-se utilizar elementos de maior
ordem ou refinar a malha, sendo esta tltima a solu¢ao mais corrente;

2. E preferivel usar malhas refinadas com elementos simples (poucos nds) do que malhas
grosseiras (poucos elementos) com elementos de muitos nos (economia em termos de
tempo de calculo e de memoria de computador).

3. No caso de se ter ideia da forma polinomial do campo de deslocamentos da estrutura,
deve-se optar por elementos com fungdes de forma do mesmo grau das do campo de
deslocamentos (dificil de assegurar em aplicagdes praticas);

3.6 - Requisitos para a convergéncia da soluciao

Quando se pretende estudar uma estrutura segundo o MEF deve-se efectuar algumas andlises
com malhas de diferente grau de refinamento, de forma a se garantir que a malha adoptada
conduz a solugdo com erro desprezavel. A convergéncia da solugdo ¢ garantida quando, com
o refinamento da malha, os resultados convergem para determinado valor.

Apresentam-se de seguida algumas das condi¢des que devem ser cumpridas para se assegurar
a convergéncia da solucio.

3.6.1 - Condig¢ao de continuidade

O campo de deslocamentos deve ser continuo no interior de cada elemento. Esta condicao ¢
satisfeita desde que se utilize fungdes polinomiais para as fungdes de forma.

3.6.2 - Condicao de derivabilidade

Os polindmios associados as fungdes de forma devem ser derivaveis até pelo menos a ordem
das derivadas que surgem nos integrais da expressdo relativa ao teorema dos trabalhos
virtuais (TTV). Por exemplo, no caso da barra biarticulada, na parcela afecta ao trabalho
interno de deformacao, que conduz a matriz de rigidez do elemento, tem-se:
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. an,
K, = | AT (3.84)
’ -1 ds, ds, J

pelo que os coeficientes da matriz de rigidez incluem derivadas de 1* ordem das fungdes de
forma. Assim, estas fungdes de forma devem ser fungdes polinomiais do1° grau, pelo menos.

3.6.3 - Condicao de integrabilidade

As fungdes de forma devem ser tais que as fungdes a integrar na expressao do T.T.V tenham
primitiva. Na figura 3.7 a fun¢do f(x) ¢ continua pelo que € integravel,

Area =4 + A, = jol fi@dx+ [ f(0dx. (3.85)
A fungdo f (x) (derivada de f (x)), apesar de ndo ser continua ¢ ainda integravel,

drea= 4+ 4, = | fi()dv+ [ fi(x)dx. (3.86)

A funcio f(x)(2* derivada de f{x)) ji ndo é integravel dado que f (x=1) é singular,

pois f'(x) é descontinua em x=1.

f(x) 4 £'(x) 4 f'"(x)a +oot
£l ®)
2 2
f, (%) f,(x) f'(x) = df/dx
1 1
AT RS A
1 2 x A 2 x 1 2 x
1t
24 '
f,®)
~Ovy

Figura 3.7 — Representagao grafica da fungdo (a), sua primeira derivada (b) e sua segunda derivada (c).
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A derivada de ordem m de uma fungdo ¢ integravel se forem continuas as suas m-/ primeiras
derivadas.

No caso do MEF, se na expressio do T.T.V aparecer derivadas de ordem m dos
deslocamentos, o campo de deslocamentos e, por conseguinte, as fungdes de forma que o
simulam, devem ter continuidade de classe C,,.;, isto €, as m-/ primeiras derivadas devem ser
continuas.

No caso do elemento de barra biarticulada aparecem derivadas do 1° grau nos integrais da
expressdo do TTV associadas ao calculo da matriz de rigidez do elemento (trabalho interno —
ver expressdo (2.26)). Neste caso, para assegurar a condicdo de integrabilidade ¢ suficiente
que o campo de deslocamentos seja continuo. Ao adoptar-se fungdes de forma polinomiais de
1° grau esta-se a garantir a continuidade do campo de deslocamento no interior dos elementos.
Além disto, como nos nos de ligagdo entre elementos os deslocamentos sdo univocos, entao
também se garante a continuidade dos deslocamentos nas fronteiras dos elementos.

3.7 - Outros requisitos para os elementos finitos

3.7.1 - Condig¢oes de compatibilidade

Os elementos devem ser compativeis. Os elementos sdo compativeis, ou conformes, quando o
campo de deslocamentos ¢ continuo nas fronteiras dos elementos. Se tal ndo ocorrer diz-se
que os elementos sdo incompativeis ou nao conformes.

Se o requisito de continuidade do campo de deslocamentos for cumprido, a condi¢do de
compatibilidade ¢ garantida, normalmente. Por sua vez, a continuidade do campo de
deslocamentos ¢ garantida desde que se utilize fungdes de forma polinomiais com valor
unitario em cada né e nulo nos restantes nos.

3.7.2 - Condicao de polinomio completo

A solu¢do polinomial de elementos finitos equivale a aproximar a solugdo exacta por um
certo numero de termos do desenvolvimento em série de Taylor.

O campo de deslocamentos previsto pelo MEF aproximara até ao m-ésimo termo de
desenvolvimento em série de Taylor da solugdo exacta (campo de deslocamentos) sempre e
quando a expressao do campo de deslocamentos aproximada do MEF contenha todos os
termos do polinomio de grau m (polindmio completo de grau m). Neste caso o erro da
aproximagdo por elementos finitos ¢ da ordem do 1° termo que se despreza no
desenvolvimento de série de Taylor do campo de deslocamentos.

Assim, a aproximag¢ao por elementos finitos depende do polindmio completo de maior grau
contido nas fun¢des de forma. A aproximacao serd dptima se todos os termos formarem um
polinémio completo, e ndo o serd em caso contrario.

Para deduzir os termos que intervém num polindémio completo de mais do que uma variavel ¢
util utilizar o tridngulo de Pascal (Zienkiewicz e Taylor 1989).
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Em conclusdo, pode-se afirmar que ¢ desejavel que as fungdes de forma do elemento sejam
polindmio completos e, no caso de tal ndo ser possivel, o nimero de termos adicionais aos do
polinémio completo deve ser o menor possivel.

Exemplo

1) Polindémio completo de 2° grau
Aproximagdo completa de 2° grau

. - _ 2
ID:  wi(x) =a, + a,x, + a,x

. » _ 2 2
2D: wi(x,x,) =a, +a, x, +a,x, + a;x,x, +a,x; +asx,

2) Polinémio incompleto de terceiro grau
Aproximagdo incompleta de terceiro grau

. o _ 3
ID:  wi(x) =a, + a, x, + a, x;

. » _ 2 2 3
2D: wi(x,x,)=a, +a,x, +a,x, +a,x;” +a,x; + asx

3.7.3 - Condic¢ao de estabilidade

A matriz de rigidez de um elemento deve ter um dominio correcto. O dominio de uma matriz
¢ igual ao nimero de valores proprios nulos que contém. O dominio correcto da matriz de
rigidez de um elemento isolado e sem ligagdes ao exterior deve ser igual ao numero de
movimentos de corpo rigido do elemento (Ofiate 1992).

3.7.4 - Condicao de invariancia

Um elemento ndo deve ter direcgdes preferenciais, isto €, os elementos devem possuir o que
se denomina por "invaridncia geométrica" ou '"isotropia geométrica ou espacial" (Ofate
1992).

3.8 - Consideragdes sobre compatibilidade e equilibrio da solucio

A solucdo de elementos finitos ¢ aproximada e, por conseguinte, em geral ndo satisfaz os
requisitos de equilibrio e compatibilidade, caracteristicos de uma solu¢do exacta. Assim,
numa analise por elementos finitos verifica-se usualmente que :

1) asolucao ¢ compativel dentro dos elementos;

2) asolugdo pode ser ou ndo ser compativel nas fronteiras entre elementos;

3) A compatibilidade ¢ sempre satisfeita nos nds;
4) O equilibrio de forcas generalizadas ¢ sempre satisfeito nos nos;
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5) Normalmente nao existe equilibrio de tensdes entre elementos;

6) As tensdes ndo estdo em equilibrio no interior do elemento.

3.9 - Condicdes para convergéncia dos elementos isoparamétricos

Considere-se que uma malha de elementos finitos de barra biarticulada de dois nos tem o
seguinte campo de deslocamentos

u, =a, +a,x. (3.87)
Desta forma, os deslocamentos dos nds de um elementos sdo

u,; =a +a,x;com i=12. (3.88)

No interior de um elemento,
2
w(x) = N, . (3.89)
i=1

Substituindo (3.88) em (3.89) obtém-se
2
u(x) = z N, (al +a, xl,i)

o ) . (3.90)
= alz N, + azz N, x,;
i=l i=l
Como por defini¢ao de elemento isoparamétrico,
2
X =) Nx, (3.91)
i=1
resulta que para que (3.90) seja igual a (3.87) se cumpra a seguinte relagao,
2
>N, =1 (3.92)

que ¢ uma caracteristica das fungdes de forma deduzidas nas sec¢des anteriores.
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3.10 - Tipos de erros na solucio por elementos finitos

De seguida enumeram-se os erros mais correntes no MEF.
e Erros de discretizagao da estrutura;
e Erros na aproximacgao da geometria;
e Erros no célculo dos integrais afectos a matriz de rigidez dos elementos, ao vector

solicitacdo e as tensdes/esforgos, devido a deficiente escolha do numero de pontos
de Gauss utilizado no calculo numérico destes integrais;

e Erros na resolucdo do sistema de equagoes;

e [FErros associados a lei constitutiva do material.

3.11 - Pontos 6ptimos para o calculo das tensdes/extensoes

Em geral, se as fun¢des de forma sdo polindmios completos de grau p, a aproximagdo das
tensoes/esforgos sera polinomial de grau p-/1 ou p-2, se forem obtidos em fun¢do da primeira
ou da segunda derivada do campo de deslocamentos, respectivamente.

Demonstra-se que as tensdes obtidas segundo o MEF podem considerar-se como uma
aproximagao pelo método dos minimos quadrados (MMQ) da solugdo exacta. Assim, nos
pontos de intersec¢dao da curva correspondente a distribuicdo exacta de tensdes com a curva
aproximada, que se ajusta a anterior pelo MMQ, os valores das tensdes obtidas pelo MEF
coincidem com os exactos.

Contudo, na maior parte dos casos nao se conhece a distribui¢do real do campo de tensoes.
Para ultrapassar este problema recorre-se a seguinte propriedade da integragdo numérica de
Gauss-Legendre: nos pontos de uma quadratura de Gauss-Legendre de ordem »n, um
polinémio de grau n e outro de grau n-/, obtido do anterior através do MMQ, tomam o
mesmo valor.

Nos exemplos que se seguem pretende-se esclarecer este assunto.

Exemplo 1

Demonstrar que um polindmio de segundo grau e outro de primeiro grau, obtido do anterior
pelo MMQ), se interceptam nos pontos de quadratura de Gauss-Legendre de segunda ordem.

Resolucao

Polinémio de segundo grau

f()=1+x+x". (3.93)
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Polinémio de primeiro grau
g(x)=a+bx. (3.94)
Aproxime-se g(x) a f(x) pelo MMQ:
e=[ [ - 2(x)] dx = [lo-a+a-px+ <[ dx. (3.95)
Para que o erro e seja minimo ter-se-a que

“ o= —2fi-a)+-byx+ac=0
Oa -
(3.96)

%z 0= .[_11 —2x[(1 — a)+ 1-b)x+ xz]dx =0
resultando
azgebzl, (3.97)
pelo que
4
g(x) =§+x. (3.98)

que intercepta f(x) nos pontos x, = —1/ V3 e X, = 1/ NE) , que sdo os pontos da quadratura de
Gauss-Legendre de segunda ordem ( ver Figura 3.8 e Quadro 3.1)
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S (x)

g(x)

1]
Figura 3.8 — O polinémio de 2° grau, f(x), e o polinémio de 1° grau, g(x), obtido de f(x) por intermédio do
MMQ, interceptam-se nos pontos de Gauss da quadratura de Gauss-Legendre de 2* ordem.

Exemplo 2

Demonstre que um polindmio de terceiro grau e outro de segundo grau, obtido do anterior
pelo MMQ), se interceptam nos pontos da quadratura de Gauss-Legendre de terceira ordem.

Resolucao

Polinémio de terceiro grau
f(X)=1+x+x"+x. (3.99)

Polinémio de segundo grau
g(x)=a+bx+cx’. (3.100)

Aproxime-se g(x)a f(x) pelo MMQ:

e:1 x) — xza'x:1 l-a)+ (10 -Hx+A-c)x* + x| dx. 3.101
[ -e@l ac=] [1-0+a-byx+ -0 «x]ax. @10

Para que o erro e seja minimo ter-se-4 que,
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% _gm1-g+1=¢ 20
oa 3
Ge o126 1_, (3.102)
ob 3 5
Ge_g_lza 1-c_,
oc 3 5
resultando
8
a=1, b:g e c=1, (3.103)
pelo que
8 2
g(x):1+§x+x (3.104)

que intercepta f(x) nos pontos x, :—\/5/ J5 , X, =0 e x; :\/g/ NG que sdao os pontos da
quadratura de Gauss-Legendre de terceira ordem ( ver Figura 3.9 e Quadro 3.1)

g(x)

/()

%
it

4
Figura 3.9 — O polinémio de 3° grau, f(x), ¢ o polinémio de 2° grau, g(x), obtido de f(x) por intermédio do
MMQ, interceptam-se nos pontos de Gauss da quadratura de Gauss-Legendre de 3? ordem.

Pode-se entdo apresentar as conclusdes seguintes:

1) Se a distribui¢do exacta de tensdes/esforcos o /G (ou das extensdes g) é um
polindmio de grau n, ¢ a aproximacdo obtida pelo MEF ¢é de grau n-I, a
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determinagdo de o/g (ou &) nos pontos de quadratura de Gauss-Legendre de
ordem » é exacta;

2) Se os polindmios que representam as solugdes exactas e do MEF para o/& ou ¢
diferem em mais do que um grau, a determinagdo de o/a ou & nos pontos da

quadratura de Gauss-Legendre aproxima um termo mais o desenvolvimento em
série de Taylor a solug¢do exacta, que em qualquer outro ponto do elemento.

Resumindo, as tensdes/esforgos e as extensdes devem ser determinadas nos pontos de Gauss.
Se houver interesse em obter estas grandezas nos pontos nodais deve-se efectuar uma
extrapolagdo dos pontos de Gauss para os pontos nodais.

Na Figura 3.10a representa-se, esquematicamente, a extrapolacdo num elemento de dois nos,
com dois pontos de Gauss (PG).

Figura 3.10a — Extrapolacdo de grandezas em 2 PG para os nos de um elemento de dois nos.

Se E; e Ey sdo as grandezas (tensoes, esforcos ou extensodes) determinadas nos PG I e II do
elemento, a extrapolagdo para os pontos nodais efectua-se por intermédio da expressdao
seguinte,

Els;)= Ni(s;)E, + N (s:)E, (3.105)

em que s, ¢ a coordenada de um elemento “ficticio” com nos nos PG I e II. Assim, s, =—1
para s, =—~/3/3 ¢ s, =1 para s, =+/3/3. Em (3.105) Nl(sl) e N,(s;) sdo as fungdes de forma
lineares do elemento “ficticio”, definidas a partir das expressoes (3.10), substituindo s, por
s,. Assim, N, (sl) assume o valor unitario no PG I e o valor nulo no PG II. Por sua vez, a
fungdo N, (Sl) assume o valor nulo no PG I e o valor unitario no PG II. Para se extrapolar

para o no i, o valor de s, sera,
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NE)
S = -1 S = —T
51, =2 s, =—1 (3.106)
, 3
Sl,' = ——

pelo que substituindo esta coordenada em (3.105) obtém-se a grandeza no no6 i. Para se obter a
grandeza no n6 j determina-se a coordenada de s, neste no,

. V3

Y =1 ) :T

5, =7 s, =1, (3.107)
. 3

Sl,' = —

sendo esta substituida em (3.105). Nas Figuras 3.10b e 3.10c representa-se,
esquematicamente, a extrapolacdo num elemento de 3 nés com 2 PG e num elemento de 3 nos
com 3 PG, respectivamente. Note-se que no caso de um elemento com 3 PG, as fungdes de

forma N, (51) c/i=1,2,3, sdo os polinémios definidos em 3.11, substituindo s, por s,.

Ep l Ep E| ‘ Ep | Eqq
- < i ] k
i I j 11 k I i 1
' ' ' ' ' ' ' '
\Nl (Sl) Nz(sl)// Nl(Sl) N' (S' ) N3(Sl)
\\\\ //// N 2 1 Vé
1 w {1 1 1 { 1 -
i i mok v ) .k
- \ > I II} I
W -
S 1
1 S
-1 0 +1 -1 0 +1
Figura 3.10b — Extrapolagdo de grandezas em 2 PG Figura 3.10c — Extrapolagdo de grandezas em 3 PG
para os no6s de um elemento de trés nos. para os nés de um elemento de trés nos.

Na figura 3.11 representa-se o numero de pontos de Gauss para os elementos finitos 1D
(unidimensionais) de um grau de liberdade (apenas a deformagdo axial — caso das barras
biarticuladas).
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1 PG 2 PG
elemento de 2 nds Classe Cy

2 PG 1 PG
elemento de 3 nds Classe Cyp

o - Ponto nodal 2PG
x - Ponto de Gauss Classe Cyp

Figura 3.11 — Numero de pontos de Gauss para elementos unidimensionais.

3.12 — Exercicios resolvidos

A barra biarticulada representada na Figura 3.12 estd submetida a uma forca distribuida de 10
kN/m. Discretizando a barra num elemento de trés nds calcule:

a) A matriz de rigidez da estrutura;

b) O vector solicitagdo da estrutura;
c) Os deslocamentos e reacgdes.

e E.=30GPa ; A=02x02m’

q, = 10kN/m
= — e
1 2 u
ug g ujg 2 1,3
! [ [
x=0m x=2m X=3.5m X=5m X

Figura 3.12 — Barra biarticulada submetida a uma forga distribuida de 10 kN/m.

Resolucio:

a) Calculo da matriz de rigidez da estrutura:
(e) _ T
K =] B"EABdx,

onde:

[\

(e)
B(s)) = [Sl -3 =25 s "'%] 5 dx, =+-ds,

Jig
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1 Sl_%
K = IETEAdeIZ Hz_)," —2s, (EA)(Q)[SI—% —2s, s +Lds,
b B 51+
( ! (31_;_2 = 25.(s, —5) (s, —9(s, +73)
(e) e
K = () ] —25,(s,- b (—2s,) ~2s5,(s, + 1) | ds,
N, + (s, - —2s5,(s,+ D) (s, +1)?
14 - 16 2
K©=(E)f)—16 32 -16
2 - 16 14

b) Calculo do vector solicitagdao da estrutura

%Sl(sl_l) | %31(51_1)
Qie)zj. (1+s1)(1—sl)qxldx1:i.[ (1+s1)(1—sl)qxldsl
1

L(e)
w %51(1‘*'51) B %51(1‘*'51)

1
0= ()]

c) Calculo dos deslocamentos e das reacgdes:

K(E)U(E) — Q(E) = K(e)U(e) — Q(e)

14 -16 2 | 0 S5+R
66666.6667| —16 32 —16|u, [=| 20

2 16 14 |u; 5

Resolvendo este sistema de equagdes de equilibrio obtém-se:

R=-30 KN
uy, =0.000028125m
;5 =0.0000375m

3.13 — Exercicios para resolver

1 — Descreva as etapas de andlise de uma estrutura segundo o método dos elementos finitos.
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2 — Calcule o coeficiente K,, da matriz de rigidez de um elemento de barra biarticulada de 3
nos, de comprimento L, sec¢do constante de area A e mddulo de elasticidade E.

3 — Qual o significado de formulacdo isoparamétrica.

4 - Na Figura 3.9 representa-se uma estrutura constituida por 3 barras biarticuladas. Discretize
as barras 1 e 3 por um elemento de 2 nds cada, e a barra 2 por um elemento de 3 nos.

a) Calcule a matriz de rigidez da estrutura correspondente aos graus de liberdade do no 1.

b) Calcule as componentes do n6 1 das forgas nodais equivalentes as ac¢des que actuam na
estrutura, admitindo para ac¢des na estrutura o peso proprio da barra 2 e a carga aplicada no
no 1.

c) Sabendo que os deslocamentos segundo x, dos nos 1 e 3 sdo —7.342e-04m e —
4.898e-04 m, respectivamente, calcule os esforcos instalados na barra 2.

Dados:
Barras 1 e 3: Area=100 cm?; modulo de elasticidade longitudinal=200 GPa.
Barra 2: Area=300 sz; massa especifica=7.85 t/m3; modulo de elasticidade

longitudinal=200 GPa.

. 4
m 1500kN sm

Figura 3.9
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