Método dos elementos finitos aplicado a estruturas reticuladas Capitulo 2

2 - ELEMENTOS FINITOS DE BARRA ARTICULADA. CONCEITOS BASICOS

2.1 - Introducao

Neste capitulo o método dos elementos finitos (MEF) vai ser aplicado a estruturas
discretizadas por elementos de barra biarticulada, de que as treligas sdo exemplo. Na Figura
2.1 representa-se uma trelica bidimensional. Se o seu peso proprio for desprezado, estas barras
apenas ficam submetidas a esforcos axiais, pelo que estas barras apenas sofrem extensdes
segundo o seu eixo, isto €, todos os pontos de uma sec¢do da barra sofrem o mesmo
deslocamento, paralelo ao eixo da barra.

X2

2 4
% \ F, . forga aplicada no no j
segundo o eixo X,

H

1 13 5 X
F2,3 F2,5
-~ L —— = ———

Figura 2.1 - Treliga plana.

2.2 - Barra biarticulada submetida a esforcos axiais

Considere-se a barra de comprimento L, sec¢do transversal 4, constituida por material com
moédulo de elasticidade longitudinal E, submetida a forcas distribuidas por unidade de
comprimento segundo o eixo da barra, ¢, e solicitada por um conjunto de forcas aplicadas em

pontos do eixo da barra segundo a sua direc¢do, Q.. Este conjunto de forgas introduz
extensdes na barra segundo a direc¢do do seu eixo.
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Figura 2.2 - Barra biarticulada submetida a forgas axiais

: ~ N S : ~
Assim, se as sec¢oes S, e S, sofrerem deslocamentos u;" e u;? , respectivamente, a extensao
ocorrida no elemento S, S, de comprimento dx, ¢é

S, S
u? —u du,

1 dx, dx, @1

pelo que segundo a lei de Hooke desenvolve-se a seguinte tensao

o, =Ee¢, = %. (2.2)
1

Segundo o principio dos trabalhos virtuais (Barros 2000), um corpo esta em equilibrio quando
o trabalho interno (éWim) ¢ igual ao trabalho externo (éW

ext

) realizado durante a deformacgao

virtual desse corpo. Assim, no caso da barra em estudo obtém-se

oW,

int

J‘V 56‘1T o, dV = L 5141T q, dx, + lz=1: ou,; Oy,

= W,
(2.3a)

em que du, e J¢, sdo o deslocamento e a extensdo virtual de um ponto do eixo da barra,
segundo x,, ou,; € o deslocamento virtual do ponto de aplicagdo da forga Q,;, V' € o volume

da barra e L o seu comprimento. Dado que em (2.3a) as grandezas envolvidas sdo escalares, o
simbolo de transposta pode ser retirado ficando,
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[ osi0av = [ ou gy, + ) 0,0, . (2.3b)
i=1

O integral ao volume da barra em (2.3b) pode ser convertido em integral ao comprimento da
barra dado que

dV = dAdx, (2.4)

em que 4 ¢ a area da seccdo transversal da barra. Assim, substituindo (2.2) e (2.4) em (2.3b) ¢
integrando na sec¢do da barra obtém-se,

[ [ 08 Esdddy = | duq dv + Zl oy, O,
2.5)
[ 66 E Ag dv, = [ u,q,dx, + 2, 6, Oy

O equilibrio da barra passa pela determinacdo do campo de deslocamentos, ul(xl), que
satisfaca (2.5) e as condi¢des de ligagao da barra ao exterior (condi¢des cinemadticas). Por
intermédio do método dos elementos finitos pode-se obter um campo de deslocamentos
aproximado do real que satisfaca simultaneamente a relagdo (2.5) e as condigdes cinematicas.
Assim, considere-se que os deslocamentos ao longo de um elemento de n nods pode ser
representado pela funcao polinomial seguinte,

n
u(x)=a, +a,x +a,x; +..+a, x =Za[xl’. (2.6)
i=1

As varidveis a, com i = 0, ..., n dependem dos valores dos deslocamentos nos pontos nodais
()

Li

do elemento, u,’, em que (e) significa que a grandeza ¢ relativa ao elemento. Assim, as
variaveis a, sdo determinadas resolvendo o sistema de n equagdes que se obtém substituindo
em (2.6) ul(xl) pelo valor que assume nos n pontos nodais do elemento. Note-se que a

expressao (2.6) pode ser convertida na seguinte:

ul(e)(xl) = Nl(e)(xl)ul(j) + N§@’(xl)uf;) + ...+ N,Ee)(xl)ul(fn) = Z N.(e)(xl) ul(el)

u l(el)

= [NI(E)(XI)"'N;EE)(XI)] (2.7)
ul©

1,n

— N(E) Q(e)
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em que Ni(e)(xl) ¢/ i = 1,..,n sdo fungdes polinomiais de interpolagdo no dominio do
elemento, designadas de funcdes de forma do elemento na nomenclatura do MEF, e
ul(f) ¢/i=1,...,n sdo os deslocamentos dos i nés do elemento. A fun¢do de forma Ni(e)(xl)

denomina-se de fun¢do de forma do no i, dado interpolar os deslocamentos correspondentes ao
no i, dentro do elemento. Analisando (2.7) constata-se que Nl.(e)(xl) assume o valor unitario no

nd i e nulo nos restantes nos.

Substituindo (2.7) em (2.5) e resolvendo os integrais obtém-se as equacdes de equilibrio da
barra que permitem obter os deslocamentos dos nds da barra,

k(@)g(c’) — Q(e) (28)

em que £, 0 e U sio a matriz de rigidez da barra, o vector das forcas nodais

equivalentes a accdo actuante na barra e o vector dos deslocamentos dos nos da barra,
respectivamente. Se a barra for discretizada por diversos elementos, determina-se a matriz de
rigidez e o vector das forcas nodais equivalentes de cada barra e efectua-se o seu

espalhamento na matriz de rigidez e no vector solicitacio da estrutura, K ) Q(E) .

Resolvendo o sistema de equagdes que define o equilibrio dos nds da estrutura,
determinam-se os deslocamentos dos pontos nodais da estrutura, U &)

2.3 - Barra biarticulada de sec¢cao constante. Discretizacao num elemento linear

A barra biarticulada de seccdo constante representada na Figura 2.3a vai ser discretizada por
um elemento finito de dois nds (Figura 2.3b).

ql ‘DS Secc¢do SS

——————————————————————— — — -
| ‘DS | Area A
| L |
| |

(D (D
Y q U2
| T
] M o Q

Figura 2.3 — Barra biarticulada discretizada por um elemento finito de dois nos.
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O campo de deslocamentos no interior do elemento ¢ definido a partir dos deslocamentos nos
nés do elemento. Este campo apresenta uma variacdo linear representado pela seguinte
expressao

u(x)=a, +ax. (2.10)
Para determinar as varidveis a, ¢ a, substitui-se em (2.10) u,(x,) pelos deslocamentos nos nos
1 e 2 da barra, obtendo-se

2.11)

em que o sobreindice (1) representa a numeragdo da barra, neste caso a barra 1 e o subindice a
numeracao do n6 do elemento. Em (2.11) ul(ll) e ul(lz) representam os deslocamentos dos nos 1 e

2 da barra, enquanto x1(,11) e xl(lz) as suas coordenadas. Resolvendo o sistema de equagdes (2.11)

obtém-se
o mdu) -
’ X - )
n 0 (2.12)
a = Uy — U,
o =)
Substituindo (2.12) em (2.10) obtém-se:
u(x,) = NO(x)ul) + NO(x)u!) (2.13)
em que
(1) 0]
x X
M) =i
X2 — X
2 (2.14)
L0
M = 5=
xl(,lz - xl(,ll)

denominam-se de fungdes de forma do elemento de barra de dois nés. Se x!) = 0 e x) = V)

as anteriores fun¢des de forma assumem a configuracdo seguinte
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NI =1- 5

n (2.15)
W0y X
Ny (x, )1) = Ll(l)

Na Figura 2.4 representam-se estas fun¢des de forma.

1 (1) 2

Figura 2.4 - Fun¢des de forma do elemento de barra biarticulada de dois nos.
Assim, Nl(l)(xl(‘)) assume o valor unitdrio no n6 1, valor nulo no n6 2 e varia linearmente no
interior do elemento.

Para aligeirar a simbologia das expressdes seguintes, ul(l)(xl(l)), NGy e NU(Y) serdo

substituidos por u,, NV ¢ NV

Substituindo (2.13) na relacdo que determina a extensdo num determinado ponto do eixo de
barra,

du,
& = — 2.16
™ (2.16)
obtém-se:
(1) (1)
g = N ull) + an; ul). (2.17)

Tendo em atengao (2.15),
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any 1
dx, v (2.18)
any _ 1 |
dx, Y
pelo que (2.17) se pode converter na relagdo seguinte
1 1
& = —W”f? + ﬁul(lz)
-l =
W

revelando que a extensao ¢ constante no elemento.

Na Figura 2.5 representa-se o diagrama de corpo livre da barra representada na Figura 2.3.

(1) q (1)
- : (1) 5 ——
| o u(l) I om u(l)
1,1 1,2
(1)
X1 0
| X2 ™

S —

Figura 2.5 - Diagrama de corpo livre de um elemento de barra biarticulada de dois nos.

A aplicag¢do do PTV a esta barra conduz a seguinte relagao:
8 1) A0 4 5 1A
le(ll) o EAg dx, = J-Xl(l) ou, q, dx, + 5”1,1 Ql,l + 5”1,2Q1,2 (2.20)

em que dul) e sul') sdo os deslocamentos virtuais dos nés 1 e 2 e Q) e O sio as foras

aplicadas nos nos 1 (reac¢do) e 2 (ac¢do). Tendo em atengdo (2.13),
u, = NV oul) + NV oul") (2.21)

e considerando (2.16) e (2.17) obtém-se,

(1) (1)
g, = (o) = Dl + Dt )
X, dx, dx,
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Substituindo (2.21) e (2.22) em (2.20) obtém-se:

x (1) (1) (1) (1)
J-(ll;{dN 5”‘1(1) + d&é‘ul(lz)}(EA){dL”fll) + sz ulz}d)ﬁ =
dx1 ’ dx, ’ dx, dvx,

IR

(2.23)
J % 2(1)5”1(,12)]‘11 dx, + 5“1(,11) Ql(,ll) + 5”1(12) Ql(lz)
que pode ser reordenada da forma seguinte,
ol i dnvy dN" o . dNY dNy 0
5“11 J. dx (EA) o uy; + o (EA) dx Uy dx, — 0 N q, dx, — Ql,l +
! ! ! ! (2.24)

) Ny dnN dNy dNy
] [ (1) -
5141,2 |:J.x1(.ll)( dle (EA) dxll Uy +—— dx, (EA) dx, ”12 dx, — j Nz q, dx, — le} =
Como os deslocamentos virtuais 5u1(}1) e §u1(12) sdo arbitrarios, o cumprimento de (2.24) para

qualquer valor de 5u1(j1) e 5u1(12) obriga a que as expressoes entre paréntesis rectos em (2.24)

devam ser nulas, isto €,

0 dNY dN" dN" dNY o)
I . (E A) . “1(,11) (E A) “1 2 dx, = 0 Nl(l) q, dx, + Ql(,ll)
v dx, dx, dx, dx, i

(2.25)

x<1

A dNY dN dNY dNY) ol
(B D+ D ) D = [0+ 0
X, dx, dx, dx, N

Em forma matricial as equagdes (2.25) assumem a seguinte configuracao:

) ) ) )
AN (4@ AN (4 s

A dx, dx, dx, dx, ”1(,11) [ N Ql(ll)
n ANV aN®  aNb a0 [ F (1,0 =[] o |06 | i (2.26)
sii| dN, (EA) 2 (EA) 2 U, LN, O

dx, dx, dx, dx,

ou, de forma mais condensada,

KUY = 0"+ oV (2.27a)

ou ainda,
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em que K ¢ matriz de rigidez da barra 1 e,

I ) jj;z)[Nf‘) NS)]J ads - 0" =[o" o0 @as)

sdo, respectivamente, o vector dos deslocamentos dos pontos nodais da barra, o vector das
forcas nodais equivalentes a forgas distribuidas por unidade de comprimento da barra e o
vector das forgas aplicadas directamente nos nés da barra.

O coeficiente da matriz de rigidez associado aos nds genéticos i e j, kY

; » obtém-se por

intermédio da seguinte relacao,

dxl (2.29)

Por sua vez, a forca no no6 i correspondente as forcas distribuidas por unidade de
comprimento ao longo da barra, g,, obtém-se da seguinte forma,

Y
oY =[NV g dx, . (2.30)

Se 0 mddulo de elasticidade e a sec¢do da barra forem constantes ao longo da barra, o célculo
dos integrais de (2.26) conduz as relagdes seguintes,

(1) (1)
o _(EAV'T1 1] 0 _ @)1
k —{Lj [_1 1}%— > | (2.31)

que s3o coincidentes com as obtidas na tradicional teoria das estruturas (Barros ef al. 1996),
dado que em ambas as teorias se admite uma distribuicdo linear de deslocamentos no
elemento.

Como a estrutura em analise € constituida por um unico elemento, a numeragao local dos nds
das barras coincide com a numeragdo global, tal como se representa na Figura 2.6. Assim,

ul(ll)=u” e ul(lz)=u1 , pelo que o vector dos deslocamentos incognita da estrutura coincide com

os deslocamentos dos nos da barra.
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ﬁ Numeragio global \ ) 1,2

Q(l)_ q1 2 Q(l) —

1 994;4;4;4;4;

4»

1 (1) >
NN AN

1 1 Numeragao local
Figura 2.6 - Numeragdo local versus global.

Pela mesma razdo a matriz de rigidez da estrutura coincide com a matriz de rigidez do
elemento (K ® _ /_c(l)) e o vector das forcas nodais equivalentes as ac¢des que actuam na
estrutura coincide com o vector das for¢as nodais equivalentes as ac¢des que actuam na barra
(Q(E) = QS)), pelo que (2.27) coincide com a relagdo seguinte,

l

K(E)Q(E) — Q(E) (2.32a)
ou
q,L
1 —1||lu - t+ R
E_A{ } S I ) (2.32b)
L [-1 1]u, aL + F,
2

em que Qi” = R éareacgionond 1 e 2(2” = F, é a forga que actua no no 2.

Dado que o n6 1 ndo sofre deslocamentos, o sistema (2.32) tem duas incognitas, o
deslocamento doné 2, u,,, € areac¢do nono 1, R,.Resolvendo (2.32b) obtém-se

U, = - (Fz + %Lj
T EA 2 . (2.33)

R == (F, +qL)

Para determinar as extensoes ¢ as tensoes/esfor¢os numa barra da estrutura é necessario obter
os deslocamentos dos nds dessa barra, a partir dos deslocamentos nos ndés da estrutura,
calculados no passo anterior. No presente exemplo,

L L
”1(,11) =U, = 0; ”1(12) =U, = H(Fz + %7) (2.34)

que substituidos em (2.19) determina a extensdo na barra (note-se que L= M ),
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q, L
F, +
1 1 L L) "2 2
é‘l——WO‘FﬁEA(FZ-F ) j— EA . (2.35)
O esforgo axial obtém-se pela aplicagdo da lei Hooke,
NO = (E A)(l) .91(1) =F, + % (2.36)

A solucdo exacta para este problema € a seguinte,

1 gx;
u = ﬂ _Tl + (Fz + QIL)xlj|

| (2.37)
& = ﬂ[(Fz + %(L_xl ))]

Na Figura 2.7 os resultados obtidos com a formulacao exacta e com a formulacao aproximada
do MEF siao comparados para o caso de uma barra de sec¢do constante, submetida a forgas
uniformemente distribuidas ao longo do eixo da barra e discretizadas por um elemento de
barra de dois n6s. Da analise desta figura constata-se que os deslocamentos nas extremidades
da barra (nos nos) sao coincidentes nas duas formulagdes. Contudo, no interior do elemento as
duas formulag¢des conduzem a resultados diferentes, dado que, com o MEF ¢ com um unico
elemento a discretizar a barra obtém-se uma distribuicdo linear de deslocamentos no interior
do elemento enquanto que, com a formulagdo exacta, o campo de deslocamentos define-se por
meio de um polinémio de segundo grau.

q,= IkN/m
|~ - - - - -~ X1 ’ul
E A
| L :
EAu, A N A
L2 q,L
05— —————————— 1
D
|
exacta ,/ }
., |
|
l/ ‘
MEF }
/' (um elemento) |
|
’ |
| » X . » X
1 L 1 L

Figura 2.7 - Barra de sec¢do constante submetida a for¢as uniformemente distribuidas ao longo do eixo da barra.
Solucdo exacta e aproximada utilizando um elemento de barra de dois nos.
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2.4 - Barra biarticulada de sec¢ao constante. Discretizacio em dois elementos lineares.

A barra da Figura 2.3 vais ser discretizada por dois elementos de dois nos, tal como se
representa na Figura 2.8. Nesta Figura indica-se ainda a numeragao local e global dos nds da
estrutura e representa-se as fun¢des de forma dos elementos.

q
R -~ ~ -~ -~ -~ -~ ~ e e ] F X1,Uq @
> - - - = > -—
} L } Area A
> U Low ul’2 Low ul’3
1 e . .22 e e 3 Numeragéo Global
1 1 21 2 2 Numeragdo Local
o 0 0 @
e 711 o> 712
2) 2
Fe» ( —e»>
Y Yo
X1 X112 X13 Coordenadas globais
X(l) M X(l) @ Coordenadas locais
1,1 12
(2) (2)
11 *12
1 N
1 2
! 2 Fungdes de forma
N do elemento 1
2 1
1 2
N
1
2 3
2 <
Fungdes de forma
N(z) do elemento 2
2 1
2
1
2
L( )
NGO N N®  N®
1 ! 1 ! 2 1
1 3
1 2
! "= 1n 21 = 1n 2

Figura 2.8 - Barra de secgdo constante submetida a forgas distribuidas uniformemente ao longo do seu eixo, e
discretizada por dois elementos finitos de dois nds.

Os deslocamento no interior de cada elemento obtém-se por intermédio das equacdes
seguintes,
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Elemento 1
u(x,) = NO(x, )ul) + N (x, )u) (2.38a)
Elemento 2
u?(x) = NP + NP Juf? (2.38b)

em que as fungdes de forma representam-se por funcdes iguais as determinadas na secgao 2.3,
pelo que,

Elemento 1
N0 X = % (2.39a)
= — 39a
B
)
X T &)
N§‘>_x(l) C (2.39b)
1,2 11
Elemento 2
(2)
X5 —Xx
N® = T 2.39¢
RO .
N = 5T X (2.39d)
o '
As derivadas das fungdes de forma tomardo a configuracio seguinte,
Elemento 1
dN 1
=—— 2.40a
dx, Y ( )
dNy 1
= (2.40b)
dx, LY
Elemento 2
dN® 1
= —— 2.40c
dx, g ( )
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dN® 1
1

Assim, a extensdo num ponto qualquer de cada elemento obtém-se por intermédio das relagdes
seguintes

Elemento 1

eV = = ul) + u!!) (2.41a)

Elemento 2

) () ()
o0 = A _ AN ey AN ) (2.41b)
dx, dx, dx,

Desenvolvendo procedimentos similares aos efectuados na seccdo 2.3 obtém-se, para cada
barra, as seguintes equagoes de equilibrio:

]_c(l)g(l) — Q(/l) + Qg) (barra 1) (2423)

em que

dNY dNY  aNY gNW

€= I<<>) (£4) d;l\)fcﬁ” dcjivx}l” dcz@” d;l\);gll) il (243
dx, dx dx, dx

v = [l W] (2.43b)

Q([U:I(()’ 0 NOT g a (2.43¢)

0" =[o" oY (2.43d)
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dN® aN®  dN® GNP

K= [ (£ ) df\z(g) dfé?z) d‘]@) ;V’Zgz) dx, (2.43¢)
dx, dx, dx, dx,

v = 2 (2.430)

0% = j(()) [N® NOT 4@ ax, (2.43g)

0" =0 obf (2.43h)

sdo, respectivamente, as matrizes de rigidez, os vectores dos deslocamentos dos nés, os
vectores das forgas nodais equivalentes as forcas distribuidas e os vectores das forcas

aplicadas nos nos dos elementos 1 e 2. As forcas distribuidas nos elementos 1 e 2

designaram-se por ¢\ ¢ ¢'?), respectivamente.

Considere-se que as barras t€ém sec¢do constante de area 4 e modulo de elasticidade E e estao
submetidas a carga uniformemente distribuida, g. Resolvendo os integrais que surgem em

(2.43) e substituindo o resultado em (2.42) obtém-se,

) (1
9 L 1 Q1,1
} - ( 2 j [J + |:Q1(12):| (2.44)
() ) ) @
£4 . | (q L 1 Ql,l
(T] Ll 1 }szj ) ( 2 j m " {Q@} (2.44b)

Na tabela 2.1 apresenta-se a correspondéncia entre as varidveis locais e as variaveis globais.

Elemento 1

Elemento 2

Quadro 2.1 - Variaveis locais e globais do exemplo da Figura 2.8.

Elementos Nos Coordenadas Deslocamento
local | global local | global local | global
1 1 1 x) X, ) i,
2 2 %) X, ) u,
1 2 xl(i) X, ul(zl) U,
2 2 3 x1(,22) X3 ”1(22) U,
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Efectuando nas expressoes (2.44) a correspondéncia estabelecida no Quadro 2.1 e tendo em
conta as seguintes equagdes de equilibrio nos pontos nodais de estrutura,

No 1: 9V = R
N6 2: oV + Q1<2> =0 (2.45)
N6 3: Q(2) —
obtém-se,
1 1
N6 1: (E—Aj( | [1 —1]{”“} - (ﬁj() - R (2.46a)
L u, 2

) () ) e)
N6 2: (E—Aj 1) - (ﬂ] + (E—A] 1“2 |- (ﬂj )
L u, 2 L U, 2

(2.46b)
N6 3: (E—A)(Z) [-1 1] e (Mjm =F (2.46¢)
' L 2 ) '

Organizando (2.46) em forma matricial obtém-se:

‘ ) 0)
£4 _[E4 0 “wLl)"  p
L L 2
) ) @) @ || . (1) @)

_(E4 E4)  (E4 _(E4 u, | = WLV 247

L L L L 2

O E_A (2) E_A (2) u1,3 q_ 2

L L 2

que constitui o sistema de equagdes de equilibrio da estrutura, que em notacdo mais
condensada se define por:

K(E) Q(E) — Q(E) ) (248)

O sistema de equacgdes (2.47) poderia ter sido obtido pela técnica de espalhamento. Assim,
apos se ter calculado a matriz de rigidez e o vector das forgas nodais equivalentes de cada uma
das barras que constituem a estrutura, proceder-se-ia ao seu espalhamento na matriz de rigidez
e no vector das forcas nodais equivalentes da estrutura. Este procedimento estd
esquematicamente representado na Figura 2.9. Assim, como a barra 1 tem como pontos nodais
os nos 1 e 2, a sua matriz de rigidez ¢ espalhada nas células definidas por estes nos. Por sua
vez, a barra 2 ¢ caracterizada pelos nds 2 e 3, pelo que a sua matriz de rigidez fica espalhada
nas células definidas por estes nos.
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no 1 né 2 né 3
[z EAl) ; 7 YA
o |(5) 0 45) &)
U igﬂ' el A NAYACH
n6 2 (Lj (LJ {LJ [Lj the :(TJ {TJ
. {E A)@ : [E_Ajz) i3—/ ( ql_L (2
né 3 i L ) | 2
E)

K

Figura 2.9 - Espalhamento das matrizes de rigidez e dos vectores solicitacdo das barras da estrutura da figura 2.8,
na matriz de rigidez e no vector solicitacdo da estrutura.

Dado que q1(1)=q](2)=q1 , V=19=L/2 ¢ u,, =0 a resolugdo de (2.47) conduz aos seguintes

resultados,

L 3g, L L
U, = 0; U, :—(F +quj s Uz = 2EA(2F + %L) (2.49)

R=—(F+gq,L)

Conhecidos os deslocamentos e tendo em conta a correspondéncia entre os deslocamentos
locais e globais definida no Quadro 2.1, pode-se obter as extensdes e tensdes/esfor¢os nas
barras da forma seguinte (ver equagdes (2.40) e (2.41),

Elemento 1
3q, L
AN ANY 1 1 F+=
gl(l) dxll 1(11) + deI ul(lz) — _ﬁ L + WMI,Z = T (2503)
N = (E4)"
. 3¢, L (2.50b)
Elemento 2
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q L
AN dN®) 1 1 e
£ = dxll u® 4 dle u = i s = E—A4 (2.50c)
N® = (E4)? &
. (2.50d)

Na figura 2.10 os resultados obtidos com a formulacao exacta e com a formulagdo aproximada
do MEF sdo comparados para o caso em que a barra ¢ discretizada por dois elementos de barra
biarticulada de dois nos. Tal como no caso da barra discretizada por um elemento de barra de
dois nos (ver Figura 2.7), constata-se que as duas formulagdes (exacta e aproximada)
conduzem aos mesmos resultados nos pontos nodais. Entre os nos os resultados obtidos com o
MEF nao coincidem com os obtidos com a formulacdao exacta. Contudo, os resultados sao
agora mais proximos dos exactos do que os obtidos com a discretizagdo com um Unico
elemento. Os esforcos também se aproximam mais dos exactos, mas os erros sdo ainda
significativos, maiores que os obtidos nos deslocamentos. Pode-se afirmar que os erros nas
extensdes e tensdes/esforcos sdo maiores que os erros nos deslocamentos dado que as
extensdes e tensoes/esfor¢os obtém-se por derivagdo do campo de deslocamentos, que ¢ uma
funcdo aproximada do campo de deslocamentos reais. Pode-se concluir ainda que o
refinamento da malha, isto ¢, uma discretizacdo da estrutura por intermédio de um maior
numero de elementos proporciona resultados mais proximos dos exactos.

q,= 1kN/m
| E.A ‘ Solugdo exacta
\ L = — -— MEF (1 elemento)
—--— MEF (2 elementos)
EAu, ,
L2
05+————————
2, |
s S |
P /r'/ ‘
/ |
v |
270 |
4 | |
‘ ‘ » X ! , » X
1 L 0.5 1 L
Figura 2.10 - Barra de sec¢do constante submetida a for¢as uniformemente distribuidas ao longo do eixo da

barra. Solugdo exacta e aproximada utilizando dois elementos finitos de dois nos.
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2.5 - Generalizaciao da solucdo com varios elementos de dois nos.

Considere-se agora que a barra da Figura 2.3 ¢ discretizada em n elementos finitos de dois
nds. Neste caso, o estabelecimento do sistema de equagdes de equilibrio da estrutura passa
pelo calculo da matriz de rigidez de cada elemento de barra,

dN' aN©  dN© an'

(e)
(e) I (e) dxl dxl dxl dxl
l£ - JArl(tl) (E A) nge) le(e) dNée) nge) dxl 5 (251)
dx, dx, dx, dx

pelo calculo do vector solicitagdo das forgas nodais equivalentes a ac¢do actuante em cada
elemento finito,

(e)

e X2 N(e) e
Q(e) - I ©) { 1(6)}%( Vdx, , (2.52)
N2

X1

(E)

pelo espalhamento de k') na matriz de rigidez da estrutura, K, e pelo espalhamento de

Q(e) no vector solicitacdo da estrutura, Q(E ', A este ultimo havera que adicionar as forcas (de

accdo e reacgdo) directamente aplicadas nos pontos nodais da estrutura. Para um determinado
elemento, as funcdes de forma e correspondentes derivadas obtém-se a partir das equagdes
seguintes

( _
N = i N = S (2-53)
X2 =X M2 T
(e) (e)
Ny }) ; dN,” _ %) (2.53b)
dx, L dx, Le

Se EA for constante ao longo da barra, (2.51) e (2.52) podem ser calculados utilizando-se as
relacdes (2.53) obtendo-se,

(e) (e)
@ _|EA D 1 e _|a L] |]
‘ _{L} [—1 1}’2‘ _{ 2} H 29

k(e) k(e) (6)
k(e):{ I o (2.55)

ou
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em que kfie) ¢ a forca aplicada no né i que impede este n6 de se deslocar quando ao no j ¢

aplicado um deslocamento unitario, ul(ej) =1.

Efectuando o espalhamento da matriz de rigidez de cada barra na matriz de rigidez da
estrutura e o espalhamento do vector solicitacdo de cada barra no vector solicitacdo da
estrutura obtém-se,

K kY 0 0 [ u, | (¢,L)"/2 + F,

A A A 0 || u, (¢, 2)"/2+ (¢, L)) /2 + F,

0 K kA 0 || s (¢, )72+ (g, L) /124 F, | (2.56)

0 0 k) |l =

0 0 Ko+ kD kD s | (g L) 2+ (¢, L) /2 + F
0 0 k) K|, || (¢,L)"/2+ F, |

—
RG ule) o)

Note-se que no vector solicitacdo se incluiu as forcas aplicadas directamente nos »n pontos
nodais da estrutura. Nas posi¢des do vector Q(E) correspondentes aos nos da estrutura ligados

ao exterior havera ainda que adicionar as reacgdes.

2.6 - Exemplos de aplicaciao

1 ° Exercicio
Analisar a barra de sec¢ao circular variavel representada na Figura 2.11 discretizada com:

a) um elemento;
b) dois elementos;
¢) trés elementos;

de barra biarticulada de dois nds, de sec¢do constante a determinar.

d) Sabendo que segundo a solucdo exacta o deslocamento na extremidade livre da barra ¢
1.71828FL/( E4, ), calcule o erro que se obtém com o método dos elementos finitos quando

se discretiza a barra com um, dois ou trés elementos de barra.
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A=A .exp(-x/L)

Area A

| L |

Figura 2.11 - Barra de secgdo circular variavel ao longo do seu comprimento, submetida a uma carga aplicada na
sua extremidade livre.

Resolucao

a) Estrutura discretizada com um elemento de barra de dois nos

O elemento de barra tem sec¢do constante igual a sec¢do a meio vao da barra real (ver Figura
2.12). Assim,

AV = 4, (2.57)

Recorrendo a (2.51) e (2.52), a matriz de rigidez e o vector solicitagdo do elemento (iguais aos
da estrutura) apresentam a seguinte configuragao:

S I . 1 -1
K = EAOTe[ O } _ E4 0.60653{ O } (2.58a)
o [ﬂ (2.58b)

em que R € a reacgdo no nd de ligacdo da barra ao exterior (nd n° 1). Assim, o sistema de
equagdes de equilibrio € o seguinte:

1 —-1||lu R
E4 ) 60653 M= (2.59)
L -1 1 ||y, F

em que u, =0. Resolvendo (2.59) obtém-se os seguintes resultados

Uy, = 1.648722—;0 . R=-F. (2.60)

Joaquim Barros 2.21



Método dos elementos finitos aplicado a estruturas reticuladas Capitulo 2

A=A exp(-1/2)

R F
_ P — — — — — — | — — — — — — — ——
Sop o Xp Wy
YW, | Uia
| L2 } L2 |
Figura 2.12 - Um elemento de barra de dois nos.
A solucdo exacta ¢ a seguinte:
o, = F_E (2.61a)
A A4,
=G E (2.62)
E EA4,
. FL FL
w(x, =L)y=| &dx,=| —e""dx = e—1)=171828 . (263
(% )jlleEAo = gaeD ri @9
Note-se que
1 L
LowiL _ |1 i — _
jo et dx, = L/Le l dx, = L(e-1). (2.64)

Comparando (2.60) com (2.63) constata-se a ocorréncia de um erro de 4.0% que ndo ¢
significativo face a ter sido somente utilizado um elemento finito na discretizag¢ao da estrutura.

b) Estrutura discretizada com dois elementos de barra de dois nos

O elemento 1 tem seccdo igual a da barra real a distdncia x, = L/4, pelo que (ver Figura
2.13),

AV = 4 e (2.65)

O elemento 2 tem sec¢do constante igual a da barra real a distancia x; = 3/4 L, pelo que (ver
Figura 2.13),
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A? = 4,7, (2.66)

A=A exp(-1/4)

A=A exp(-3/4)

4R> U — 4F>
— M T e @ 77737 o X Uy
Uy prmomeed———"" Uis
LA = L4 e L4 L4
Figura 2.13 - Dois elementos de barra de dois nos.
As equagoes de equilibrio de cada elemento sdo:
Elemento 1:
1 —1]|u R
15576 £ M= (2.67a)
L [-1 1 ||u, 0
Elemento 2:
1 —1]|u 0]
0.9447 £ b= : (2.67b)
L |[-1 1 ]|lug, F ]

Assemblando estas equacdes no sistema de equacdes de equilibrio da estrutura obtém-se,

Y 1.5576 —-1.5576 0 Uy, R
01 -1.5576  1.5576 + 0.9447  —0.9447 || u,, |=| 0 |. (2.68)
0 —0.9447 0.9447 || u, F
Como u,, = 0, aresolugdo de (2.68) conduz aos resultados seguintes,
FL
u, 5 = 1.7005 ; u, =0377541u,, ; R=-F (2.69)

0
pelo que o erro ¢ de 1,0%.

¢) Estrutura discretizada com trés elementos de barra de dois nos

Os elementos 1, 2 e 3 tém secgdo constante igual a da barra real a distancia, x, =1/6L,
x, =L/2 e x, =5/6L,respectivamente, pelo que (ver Figura 2.14),
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AV = 4 eV 4D = 40 4D = 4,070 (2.70)

A=A exp(-1/6)

A=A exp(-172)
A=A exp(-5/6)

R - F
= T I v,
u u
1,1 12 u1’3 1,4
| L/6f=L/6-mf=L/6-f=L/6-=-L/6-=|=L/6-]
Figura 2.14 - Trés elementos de barra de dois nos.
As equagoes de equilibrio de cada elemento sdo,
Elemento 1
1 —1j|lu R
25394 £ M= (2.71a)
L |-1 1 ||u, 0
Elemento 2
1 —-1||lu 0
1.8196 L4 - (2.71b)
L |[-1 1 ||uy, 0
Elemento 3
I —1||u 0
13028 £ Bl (2.71c¢)
L |1 1]|lu, F

Assemblando estas equacdes no sistema de equacdes de equilibrio da estrutura resulta,

2.5394 —2.5394 0 0 U, R
E 4,|—2.5394 2.5394 +1.8196 -1.8196 0 u, | |0 2.72)
L 0 —-1.8196 1.8196 +1.3028 —1.3028 || u; Slo|t T
0 0 -1.3028 1.3028 || u,, F
Como u,, = 0, aresolugdo de (2.72) conduz aos seguintes resultados:
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FL

u,, = 1.71036 s, = 0.551561u,, ; u,, = 0.230241u,, ; R=-F (2.73)

0
pelo que o erro ¢ de 0.5%.
Na Figura 2.15 representa-se a evolugdo do erro do deslocamento da extremidade livre da

barra com o nimero de elementos que a discretizam.

erro do deslocamento a
da extremidade (%)

0.5f————————

|
T
|
|
|
|
|
|
|
|
i e B

| |
| |
2 3 Namero de
elementos
Figura 2.15 - Evolucao do erro do deslocamento da extremidade livre da barra da Figura 2.11 com o ntimero de
elementos que a discretizam

2 ? Exercicio

A barra representada na Figura 2.16 ¢ constituida por um perfil HEB 200 de aco FE360 ¢ esta
submetida ao seu peso proprio e a uma carga aplicada na sua extremidade livre. O peso
especifico do material da barra (y) é de 75 kN/m’ ¢ a 4rea da seccio transversal da barra ¢ de
78.08x10™* m”.

a) Discretize a barra em trés elementos de barra biarticulada de dois ndés com o mesmo
comprimento;

b) Calcule a matriz de rigidez da estrutura;

c¢) Calcule o vector solicitacdo da estrutura;

d) Calcule os deslocamentos, reacgdes, extensdes e esforgos;

e) Qual o erro maximo nos deslocamentos e nos esfor¢os quando se utiliza a formulagao pelo
método dos elementos finitos, sabendo que pela formulacio exacta a solugdo é:
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1 DX
u, = = —# +(F + p, L)x, (2.74)
N=F+p (L -x) (2.75)
em que p; € o peso proprio da barra.
R
'
- l M HEB200
i
BE
l F =100 kN

Figura 2.16 — Estrutura em perfil HEB200 de ago Fe360 submetida ao seu peso proprio e a uma forga
aplicada na sua extremidade livre.

Resolucdo:
a) Discretizacdo da estrutura em 3 elementos de 2 nos

Na Figura 2.17 apresenta-se a estrutura discretizada em em trés elementos de barra
biarticulada de dois nés, com 0 mesmo comprimento.
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1

)

3)

13— 13— 13—

i> u1,4

Figura 2.17 — Discretiza¢do em trés elementos de barra biarticulada de 2 nds.

b) Calculo da matriz de rigidez da estrutura

A (HEB200) = 78.08x10*m?> ; E=200x10°kPa ; [W=1P=[Y=L[/3=1m

1 -1 1 -1
KO = k= g :%f{ . }: 1561600[ . } (2.76)

Efectuando o espalhamento das matrizes de rigidez de cada elemento na matriz de rigidez da
estrutura obtém-se,

1 -1 0 O 1561600 —1561600 0 0
w _EA -1 2 -1 0 _ -1561600 3123200 -1561600 0 2.77)
- 210 -1 2 -1 0 -1561600 3123200 -1561600
0 0 -1 1 0 0 -1561600 1561600

¢) Calculo do vector solicitacdo da estrutura

y=75kN/m> ; A=78.08x10"m’> p,=yxA=0.5856 kN/m
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D L(l) P L(Z) D L(3)

= 4+ R E30 S S0 S
oh =| 2 . o® =] 2 . 0% = 2 . (2.78)
- plzL(l) - P 2L(2) o pl_L(3) + F

Efectuando o espalhamento dos vectores solicitagdo de cada elemento no vector solicitacao da
estrutura obtém-se,

(1)
p'ZL + R
p, LY N p, L? 0.2928 + R
" B 2 0.2928 + 0.2928 |. (2.79)
Q" = p, LY p L™ | |0.2928 + 0.2928
+
2 2 0.2928 + F
p, LY
+ F
L 2 J

d) Calculo dos deslocamentos, reacgoes, extensoes e esforgos

Deslocamentos e reacc¢oes

Os deslocamentos ¢ as reagdes obtém-se por intermédio da resolucdo do sistema de equacdes
de equilibrio da estrutura,

K"u" =" (2.80)
ou
1561600 —1561600 0 0 0 0.2928 + R
~1561600 3123200 —1561600 0 ,| | 05856 2.81)
0 ~1561600 3123200 —1561600 |[u,,| | 0.5856 | '
0 0 ~1561600 1561600 ||u,, 0.2928 + F

Reorganizado este sistema da forma seguinte

(£)
ki k| g (2.82)
K%) K_(;) Q(fE) Q(€)+E(E)

=7

em que K Ef) inclui as linhas e as colunas de interac¢do entre graus de liberdade livres, K (;)

o : . . : T
inclui as linhas e as colunas de interac¢do entre graus de liberdade fixos, K (; ) = K (f'f) inclui

os termos de rigidez relativos a interac¢do entre os graus de liberdade livres e fixos, U EE)e
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U (f) sdo os vectores que incluem os graus de liberdade livres, a determinar, e dos graus de

liberdade fixos (de valor nulo ou imposto, como sejam os assentamentos de apoio),
. . E ~ .
conhecidos, respectivamente, Qi Ve Q(f)sao os vectores que englobam as forcas nodais

equivalentes em correspondéncia com os graus de liberdade livres e fixos, respectivamente, ¢
E) , . . ~ .
E( ) ¢ 0 vector que inclui as reac¢des nos apoios da estrutura.

Os deslocamentos livres obtém-se da primeira linha de (2.82):
K,PU,"” = Q;E) _ Kaf(E) Qf(E)- (2.83)

Como os graus de liberdade livres sdo os correspondentes aos nos n° 2, 3 e 4, (2.83) resulta em

3123200 -1561600 0 U, 0.5856
- 1561600 3123200 - 1561600 u ;| = 0.5856 (2.84)
0 - 1561600 1561600 U, 0.2928 +100

pelo que

u,, = 6.4974385x107 m
u 5 =1.2957377x107 m . (2.85)
u,, =1.9379816x107* m

Da primeira equacdo de (2.81) obtém-se a reac¢do R =-101.757 kN.

Extensoes
Elemento 1:
(1) ) )
1(1) = il = an, 11 all U, (2.86)
dx, dx, dx,
Elemento 2:
() 2 )
g = ™ _ N, 1,2 b U (2.87)
dx, dx, dx,
Elemento 3:
3 3) 3)
(oM _ AN, Ny (2.88)
dx, dx, dx,
em que
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dN" dN?® dnN? 1
dx, dx, dx, L
(2.89)

dND dN® AN 1
dx, dx, dx, L

Assim,
el =0+ %6.4974385x105 = 6.4974385x10°°
1 1
@ _ _ 1 -5 L -4 _ -5
a’=- 6.4974385x107° + 75 1.2957377x107* = 6.4599385x10 (2.90)
g = —%1.295737%40-4 + %1.9379816x10‘4 = 6.422439x107°
L L
Tensoes
o, = E¢ (2.91)
pelo que
o =200x10° x 6.4974385x107° = 12995 kPa
0P =200x10° x 6.4599385x10~° = 12920 kPa (2.92)
o =200x10° x 6.422439x10™° = 12845 kPa
Esforcos
o, =N=o0,4 (2.93)
pelo que
o” =101.5 kN
c.” =100.9 kN (2.94)
.V =100.3 kN
e) Erro mdximo
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1 0.5856 x3*
Uy = 6 =T
200%x10° x 78.08 x 10 2

+ (100 + 0.5856 x 3)x3 | =1.9379816 x 10*m  (2.95)

pelo que o erro ¢ de aproximadamente 0%.
3 ° Exercicio

A barra representada na Figura 2.18 tem secc¢do circular variavel definida pela expressao
apresentada na Figura, em que Ao ¢ a area da sec¢do da extremidade livre da barra (x; =L)

com didmetro igual a 0.2 m. Esta barra estd submetida, para além da ac¢do do seu peso
proprio, a uma forga concentrada de 50 kN na sua extremidade livre.

a) Discretize a barra em dois elementos de dois nds;
b) Calcule a matriz de rigidez da estrutura;

c¢) Calcule o vector solicitagdo da estrutura;

d) Calcule os deslocamentos e a reacgao.

Dados: E = 30 GPa, y = 25 kN/m’.

L=2m

A(x,) = 3A4A,x,/L+2A,(x/L)’

l 50 kN

Figura 2.18 - Barra de secgdo circular variavel submetida ao seu peso proprio e a uma for¢a na extremidade livre.
Resolugao:

a) Discretizacao da barra em dois elementos de dois nos (ver Figura 2.19)

Joaquim Barros 2.31



Método dos elementos finitos aplicado a estruturas reticuladas
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@

Ny
—
T

i Y3

Figura 2.19 - Barra de sec¢do circular variavel submetida ao seu peso proprio e a uma for¢a na extremidade

2
Ay = 70.2

=0.031416m’
b) Calculo da matriz de rigidez da estrutura:

Elemento 1

1 1
L A(XI)IOL/z (La)l)z (Ll(l))z E A(x)ds,

WY @y

1

O}

@y @y

L I’

1 1
&(l) _ (L(l)l)z (Ll(l))z £l3a

LoanEg 2t
2 2L 3L
(L(l))z (L(l))z
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1 1

MYy (R
KO = (Lll) (Lll) E(3A0 4, + %)

D,

1

K" =0.0680678 (L(l)l)z (]i(l))z E

o I -1
K" =0.0680678 E

-1 1
Elemento 2
1 1
L L 72 ¢
kY = [ B EA(x)Bdx, = [ ( 1)2 (1 J E A(x,) dx,

1

1
- 3
2 2) 2 3 2 24,L
£ - (>} (L)ZE3AOL_4AOL+2A02L _3A0£+4A0L/4_ OZA
1 1 2L 3L 2 2L 3L

1 1
| BT T [z,
(@ @@y
L
o B)
K? = 0.03665 ( 1)2 (Ll fle
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o -
K* =0036652) |E

Efectuando o espalhamento das matrizes de rigidez dos elementos na matriz de rigidez da
estrutura obtém-se,

0.0680678  —0.0680678 0
K" = E|-0.0680678  0.1047198  —0.036652
0 —0.036652  0.036652

c¢) Calculo do vector solicitacao da estrutura

Elemento 1:

L2
0" =] N'ga

Funcgdes de forma de um elemento de barra de dois nos :

N = (L-x,)/L N =x,/L

YD
g[(l) _ J-OL/z (L(;)(l) y A(x,)dx,

L

—x XD 2
12 | [£=x 4 A4, x 24, x
Qf(l) = 7I ( L ) (3/10 - LO L+ lf)z 1 del

o [0.0379609
2 T 710.0301069

Elemento 2:

L
25:2) - L/z N' gdx,
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L[ n@)
QEZ)Z I [le(z) y A(x,)dx,

LZ

Lo (on ) 44 x  4A X
QEZ)ZyJ‘ 'L/z (3A0— LO L+ . lexl¢>

@ {0.019635}
=7

=t 0.017018
Assim,
0.0379609 0.9490
Qgg) =710.0497419| = | 1.2435 e QEDE) ~ 1o
0.017018 0.42545 50

d) Calculo dos deslocamentos e da reacc¢ao

(E) 7 1(E) _ A(E) (E)
KU " =0"+0,

2042034 —2042034 0 0 0.9490 R
—2042034 3141594 -1099560 ||u,, |=| 1.2435 |+| O
0 —1099560 1099560 || u, 4 0.42545 50

Resolvendo este sistema de equagdes de equilibrio obtém-se:

R =-52.618 kN
u, = 2.530269x107 m.
u ;= 7.116235x107 m

2.7 Resumo das etapas de analise de uma estrutura segundo o método dos elementos
finitos

Os passos fundamentais que devem ser adoptados na analise de uma estrutura segundo o
método dos elementos finitos sdo os seguintes:

1- Discretizar a estrutura numa malha de elementos finitos ;
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2- Calcular a matriz de rigidez e o vector das forcas nodais equivalentes para cada
elemento finito. Estas entidades sdo obtidas por intermédio das expressdes seguintes,

K= [ B'DBax, (2.96a)
0=, N gax (2.96b)
em que,

k' =, B DB, dx (2.96¢)
09 = [ Nl qd (2.96d)
D = E A (para o caso das barras biarticuladas). (2.69¢)
B = dN,(x,) ~ dN,(x) (matriz de deformagcio). (2.691)

dx, dx,

3- Assemblar as matrizes de rigidez dos elementos na matriz de rigidez da estrutura,
K¥ e E K9 (2.97)

em que e —> E significa assemblar entidades associadas aos elementos na entidade associada
a estrutura.

Assemblar os vectores das forgas nodais equivalentes 4s acgdes que actuam no elemento, no
vector das forcas nodais equivalentes da estrutura,

0" e E QY. (2.98)

o . E ~ ~ .
4- Adicionar a Q( ! as forgas de acgio e reac¢io que actuam directamente nos pontos

nodais;
5- Introduzir as condi¢des de ligagdo da estrutura ao exterior;

6- Resolugdo do sistema de equagdes de equilibrio:

K(E) 'Q(E) — Q(E) (299)

7- Determinagao da tensdes/esfor¢os para cada elemento da estrutura,

integracao
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- (2.100)

esforgos
Lei de Hooke
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