Estruturas | Capitulo 4 — Teoremas energéticos

4 - TEOREMAS ENERGETICOS
4.1 - Introducéo

Todos os teoremas energeéticos da teoria da elasticidade podem ser directamente deduzidos
dos dois seguintes principios energéticos complementares:

e principio do trabalho virtual (ou dos deslocamentos virtuais);
e principio do trabalho virtual complementar (ou das forgas virtuais).

Os principios energéticos que se apresentam nesta seccdo sO se aplicam a estruturas que
desenvolvem deslocamentos e extensdes infinitésimais, dado que se assume relagdes lineares
entre as extensdes e os deslocamentos (equagdes (2.35)).

4.2 - Trabalho externo e trabalho externo complementar

Se o elemento de barra representado na Figura 4.1a for submetido a uma forca exterior, Q,
que aumenta desde o valor nulo até ao valor Q,, a barra sofre um alongamento crescente de

zero até ao valor de u,. Se a resposta Q - u for ndo linear, isto é, se o material da barra
desenvolver comportamento ndo linear, a relagdo Q - u é a que se representa na Figura 4.1b.
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Figura 4.1 - A barra submetida a forca axial Q (a) pode desenvolver uma relagio Q-u n&o linear (b) ou linear

(©).

A &rea sob a curva Q-u e o eixo das abcissas, We, representa o trabalho produzido pela for¢a
Q ao mover o ponto B para B’ (ver Figura 4.1a),
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W, = trabalho externo = f: QSu (4.1)

sendo o trabalho extendido a amplitude do deslocamentou,. A parcela Qdu no integral de
(4.1) representa o trabalho elementar produzido pela forca Q durante o elongamento

infinitesimal du da barra. Por sua vez, a area entre a curva Q-u e o eixo das ordenadas
representa o trabalho externo complementar determinado por intermédio da seguinte condicao

W, = trabalho externo complementar = J'OQl uoQ. 4.2)

Assim, a parcela u 6Q no integral de (4.2) representa o trabalho elementar produzido
durante a variagdo infinitesimal da forca Q, 5Q, quando na barra esta instalado um
elongamento u.

Se a barra se comportar em regime linear elastico, a relacdo Q - u é linear, conforme se
representa na Figura 4.1c. Neste caso, o trabalho realizado durante a deformacéo elastica é
armazenado como energia eléstica, que é recuperada se a carga aplicada a barra for retirada.
Para uma barra com este comportamento e submetida a uma forga Q crescente de zero até Q,

e em que o ponto de aplicacdo de Q sofre um deslocamento de zero até u,, o trabalho
realizado € o que se obtém por intermédio da seguinte relacdo (ver Figura 4.1c)

1
We = E Q[ uﬁ. (43)

Neste caso o trabalho externo e o trabalho externo complementar sdo iguais, dado se sdo
iguais as areas Ou,A e OAQ, , na Figura 4.1c.

Considere-se agora que a barra representada na Figura 4.1a esti submetida a uma forca Q e
que em determinado instante essa forga Q varia de um infinitésimo &Q. Sob a forca JQ a

barra sofre um deslocamento infinitésimal du na direccdo de Q. Neste caso, 0 acréscimo de
trabalho externo realizado durante a variagdo de deslocamento Su é o seguinte (ver Figura
4.1¢c)

SW,=QSu + %5(9 Su. (4.4)

Se 0 material da barra tiver comportamento nédo linear, surgiriam termos adicionais em (4.4)
que sdo infinitésimos de ordem superior a dQdu, que podem ser desprezados, dado se ter

considerado que as estruturas em analise desenvolvem deslocamentos infinitésimais.

No caso geral de uma estrutura submetida a um sistema de forcas superficiais 95 e forgas de

volume Q , se se impuser um acréscimo de deslocamentos generalizados 6U desenvolve-se
um acréscimo de trabalho externo que se pode obter por intermédio da seguinte equagédo
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AW, = [ Q U av + [ Q 45U ds
1 ) + termos de ordem superior (4.5a)
AW, = éWe+E SN, +...
em que
T T
awe:jQ 5ng+jQ SU ds (4.5b)
VvV —y s —g

representa a variagdo de primeira ordem de AW, e §°W, representa a variagdo de segunda
ordem de AW,.

O primeiro termo de (4.5b) representa o trabalho externo produzido pelas forgas de volume
9\/ e 0 segundo termo representa o trabalho externo produzido pelas for¢as de superficie 95 :

Se as forgas exteriores QS e QV forem reunidas num unico vector, Q, e se o vector sU

representar a variagdo dos deslocamentos dos pontos de aplicacdo de Q segundo a direccao
de Q, a variagdo do trabalho externo é dada por

=Q" sU.. (4.6)

Considere-se agora a mesma estrutura sujeita a um sistema de forcas externas de superficie
Qs e de volume QV . Se a esse corpo lhe for aplicado um acréscimo de forga 5QS e §QV

produz-se um acréscimo de trabalho denominado de trabalho externo complementar dado por

T T
AW, = [ U §Q dv+[ U 5Q.ds
1 + termos de ordem superior (4.73)

AW, = OW,, + [E SPW,, + ]

em que
T T
MW, =[U 5Q dv+[U 5Q_ds (4.7b)

representa o acréscimo de primeira ordem de AW, e 5°W,, 0 acréscimo de segunda ordem de
AW, . Se as forgas exteriores forem agrupadas no vector Q, o trabalho externo complementar

vVem exXpresso por

SW,, =UT SQ. (4.8)
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4.3 — Trabalho interno e energia de deformagéo
4.3.1 — Deformagéo axial

Considere-se a barra biarticulada de material com comportamento linear-elastico representada
na Figura 4.2. Esta barra tem secgdo transversal de area A, moddulo de elasticidade E,
comprimento L e esta submetida a uma forca Q segundo o eixo /,. Esta for¢ca aumenta desde

o valor nulo até ao seu valor final, induzindo na barra um esforco axial N,, e
consequentemente, um estado de tenséo

N
o, :Kl' (4.9)
Nfl Nfl Q
AE S % A
, , u€1
de
/\\/ /\L

L

Figura 4.2 — Barra biarticulada de comprimento L, mddulo de elasticidade E e seccéo transversal de area A.

Sob o esforgo axial N,, a barra sofre um deslocamento u,, obtido por intermédio da seguinte
expressao:

u, = (4.10)
em que EA/L é arigidez axial da barra. O deslocamento u, provoca uma extensao

u
& = fl (4.11)
O trabalho interno de deformacéo produzido pelo esforgo axial N, é igual a area representada
na Figura 4.3a, sendo obtido segundo a expresséo

W. = Nl ul

: 5 (4.12)
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l1 6,61

/

(@) (b)
Figura 4.3 — Trabalho interno (a) e energia (b) produzidos durante a deformacéo axial de uma barra biarticulada
com comportamento linear-elastico.

Substituindo (4.10) em (4.12) obtém-se

2
W, = ;\'E/'; (4.13a)
ou
2
w = E ;Lul (4.13b)

pelo que o trabalho interno pode ser explicitado por intermédio de uma fungéo quadratica nos
esforgcos ou nos deslocamentos. Considerando-se um elemento de comprimento d¢, (ver

Figura 4.2), a variacdo de trabalho interno, dW;, realizado na deformag&o axial deste elemento
sera obtida substituindo em (4.13) L por d/, e u, por du,, resultando

N/ d/,

W, =~ (4.142)
ou
2
dw, = %‘;”1 . (4.14b)
1

O trabalho interno por deformagcao axial da barra obtém-se integrando as expressoes (4.14) ao
longo do comprimento da barra,

2
W, = % [ OL%dfl (4.153)
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ou

2
W = % [TE A(%j de,. (4.15b)
1

Se em vez do esforco axial N, e deslocamento u, se se considerar a correspondente tenséo,
o,, e extensdo, &, e as substituir nas expressdes (4.15) obtém-se as expressdes que permitem
determinar a energia dissipada na deformacéo axial de uma barra de volume V=AL,

2
U, =%JOL%Ad£1
. (4.16a)
Z?J.V GleldV
ou
uizijv g2 E Ad,
2 (4.16b)

1
= EJ.V o, & dv

A energia dissipada por unidade de volume, também denominada de densidade de energia
obtém-se de

U -+ (4.17a)
2 E
ou
1
U, = 50'1 & . (4.17b)

No caso geral de um corpo submetido a um estado de tenséo caracterizado pelas componentes
o,, 0,, o, e pelas respectivas extensbese,, ¢,, &, a energia de deformacéo obtém-se

aplicando o principio da sobreposicao dos efeitos, resultando

U :%J.V (01 & +0,¢& + 0, 83) av . (4.19)

4.3.2 — Deformacéo por corte

O elemento de barra representado na Figura 4.4 esta submetido a esforcos de corte no plano
(.0,,V,, e aesforcos de corte no plano ¢,¢,, V,. Os eixos ¢, e ¢, sdo principais centrais de

inércia da seccdo da barra. Estes esforcos produzem trabalho interno de deformacéo
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distorsional (ou de corte) das seccdes transversais da barra. Dado que o procedimento para se
estabelecer as expressdes do trabalho interno e da energia por deformagéo de corte devido a
V, é semelhante ao que se aplica na determinagéo das expressdes do trabalho interno e da

energia por deformagcdo de corte devido a V,, apenas se descrevera este ultimo.

13

l2

Figura 4.4 — Elemento de barra submetido a forgas distribuidas por unidade de comprimento segundo o eixo 7, ,

f,,esegundooeixo /5, f,.

Devido a actuagdo de f,, a viga deforma-se, pelo que uma determinada seccéo transversal da
barra desloca-se segundo 7,, conforme se representa na Figura 4.5.

l2

()

Figura 4.5 — Deformacéo da barra devido & actuagdo de f2 .
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Durante o deslocamento dessa sec¢éo, o esfor¢o transverso nessa secgéo, V,, desenvolve o
trabalho seguinte

(4.20)

denominado de trabalho interno por deformacao de corte no plano da secgdo ¢,¢,. Dado que,

u

TZ=712’ (4.21)
Ty =\g (4.22)
e
7,=G 71 (4.23)
entdo
u,= v L (4.24)
GA

em que G é o mddulo de elasticidade transversal do material que constitui a barrae A, é a
area reduzida de corte segundo o eixo /,. Em (4.24) o factor G A, /L é a rigidez de corte
segundo o eixo /,. Substituindo (4.24) em (4.20) obtém-se

W, =2 = (4.253)
2G A,
ou
* 12
w = CA (4.25b)
2L

que é uma funcdo quadratica no esfor¢co de corte ou no deslocamento segundo /,,
respectivamente. Considerando-se um elemento de comprimento d/, (ver Figura 4.5), a
variacdo de trabalho interno, dW;, realizado na deformagédo por corte no plano /,¢, deste
elemento sera obtida substituindo em (4.25) L por d/, e u, por du,, resultando

2
dwW ——2_dy, (4.262)
2GA
ou
* 2
aw, = S A du (4.26b)
2dr,

Assim, o trabalho interno por deformacdo de corte da barra, no plano ¢,/, obtém-se
integrando as expressodes (4.26) ao longo do comprimento da barra,
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RTTA
= jOGA2d£ (4.27a)
ou
du
:_J' GAZ( 2] (4.270)

Se a barra estiver submetida a esforgos de corte no plano 7,/,, V,, entdo o trabalho por

deformacdo de corte neste plano determina-se por procedimento analogo ao acabado de
expor, obtendo-se

W= (4.28)
1 V7
=51, T (4.29)
ou
.:_j As[du3j . (4.29D)

em que A, é a area reduzida de corte segundo /,.

Se em vez dos esforgos de corte V, e V, e dos deslocamentos transversais u, e u,, se se
considerar as correspondentes tensdes, z,, e 7,5, e extensdes (distorsdes, mais propriamente
dito), 7,, e y,,, obter-se-ia a energia por deformagéo de corte nos planos ¢,/, e ¢,/,. Neste
caso, as relagdes (4.20) e (4.27) a (4.29) converter-se-iam nas seguintes:

U, = 1'122;/12 (4.30)
_ 1J'L A )
20 G ° (4.31a)

U|_2 07/12(-:"6‘2CM1
n : (4.31b)
_[ 7, 71 AV
U, = sl (4.32)
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2 *
Uizlj'LTlsAsdgl
2Jo

G (4.33)

1
:E-[V 733713 AV

1,0 N
U, = EJO 7/123G A dly
, (4.33b)

1
:E'[V 715 713 AV

respectivamente, que representam a energia dissipada na deformagdo por corte nos planos
0.0, e (., deum elemento de barra de volume V. A energia de corte dissipada por unidade

de volume no plano ¢,¢, sera,

- 2
Ui=18 (4.34a)
2 G
ou
— 1 )
Ui= > 75,6, (4.34b)
enquanto no plano /¢,¢, sera,
o 2
U =10 (4.35a)
2 G
ou
— 1 2
Ui= 3 71,6 (4.35b)

No caso geral de um corpo submetido a um estado de tenséo e deformacéo caracterizado pelas
componentes 7,,, 7,5, Ty, € Vips Vass Ya1» TESPECtivamente, a energia de deformagéo por

corte obtém-se aplicando o principio da sobreposicao dos efeitos, resultando

1

U ZEJ.V (712 V12T }/23+‘L'31}/31)dV : (4.36)

4.3.3 - Deformagéo por flexao
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Considere-se que a barra representada na Figura 4.6 tem comportamento linear-elastico.
Admita-se que os eixos ¢, e ¢, coincidem com 0s eixos principais centrais de inércia e que

definem com o eixo ¢, um sistema de eixos cartesiano.

(3

Figura 4.6 - Barra submetida a um par de momentos M, nas suas extremidades.

Se esta barra for submetida a um par de momentos flectores M, (momento em torno do eixo
£,) nas suas extremidades (ver Figura 4.6), apds a flexdo as seccOes das extremidades da
barra formam um angulo &,, denominado de angulo de rotacéo por flexdo (ver Figura 4.7),
que pode ser obtido por intermédio da seguinte equagao

g, - Mok (4.37)
El,

em que I, € a inércia em torno do eixo ¢, da seccéo da barra.

O trabalho interno produzido pela actuacdo dos momentos flectores M, serd igual a area
representada na Figura 4.8, sendo obtido por intermédio da seguinte expressdo

w, =M

=2 (4.38)
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N—

Figura 4.7 - Flex&o da barra no plano 7, /.

(2

/

0

02

Figura 4.8 - Trabalho interno produzido durante a flexédo em torno do eixo £, de uma barra (flexdo no plano

0,05).
Substituindo (4.37) em (4.38) obtém-se,
2
w=1ML (4.39)
2 EI,
ou
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(4.39b)

em que EI,/L é a rigidez a flexdo da barra em torno do eixo ¢,. Num elemento de
comprimento infinitesimal d/,, a variacdo de trabalho interno, dW;, sera obtida substituindo
em (4.39) L por d/, e &, por d@,, resultando

2
dw, = 1M, d, (4.40a)
2 EI,
ou
El, (d6,)
dwizE 2 (4,) (4.40b)
2 dy

sendo d@, a variagao de angulo entre duas seccOes afastadas de d/, (ver Figura 4.7).

Se a barra estiver submetida a flexdo simples, o momento M, varia ao longo de /,, pelo que
o trabalho interno de flexdo em torno do eixo /¢, resulta da integracdo das relacOes (4.40),
obtendo-se

L M2
== jo e 06 (4.41a)
ou
1.0 (do,)
_= 2
1] EIZ[—dglj .. (4.410)

Para o caso de flexdo no plano ¢,7,, desenvolver-se-ia raciocinio similar ao acabado de
descrever, obtendo-se as seguintes expressdes

w, =1 j : MZ (4.42)
ou
w =t [ EIS(%T d, (4.42b)
' T2d0 TRy,

em que |, é ainércia da sec¢do em torno do eixo /.

4.3.4 - Deformacao por torséo
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Considere-se que a barra de sec¢éo circular representada na Figura 4.9 esta sujeita a um par
de momentos torsores M, (momento em torno do eixo de barra, ¢,) aplicado nas
extremidades da barra. Apos a torsdo as seccOes das extremidades da barra rodam entre si de
um angulo 6, , denominado de angulo de tors&o.

(3

02

eh: eI€1+ el,'ﬁl

Figura 4.9 - Barra de secg¢do circular submetida a torséo.

Se o material da barra se comportar em regime linear-elastico, o trabalho interno produzido
serd igual & &rea OAB representada na Figura 4.10, isto é:

_ M6

W, 4.43
== (4.43)
Segundo a lei de Hooke,
6, = M, L (4.44)
2Gl,

em que |, é o momento de inércia polar e GI,/L é a rigidez a torsdo da barra cilindrica.
Substituindo (4.44) em (4.43) obtém-se

(4.453)

ou
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(4.45D)

(1

o]
Figura 4.10 - Trabalho interno produzido durante a torsdo de uma barra.

Num elemento de comprimento infinitesimal d¢,, a variagdo de trabalho interno, dW,,
obtém-se substituindo nas equagdes (4.45) L por d/,e & por dg,, resultando

2
aw =1 Mg, (4.462)
2 Gl
ou
2
dW, = 1(dg) Gl . (4.46b)
2 do,

Assim, o trabalho interno por deformacdo de torsdo da barra obtém-se integrando (4.46) no
comprimento da barra, i.e.,

W, = % [ g d, (4.472)
ou l
)
W, = % [, {3—2) de,. (4.47b)

Em barras de seccdo diferente da circular, o &ngulo de torsdo serd também proporcional ao
momento torsor aplicado e inversamente proporcional a rigidez a torsao, pelo que,

M
6, :Tl (4.48)
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emque C=GI,/L é arigidez a torsdo, sendo |, 0 momento de inércia a torséo, que varia
com a forma da secgéo transversal da barra.

4.3.5 - Corpo submetido a deformagéo generalizada

No caso mais geral, uma barra pode estar submetida a esforgo axial N,, a esfor¢os de corte na
secgdo ortogonal ao eixo 7, e dirigidos segundo o eixo /,, V,, e segundo o eixo /,, V;, a
momento torsor, isto €, momento em torno do eixo ¢,, M,, a momento flector em torno do
eixo /,, M,, e a momento flector em torno do eixo ¢,, M,. A barra n°2 do portico

tridimensional representado na Figura 4.11 é exemplo disto, dado estar submetida aos seis
tipos de esforgos referidos. Neste caso, o trabalho interno obtém-se aplicando o principio da
sobreposicao dos efeitos, pelo que é a soma das parcelas obtidas nas seccdes anteriores, isto &,

2 2 2
Wizij.LN—ldE1+1J-LV de, + —j “Ya gy 4
200 EA 20 GA; GA

%/—/

Parcela afecta

p Parcela afecta Parcela afecta
a0 esforgo axial ao esforco de corte na ao esforco de corte na
direcgdo do eixo 7, direccdo do eixo /5
1et M/ LM? L M?
S +—j 2d€ +—j (4.46)
° Gl
Parcela afecta ao Parcela afecta ao Parcela afecta ao
momento torsor momento flector em momento flector em
torno do eixo 7, torno do eixo /5
em que
. A
AN=— (4.47a)
1 2
o > da
Ar, A h
e
. A
A=— (4.47h)
1 J‘ S;
2 —2
A
Ar, h,

sdo as areas reduzidas de corte segundo os eixos ¢, e /., sendo r, e r, 0 raio de giragéo da
seccdo de area A em torno do eixo ¢, e /,, respectivamente, S, e S, 0 momento estatico
em relacdo ao eixo ¢, e ¢, e h,, h, a dimensdo da seccdo segundo ¢, e [/,
respectivamente.
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% R

Figura 4.11 - Barra de portico continuo tridimensional.

A densidade de deformacdo de um corpo sob estado tridimensional de tensdo e de extenséo
também pode ser obtido aplicando o principio da sobreposicéo dos efeitos, pelo que

1
U, 25(0'1 EF0, 86,1038+ T, )T Tg Vst Ty 731) : (4.48)
Em notagé&o tensorial esta relagdo rescreve-se da forma seguinte

1

Substituindo as equagdes da lei de Hooke (equagdes (2.47)) em (4.48) obtém-se:

1 1
U, = E(O'f + o) + 0'32) - %(0'10'2 +0,0, +0,0;) +E(r122 + T+ T§1) (4.50)

pelo que (4.48) passa a ser fungdo somente das componentes de tenséo. A relagéo (4.48) pode
ser reescrita em fungdo somente das componentes de extensdo (recorrendo-se novamente a lei
de Hooke) obtendo-se
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U = % AN +G (& + & +6)) +% G(ry + 72+ 72) (4.51)

sendo

VE
P -2 .

a constante de Lamé e
A=¢g +¢&,+¢, (4.53)

a extensdo volumétrica. Analisando a expressédo (4.51) constata-se que a derivada de U, em

ordem a qualquer componente da extensdo da a correspondente componente de tenséo. Por
exemplo.

du,
de

= AA + 2Gé, (4.54)

que, tendo em conta as relagOes (2.58) e (2.59), é igual a o;, . De forma similar verifica-se que

au, 1
dO'i = E[al - v(o, +oy, )] (4.55)

que, tendo em conta a expressao (2.47a), se constata ser igual a &,. Assim, por intermédio do

calculo da energia de deformacao é possivel obter as componentes de tensao e de extensdo em
determinado ponto.

No caso geral de um corpo sujeito a um sistema de forgas externas em equilibrio, qualquer
ponto do seu interior ficard submetido a um estado de tensdo caracterizado pelo vector o e a

um estado de extensdo caracterizado pelo vector &. Se o estado de deformacéo variar de &
para £ + 8¢ ocorrerd um incremento da densidade de energia dado por (ver Figura 4.12)

AU, =c'S¢

1

) + termos de ordem superior (4.56)
AU, =0U, +(55 U, +j

em que
oU,=c' S¢ . (4.57)

A energia de deformacéo armazenada no corpo, U;, pode ser obtida integrando (4.57) ao
volume do corpo, pelo que,

]
U, = jv o de dv. (4.58)
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A Uic
do | [T

Uic

L AU

Ui

N a—
de

Figura 4.12 - Energia de deformac&o (representagdo a uma dimensao).

Na Figura 4.12, a area entre a curva o —& € 0 eixo das abcissas representa a densidade de
energia de deformacéo. Por seu lado, a rea entre a curva o —¢ e 0 eixo das ordenadas (ver
Figura 4.12) representa a energia complementar de deformacéo (a uma dimensao),

U, =[ oU,av (4.59)

em que S U, é a energia complementar de deformacéo que se dissipa num elemento de
volume dV . Se o estado de tensdo variar de o para o +do , 0 incremento de energia
complementar de deformacéo sera dado por

AU, =¢'So

ic

AU

ic

+ termos de ordem superior 4.60
éUic+(%52Uic+...j P (4.60)

em que
sU._ =¢" 6o . (4.61)

Substituindo (4.61) em (4.59) obtém-se a energia complementar de deformacdo do corpo de
volume V,

IC

]
U, =jv edo dv. (4.58)

4.4 - Principio do trabalho virtual
4.4.1 - Conceito de grandeza virtual

Denomina-se de grandeza virtual toda aquela que é bastante pequena. No presente trabalho,
toda a grandeza precedida pelo simbolo & é considerada virtual. Por exemplo, du, de, &KQ e
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oo representam um deslocamento virtual, uma extenséo virtual, uma forga virtual e uma
tensdo virtual. As grandezas virtuais podem ser consideradas como variagfes das
correspondentes verdadeiras grandezas.

Diz-se que um corpo esta submetido a um campo de deslocamentos e extensées virtuais (oU ,
o¢) se essas deformagdes forem bastante pequenas (infinitésimais), cinematicamente

admissiveis e compativeis com as ligagdes ao exterior, isto é, se as condi¢des de liga¢do do
corpo ao exterior, antes e depois da deformacéo virtual, forem iguais. Por sua vez diz-se que
um corpo esta submetido a um sistema de forcas e tensbes virtuais (6Q e 5o ) se essas

forgas e tensdes forem infinitesimais e estaticamente admissiveis.

4.4.2 — Principio dos deslocamentos virtuais

Considere-se um corpo submetido a um sistema de forcas exteriores de volume Q, eaum
sistema de forcas exteriores de superficie Q, (forcas distribuidas na superficie de contorno do
corpo). O sistema de forca QV e QS induz um estado de tensdo o em qualquer ponto do

interior do corpo. Admita-se que sob este sistema de forcas o corpo sofreu uma deformagao
infinitesimal, tendo os pontos de aplicagéo Q, & Q sofrido deslocamentos virtuais oU

(variagdo de deslocamentos) e os pontos do interior do corpo sofrido extensdes virtuais ¢

(variacdo das extensdes). Durante a deformac&o virtual cinematicamente admissivel, as forgas
exteriores Q, eQ, produzem um trabalho, denominado de trabalho virtual exterior, oW, ,

SW, = jv Q, U dv + js Q, sU ds (4.59)

enquanto as forcas interiores, o, produzem um trabalho denominado de trabalho virtual
interno, oW, , ou de deformagao,

W, = [ o seav. (4.60)

Vai-se demonstrar que

oW, = oW, (4.61)
isto é, que o trabalho realizado pelas forcas exteriores aplicadas a um corpo qualquer,
deformével e em equilibrio para qualquer estado de deformacédo virtual compativel com as

ligacBes ao exterior, é igual ao trabalho virtual interno. A expressdo (4.59) pode ser reescrita
da forma seguinte

SW, = [ Qu du dV+[_Qq du, ds (4.62)

em que o primeiro integral é um integral de volume (triplo) estendido ao conjunto dos
elementos de volume dV do corpo, enquanto o segundo integral é um integral de superficie
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estendido ao conjunto de elementos dS da superficie exterior do corpo. Por sua vez, a

expressdo (4.60) pode ser reescrita na forma seguinte

oW, = [ oy 8y AV . (4.63)
Como
. ou.
ij:l % 1 (4.64)
2\ 0x;  OX
entéo
) oldu.
55":l a(&J')ﬁt ( ’) . (4.65)
2\ ox OX;
Substituindo (4.65) em (4.63) obtém-se:
o(ou) adldu;
SW, :J O-ijl ( |)+ ( J) dv
v 2| OX, OX;
(4.66)
o(dou. olou,
v 2 OX; OX;
Devido a simetria do tensor das tensdes, o;;=0; , pelo que
oldu; o\du;
“i ng)zaji (5xj) (4.7)
Dado que i e j sdo indices mudos podem ser trocados entre i,
o\du. .
; ( J)zo_ij 6(5u,). (4.68)
OX; X;
pelo que a expressdo (4.66) reduz-se a seguinte:
o(aou.
oW, = [ oy o(ou) dv . (4.69)
v OX;
Aplicando a regra da derivada do produto de duas fungdes,
o\ o; ou, oo a(su.
[ (‘—)dv =[ Zisuav+[ o o) gy (4.70)
v OX; v.OX, v OX;
Substituindo (4.70) em (4.69) obtém-se
Joaquim Barros 4.21



Estruturas | Capitulo 4 — Teoremas energéticos

( L OU. ) ﬁgi.
SW, j —Jdv —jv 871‘5ui dv . (4.71)

O teorema da divergéncia de Gauss (Kreyszig 1988) diz que se F € uma funcdo continua,
escalar, vectorial ou tensorial,

oF
jv a_xjdv = js F n, ds (4.72)

em que n; sdo as componentes do versor normal a faceta S. Se em (4.72) substituir F por
o;;0u; obtém-se,

J‘v a(a”T dv = js o ou; N, dS (4.73)

pelo que a expressdo (4.71) reduz-se a seguinte

SW, j o;0u;n, dS j i Lou, dv (4.74)

Tendo em conta as expressoes (4.62) e (4.74) verifica-se que
sw, —ow, = [ | 2%isq, |su av su, dS 4.75
e i = J.V a_Xj+Q/i U; - -[S ij j QSI) U; ' ( : )

O primeiro integral de (4.75) € nulo porque, estando o campo de tensGes o;; em equilibrio,
tem que se verificar as equac@es de equilibrio indefenido estabelecidas na relagédo (2.6), isto é:

oo
OX

L+Q, =0. (4.76)

i

O segundo integral de (4.75) é também nulo porque o campo de tensGes o, obedece as
condicGes de superficie traduzidas pelas equagdes (2.9), isto é:

oy Ny =Qg. (4.77)

Conclui-se assim que oW, =oW, que se pode traduzir no seguinte enunciado: a condi¢éo

necesséria e suficiente para que um corpo deformével esteja em equilibrio é que o trabalho
das forcas exteriores seja igual ao trabalho das forcas interiores (trabalho de deformacéo)
para todo o campo de deslocamentos virtuais, cinematicamente admissivel.

Em notagdo matricial a relacéo (4.61) apresenta a forma
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T T T
[, Q dUdv + [, Q 06U ds = [ o' oe dv. (4.78)

Num numero considerével de estruturas apenas actuam forgas e reaccdes aplicadas em pontos
do contorno da estrutura. Nestes casos, a varia¢do do trabalho exterior traduz-se por

W, =Zn:Qi5ui (4.79)

em que n € o nimero de pontos em que actuam forcas exteriores e Su, é a variagdo de

deslocamento do ponto de aplicagdo da forca Q;, na direcgdo desta forga, mas provocado por
outras cargas Q.

No caso geral de um corpo sujeito a um estado tridimensional de tensdo e extensdo, se lhe for
aplicado uma deformacé&o virtual, durante esta deformacdo desenvolve-se um trabalho virtual
interno representado pela seguinte relagédo

oW, = J.V (0,864 0, 06, + 03 065+, 1, + 153 Oy s + T3 673y ) AV . (4.80)

Para um corpo com uma forma qualquer, o célculo deste integral pode ndo ser simples.
Porém, para pecas lineares o trabalho interno de deformagdo pode calcular-se a partir dos
diagramas de esforgos axiais, de esforcos transversos, de momentos flectores e de momentos
de torcdo, o que simplifica bastante o problema.

A viga representada na Figura 4.13a esta sujeita a um sistema de forcas exteriores Q

qualquer em equilibrio com as reac¢des nos apoios. Considere-se um outro carregamento
constituido pelas forcas Q; (Figura 4.13b) em equilibrio com as respectivas reaccGes de

apoio, que induz na viga uma deformacéo virtual. No caso geral, a configuracdo de equilibrio
correspondente ao carregamento Q; € diferente da configuragao de equilibrio correspondente

ao carregamento Q,. Se os pontos de aplicacdo do sistema de forcas Q, sofrerem
deslocamentos ou,, ..., ou;, ...ou, na direccdo das forgas Q,, ..., Q., ...Q,, estas
produzem um trabalho exterior durante a deformacéo virtual determinado pela relagéo

oW, =_Zn:Qi o . (4.81)

Para calcular o trabalho interno de deformacgdo, considere-se um elemento da viga de
comprimento infinitesimal d/,. Neste elemento, devido a actuacéo do sistema de forcas Q,,

actuam esforcos axiais N gi, esforgos transversos, V[‘fi e momentos flectores M?; . Por seu
lado, sob a actuagdo do sistema de forgas Q;, o mesmo elemento d/, sofre variagdo de

comprimento, 5u2" , variagéo de rotagdo, 692" , € variacdo de deslocamento transversal entre

duas seccOes transversais, 5ufz". Estes deslocamentos virtuais explicitam-se em fungdo do
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esforgo axial, Ngl , do esforgo transverso, V;f’ , @ do momento flector, M 2" , respectivamente,
que se desenvolvem devidos a actuagdo do sistema de forgas Q,, da forma seguinte

Qj Qj Q

Q N/ Q. M/ Q. V/J
U =~ dr s 500 =— L de; U = L2 dy,. (4.82)
* T EA *E, * T GA,
02 Q: Q. Q: Qm
N /] 0
14
(fs)——?——fff{l,ii 74:.:77 1
M 777777
L de
k I
(@)
Qi

02 /
Qi

([3)**T**ﬂ\*f7r————ﬁkf7i,
fou duy /ou Toun 2

(b)

Figura 4.13 - Viga submetida a um conjunto de forcas Q, (a) e Qj (b).

Aplicando o principio do trabalho virtual obtém-se

Qo = [ N2suP + [TVRsul + [T MR 560
i (4.83)

_ IL N2 N2

J_ L VZQa VZQj
0 EA

Q; Qj
D gr, [ MEMD
GA,

ds, +
! El,

de,

Neste exemplo ndo ha momento torsor, M,, mas se houvesse, o respectivo termo energético
seria

Q QJ
[ M2 M7 g (4.84)

o G,

que deveria ser adicionado a parte da direita da expressao (4.83).
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Exemplo de aplicacao

Para a viga representada na Figura 4.14, de sec¢do com largura b e altura h, e carregada como
se exemplifica, calcular o deslocamento do ponto 1. Sob a carga Q a estrutura desenvolve

esforcos de corte, V,?, e momentos flectores, M2, conforme se assinala na Figura 4.14a. Para

calcular o deslocamento pedido aplica-se uma carga unitaria no ponto 1, na direccéo e sentido
do deslocamento pretendido (Figura 4.14b). Sob a carga unitaria, F=1, desenvolvem-se

esforcos de corte, V,” ™, e momentos flectores, M} = (ver Figura 4.15).

(2 \Q
- — — *TL ffffffffff N h
b
U1 777777
L/4 o
‘L L/2 , L/2 ‘L
Q Q
V(/Z; M (3
(@)
F=1
02 \
] — B
L/4 Fs1 FeL
L B :
V(/Z’ (3
(b)

Figura 4.14 — Deslocamento U, devido a actuacdo da carga Q.

O trabalho virtual externo devido a actuagdo da forga F=1 para os deslocamentos reais, isto é,
para os deslocamentos devidos a actuagdo da forca Q é oW, =1xu,,, dado que no sistema
correspondente a actuacdo F=1, além desta forca, somente existem reac¢Ges de apoio, que,
todavia, ndo produzem trabalho, pois sdo nulos os correspondentes deslocamentos na
estrutura sob a carga Q.

O trabalho virtual das forcas internas do sistema correspondente a F=1 para 0s
correspondentes deslocamentos do sistema de forgas Q determina-se de

F=1 F=1
SW, = ILVZQVZ dey + [ M Ms g, . (4.85)
RIS 0 El, °

Assim, pelo teorema dos trabalhos vituais (T.T.V.) vem
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F=1
Vz

Ixu, = [ VR d, + [ me Mgy,

GA, El, (4.86)
I
= _[LMZ—{M1+J.L/2¥M,1+IL 27*4%1 +
° GA s GA Li2 GA
3 1 L L L3, 1 L
Q, 3, ShlEt il [%‘%(’fl‘zﬂ TRl ey
L/4 Ell Z ‘1 L/2 L
[ 2=A—dn + | e+ | de,
0 E I3 L/4 E I3 L/2 E I3
oY) ‘
QR QL
) L/2 . L/2 .
Q Q
\4 ls Ml@s
3/4
| 14 3L
. ua 3L/4 ) 16
J J - J .
ls ls

Figura 4.15 — Diagramas de esforcos devidos a actuagéo da carga Q (a) e F=1 (b).

4.4.3 — Principio das forcas virtuais

A um determinado corpo aplique-se um sistema de forcas virtuais. Durante a deformacéo real
do corpo estas forgas efectuam um trabalho virtual complementar, que se decompde em
trabalho exterior e em trabalho interior ou de deformacéo.

Considere-se, por exemplo, a resultante das tensdes virtuais normais a faceta ABCD que €
ortogonal ao eixo x, (ver Figura 4.16). Esta resultante denomina-se de forga virtual, e o

trabalho virtual complementar realizado na deformacéo de um elemento de comprimento dx, é

(60,dx,dx, ) &,dx,) = 5o, ,dV . (4.87)

No caso de um corpo submetido a estado tridimensional de tensdo e de deformagdo
obter-se-ia

OW, = [ (80,6 + 50,8, + 50,6 + 0Ty, 71y + Ty Vg + Ot 1) AV . (488)

Se a um corpo deformado se aplicar um sistema de for¢as virtuais estaticamente admissiveis,
oQ, e Ry, desenvolvem-se tensdes virtuais oo;. Neste caso, as equacgdes de equilibrio

indefinido
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Mmqi =0

axj

e as equacdes de equilibrio no contorno do corpo

(5O_ij )nj = 0Qy;

(4.88)

(4.89)

verificar-se-d8o. O trabalho virtual interno complementar ou o trabalho de deformacéo

complementar determina-se por intermédio da seguinte expressao

oW, = [ & ooy dv (4.90)
enquanto o trabalho virtual exterior complementar obtém-se de
OW,, = [ u 6Q,dv + [ u 6Qy ds. (4.91)
Y S
dxs
001
— gt
X1
Figura 4.16 — Elemento de volume dV = dXx, dx, dX, submetido a variagao de tensdo 5o, .
Substituindo (4.88) e (4.89) em (4.91) obtém-se
o\ oo
oW, == [ u uolv + [ u ooy n; ds. (4.92)
\Y ﬁxj S
Segundo a regra da derivada do produto de duas funcdes
2(u. 6o, ] (oo
[ (v 8o av = [ M s dv +f oy, (953) dv (4.93)
v OX, v OX; v OX;
pelo que (4.92) pode-se converter na equacdo
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(u; o)
OX;

SW, = | M 5o, dv -,

== 1o dv+ [y Soy njdS.  (4.94)

Segundo o teorema da divergéncia de Gauss

0”(ui é'O'ij)

[, V= [, u oy n;ds. (4.95)

j
Substituindo (4.95) em (4.94) obtém-se

SW. =

ec

[ 2% so,av [ u do,n ds + [ u 5oy, dS
\ 5)(] S S
(4.96)

= J. M ooy dV
vooXx,

Devido a simetria do tensor das tensbes o;=o;, pelo que (4.96) pode converter-se na
seguinte expresséo

, ou.
SW,, = | Lhau | 5o av
V2| ox, o :

[, & ooy dv

(4.97)

que é igual a (4.90), pelo que
OW,, = W, . (4.98)

Estas condicGes devem ocorrer para qualquer campo de tensdes virtuais oo; estaticamente

admissivel. Pode-se assim enunciar o principio do trabalho das forgas vituais: a condigéo
necessaria e suficiente para que um corpo deformavel desenvolva deslocamentos
cinematicamente admissiveis é que o trabalho exterior complementar seja igual ao trabalho
interior complementar, para todo o sistema de forcas virtuais estaticamente admissiveis, i.e.,
oW, = oW,..

Tendo em conta as expressoes (4.91) e (4.97), a igualdade anterior pode ser representada, em
notagcdo matricial, pela seguinte

[ u'eQ av + [ U 6Q ds = [ & sodv (4.99)
v — —V s — —S vV — - '

Exemplo de aplicacéo

Considere a viga representada na Figura 4.17. A viga estd encastrada na extremidade B e
simplesmente apoiada na extremidade A. Em A actua um momento M,. Neste apoio

Joaquim Barros 4.28



Estruturas | Capitulo 4 — Teoremas energéticos

desenvolve-se uma reacgdoR,, que se pretende determinar. A distancia x, do apoio A
ocorrem tensdes axiais determinadas por intermédio da seguinte expressdo

M3x B RAx1+MAX.
1 2

Na Figura 4.17b representa-se um sistema de forcas virtuais estaticamente admissiveis. O
trabalho destas forgas virtuais nos deslocamentos da acgdo real (constituida pelo momento
M,), 6W,., é nulo porque o sistema de forgas virtuais 6Q e LSQ ndo produz trabalho,

dado os que pontos em correspondéncia com 6Q e L&Q, na estrutura real, ndo sofrem
deslocamentos. O trabalho interno complementar é

oW, = [ &do, dv

=Iﬁ5aldv
vV E

- J' RaX + |v"\xz §Qxix2 dv
v El I,

- [ ST ([ e
3

em que
o M, (x
oo, = 3( l) X,
|3
_ 0Q X, X,
|3
e
l, = [ % dA.

Por integracdo obtém-se
5Q
oW, = 2= [ (Roy + M) x dx,
3

3 2
_SQ(RL L
El, | 3 2

Pelo teorema das forgas virtuais sabe-se que 6W,.=oW,. pelo que

R.L MU
3El,  2El,
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que permite determinar a incognitaR, . Esta relagéo é uma equagéo de compatibilidade dos
deslocamentos.

‘xz

Ma
(Xs) A B E X1
‘RA
/\L L /\L
(@)
>
A 5 o
3Q
(b)

(©
Figura 4.17 — Exemplo de aplicacéo.

4.5 — Teorema de Clapeyron

Na seccdo 4.4 verificou-se que, quando um determinado corpo € sujeito a um conjunto de
forgas exteriores, a variagdo de trabalho externo e de trabalho interno realizados durante uma
deformacéo virtual imposta ao corpo obtém-se por intermédio das expressdes (4.59) e (4.80).
Constatou-se ainda que, no caso das forcas exteriores se reduzirem a um conjunto de n forcas
aplicadas em pontos (accOes e reaccOes), a variacdo de trabalho externo obtém-se por meio da
expressao (4.79).

Sem perda de generalizada, mas apenas por motivo de simplificagio da exposigéo,
considere-se que um determinado corpo esta submetido a um conjunto de forgas aplicadas em
pontos do seu contorno. Admitindo-se que ndo ha assentamentos nos apoios da estrutura, o
trabalho realizado pelas forcas de reaccdo é nulo. Atendendo ao principio dos trabalhos
virtuais (mais propriamente, ao principio dos deslocamentos virtuais), sabe-se que o trabalho
externo é igual ao trabalho interno realizados durante a deformacéo virtual aplicada ao corpo,
isto é (ver Figura 4.18),

J.Oi D> Q oy = jv J.: (0,66,+0, 06, + 0, 06, + T, 671, + 153 67 5 + T3 673, ) AV (4.100)
i=1
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Q c
******** ( '
\ \
Qr———— /é/ } ciF———— /é/ }
= =
=ine =
= =
Ui u €i €
dk bk
Oui (a) O&i (b)

Figura 4.18 — Trabalho externo (a) e interno (b) quando as ac¢fes aumentam desde o valor nulo até ao seu valor
final. Representagdo a uma dimenséo.

Considerando a lei de hooke estabelecida em termos de grandezas virtuais (ver seccéo 2.8,
expressoes (2.47)),

oo oo, + o0
1,99 3y

o€, = ad
E E
5, = oo, 0 00, + 00, ot
E E
Sen— oo, oo,+00, S
*E E
(4.101)
Syp, = oty
12 G
ot
Oy 2= ng
or
Oyy = 631

em que ot € a variacdo de temperatura. Substituindo (4.101) em (4.100) e integrando ao
longo do campo de deformacdes obtém-se (ver Anexo A4.1)

13 1
E; Qu, = S I (0'12+O'22+O'§)dV —%jv (0,0, +0,05+0,0,)dV
7 1 1 (4.102)
+E v (7122+1223+f321)dv +EIV (01+02+O'3)atdv
em que
%IV("lmﬁ%)ath =W, (4.103)
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é o trabalho por deformacéo térmica. Assim, em (4.102) o trabalho interno denomina-se de
trabalho de deformacéo termo-eléastica. Se em vez de se considerar que as forcas exteriores
aumentam lenta e gradualmente desde zero até ao seu valor final, se se admitir que as forgas
exteriores sdo aplicadas com o seu valor final (ver Figura 4.19), e aplicando o principio dos
trabalhos virtuais ao equilibrio final do corpo, tomando como deformagdo virtual a
deformacéo real obtém-se:

iznl: Qu, = J.v (016, +0,6, + 0465+ T1yY 1 + Ty o3 + T3y ) AV (4.104)
Q o
Qi Oi
We = Qi ui Wi=ocisi
Ui u i €

Figura 4.19 — Trabalho externo (a) e interno (b) quando as ac¢es sdo aplicadas como seu valor final.
Representacdo a uma dimenséo.

Substituindo (2.47) em (4.104) e tendo em conta a extensdo por variacdo de temperatura, t,
obtém-se

n 1 2
;Qi U= E'[V (0'12+O'22+0'§)dV B EUJ.V (0-10_2+O_20_3+O_30_1)dv
7 1 (4.105)
+ Ejv (7122+1223+r§1)dv + jv (01+02+03)at dv

Comparando (4.102) com (4.105) verifica-se que esta Ultima é o dobro da primeira, pelo que,

(4.106)

Pode-se assim enunciar o teorema de Clapeyron: se um corpo, inicialmente descarregado €
solicitado por acgdes exteriores (forcas de volume, forcas de superficie, temperatura,
assentamentos de apoio) que aumentam gradual e lentamente desde zero até ao seu valor
final, o trabalho produzido na deformacdo elastica do corpo, se esta se realiza em regime de
elasticidade perfeita, € independente da ordem de aplicacdo das forcas e da sua lei de
variacao, e tem metade do valor que teria se as accdes exteriores fossem logo aplicadas com
o seu valor final.
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4.6 — Teorema de Betti

Considere-se que a viga representada na Figura 4.20 tem comportamento linear e eléstico
quando submetida a qualquer sistema de forgcas exteriores. A essa viga vai-se aplicar dois
sistemas de forgas exteriores, independentes e em equilibrio, Qi e Q;. Sob o primeiro sistema
de forcas, Qi, a viga deforma-se desenvolvendo-se deslocamentos u; sob o0s pontos de
aplicacdo das forcas Q; e segundo a direccdo dessas forcas (ver Figura 4.20a). Aplicando o
sistema de forcas Q;, a viga deforma-se, e os pontos de aplicagao das forgas Q; deslocam-se de
uj na direccdo dessas forgas (ver Figura 4.20b).

Sistema de forgas

Qi

Sistema de forgas

Qi

(b)

Figura 4.20 — Deformagéo de viga sob um sistema de forcas Q; (a) e Q; (b).

Aplicando o teorema dos trabalhos virtuais a cada um dos sistemas de forcas em equilibrio,
tomando como deformacdo virtual a deformagdo produzida pelo outro sistema de forgas
pode-se verificar que o trabalho produzido pelo sistema de forcas Q; na deformacéo induzida
pelo sistema de forgas Q;,

n
Z:Qik Ui :J.(O-liglj T 058y +035i€3 T2 712) T T23i) 23 +T31i731j)dv (4.107)
k=1 Vv

é igual ao trabalho produzido pelo sistema de forgas Q; na deformagéo virtual induzida pelo
sistema de forgas Q.

m
ZQJ‘, u; :j(aljgli +0,85 + 0385 T T V121 T To3jY 23 +T31j731i)dv (4.108)
(=1 \Y;

em que Q, € componente k do sistema de forgas Qi (admite-se que este sistema € constituido
por n componentes), Q; € componente ¢ do sistema de forgas Q; (admite-se que este sistema
€ constituido por m componentes), u;,; € o deslocamento do ponto de aplicacdo da
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componente k do sistema de forgas Q;, Qik , devido a actuacéo do sistema de forcas Q;, e uj; é
o deslocamento do ponto de aplicagao da componente ¢ do sistema de forcas Qj, Q; , devido
a actuagdo do sistema de forgas Q;. Por sua Vez, oy, Oy, Oz, Tpois Togis Toy €
Eiv Exiv E3iv Vioiv Yoz Vo SA0 @S componentes de tenséo e extensdo devidas a actuacdo do
sistema de forcas Qi, enquanto o, G5, O3, T1yjs Tosjs Tarj € Eijs €ajr E3jsV12js Vasjr Vaj SO
as componentes de tensdo e extensdo devidas a actuagdo do sistema de forgas Q;.

Se se considerar os sistemas de forgas Q; e Q; e os deslocamentos produzidos por estes
sistemas de forcas, representados na Figura 4.20, obtém-se,

ZQik U j=Qu Ui +Q U, +Q U +Q; Uy (4.109)
k1

ZQJ/ Uji=Qju; +Qp U (4.110)

/=1

Se as componentes de extensdo em (4.107) e (4.108) forem substituidas pelas relacdes
estabelecidas segundo a lei de Hooke (2.47), verifica-se que a expressao do trabalho interno é
igual nas duas relagdes, pelo que,

Zn:Qik U, =2 Q; Uy (4.111)

podendo-se enunciar o teorema de Betti da seguinte forma: se um corpo, isento de variagoes
de temperatura e de assentamento de apoios, esta em equilibrio elastico sob a accéo de dois
sistemas independentes de forgas exteriores, o trabalho virtual do primeiro sistema de forgas
na deformacdo produzida pelo segundo sistema de forcas, é igual ao trabalho virtual
produzido pelo segundo sistema de forcas na deformacdo devida ao primeiro sistema de
forcas.

A relacdo estabelecida em (4.111) pode também ser obtida por intermédio do procedimento
que se passa a descrever.

Considere-se que determinada estrutura, por exemplo a viga com comportamento
linear-elastico representada na Figura 4.21, é sujeita a um sistema de for¢as Q; que aumentam
lenta e gradualmente desde zero até ao seu valor final. Este sistema de forgas provoca uma
deformacdo na viga, pelo que os pontos de aplicacdo das forcas Q; deslocam-se u; na direcgédo
das referidas forcas. Durante esta deformacéo o trabalho externo (igual ao interno segundo o
principio dos trabalhos virtuais) obtém-se a partir da seguinte relacéo,

We,=2 370, u, =5 2 £y (4112)

n
k=1
em que u;; representa o deslocamento do ponto de aplicagdo da componente Qi do sistema
de forcas Q;. Quando Qi =1
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u.=f. (4.113)

iy ii

que representa a flexibilidade da viga para o deslocamento considerado.

v

Qi

N

ii Ui
(b)
Figura 4.21 — Deformacéo de viga sob um sistema de forgas Q; (a) e representacdo do trabalho produzido por
uma componente de forca do sistema Q; (b).

No caso da figura 4.21 (4.112) reduz-se a,
1
W, ZE(QH u; +Q, Ui +Q; uiai) : (4.114)

Aplicando em seguida, a mesma viga, o sistema de forcas Q; que aumentam lenta e
gradualmente desde zero até ao seu valor final, o trabalho produzido é o seguinte (ver Figura
4.22),

n 1 m
W,,=> Q, u,;+->.Q; uy, (4.115a)
k=1 2 /=1
ou
1
W,,=>Qf; +EZQ1 f; (4.115b)

gue no caso da Figura 4.22 se reduz a (ver também Figura 4.23)

1
We2 =Q, Uyj +Q;, Uy +Q, Uy +§(le Uy +Q, Uy ). (4.116)
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Uj, j Ui, j Uiz
Figura 4.22 — O sistema de forgas Q; introduz um acréscimo de deformag&o na viga ja sujeita ao sistema de
forgas Q;.
Qi Qi
Qi1 Qj1 77777777777
Uiyj Ui Ui Ui
(@) (b)

Figura 4.23 — Trabalho produzido pelo sistema de forgas Q; durante a deformagao devida ao sistema de forcas Q;
(a). Trabalho produzido pelo sistema de forgas Q; durante a deformagéo devida a este sistema de forgas (b).

Em (4.115b) f;; € o deslocamento do ponto de aplicacdo de Q;, na sua direc¢éo, devido a
actuacdo de Q;=1. Por sua vez, fj € o deslocamento do ponto de aplicacéo de Qj, na sua
direcgdo, devido a actuagéo de Q;=1. Assim, o trabalho exterior devido a aplicacdo do sistema
de forcas Q; seguido do sistema de forcas Q; € o seguinte

1 1
We:We,1+We,2:EZQi f; +ZQi fij +§2Qj fjj . (4.117)

Considere-se agora 0 caso em que primeiro se aplica o sistema de forgas Q;, seguido do
sistema de forcas Q;. Esta situaco esta representada nas Figuras 4.24 a 4.26. Desenvolvendo
procedimento semelhante ao acabado de descrever obtém-se

. 1&
W, ==>'Q; u,;. (4.118a)
2 (=1
ou
1
W,, = EZQJ' fi. (4.118b)
e
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W, =2 Q, Uy, +£ZQik Ui, (4.1192)
R 2=
ou
Wel,z ZZQJ' fji +%2Qi fi (4.119b)
pelo que
. : o1 1
We :We,l+ We,2 ZEZQJ' fij +ZQ1 fji +EZQi f" ' (4120)
Como W, =W, obtém-se
ZQi fij = ZQi fi - (4.121)
Qi, Qi, Q
\ \ wreee e~

(a) —
Ui j Uj
(b)
Figura 4.24 — Deformag&o de viga sob um sistema de forcas Q; (a) e representagéo do trabalho produzido por
uma componente de forga do sistema Q; (b).

Ui iy Ui
Figura 4.25 — O sistema de forcas Q; introduz um acréscimo de deformacédo na viga ja sujeita ao sistema de
forgas Q;.

Joaquim Barros 4.37



Estruturas | Capitulo 4 — Teoremas energéticos

Qi Qi
le Qi o

Qi i, j

Qill'“lj

Ui, j Uj Ui, j Ui
@) (b)
Figura 4.26 — Trabalho produzido pelo sistema de forcas Q; durante a deformagéo devida ao sistema de forgas Q;
(a). Trabalho produzido pelo sistema de forgas Q; durante a deformagédo devida a este sistema de forcas (b).

Pode-se facilmente provar que o teorema de Betti resulta directamente do teorema dos
trabalhos virtuais. Para tal considere-se ainda a viga representada na 4.20. Quando a viga é
sujeita a um sistema de forcas exteriores Q; desenvolvem-se deslocamentos u;, esforgos e
correspondentes deformagdes. No caso desta viga desenvolvem-se esforcos axiais, N,

esforcos de corte segundo o eixo /,, V,;, e momentos flectores segundo o eixo /5, M,,. Um
elemento de comprimento infinitesimal d¢, submetido a estes esforcos sofre deformagdes
axiais, de corte e de flexdo que se obtém por intermédio das seguintes expressdes,

N M

Nu g Yo_gg,, Maigy (4.122)
EA ' GA El,

Por sua vez, quando a viga é submetida a um sistema de forgas Q; desenvolve deslocamentos
uj, esforcos N,;, V,; e My;, e deformagGes determinadas pelas expressoes,

Nlj . V2J M3j
Uy —Aode,, —2dy,. (4.123)
EA ' GA El,

Segundo o teorema dos trabalhos virtuais, o trabalho externo produzido pelo sistema de forgas
exteriores Q; nos deslocamentos devidos a actuacdo do sistema de forcas exteriores Qj (uij) €
igual ao trabalho interno realizado pelos esforcos induzidos pelo sistema de forgas Q; (N,

V,;, Mj) nas deformacdes internas provocadas pelo sistema de forgas Q; ((Nljdfl)/EA,
(V,;dt,)/GA, (Myde, ) [ELL), isto ,

. N, Vs M;

é Q.uy,; = [ N cadt [ Vs G—A;del + [ My, E—Isdzl . (4.124)
Por outro lado sabe-se ainda que, pela aplicagdo do teorema dos trabalhos virtuais, o trabalho
externo produzido pelo sistema de forgas exteriores Q; nos deslocamentos devidos & actuacéo

do sistema de forgas exteriores Q; (u;) € igual ao trabalho interno realizado pelos esforgos
induzidos pelo sistema de forcas Q; (N,;, V,;, M;;) nas deformagGes internas provocadas

pelo sistema de forcas Qi ((N,d?,)/EA, (V,d/,)/GA;, (Myds,)/El,), isto é,
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m M.,
> Quu=[ N, EAdz + [ Vs zzdf + ] My = el S, . (4.125)

=1

Como os termos da direita das relacdes (4.124) e (4.125) sdo iguais, resulta a igualdade
(4.111).

4.7 — Teorema de Maxwell ou teorema da reciprocidade dos deslocamentos elasticos

O teorema de Maxwell, também designado por teorema da reciprocidade dos deslocamentos
elasticos € um corolario do teorema de Betti. Considere-se um corpo submetido a duas
configuraces de equilibrio independentes. A primeira configuracdo (ver Figura 4.27a) é
constituida por uma carga unitaria no ponto i, Qi=1. A segunda configuracdo (ver Figura
4.27b) é consituida por uma carga unitaria no ponto j, Q=1

(@) (b)
Figura 4.27 — Configuracéo de equilibrio Q=1 (a) e Q;=1 (b).

Sob a aplicacéo da configuragdo Q;=1 o ponto de aplicagdo desta forca desloca-se de u, = f;
segundo a direccéo de Qj, enquanto o ponto j desloca-se de u; = f; segundo a direccao de Qj,
que nesta configuracdo tem valor nulo.

Sob a aplicacdo da configuragdo Q;=1 o ponto de aplicacdo desta forca desloca-se de u; = f;;
segundo a direcgdo de Qj, enquanto o ponto i desloca-se de u; = f; segundo a direcgdo de Q;,
que nesta configuracdo tem valor nulo.

Como em qualquer das configuragdes as reacgOes ndo produzem trabalho, dado ndo haver
assentamentos de apoios, a aplicagdo do teorema de Betti resulta na seguinte relagéo,

Ix £y +0x f;=1x f; +0x (4.126)

pelo que
f.="f. (4.127)

podendo-se enunciar o teorema de Maxwell ou teorema da reciprocidade dos deslocamentos
elasticos da seguinte forma: se um corpo, isento de variagbes de temperatura e de
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assentamentos de apoios, é solicitado, independentemente, por duas forgas unidade, a actuar
em dois pontos do corpo e em direc¢bes dadas, o deslocamento elastico do primeiro ponto,
na primeira direccdo, provocado pela for¢ca unidade no segundo ponto e na segunda
direccdo, é igual ao deslocamento elastico do segundo ponto, na segunda direccao,
provocado pela ac¢édo da forca unidade no primeiro ponto, na primeira direccéo.

A relagdo (4.127) indica que o deslocamento de um ponto i devido & actuagdo de uma forca de
valor unitario aplicada num ponto j, fjj, de um corpo elastico é igual ao deslocamento de um
ponto j devido a actuagdo de uma forca de valor unitario aplicada num ponto i, fji. O valor das
forcas aplicadas ndo tém que ter necessariamente valor unitario. O que tém que ter € 0 mesmo
valor, dado que assim,

Qf,=Qf, (4.128)

em que Q representa o valor da forca aplicada quer no ponto i quer no ponto j. A relagédo
(4.128) degenera na relagéo (4.127). Os termos fjj e f;; sdo os coeficientes de influéncia das
forcas Q; e Qi, respectivamente, ja referidos em seccOes anteriores. No sentido mais geral, a
relacdo (4.123) significa que a matriz de flexibilidade é simétrica.

Exemplo de aplicacao

Considere que a viga representada na Figura 4.28a se comporta em regime linear-elastico.
Sabendo que sob o momento Ma aplicado na extremidade esquerda da viga, esta sofre um

deslocamento vertical, descendente, a meio védo, de valor M ALz/(16EI3) , determine a rotacao
nesta extremidade devida a actuacdo de uma forca F, descendente, aplicada a meio véo.

B /1

[[2
Ma=1
p

()

(b)
Figura 4.28 — Viga submetida a momento aplicado na seccéo A (a) e forca aplicada na sec¢do B (b).
Resolucéo:

Se Ma=1, o deslocamento do ponto de aplicacdo F devido a actuacdo de Ma, ug= fg,, sera
igual a LZ/(16EI3). Pelo teorema da reciprocidade dos deslocamentos sabe-se que se F=1, o
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deslocamento do ponto de aplicacédo de Ma devido a actuacéo de F, f,; éigual a fg,, pelo
que fus=L7/(16El,).

4.8 — Teorema complementar do teorema de Maxwell ou teorema da reciprocidade das
forcas

O teorema complementar de Maxwell, também designado por teorema da reciprocidade das
forcas € um corolario do teorema de Betti. Considere-se um corpo submetido a duas
configuracdes de equilibrio independentes. A primeira configuracdo (ver Figura 4.29a) é
constituida por uma forca no ponto i, Q;=Kkj;, que produz um deslocamento unitario uj=1 deste
ponto segundo a direcgdo de Q;, e por uma forga Q;=k; no ponto j que impede que este ponto
se desloque segundo a direccdo de Q;. A segunda configuracdo (ver Figura 4.29b) é
constituida por uma forga no ponto j, Qj=k;;, que produz um deslocamento unitario u;=1 deste
ponto segundo a direc¢do de Qj, e por uma for¢a Qi=k;; no ponto i que impede que este ponto
se desloque segundo a direccdo de Q;.

Qi = Kii Qi=Kji  Qi=Kij Qi =Ki

(@) (b)
Figura 4.29 — Configuracéo de equilibrio ui=1 e nulos os restantes deslocamentos (a) e uj=1 e nulos os restantes
deslocamentos (b).

Aplicando o teorema de Betti as duas configuragdes de equilibrio resulta,
ki x0+k; x1=k; x1+k; x0 (4.129)

pelo que
k. =k (4.130)

podendo-se enunciar o teorema complementar de Maxwell ou teorema da reciprocidade das
forcas da seguinte forma: se um corpo, isento de variagcBes de temperatura e de
assentamentos de apoios, estd submetido a duas deformacdes elésticas independentes, cada
uma produzindo o deslocamento unidade de um ponto, em certa direc¢do, a forca actuando
no primeiro ponto e na primeira direcgdo, capaz de produzir o deslocamento unidade no
segundo ponto e na segunda direccao, é igual a forga que, actuando no segundo ponto e na
segunda direccgdo é capaz de produzir o deslocamento unidade do primeiro ponto na primeira
direccéo.
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A relacdo (4.130) indica que a forca aplicada num ponto j necessaria para impedir o
deslocamento desse ponto segundo a forga Qj, quando no ponto i se impGe um deslocamento
unitario ui=1, ki, € igual a forga aplicada num ponto i necessaria para impedir o deslocamento
desse ponto segundo a carga Q; quando no ponto j se impde um deslocamento unitario u;=1,
kij.

O valor dos deslocamentos impostos nos pontos i e j ndo tém que ter necessariamente valor
unitéario. O que tém que ter é o mesmo valor, dado que assim,

kjiu = kiju = kji =k (4.131)

]

em que u representa o valor do deslocamento aplicado no ponto i e no ponto j. kj; e kji s&o os
coeficientes de influéncia dos deslocamentos uj e uj, respectivamente, ja referidos em seccoes
anteriores. No sentido mais geral, a relacdo (4.130) significa que a matriz de rigidez é
simétrica.

Exemplo de aplicagéo

Considere que a viga representada na Figura 4.30a se comporta em regime linear-elastico.
Sabendo que sob o assentamento de apoio de valor A, na sec¢do A desenvolve-se uma

reaccdo em B de valor (3El;)A, / L*, determine a reaccdo em A para um assentamento em B

de valor A, .
" E |
0 A L B C 14
/\\/ L /\\/ L /\\/
(@)
A B C
/%;7 777777 777777
UA—AA:].ér QB:KBA
(b)
A B C
[ Us=As=1 o
QA = Kas
(©
Figura 4.30 — Exemplo de aplicacdo do teorema da reciprocidade das forgas.
Resolucao:
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A forca em B segundo a direc¢do de Qg, ksa, devido a imposicao de um deslocamento unitéario
em A na direccdo de Qa, U,=A,=1, serd Q, =k,, =3EIl,/L*. Pelo teorema da reciprocidade
das forcas sabe-se que a forca a aplicar em A, na direccdo de Qa quando se impde um
deslocamento unitario em B, kg, é igual a kg, , pelo que Q, =k, =3El, /L

4.9 — Teorema da reciprocidade dos deslocamentos/forcas

Pode-se ainda estabelecer um terceiro corolario do teorema de Betti. Assim, considere-se um
corpo submetido a duas configuracGes de equilibrio independentes. A primeira configuragdo
(ver Figura 4.31a) é constituida por uma forca unitaria no ponto i, Qj=1, que produz um

deslocamento u;= f;#0 deste ponto segundo a direcgdo de Qj, e por uma forca Q; :I?ji num
ponto j que impede que este ponto se desloque segundo a di_recgéo de Q;. Sobre a variavel kij;
coloca-se um trago, k;, por forma a distingui-la de k;i. k; € a forca aplicada no ponto j

devida a actuagdo de uma forca unitaria em i, enquanto, com se viu em anteriores secgoes, Kj;
é a forca aplicada em j devida a actuacdo de um deslocamento unitario em i.

A segunda configuracdo de equilibrio (ver Figura 4.31b) é constituida por uma forca no ponto
J, capaz de produzir um deslocamento unitario neste ponto e na direc¢éo dessa forca, Q;=kj;, e

por uma forga nula no ponto i, Q;=0, tendo neste ponto ocorrido um deslocamento u; = ﬂj #0.

Coloca-se sobre a variavel fij um traco (ﬂj), por forma a distingui-la de fj. f_ij éo

deslocamento do ponto de aplicagdo da forga Qi, devido & actuagdo de um deslocamento
unitario no ponto j segundo a direcgdo de Qj, enquanto que, cOmo Se viu em anteriores
seccoes, fjj € o deslocamento do ponto de aplicacdo de Q;, segundo a sua direc¢éo, devido a
actuacéo de uma forca unitaria Q;=1.

Qi=1 Kii _ Qi = Kjj

(a) (b)

Figura 4.31 - Configuracéo de equilibrio Qi=1, u, = f, =0, k; =0 e u=f;=0 (a). Configuracéo u;=1,
Q;=k;#0, u="f;=0,eQ=0 (b).

Aplicando o teorema de Betti as duas configuracdes de equilibrio resulta,
Ix £ +k; x1=0x f; +k; x0 (4.132)
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pelo que

ki=-f; (4.133)

podendo-se enunciar o teorema da reciprocidade das forgas/deslocamentos da seguinte forma:
num corpo, isento de variagdes de temperatura e de assentamentos de apoios, aplicando num
ponto e numa dada direccdo uma forca unitéria, a forca de fixagdo noutro ponto e noutra

direcgéo (Eji) é numericamente igual e de sinal contrario ao deslocamento do primeiro ponto

na primeira direccdo devido ao deslocamento unitario do segundo ponto na segunda
direccéo.

A relacdo (4.133) indica que a forca aplicada num ponto j necessaria para impedir o
deslocamento desse ponto segundo a forga Q; (Eji), quando no ponto i se aplica uma forca

unitaria Q;=1, é igual, mas de sinal contrario, ao deslocamento do ponto de aplicacdo da forca
Qi, na sua direccdo, quando no ponto j se imp&e um deslocamento unitario segundo a direccéo

de Qj.

Exemplo de aplicagéo

Quando no portico plano representado E
na Figura 1 actua uma forca vertical 3
descendente aplicada no n6 2 de valor X, T 200 kN
igual a 200 kN, a reaccdo horizontal 2 3
no nd 3 é de -124.645 kN. Qual serd o l
deslocamento vertical do né 2 quando 311 -
no nd 3 actua um assentamento de 1 2 X
apoio de 10 mm segundo X, . ! 1
« 0 f ()
5 4

Figura 4.32 — Aplicagéo do teorema da reciprocidade das
forgas/deslocamentos.

Resolugéo:

Na Figura 4.33 representam-se as configuragdes de equilibrio Q; e Q; do problema em causa.
Aplicando o teorema de Betti as duas configuracdes de equilibrio resulta,

200x f; +(~124.645)x10=0x f, +k; x0
pelo que

f, =124.645x10 /200=6.23225mm
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K;; = -124.645 kN uj =10 mm

j j
]

L L
«—
LLsL

Figura 4.33 — Configuracéo Q; (a) e Q; (b).

4.10 — Teorema de Castigliano

Considere-se que o corpo representado na Figura 4.34 tem comportamento linear e elastico e
estd submetido a um conjunto de forcas Q; (forgas de accdo, Q", e de reaccdo, QF)
estaticamente independentes.

Figura 4.34 — Corpo submetido a forgas de acgéo, QiA , e de reacgdo, QiR .

Tomando para deformacdo virtual a deformacéo real provocada pelo sistema de forgas Q;, a
aplicagdo do TTV resulta na expressdo (4.104). Separando as forgas de acgdo, Q”, das de

reaccdo, QF, e representando por u/ os deslocamentos em correspondéncia com Q* e u

(assentamentos de apoio) os deslocamentos em correspondéncia com Q, (4.104) converte-se
na seguinte relagéo:

nA nR
Z QiA uiA + Z QiR UiR = J.v (0'151 10,8, + 036, +T,) 1, + Tl o+ 1'317/31) av . (4.134)
i1 i1
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em que nA é o numero de componentes de forcas de ac¢do e nR é o nimero de componentes
de forgas de reacgdo. Se a componente Q,* do sistema de forgas Q; variar de um infinitésimo,
0 corpo pode-se ainda considerar em equilibrio. Neste caso a variacdo do trabalho externo e
interno devido a variagdo da forga Q' determina-se derivando a expressdo (4.134) em relagio

aforca Q) i.e.:

AZQA N+ AZQ
k

y al : ] | al ; e . (4135)
o, o, O, Ty Ty
J.v(anA Sﬁ-anA &, +@QkA &+ 8QA Vot 6QA Va3t an:\ 7/31jdV
Como (ver anexo A4.2)
Q'ut =u (4.136)
Q. Zl ‘
e
R
Z Qfu aWeA (4.137)
an i=1 an
em que
nR
WS =>" Qfuf (4.138)
i=1
é o trabalho externo devido as forgas de reaccdo nos correspondentes deslocamentos, e
J- 60'; g+ aai g+ GO'i £+ arli v 6122 - 67% v |dv = 8WL (4.139)
0QM ™ aQM T T aQM T aQM T aQh P oy /

é a variagdo do trabalho interno, pelo que (4.135) passa a apresentar o seguinte formato:

W OWS oW,
“ToQr aQr

(4.140)

Esta expressdo permite determinar o deslocamento de um ponto segundo a direc¢do de uma
determinada forca (real ou ficticia) por intermédio do célculo da derivada em relagdo a essa
forca, quer da expressdo do trabalho interno, quer da expressdo do trabalho realizado pelas
forgas de reacgdo nos pontos em que ocorrem assentamentos de apoio, i.e.:

G
©oQt aQt

(4.141)
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Caso nédo ocorram assentamentos nas ligagcdes do corpo ao exterior, a expressao (4.141) reduz
a seguinte:

A OW,

Ul = , 4.142

Se 0 corpo estiver submetido a variacdo de temperatura, o trabalho interno, W;, indicado em
(4.141) e (4.142) incluira a parcela relativa ao trabalho por deformacdo térmica, apresentado
na expressao (4.105).

Se no ponto que se pretende calcular o deslocamento nédo existir um forga aplicada segundo a
direcgdo pretendida, pode-se aplicar uma forca ficticia nesse ponto e nessa direc¢do, que se
acrescenta ao sistema de forgas proprio do problema, anulando-se depois o valor dessa forca
ficticia na expressao do trabalho interno.

Exemplos de aplicagdo

1° Exemplo

Utilizando o teorema de Castigliano determine a flecha a meio véo da viga representada na
Figura 4.35. Considere apenas o trabalho por deformacédo de flexao.

p Q
p
" G
I L/2 ¥ L2 i u o
L L/2 4 L/2 1
(@) (b)

Figura 4.35 — Exercicio n. 1 sobre a aplicacdo do teorema de Castigliano.

Resolucao:
Como néo existe uma forga vertical a meio vao, vai-se considerar aplicada nesse ponto uma

forca ficticia de valor Q (ver Figura 4.35b). Considerando apenas o trabalho por deformacéo
de flexd@o sabe-se que:

W:EJ'LMd XZIL/ZMd X (a)

El El

em que M (x) representa 0 momento ao longo da viga, i.e.:

M(x):p—l‘x—px2 +%x. (b)
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Pelo teorema de Castigliano sabe-se que o deslocamento do ponto de aplicacdo de Q, na sua
direccdo, € igual a derivada do trabalho interno em relagéo a Q, pelo que:

_ OM (x
uz% :%{J‘L/ZM(x) a( )dx} ©
Qloso Q om0
Substituindo (b) em (c) e calculando o integral obtém-se:
pL
u= . d
384 E | (@)

2° Exemplo

A viga representada na Figura 4.36 tem inércia 21 entre x=0 e x=L/2 e inércia | entre
X =L/2 e x=L. Aplicando o teorema de Castigliano calcular o deslocamento vertical e a
rotacdo na extremidade direita dessa viga. Considere apenas a deformacéo por flexéo.

2l [ \Q
iiiiiii : e —
2 2 %”

L L L

7t 7 7t

Figura 4.36 — Exercicio n. 2 sobre a aplicacéo do teorema de Castigliano.

Resolucgéo:

Considerando apenas o trabalho por flexdo sabe-se que:

_i L/2M(X)2 i L l\/l(X)2
Wi_zjo E(2I)dx+2L/2 El ax @
pelo que
_%:J-L/ZM(X) 8M(x)dx+J-L M(x)aM(x)dX (0)
0Q o E(21) 0Q vz El 0Q '
Como
M(x)=-QL + Qx (c)
e
M) _ |y (d)
0Q
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que substituidas em (b) resulta

v2(—QL +Qx QL+Qx

u _IO %( L+ x dx+J'L/2T)(—L+x)dx
2 2 1 ¢ 2 2

T (QL 2QLx+Qx)dx+EL/2(QL—2QLx+Qx)dx

1 2L Qx| 1 2QLx® Qx| ©
_ L1 gy 2QLX +QX} —{QLZ QLx +Qx}

2E1 2 3 | El 2 3 .,
_3QL°
~ 16E1

Para calcular a rotagdo na extremidade da consola aplica-se um momento ficticio, M, nesta
extremidade. Neste caso a distribuicdo de momentos ao longo da consola é:

M(x)= -M -QL + Qx ()
e
M)y ©
Como
e, e,
pelo que substituindo (f) e (g) em (h) resulta
_ j”z Q;‘;IQX)( 1)dx + jLL/Z (QL+Qx) : Qx) (-1)d x

L/2 L
1 _sz i QXZ )
E[QLX 2 l ! EI{ 2 } ®
5Q L
16E |

4.11 — Teorema inverso do teorema de Castigliano

Em capitulo anterior verificou-se que as equacdes de equilibrio apresentam o seguinte
formato:

Q = > kju; (4.143)

Joaquim Barros 4.49



Estruturas | Capitulo 4 — Teoremas energéticos

em que k; é o coeficiente de rigidez, representando a forca aplicada no ponto i, segundo Q;,
devido a imposicdo de um deslocamento unitario no no j, segundo Q;, mantendo todos os
restantes pontos do sistema em observag¢do com valor nulo.

Se na expressao do trabalho externo produzido por um sistema de forcas Q;:

W, = %Z Q y, (4.144)
i=1
se fizer intervir (4.143) resulta
1 n m
W, = EZ Z kij uju, (4.145)
i=1 j=1

D kju U =W (4.146)
j=1

Variando o deslocamento u; de um infinitésimo, a variacdo do trabalho obtém-se derivando
(4.146), pelo que

o1 Do kyupu | = M (4.147)
ou,\ 27 = ou,
Como:
1<, & 1 )
EZ > kjuu = 5 (K U2 + KUy Uy + o+ K, U U+ + K U U+
i=1 j=1
(Ky Uy Uy + Ky U2 + o + Ky, U U, + o + Ky U U, +
. (4.148)
= (kyuu, +Kk,u,u, +..+ kwu€2 +.. +k,u,U, +
= (kyuu, +Kk,uu, +..+Kk,uu +..+k, uu)
entao,
0 [1& & 1
0 EZ 2 kju U | = E(k”ul + Ky Uy + oo+ KU+ KUy + 2K, U, + .0
A A== . (4.149)

1
- E[ul(k” + k) +uy(ky + Ky )+ o+ 2kNu(]

Como k; = k;; (4.149) reduz-se a,
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pelo que,

dado que,

De (4.152) resulta:

Q '

- ou,

(4.150)

(4.151)

(4.152)

(4.153)

(4.154)

que traduz o teorema inverso do teorema de Castigliano e que se enuncia da seguinte forma:
dado um corpo, isento de variacdo de temperatura e de assentamento de apoios, deformado
por accéo de forgas exteriores, o valor de uma forca aplicada num ponto é igual a derivada
parcial do trabalho de deformac&o eléstica do corpo em ordem ao deslocamento do ponto, na

direccéo da forca.

Ao teorema de Castigliano e ao seu inverso costumam designarem-se por teoremas das

derivadas do trabalho.

Exemplos de aplicacéo

Aplicando o teorema inverso do teorema de Castigliano determine 0 momento que deve ser
aplicado na extremidade esquerda da viga representada na Figura 4.37 por forma a produzir

uma rotacdo unidade nesta extremidade.
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(a) L L L

(b)

Figura 4.37 — Exercicio sobre a aplicagdo do teorema inverso do teorema de Castigliano.

Resolugéo:

Aplique-se uma rotacdo @ na seccdo A em correspondéncia com o momento M pretendido
(ver Figura 4.37b). Sob esta rotagdo desenvolvem-se as reaccOes indicadas nesta Figura, pelo
que o diagrama de momentos flectores é o seguinte

4E | 6EI
M (x) = 3 0, — E 0, X
4, (131} @
L 2L

Substituindo esta expressdo na que fornece o trabalho interno de deformacgdo por flex&@o
obtém-se:

Y :2EI-[[

8EI

(b)

e

Aplicando o teorema proposta, com & = 1 obtém-se

M = !

L
} . (©)
0
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4.12 — Aplicacéo do teorema de Castigliano ao calculo de deslocamentos

Comece-se por considerar o caso de estruturas articuladas, como é o caso da estrutura
representada na Figura 4.38.

Qs Qs

3 5 © .

X2
l'13X2
2 7
8 4 9 L
@ 1 3 6 ® | X1
@ @ 1777777

d d

Figura 4.38 - Estrutura articulada plana (barras com mddulo de elasticidade E e seccéo transversal de area A).

Dado que nas barras sO se desenvolvem esforcos axiais, o trabalho interno ser4 somente o
devido & deformagdo axial:

9. 1( N2L
W = Z}E[ EAl . (4.155)

Caso se pretenda determinar o deslocamento segundo x, do n6 3, tal pode ser efectuado
aplicando o teorema de Castigliano:

oW,
Uy = %
3

S (NL) &N,
SR

Sendo conhecidos os esfor¢cos, o comprimento, o moédulo de elasticidade e a secgdo
transversal das barras, o deslocamento pretendido pode ser determinado por intermédio da
relacdo (4.156).

(4.156)

Se no ponto em que se pretende conhecer o deslocamento néo existir nenhuma forga aplicada
com a direcgdo desejada, aplica-se uma forga ficticia e anula-se o seu valor na expressao
(4.156).

Considere-se, por exemplo, que se pretende determinar o deslocamento vertical no no 4 (u,, ).

Para tal aplica-se uma carga vertical (segundo x;) neste nd e calculam-se os esforgos nas
barras devidos, quer as acgdes exteriores que actuam sobre a estrutura (Qz e Qs), quer a carga
ficticia no n6 4 (Q4). O deslocamento u,, obter-se-a por intermédio da seguinte relacéo:
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Uy,

oW,
0 Q4 Q=0

NL) aN,
EA) 0Q,

(4.157)

)

:|Q4 =0

Tome-se como exemplo a estrutura representada na Figura 4.39 e determine-se 0
deslocamento vertical do n6 2 e horizontal do né 4. Todas as barras ttm modulo de
elasticidade de 2.07 x 10° MPa. As barras traccionadas tém secgdo transversal com érea de

85 mm? e as comprimidas 210 mm?.

1.5

X2
NZ/’@ N5
In
3
3 5
N
N W 3 N
2 5 Q
R, @ N N, N, N, Xy
1 @ 4 e
TR1X2 20kN 1R X (m)
L 2 L 2 L

A

Figura 4.39 - Estrutura articulada plana.

Para resolver o problema pedido, comega-se por calcular os esforgos nas barras por
intermédio das equacdes de equilibrio nos quatro nds que compdem a estrutura:

D> F,=0.. R, — N,sin36.87 = 0

NG 1 {2 F,=0 .. N, - N,c0s36.87 + R, = 0

NG 2 > F=0. N, +N,
> F,=0 . N; - 20

N6 3 > F,=0 .. N,c0s36.87 — N;c0s36.87 + R, = 0
> F,=0 .. N,sin36.87 + N,sin36.87 — N,= 0

) > F=0 . —N, + N;c0s36.87 = 0
NO 4
D> F,=0.. R, — Ngsin36.87 = 0

das quais resultam os seguintes esforcos (+ = trac¢do; - = compressdo): N; = 13328 N; N, = -
16667 N; N3 =20000 N; N;=13328 N; Ns=-16667 N. Na tabela 4.1 apresentam-se 0s
valores necessarios ao calculo do deslocamento u,, .
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Tabela 4.1 - Calculo do deslocamento u4x2 .

Barra Esforco L A Ni N. L ON. N. L ON. ON.
[mm] [mmz] [N] 1 1 1 1 1 1 1
EA 0Qp | EA 0Q, | 0Q,
[mm] [mm]
1 Traccédo 2000 85 13228 1.515 0.666 1 1
2 Compressa | 2500 210 16667 0.960 0.833 0.8 0
0
3 Tracgédo 1500 85 20000 1.710 1 1.71 0
4 Traccédo 2000 85 13328 1.515 0.666 1 1
5 Compressa | 2500 210 16667 0.960 0.833 0.8 0
0
z N; L 8 N, 5.3
EA 0Q,

Para determinar o deslocamento horizontal do n6 4, u,, aplica-se uma forca ficticia
horizontal Q,, nesse ponto (ver Figura 4.39) e recorre-se a relagdo (4.157). O valor de
oN,/0Q,, obtém-se dividindo o esforco axial da barra i, devido a forca Q,,, pelo valor de
Q,;- Quando a estrutura e solicitada pelo carregamento constituido pela forca Q,,
desenvolvem-se esforgos axiais de valor igual a Q,, nas barras 1 e 4, sendo nulo o esforgo
axial nas restantes barras. Assim, 6N, /0Q,, =1 nas barras 1 e 4 e nulo nas restantes barras,
pelo que (ver ultima coluna da tabela 4.1 u,, =2 x1.515 = 3.03 mm.

No caso geral de uma estrutura reticulada continua tridimensional, o deslocamento do ponto
de aplicacdo de uma forca (real ou ficticia) sera obtido por intermédio da seguinte relacdo (ver
equacdo(4.46) e Figura 4.40):

y — W
“aQ,
Z N, oN dl, + M, 6M1d|
~ | EAGQ, l, 6Q,

(4.158)
M, OM, o . [ Ms OM,

2 ) dl, +
LEI, 0Q, LEI, 0Q,

V, vV, V, 8V,
_ dl, + _ X
LG A, 0Q, LG A, 0Q, i

em que n é o numero de barras que constitui a estrutura reticulada.
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Figura 4.40 - Componentes de esfor¢os que actuam numa barra de pértico espacial.

Note-se que o deslocamento u,em (4.158) é genérico pelo que pode também representar um

deslocamento angular. Considere-se, por exemplo, que se pretendia determinar a rotacdo da
barra 4 da estrutura articulada representada na figura 4.41.Para tal, aplica-se na extremidade
da barra forcas ficticias que produzem um binario de grandeza M (ver Figura 54.41).

Qs Qs

@ 5 ®
M
2 8 \/<1’ 4 9 !

M
@ 1 3 6
) @
P S

Figura 4.41 - Estrutura articulada.

A rotacdo da barra obtém-se por intermédio da seguinte relacdo

_ W
oW
Como se trata da estrutura articulada tem-se

R

0,

M =0

Exemplos de aplicagdo

(4.159)

(4.160)

Calcular o deslocamento angular de barra 12da estrutura articulada representada na Figura

4.42.
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A = 1060 mm’
A=942.5 mm’
E =207 x10 MPa

g@‘w 1 N 2Ny,

L 2.5 L m)

7 7

Figura 4.42 - Estrutura articulada.

Resolucgéo:
O binério M a aplicar na barra 1 é constituido por duas forcas iguais e opostas de valor
M/2500 aplicadas nos pontos 1 e 2. Os esforcos nas barras da estrutura, quando esta esta
submetida a forca de 20 KN e as forcas M/2500, podem ser obtidos efectuando o equilibrio do
no 2,i.e.

> F =0. -N,cos30°+N, =0 (a)

D F, =0 .. -20000 + M N,sin300= 0
2500
pelo que:
M
N, = 0866(40000+~———]
1250

: (b)
N, = 40000 + 1
1250

Aplicando a equacéo (4.160) obtém-se:

@_Z(Nlhj 8N1+(Nz%] ON; _ 747 % 10 rad. ©
AE ), , oM [ AE ), , oM

4,13 — Teorema de Menabrea

Este teorema é um corolario do teorema de Castigliano sendo, usualmente, aplicado na
determinacéo das incognitas hiperestaticas de uma estrutura.

Considere-se que a estrutura representada na Figura 4.43a esta em equilibrio eléstico sob a
accdo do sistema de forcas exteriores aplicado. Esta estrutura é duas vezes hiperestatica, dado
que tem duas ligagdes ao exterior redundantes, isto €, tem-se trés equacgdes de equilibrio e
cinco reacgdes incognitas. A reaccdo horizontal no apoio A e 0 momento no apoio B foram as
incOgnitas hiperestaticas seleccionadas, conforme se representa na Figura 4.43b.
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(a) (b)

Figura 4.43 - Vigas duas vezes hiperestaticas

Do teorema de Castigliano sabe-se que o deslocamento do ponto de aplicacdo de determinada
forca (real ou ficticia), na sua direccdo, pode ser obtido derivando a expressédo do trabalho
interno de deformacdo em relacdo a essa forca (ver expressdo (4.142)). Aplicando este
teorema aos deslocamentos dos pontos de aplicagdo das incognitas hiperestaticas da estrutura
representada na figura 4.43 obtém-se:

U - oW, 0 (4.161a)
Al 8RA1

: 4.161b

o - M _ (4.161b)
0Mg,

dado que se admite que ndo ha assentamento de apoio nos pontos de aplicagdo das incognitas
hiperestaticas. Como a expressdo do trabalho interno de deformacdo vem em funcdo das
incognitas hiperestaticas e de dados conhecidos (geometria, caracteristicas dos materiais da

estrutura, diagramas de esforcos), isto é, W, = f (R,;, My;), as equagdes (4.161) conduzem
a um sistema de duas equacOes a duas incognitas, R, Mg,. As equagdes (4.161) séo

designadas por equacdes de compatibilidade de deslocamentos e permitem determinar o valor
das incdgnitas hiperestaticas que tornam maxima ou minima a funcdo do trabalho interno de
deformacédo. Se o valor de qualquer incognita hiperestatica variar de um infinitésimo, por
exemplo, se R,, passar para R,, + AR,,, 0 principio do movimento incipiente diz que:

4.162
AU, 50 (4.162)
AR,
pelo que no limite seré:
AUy _ 0Uy _ O'W, 0 (4.163)

lim = ==
ARy—0 A RAl 0 RAl 0 RAl
o que significa que a fungdo W, passa por um minimo para o verdadeiro valor de R,, .

Como W, pode ser explicitada com uma funcéo quadratica nas componentes de tensdo’ e
também das forcas exteriores, entdo a expressdo 9°W,/6°R,, é independente de R,,, pelo

Joaquim Barros 4.58



Estruturas | Capitulo 4 — Teoremas energéticos

que W, passa por um minimo para todos os valores de R,,.Assim, para uma incognita
hiperestatica qualquer Q, :

: 4.164
oW, _ o (4.164)

0Q,

pelo que o teorema de Menabrea enuncia-se da seguinte forma: quando um corpo, isento de
variacao de temperatura e de assentamentos de apoio, esta em equilibrio eléstico sob a ac¢ao
de certo sistema de forcas exteriores admissiveis, o verdadeiro sistema é aquele que torna
minima a expressao do trabalho interno de deformagao.

Se o corpo for solicitado por variacdo de temperatura, o teorema de Menabrea aplica-se ainda
da mesma forma, havendo apenas que substituir em (1.164) W, por W, —W,, em que W, é 0

trabalho realizado pelas reac¢des dos apoios em que haja assentamentos.

Exemplos de aplicacéo

1° Exemplo

Considere a viga de sec¢do uniforme, simplesmente apoiada em A e perfeitamente encastrada

em B, representada na Figura 4.44a. Utilizando o teorema de Menabrea determine 0 momento
de encastramento em B. Considere apenas a rigidez a flexao El da barra.

AB'>

L L
(@) (b)
Figura 4.44 - Exercicio n. 1 de aplicacdo do teorema de Menabrea

Resolucgéo:
Momento numa secg¢do a distancia x do apoio A:

2 a
M(X):ﬂx+p_Lx_p_X ()
L 2 2
Trabalho interno de deformacao:
Trabalho externo Trabalho interno
We:ZQlul Wi =jv61$l+...
o P LA
= 2. QFR;Q v O\E E
j=1

:J' 0'_12_00'10'2_0010-3 n
VI E E E
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1 (b)
= ——| M*(x)dx
= ek M
2 2
:L t %X_Fp_l_x_ﬁ d x
2E170( L 2 2
Aplicando o teorema de Manabrea,
W _ ©
oM,
fica:
2 d
J.L %X_{_p_l_x_p_x 1dX=O ()
ol L 2 2 )L
pelo que:
2 e
M, = L _ (e)
8
2° Exemplo

Considere ainda a viga representada na figura 4.44, mas admita agora que no apoio A ocorre
um assentamento vertical descendente A (ver Figura 4.45). Calcule o momento de
encastramento em B.

p
N
Y B
g

1 L |

Figura 4.45 - Exercicio n. 2 de aplicagdo do teorema de Menabrea
Resolucéo:
Neste caso o teorema de Manabrea diz que:

oW -We) _ @
oM,

em que
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W, = —R,,.A (b)

sendo R,, a reaccdo vertical em A. O sinal negativo deve-se a que a reaccdo em A é
ascendente, enquanto o assentamento é descendente . Como:

R - _ (E_ﬂj ©
A2 2 L
entdo
c’ﬂ(Wi—WR)_0
oM,
2 2
0 L %X_i_p_l_x_p_x dx+£(p_l_ +ﬂAj =0
OM, | 2E17L( L 2 2 20 2 L
2\ (d)
L %X_i_p_l_x_p_x _de+A:O
2E17L0 L 2 2 L 2L
MBL+ pL® A
6EI 48E1 2L
pelo que:
2 e
m, - PL_3EL, )
8 L

Considere-se, ainda, um corpo em equilibrio sob a accdo de um sistema de forcas exteriores
Q,, a que corresponde os deslocamentos u, e o trabalho interno W,. Sabe-se pela aplicagéo do

teorema dos trabalhos virtuais que:

anQi 5U = oW, (4.165)
i=1

pelo que

SW, - 3°Q8U; = 0. (4.166)

i=1
Se as forcas se mantiverem constantes durante o acréscimo de deslocamentos virtuais o U,

entdo a expressao (4.166) pode ser rescrita da seguinte forma:

(4.167)

({wi + iznlj(— Q ui)} =0
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em que
n (4.168)
W+ > (-QU)
i=1

é a energia potencial total do corpo que deve ser um valor constante minimo, por forma a que
seja estavel a configuragdo de equilibrio do corpo sob a accdo das forcas exteriores (posicao 3
na analogia com os possiveis movimentos de uma esfera — ver Figura 4.46).

Figura 4.46 - Possiveis equilibrios.

De seguida, o teorema de Manabrea vai ser aplicado ao calculo das incdgnitas hiperestaticas
de estruturas articuladas. Considere-se, para o efeito, a estrutura representada na Figura 4.47a
que, por condigdes interiores, € uma vez hiperestatica. Na Figura 4.47 esta esquematizado o
principio da sobreposicdo dos efeitos, tendo-se adaptado como incognita hiperestatica o

. . . R . A
esforco axial da barra 5. Assim, os esforcos reais N~ (ver Figura 4.45a) sdo iguais & soma

dos esfor¢os devidos a actuacdo da solicitacao exterior no sistema de base, N© , (ver Figura
55b) com os esforgos que se desenvolvem no sistema base solicitado pelas forcas unitarias

. x X
aplicadas na seccéo de corte da barra5, N ™ .

Y
@) (b)

Figura 4.47 - Aplicacdo do teorema de Menabrea na determinagdo do valor de incognitas hiperestaticas.

Por sistema base ou sistema principal, entende-se todo o sistema que se obtém do real,
descarregado, por supressao das ligacOes superabundantes (exteriores e interiores). Assim,
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NF = N?+ X N*.

(4.169)

Como o deslocamento relativo entre as faces de corte da barra 5 é nulo, da aplicagdo do

teorema de Manabrea obtém-se:

Dado que,

W i%[

i=1

entdo, substituindo (4.169) e, (4.171) obtém-se:

Zs:[(N‘MXNX)L]NX L,

EA

i=1

i[NQN Ll

i=1

ou

da qual se pode obter o valor da incégnita hiperestatica X:

ZS: NON*L
X _ i=1 EA i

i[NXNXLl

i=1

(4.170)

(4.171)

(4.172)

8 (4.173)
Z [N N*L } 0
=1

(4.174)

Repare-se que a expressdo (4.173) representa a seguinte equacdo de compatibilidade dos

deslocamentos (ver Figura 55):

f><Q + X f,, =0 (4.175)
em que
nNONFL (4.176)
fro = =0
i=1 EA i
e
n N X N*L (4.177)
fxx = Z
S EA )
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pelo que f,, € o deslocamento relativo entre as faces de corte da barra 5 (da incognita
hiperestatica) devido a actuagdo da solicitagdo exterior (ver Figura 4.47b) e f,, € o

deslocamento relativo entre as faces de corte da barra 5 devido a actuacdo do par de forcas
unitario aplicado na secgdo de corte da barra 5 (ver Figura 4.47c). A soma de f,, com X

vezes f,, tem que ser igual a zero, dado que o deslocamento real entre as duas faces
infinitamente préximas da barra 5 é nulo.

O coeficiente de flexibilidade f,, pode ser obtido aplicando o teorema dos trabalhos virtuais

ao sistema de forcas N* (ver Figura 4.47c) na deformada provocada pelas forcas exteriores
(sistema N©- Figura 4.47b). Procedendo-se dessa forma obtém-se:

W, = 1x f,q (4.178)

6 X n(Q 4.179

W - NXNOL ( )
= EA )

pelo que de W, = W, obtém-se a expresséo (4.176).
De forma semelhante, o coeficiente de flexibilidade f,, obtém-se aplicando o teorema dos

trabalhos virtuais a configuragio N* (Ver Figura 4.45c) na deformagdo provocada pela

actuacdo do sistema de forcas correspondentes a N*, isto é, pelo par de forcas unitario na
seccdo de corte da barra 5 (ver Figura 4.45c):

W, = 1x f,, (4.180)

8 X\ X 4.181

W - Z[N N L] ( )
=\ EA )

pelo que de W, = W, se obtém a expresséo (4.175).

Se a estrutura for n vezes hiperestatica aplica-se a equacdo (4.164) a cada uma das incognitas
hiperestaticas, obtendo-se n equacdes de compatibilidade que permitem determinar as n
incognitas hiperestaticas por intermédio da resolugdo deste sistema de equacoes.
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